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���	������ � �	��� 	�����	��������
�����  ����	�� ��� !�� �	��"#$����  �	������ � � ��� ������ ��� ��
$�"% �&���"�����	���%  ������ $�'���������� �����	�� �	���������
(	���� ��$	 ���"	
�� � ���$	 ��������� "����#$���� ����� ���	������
�� �����	 �%�$�)�' � ���� ����	���	��' � ����	�����  ��$��� ������
����	
��	����

(	��� �	�	�� *�������� ���� "����� ��� �"�� ������ �%�$�� �  ����
�	��" &�����&����� &	�"�����	 �$� � ���� ����� ��"�	�	�� � �$�	����
������	� �����	�+ �	����	#��	�� �� �	 �	��� $��� �	,� �	����������
�"$"� ����� � ���� �����' �	���	�������' %	�	���� %��� �� �	��-��
� ��&���	����% ������������
���	
��	��� ���"� ���� ��������� � �������� �	 ����� �.�� /

/ 0 �  ������ ������ � �������� ����	���	��� 	 �.�� / 0 �  ������
������ � ��#��� *!�� ����� $������ �	 120+� 3�� ����	���	��� ��")����
�"�� ���������� �����  �����% p $�� ������% p / . � �	�#�  �������
����� �� ���-���� ��	�	�� �	������	 ������� ��� ��� ��#��� 4 &�	�	
�x $������ �	 .� � !��� ������ �� �������� ����	���	����  ��	 �� ��	�
�	�� ���" �	��� x5  �� �	���% x  ��"�	���� �	���� ����	���	��� �$��
�������� * �� �-����� x+ $�"��� � ��#��� * �� ���-����� x+�

6���	���	��� ��#�� ���$����� $�"� � $�"��� �  ���)�� ����������
���
��� 7�� ������ ����� $������� ���	���� �� ��	$�
������ �	��	���
� �����	����� *�	��� 0+� 8������ �	�#� ��� � A � B ����	���	��� A
�	���	�� �������� ��� 	����������� ������	��� 	B � 
	���������
��� �������������

9������ �	�#� ��� ����	���	��� ����� ������������ 
�	����� �
*�����	+ ���� ��� ������� ��� � *��#�+ ���� ��� ��#��� :���$	 ����
��� � " ����������� �"��	 T *true+ ��� ����� 0 	 ������ � � �"��	 F
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*false+ ��� ����� =� *�	  ����' �����$ �$�� ����	�� ����	 = � 0  �����
������� ���	��� �	#���� $���' � �	�	�  ����	 ����	 �� ���� ��	#��
�� ���#���� �����������% ��	����'> ?$���������� ���	��� �  ����$�
��� ��$� ���	�"#����� ��� �	�	�  ����	 ���� � ���� � ������	�� �
������' � ��#�� �	� !������	�� ���������  ��� ��#��  ��"���� �����
���#�$	���% ���"���	����+

@��������� ������  �������� ����	����� ���#��� ����	���	��� ��
 �����%� 3�� !��� ���������� ����	����� ����	���	��� � ��$�������
����������� ��� �	���' � ������������ � �	���
�' .�
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(� #�  �	���	 ��#�� ����#��� ��������� 6���	���	���A�B �������
���� ��	 ����	���	���A � B �������� 6���	���	��� A�B ������� ����
%��� �� �$�� �� ����	���	��' A � B �������� 6���	���	��� A � B
��#�� � �$���������� ��"�	�A ���� A ������� 	 B ��#��� �	����
 �A
������� � ��� � ������ ��� ��"�	� ���$	 A ��#���

:� ���% ������ ����,� ����� �� ����� �����	�� �� ���	
��� 6 �	���
$��� �� �����  ������  ����" �	$� ����	�� ��	#�� ����	���	��� �����
.�. B C �� .�. B 2� � ����� .�. B C �� D�D B 0� ���������� *:�����
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�	� ������� �	,� �	���
�A � � � B � � � B ��+ E��$"�)�'  �����
 ��	���	�� ��� � �	��� � ��$������ ���� ������

8�)� ����	��� ��� ���� ����� x $������ �	 2 �� ��� $������ �	 .�
7�� ���	�	�� ��� ����	���	���

*x $������ �	 2+ � *x $������ �	 .+

�������  �� ���% x� 3�$��	��� ��$	 x B CA ��� �	��� ��#�� 	 �� ���
�	
�� ������	� 3�� x B 1  �����	 �� ���	
�� ��#�	 	 �	��������
������� � ��� �� ���	
�� ������	� �	����
  �� x B F  �����	 � �	�
�������� ������� � ��� �� ���	
�� ������	� E $�"��' ������� ���	��
��� "����#$���� *���� x $������ �	 . �� x $������ �	 2+ ������� � �����
. �������� ����� �������� 3�� !���  �����	 �� ���	
�� ������	 �	�
�������� ��#�� � �	�	 �� ���	
�� ��#�	� (	��� ���	��� ���� ����	��
��� ���������� �� ���	
�� � ��$������� ����������� �-� �	���' *	 ��
�	������ ��#$" ���� �	��%���  �����������$�������% �����'+ �� ���
������ �	���
� ���������� �������	��� G����  �$�����"�� �	��� "��
���&���	�����  ����	��� �� ���	
�� &�����&��� �	��������� ������
�	���	�� �-� ��	����	����' �� ���	
��'��

(� ��� �� ��&���	����% �	��������  ���'$-�� � � ��$�������� 7���
����	���� ����	���	��� *�� ������% ����	������� ����� ���#���+ ��
�"$�� �����	�	�� �	�������� �	�������� �"��	�� *� ��$���	�� ����  ��
�	$������+ � �	���	�� �����
�����	������ ������������ :� ��% �����
���� �����
�����	����� ������� *����� � �� ���
���	����'� $�� ��	��
����� �"$�� � "��	��+  � �	���  �	���	�A

� 6���	�  �� ���
���	���	�  �������	� ���� &���"�	�

� ���� A�  �� ���
���	���	� &���"�	 �� �A�  �� ���
���	���	�
&���"�	�

� ���� A � B �  �� ���
���	����� &���"�� �� *A � B+ *A � B+ �
*A� B+ �  �� ���
���	����� &���"���

��#�� �)-� ��	�	�� �	�A &���"�� � !�� �����	����� ���#�����
���	$	�)�� "�	�	����� ���'���	�� *����� ������	������ �$��� �")��
�������A ��$� ���� �� �� ��<����� ���"�  ����$��	���������  �������
��% ������ � ������ &���"��' �� !�� ��� ���'���	 ���� �� ��#� ���
 ������+�

3"��� &���"�	 � ��$��#�� n  ��������% p�� p�� � � � � pn� ����  �$��	�
���� ������ !��%  ��������% ������������ ��	����� *� ��� �+ ��  �
�	���
	� ��#�� ��������� ������������ ��	����� &���"�� � 
����� (	�
��� ���	��� &���"�	 �	$	-�� �������"� &"��
�� �� n 	��"������ �	�
#$�' �� ������% ��#��  �����	�� ��	����� � � �� ��	����� &"��
��
�	�#� ��#	� � ���#����� f���g ������� �� �"$�� �����	�	�� B � H	�
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"#� ���������� �� �"$�� ���$��	�� ��	$�
�� � ���#$�������� � � �$��
��
�' 	 �� � �"�-�� ��� �	��� B ���� f=� 0g� I���"�	 � �	$	-�� �����	�
#���� Bn � B � (	��� �����	#���� �	���	�� �	�#� �������� ���������
�� n 	����������

������� J	�������� &���"�" *p � *q � �r++� 8�	 ������	 � �$���
�������� ��"�	� � ���$	 p � q ������� 	 r ��#�� *��� �	��� D+�

p q r �r *q � �r+ *p � *q � �r++
= = = 0 = =
= = 0 = = =
= 0 = 0 0 =
= 0 0 = = =
0 = = 0 = =
0 = 0 = = =
0 0 = 0 0 0
0 0 0 = = =

����� �� ����	�� 	��	

���	 ��
"#
��		 *p � *q � �r++

��������� &���"�� ���	#	�� ���������� �	���� � ����	���� ���
��	���	��� �������� ���	������ �� �����	 �% �	���'� (	��� &���"��
*��������  �� ���% ��	�����% �%�$�)�% � ��%  ��������%+ �	���	��
�	�����������

������� I���"�	 **p�q+� p+ �������� �	��������' *!�� ��#��  ���
������ �	 ����� ����	��� �	���
"+� 8�	 ���	#	�� �	��' ���������'
�	���A �� ���<���
�� "����#$���' ���$"��  ����� �� ��%�

��	�
� �� H	� �����$�� ������������ "����#$���� $�� $��<����

��>

K�� &���"�� �	���	�� �����	�������� ���� ��� �������  �� �$�
��% � ��% #� ��	�����%  ��������% *$�"���� ����	�� ���� ��� �	$	��
�$�" � �" #� �"���" &"��
��+� �	 ����� &���"�	 *p� *p� q++ ������	
��,�  �� p B q B � �  ����" !����	�����	 &���"�� *p� q+�

J	�������� &���"�" **p � q+ � q+� 8�	 ������	 ���� � ������ ����
 �������	� q ������	� L������� �� ��	�	�� ��� ��	 !����	�����	 &���
�"�� q �� �"� ���� &���	���	� ��"$�����A ��	 ��$��#�� $��  ���������
�  ����" �	$	-�� &"��
�� �� $�"% 	��"������ *�� 	 B�B � B + � �� ����
�� �	� q �	$	-�� &"��
�� �� �$���� 	��"����	� �� �� �"$�� ���	)	��
�	 !�� ����	��� � �"$�� ����	�� !�� &���"�� !����	��������� 6����
)� ���� ���� � ����  ��������% p�� � � � � pn ��$��#	)�' ���  ���������
��������' &���"�� � *� �����#�� �)-� �	������  ���������+ ��#��
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����	�� ��� &���"�	 � �	$	-�� &"��
�� �� n 	��"������ �����#�� �	
$��� �	����)"� �� �� ���% 	��"������ * �������"�  � ��������� 	��"�
����	�+�

3���� �	��% �������� �����  �������� ���$"�)�' &	��A &���"��
� � � !����	������ ���$	 � ������ ���$	 ���$	 &���"�	 **� � �+�
�*� � �++ �������� �	��������'� :� ����"� ����	)���� *p 	 q+ $��
**p � q+ � *q � p++ ��#�� �	 ����	�� "����#$���� �� !����	�������
��� &���"� � ��$� �	�������'� 6�� ��������� �	��% !����	���������'A

������ �� ������ �� ������� �������� �	����������!

*p � q+	 *q � p+5

**p � q+ � r+	 *p� *q � r++5

*p � q+	 *q � p+5

**p � q+ � r+	 *p� *q � r++5

*p� *q � r++	 **p� q+ � *p � r++5

*p� *q � r++	 **p� q+ � *p � r++5

�*p � q+	 *�p � �q+5

�*p � q+	 *�p � �q+5

*p � *p � q++	 p5

*p � *p � q++	 p5

*p� q+	 *�q � �p+5

p	 ��p�

������������� 3����� ������ !����	��������� ���	#	�� ����
�"�	�������� � 	���
�	�������� ���<���
�� � $��<���
��� 3�������
�	 ����� ����"�A ���	� �  �	�	� �	��� ������� � �$���������� ��"�	�
*���$	 ���  ��������� �������+ �  ����" !����	������� *K�� $��<����

�� "$����� �������� ���$	 ��	 ��#�	�+

K�� ���$"�)�� !����	��������� "����#$	�� $������"�������� � �	�
����� ��� � ������� �� ���#���� � "���#���� � ����
	% �$��� �����
��	 ���'���	 $������"��������� 3�������� !����	��������� ����� ����
��$����� �	��������� ��"�	� ��������� � ��#���� p�

E��$"�)�� $�	 ���'���	 �	���	���� 
	���	�� �� "���	�	� :% ����
��  �������� �� ����� ��� ���<���
�� ������	 	 $��<���
�� ��#�	
����� � �$��� ��"�	�� �	���� $� ����	�	 ����$	 ���	#	�� ����	��A
����<���
�� $��'������	 $��<���
����

K	��� ���$"�� $�	 �����$��% 
	���	 ����� ���� *�$�� �� ��% �� "#�
" ����	��+�

�	 ���� �$-��  �	���� �����	��
���� ������� ������� � �	�������
��� "����#$���� ����� x �����,���� �� x ���-����� � ����� x ���-����
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�� x �������,����� �	���������� L��� ��� � �����$��  ���������� �  ��
��)�� �	���
 ���������� � ��� ����	� ���� ����'  	�	$���� 6�� ���
M����� 4 ��$���"� �� ����"A ��� ������ �-������ 3������� �-� �� ��,��
�� $��� � ���	�"#�� �	 $����� �����"� 8�	 ��	�	���� �-����'� 6��$� ��
" ���� ���� �����	��� �	$��	���� � �� ����	  �$����#$	����� M����� M
 ���&���"�����	� �� ����" �	�A ��� ����-�����  ��$���� � �� ������
* ������� �	,�  �	���� �����	 ���
��+ � �� ��	� ��%�$��� �� $���
	 ������ %���$������ � �	,-�� �	� ��	�#���'  ��$���� 8� ��	�	���
	 �������� 	 �� ������'� M����� M ���	$��	��� � �� ����	  �$�����
#$	���� � �  ������� ������" 4� (�� "$�������� � " ���� ��#� ����
	 ������ � %���$������� �� � ��� ����� ������ ���	���� ����,���� �
��� �� ����� 	 ������ �� ������ � �

3����$��� *� �����$���+  �	���� �	���	���� ������� �������� ��#
���	����

��	�
� �� 3������������ !����	��������� ����������"�� �	������
�	� $�� ���#����A �	 �����  ���	� �	�	����"�� ��� P 
Q B Q
P $��
����% ���#���� P � Q� H	��� "����#$���� ����������"�� ���	�����
!����	����������>

��	�
� �� K�� &���"�� ��$��#	)�� ������  ��������� � ������ �
� � � !����	������� K��	#��� ��� ��� ���	�"��� !����	�������� ����
���$" �	������ � �	 � � �	�������

�	����� ��� $	���� �� ��� �	�������� ����� ����' ���"������'
������ �	 ����� &���"�	 *p� q+ � *q � p+ �������� �	��������' *����
�$�� �� "����#$���' p � q ��#�� �� �� ���� ���$"�� ��-� ��� "��$��5 ����
��	 ������� �� ��� ����� &���"�	 ������	+ %��� � ���	���  ���������
��� �	,�' ���"�
�� �  ����" ���������� �� $�"% ���	� �� ����	���%
"����#$���' �$�� ����-�� $�"���> �)-� ����� �	�	$���	 �	��������

**p� q+� p+� p

*%��� �-� ������ �� �����  �������� �  ���)�� �	���
 ����������+�

�����������  ����� ����� �	 �	��� $��� �	,� �	��"#$����
��$��#	� ����-����'  ������ G���� ���	�"#��� ��� �	$	$�� ���� ���
 ���A �	��� �"#�� ������ � &���"�	%> 3��$��	��� ���� ��� �� �����
��� � ��$������ &���"�� � �"$�� �������� ��� P �Q � P �Q ��������
&���"�	�� $�� ����% P � Q� 8��	�"��� �� �	,� �	��"#$���� � ����>

@����  ����� ��� �� ������-���� � ��"$������  �� � ��$������ �"���
��' &"��
�� ����������"�)�' &���"��� 6 !��� � ��$������ ��  �$��	�
����� �"�� � �$���
� �	 �����  ��������% � �	��� ��������� ��	�����
&���"�� �  ���)�� �	���
 ���������� $�� ������� �� �� ��� ���$	 ��
�������� � ��$������ &���"�� &���"�	 p � q � r ��#�� ����  ��"���	



���	����	� ��� !�� 	 ��� � ��

$�"�� � ����	�� � �� &���"� p� q � r �  ���)�� � ��	
�� � � �� &���
�"� p � q � r �  ���)�� � ��	
�� �� 7�� $�	 ������	��� $	$"� �	���'
���"���	�  ��  � ���� ��������� ��	����� = � = � 0�

:� ��	�	����� ���� ��� ������ �"#�� ����� �	�	������	�� �$���
��	������ ����	���������� �	����	 &���"��� (����� ������ ����� �	���
"����#$����A

������ � �	����
���� �������� $����
�����	���	� �����#
�	% �� ����� 	��� ����������% ����� ���� ������	����	 ����� � ��#
��� �
 ��&�� ����� *A � B+% *A � B+ ��� �A% ��� A � B ' ���������
�������% ����&�� A � B (� ������ ���� ����	��) �����	�	����	����
����
�	���*

������������� I���	����� $��	�	�������� ��#��  ������� �	�A
� ��$����  ������ ���������� ����	 �	� �	���
� ��#$" ������ ������
�	�)�%�� � �	����	�)�%�� ������� :�$"�
��'  �  ��������� &���"��
����� $��	�	�� �	�"� ����"A

E�������' ���� ����' &���"�� �	��� �"��� E�������' ����
������ �	�	�	 &���"�� ������
	����� � �	��� �"�� ��,� ����
!�� �	�	�� ��� 	$	�� �� ���' &���"��'  "��� ��� ������� ��
�$��% �������� ����
	����

E���	 ���$"�
��'  �  ���������� ��	�	� ��� ���A ��  �������� �������
�"�)�� �	� "����#$���� $��  ��������% 	 �	�#� $��	���	�� ��� ����
��� ����� $�� &���"� A � B �� ��� ����� � $�� &���"� *A�B+ *A�B+
� �A�

3���� ���� �	� ����	 $��	�	�	 �	���� &���"��  ����$���� �	�A ����
��	 �	���	���� � ����
	��� �� ��#�� ���� ���	���	�	 ��,�  � �������
�"  �	���"� ���� #� ��	 �	���	���� �� ������ �� �	$� �����" "$	����
	  ���� ���	�� �	�	�� ����)�� �"����' ��������' ����� (	��� �	�	��
�$���������� *7�� �����  �������� �� ����"� ����"�+ (�� �	��� &���
�"�	 �	����	���� �$����	����

6 $	����',�� �� �"$�� � "��	�� ������ ���� ��� ���� �� ���	��
���� *�	 ����� ��#�� �	 ��	�� ���<���
�� ��-�% ������ �� "�	���	�
 ���$�� $�'����' � ���" 	���
�	��������+ ���� ���� �� ��������	�

��	�
� �� 3������' ����� @"�	�����  ��$�	�	� ��%�$����� ��� ����
��� �	 ����	� � &���"�	% ��	�	�	 ��	� � ��	
�� 	  ���� � ��	�$� *���
 ������� � �	�$�������'+� �	 ����� *a/ b+� *c/ *d� e++ � ��� �����	�
�����% �	 �,���� �	� � / ab / c � de� 7�" �	 ��� �)-� �	���	�� ����#
���� �	 ����� 8��	��	�  �����	� �	 ��� �����	���� �� ��-� ��� ��� ��	�
� ��	
�� �$-��  ���� � ��	�$��� 3��	#��� ��� � ����% ��"�	�%  ���$��
$�'����' �����	�	����	���� �$����	����



�� ���� �������	
� ���
�

�� ��
�� ������� �	���

J	���	����	��	� �	�� ������	  �� ���
���	����% ������ *� � �+
����	 � ���$"�)�� ������A

������ � ������ ������ ������� +��	� �����	 ������� ��
n 	��������� ����� ���� 
	���	�	 � ���� �����
�����	����� ���#
����*

������������� 3��)� �����  ������� !�� �	  ������� 3"��� �	�
 ����� �"���	 &"��
�� �*p� q� r+ �	$	�	 �	���
�' 2�

p q r �*p� q� r+
= = = 0
= = 0 =
= 0 = =
= 0 0 0
0 = = =
0 = 0 =
0 0 = =
0 0 0 0

*�p � �q � �r+ �

� *�p� q � r + �

� * p� q � r +

����� 	� ����	�� �
���
	$ �!����$ �!
��		 	 ����#��� �%� ��� !��

6 �	���
� ���� ��� ������ � �$���
	�� �  �	��' ������� � ��� ��"�
�	� ���$	 �"���	 &"��
�� ������	 *�	��	 0+� �	 �,�� ��� ���<���
��
�	#$	� �� ������%  �����	�� �$�� ��"�	' *	 � ���	����% �����	% ��#�
�	+ � ���$���� �% $��<���
��'� �"#�	� &���"�	  �������	�

N��� ��� 	�	������	� ������"�
��  �������	 � $�� ����' �	���
�
*� � ����� ������  ��������%+�

K�� &���"�  �$������ ��$	 ���� � �
�	����� �	��	���A &���"�� �
��
,��������� ����	����� ������ M����  �$�����A �����	��� �	���
�	����  �������	� ��� ����
	���  ��������' ���,������ �	���	���
��  ���������	� ���<���
�� �����	��� 	 $��<��������' ����	����'
&����' �	���	���� $��<���
�� ���<������� 6 �	,�� ��"�	� � �	#$�'
���<���� �%�$�� n �����	��� *�$� n � �����  ��������%+ 	 ����� ���<�
������ �	��� ����� ����� � �$���
	�� � ��#�� �������� �� �"�� *���$	
 �	�$	  ��"�	���� �� ������ &���"�	 	 � "��	� $��<���
��� � �-� ��#�
�� �	������ �	��'����"$� ����$	 ��#��' &���"��' �� 	 p � �p+ $� .n

*���� �"���	 &"��
�� ����$	 ������	+�

��	�
� !� K���	  ���������' � $��	�	�������� ������� D &���"��
�	����� �� ����	 �$���
A &���"�	 �"$�� �������' ���� �$���
 � �	���
�



���	����	� ��� !�� 	 ��� � �	

�	��� 4 �	� �	 ��	�� *��	���������+ ������"� &���"�" ���� � �	���
�
�	�� �"��' 	 � �������� �$���
�>

:���$	 �� ����"���� ���,�������	� ����	���	� ����	 �����	�
 ��$��	����� ����' ���<���
�� ��
,������ �	#$�' �� ������% ���
����� �� �����	��� ����	���% $��<���
����� (�����" D ��#�� �� ���
"������ �	�A

������ �� ���	� �����	 ������� ����� ���� ���	���	 �����#
���% �	���� ���� � ��
,��������� ����	����� �����% 	 �	��� �����#
���% �	���� ���� � ���,��������� ����	����� �����*

������������� 3���	� �	��� "����#$���� "#� $��	�	�	� 6���"�
�	��� ��#�� $��	�	�� 	�	�������  ����' �	$� ������ $�� �	#$�' ������
� �"�-�� �	 ��	��  �$%�$�)�' $��<�����

��#�� �	�#�  ��$��	���� &"��
�� �� � $��<��������' ����	����'
&���� 	 �	��� ��� ������	����  �	���	�� $� ����	�	 ����� ������
����
	��� ��"����

��	�
� "� 3����$��� �����' �	��	�� �	��"#$����  �$������

6���)� ������ � ��$������ $��<��������' ����	����' &���� ��
����"�� ����� � �	#$�� ���<����� *��� $��<�����+ ������	���� ���
 ���������� *3��������  �������"� ����,� �$���� �	�	 �����	 ���5 ���
�� �	 ����� &���"�	 � �-� ����
	��� �%�$�� � �$�" ���<���
�� �� !�	
���<���
�� ����$	 ��#�	 � �-� ��#�� ����������+

��	�
� #� 3����$���  ����� �"����' &"��
�� �� n 	��"������ "
������' ���	� $��<�������	� ��� ���<�������	� ����	���	� &���	 ���
$��#�� ��,� ����� $���� n� *?�	�	���A �	��������� &"��
�� �����	�
������ ���-� ��	�����  �� ��������� ��	����� ����'  ��������'�+

�	����� ���  �� $��	�	�������� ������� D �� ���,���� ��� �� ���
�	
��� 7�� � �� "$��������� �	� �	� ��	 ���	#	���� ����� $��<���
��
� ����
	���A

*p� q+ 	 *�p � q+

* ��������O+� 6���)���� �� ����� �� ���'���� ������ ���<���
��' �
����
	���� �	� �	�

*p � q+ 	 �*�p � �q+�

��� ������ $��<���
��' � ����
	���� �	� �	�

*p � q+ 	 �*�p � �q+�

*��� !����	��������� �����	�� �� �	����� $� ����	�	5 �% �����  ���
������ � �� ����$�������+� ��#�� ��	�	�� ��� ������	 ������ ��� 	
�	�#� ������	 ������ ��� �������� �������� *3� � ��$������ !�� ���	�
�	�� ��� � �%  ���)�� ��#�� �	 ��	�� ���"� �"���" &"��
��+�



�
 ���� �������	
� ���
�

��	�
� $� K��	#��� ��� ������	 ������ ���  ���	� *?�	�	���A �	�
�	 ��	�� ����� ��% $��<���
��>+

4 ��� ��� ����
	��� ���'���� ������� E�����	 ������ ����� �� ���
�	 � �  � �����  �����'  ������A ���� ���  ��������� ������� �� ���	�
�% ������	
�� ��$��#	)	� ������ "�	�	���� ������ ������	� *H	� ���
����� ��� !�� ������ ���%�	���� �$���
"��+

��	�
� %� @����  ����� ��� ���	� &���"�	 ����	�����	� ������ �
 ���)�� ������ � � � �	$	-�� ��������"� �"���" &"��
�� *� ��� ����
��� ��� �� "��������� ��	����� ������ �� 	��"������ ��	����� &"��
��
��#�� ������ ����	��� � ��� ���	����  ��#���+� 3��	#��� ��� ���	�
��������	� �"���	 &"��
�� ��#�� ���� ���	#��	 &���"��' ��$��#	�
)�' ������ � � ��

��	�
� �&� 3"��� � � � � �	��������� 3��	#��� ��� �	'$-����
&���"�	 �  �����	� �����	�� � ���� ������ ��)�� $�� � � �  ���������
$�� ������' &���"�� � � � � � � � �������� �	����������� *M����
��)�' �	��	�� !���� "����#$���� � ������� &���"�� ���"��� � �����
 ������  ���$�	 �	���	���� �����' H��'�	�+

6  ���
� � �� �� ����	�� ���	�����	���� �������� �	�����������
�� �����	��� @��	� �"���	 &"��
�� ��#�� ���	�� ���� ������� �	 ���
��� ��#�� �	��������� �����" *p notand q+ �	$	�	��"� !����	�������
����

*p notand q+ 	 �*p � q+

*����	��A *p notand q+ ��#�� ��,� ���� p � q �������+� G���� ��-� ���
�	#	���� ����
	��� *p notand p+  ���� ���� ��#�� ���	���� ���<����

�� 	 �	��� �	� �� ��	�� � ����)� ���"� &"��
��� *��	����� � 
��
&������ ����������� �%��	�� �	���� "����� ������	
�� %���,� ��	���
�� � !��� "����#$�����A $���	����� ����,�' �	 	� �%�� :���  ��������
��	�����	�� ���"� ����"��"� �	��������� ��%�$	 �� �%�$���+

K�"�	� ��������	�  ���	� ������	 ������ � !�� ���#����  � ��$"�
�� . ���<���
�� � �����	��	 0 *�����"� ��#�� ����	�� =�	���' �����
��' �	$	�)�' &"��
�� �� �"�� 	��"������+�

�	���-�� ������� ���<���
�� ������ �	���	  ��������% ��� ����
��	��" 0 *�����"� ����������� �	���	����	�� �	� ���<���
�� �"��  ��
�������%+� �	��	��� !�� ����������� �	� �	�  �� �	,�% ����	,����%
*0 � �����	 = � ��#�+ ���<���
�� ����������"�� "���#�����

�	���-�� ��������� �"��" �	��% �������  � ��$"�� . *!�� ��	���
��� =/= B = =/0 B 0/= B 0 � 0/0 B =+� N��� ��� $�	  �������)�%��
�����	 ��#�� ����	���� *��$� ���#����  � ��$"�� .+ �	� ��� �"$��
�	���	����	�� ������  ������� ���  �������)�%�� �������� 3�� !���



���	����	� ��� !�� 	 ��� � ��

�����������  ���$�� ������ � ������ �  ���$�� ������� �  �������
���")������ �% ��#��  �����	������

������ ! ������ '�(�������� ���	� �����	 ������� ��#
��
�	��� ������	������� ��������� ��	
	����� ���	*

������������� G���� $��	�	�� �")������	��� ��������  ������
�	 ��#�� ����	���� �	 ��������� �� 	������ "����#$���� ��� ����	�
&"��
�� � 	��"����	�� �� ���������  ��� *� $	���� ��"�	� !�� $�"%�
!���������  ��� �������  � ��$"�� .+ �	$	-����  ��������� 3�	�$	 �
	������  ������  ������	 ����� ��)�� �	���,��� ��� ���� �� !�� ��
�	#�� �	� �	�  ���������  �����	�� ��,� ��	����� = � 0 �  ����"
��� ��� ���� �� ���	���

K	��� ��#�� �	������ ���  �������� ������� #� ������� �"����%
&"��
�' 	 ������ .�

n

� 6 �	��� $��� �"���	 &"��
�� ��#��  �����	��
����� �� $�"% ��	����' � �	#$�' �� .n ����� �"���	 �"�	 B

n  	 ������
���� ��#�� �����	�� ��� �� �����	�� ����' �� .n �������� *�������
�������  ����" ��� �	#$�' ����� �����	�� ��� �� �����	�� ���"� ��
n  ��������%�+ 3�!���" ������	  �������� ��� � ���� ���	� &"��
��
 ��$��	���	  �������� �� �$���������� ���	����

��#�� � �� ����	���� �	 ���$���� �� 	������ 	 $	�� ���"� ������"��

��� 7�� "$���� �$��	�� ��$"�
��'  � n� 3"��� �� "#� "����  ��$��	�
����� ���"� �"���" &"��
�� �� n� 0 	��"������ �  ���)��  ������	�
(��$	 �*p�� � � � � pn+ ��#��  ��$��	���� �	�

�*p�� � � � � pn+ B�*=� p�� � � � � pn+ /

/ P�*=� p�� � � � � pn+ / �*0� p�� � � � � pn+Qp�

* �������� ��� ��-� �%�$����+� 8��	-���� �	������ ���  �	�"� �	��� ��#�
��  ��$��	����  ��������  �  ��$ ���#���� ��$"�
���
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���� $�� ����� ��)�% �%�� � �$�� �� �����#��%  �$%�$�� �
��	������' �������� �������	 
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E%��	 ��	������ ����� �"$�� ���"������' *����� ��	����� $�	 ����	
�� ��$����� ��	����	�� �% ����� �  �	���  ������� 	 �	��� ��<�$����
�� ���"���	��+� 3�� !��� �	� �	��� ���	�� �	$� "������ "����#$����
����� ��$"�
��  ��,�	� 4 ������ �� �"$�� ������� �%��" � .n �%�$	��
x�� � � � � xn� y�� � � � � yn � $�"�� ��%�$	�� �����	� "�	���	�� �	��' �� ��-�%
��"�	�� x 	 y x B y ��� x 
 y ����� ������ *�$��� x � ����� �	 ����
�	���� � $������' ������� �	� x� � � � xn+� K�	 ��%�$��% ���	 ��$��"��
������ �����#����� 	 �"#�� ������ ��� �	� ��� ���� ��������' �	 	��
K�� � ��$��-������� ��#�� ����	�� ���  ����' ��%�$��' ��� �������
���� ����	 �	��� 	 �����' � ���� x 	 y� (��$	 �����#�� ��� �	��	��	
����	��� �	 ��%�$�A 0= *�	�������+ =0 * �� x 	 y+ � == * �� x 
 y+�

8�<����� �� ��� �	� ����	�� ��	#�� �%��" ��	������ $�"% 01������
��% ������ E����-�� ��$����� �%��" ��	������ ��	�,�% F ����� � ��	$�
,�% F ������ H	#$	� �� ��% $	�� ����� � &���� $�"% ������ (� ���
�� !��% �����-�% ����� �	$� ����	�� $�	� *���� � ��	�,�% �	���$	% ���
�	������� �� ��� � ��$����� ���"���	� ��	������5 ���� ��	�,�� �	����
$� �	��� �� ���"���	� ��	������ � ��$������� ��	$,��� �	���$	���+
�	 ��	��	� � �����	% &�	�	 � ��$����� �"���" &"��
�� � �������� ���
�	�� �	 �%�$� � $�"�� ���	�� �	 ��%�$� � ��#�� ���� ��	�����	�	
��������' �%���' &�������	����� �	����	� (	��� ���	��� ���� �����
T *n+ �����	���� �	���� �%��� ��	����	�)�' n�������� ����	 ��  ��"�
�	�� �
���"

T *.n+ � .T *n+ / c�

�$� c � �������	� �����	��	 �	����)	� �� �����	 �	���	� 8���$	 ����
$"�� ��� T *.k+ � c�.k  �� ��������� c�� 6 �	��� $��� $�� $���	�����
����,��� c� ��#�� $��	�	��  � ��$"�
�� ���

T *m+ � c�m� c

*�� $��#�� "������ ���	������� ����� ��  �	��' �	��� c ����� ��$"��
�����' ,	�  ��,-��5 �	�	 ��$"�
�� ���	���� �����' ���� c� $���	�����
������+�

(" #� �	�"� �
���" ��#�� ��<������ � �	���$��� �	,	 �%��	 ����
�� ��$ ���	�%�������� $����	� �	 �	#$�� "����� �� $�"% $�"%������%
����	���  ��"�	���� �$��� 8��	-���� �� ������ ��� �  ����� $�������
$����� ����� ��"������% ���,�� *������� � ��$����� �	���� �%���+ �	
�$���
" ����,� ����	 �������� *6 �"�����  � ���� �'���' ������� �����
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H	#$	� ��"������� ���,��	 � �	#$�' ���� *�$� ��	����	���� $�	
���	+  ��$��	����� ����' �%��� ���	��������� �	����	 ���"$	 � �����
�	�� �
���	 T *.k+ � c�.k�

8��	���� ��,� ��	�	�� ��� $��	�� ���� �	���� ����� *������' ��
�����	�	�� ����� n+ �� ���� ����	� ��� ��� $��'��� 6 !��� ��"�	� ��#��
"�������� �	���� $� ���#	',�' ����%" ��� ��� $��'�� *�� ����� ���
� $�	 �	�	+ �  �$	�� �	 ��	�,�� �	���$� �%�$�� �"��� 8�	 $�'�����
 ����$�� � "��������� �	����	 �%��� �� ����� ��� � �����	��" �	��

(� ��� �	�������� �	$	�" � ���#���� $�"% n�������% ������ *E�����
������ �"� ������	�� �� �"���	 &"��
�� 	 &"��
�� B

n � B
n � B

n��  ��
��� �	,� � ��$������ �����$��  ���������� �	 !��� ��"�	'�+

������ �&��� ������� ����	 �������� ���� n#������� ����� �	
#
���	 O*n+*

������������� �	 ����� ����� �����	����� O*n+A �	� �	$�  ��
������� �%��" ���#���� n�������% ����� ����)"� �	���� �� ����� cn
$�� ���������� c � $�� ���% n�

7�� ������  ������ 3�������� �	 ���#���� � �������A

= 0 0
0 = = 0
0 = 0 0

0 = 0 = =

6��%��� �����	 � ����  ������	 ��#��� � ���"���	�� �	����� ���
�	#$�' �� �����  ������	 ��� ���"���	�	 � ��$������� ����� $�"����
���	�� *��� ���"���	�	 �	��� �"��� $�"% ����� ��	�	���% � ���	  ����
���	  � ��$"�� . 	 ���  ������	 �	��� 0 ���� %��� �� $�	 �� !��% ��-�%
����� �	��� 0+� 3�!���" ��#�� ����	���� �%��" �����	� ��������� !��
���� � �	�	 �	���� � ����� �	���� n�

�	����� ���  ��$�$")�� "����#$���� *������	 S+ �������� ���$�
������ !����A ����� ��	����� ����	 x � y ���#�� ����� *.n � 0+ � x
*�� ���� ����� x � ������� ��� �$���
� �	������ �"���� � �	������+ �
����� y� ���� � ��	�,�� �	���$�  ������� �$���
	 ��	��� y 
 x 	 ����
��� �� y � x� 8��	-���� �	������ ��� � ���#���� � ���	)���� ����� �
����� x ��	���"���� �%��	�� ����'���� �	����	�

(�� �� ����� ������"�
�� �� ������	��	�  �� $��	�	�������� ������
�� S ����� ���������  ����")����	� �	���-�� �������� �%��� �	����
�	����� ����� !�������� �	  "�� �� �%�$	 � ��%�$"� ����  ��$��	����
���� ��� ����	� �	 ��%�$� !������	  ��������� �� ��	�"  ����  �$	��
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���	 O*n+ � ������� O*logn+*
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H	� �� "#� �������� ���������� �����  ������	 �	��������� ��	��
����� �	� ��� $���	����� �	"������ ��	�����  	�	������� ��� ��"&&���
��� ����� �� �� $�� �	#$��� i ��	����� ����	 xixi�� � � � xn � yiyi�� � � �yn�

6� ����� ��� �� $��	��  �� ��	������ ����� *��	#�� $���� F+� �	
��#��� "����� �� ��	����	�� ����A
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(	��� ���	��� $�� �"&&����� $���� F 2 . � 0 ���"���	�� ��	������
"#� ����� K�� �"&&���	 $���� 1 ���"���	� ��#��  ��"���� ��������"�
���"���	� ��	������ x�x�>y�y� � x	x�x
x�>y	y�y
y�� 3���� !���� " �	�
���� ��&���	
�� � �"&&���	% ���% �-����% $��� � ���$���� �-� � ��&���
�	
��' �  ������ !�	 	  ��"�	�� ���$����  �� ��� �"&&����� �	 �����
$�� ��	������ �"&&����� $���� T �� ���� x� � � �x� � y� � � � y� �� ���$��
���� ���"���	�� ��	������ x� � y� � ���"���	�	�� ��	������ �"&&�����
$���� 1 �� ���� x� � � � x� � y� � � �y��
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���� $	-�� ������' � ���� "���#���� �����
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3��"����� !��% �� �' ����"�� �%��� �	����	 O*n�+ *��)�� �����

�&� � �� ��%+ � ��"���� O*0+� E��#���� $�"% n��	���$��% ����� ��
��#�� �� ������ �  ���)�� �%��� �	����	 O*n+ � ��"���� O*logn+
�	� ��� ����%�$���� n � 0 ���#���' ��#�� �� ������ �%���' �	����
�	 O*n�+ � ��"���� O*log� n+ *���� ���	$��	�� ��	�	�	  � 	���  ����
���"���	�� ����	  � 	��� � �� $�+� 8�	���	���� !��� ���"���	� ��#�
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������ ��� �� ������� ����	 ��������� ���� n#������� �����
�	
���	 O*n�+ � ������� O*logn+*

������������� H	� �� "#� �������� "���#���� $�"% n�������%
����� ���$���� � ���#���� n �	��% ����� � ���	-���� �� ������ �	���
���#���� �%���' �	����	 O*n�+ � ��"���� O*logn+� H������� ��������
�$��� �������� ���$���� ���#���� ��-�% ����� � ���#���� $�"% �  ���)��
 �����' �%��� �	����	 O*n+ � ��"����O*0+� 6 �	��� $���  "��� ���� ���
����	 x y � z� ���� �� �"$�� ���	$��	�� ��$����� � �	#$�� �	���$� ��
� �	���$� ��#�� �	�� ����� ���	� �"��	 �� = $� D �� ���� � $������'
�	 ��� �� == $� 00� E&�����"�� �� ��	$,�% ����� !��% $�"%������%
�"�� ����� u 	 �� ��	�,�% *�$���"��% �����+� ����� v� (��$	 �����$��
x/ y/ z B u/ v� 3��"����� 
�&� ����	 u � v  ����%�$��  	�	������� ��
���% �	���$	% � ����"�� �	����	 O*n+ � ��"���� O*0+�

(� ��� ���� �	$� ���#��� n ����� ��#�� �	����� �% �	 ���'�� � ��
�	#$�% ��-�% �����  ��"����  � $�	� 6 ���$"�)�' ��"� �	��� ���	���
��'$"� *.�D+n ����� * ������� � ��	������ !&&���� ����,�' ���� ��
���	��+� :% ����	 ��#�� ���"  ����	��  � ���'�	� � �� $� 3��"�	����
$����� � ������� �	����� "�����' ���	�"�� ������������"�  �������
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�� �	���� �� ����� cn � ��"���" �� ����� c logn *�$� c � �������	� ����
��	��	 �	����)	� �� ����	����� �	���	 !��������+� *4��"���� &"��
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7�	 �	$	�	  ��	���	�� ��� ���� �  ��
���� "���#���� $�"% n������
��% ����� �� �"����"�� n ��	�	���% �� �
���� O*n�+ $�� �	����	 �
O*logn+ $�� ��"����  ��"������  �� $��	�	�������� ������� 0. �")��
������� "�"�,��� �������

8$�	�� ����� �� ������	�� �	� ���$��	�� ��	$�
������" � ����"
"���#���� ��������� � ���	�	�,��� �� ���� �� ��#�� "����,��� �	��
��� �%����

������ ��� �� ������� ����	 ��������� ���� n#������� �����
�	
���	 O*nlog� �+ � ������� O*log� n+*

������������� �	��-�� � �	���� �	���	���� 6�������  ������$��
��� $�"% ��� ������% �����

*a/ bi+*c/ di+ B *ac� bd+ / *ad/ bc+i

������� � ������ �� $��	�� ������ "���#����� �� ��#�� ���'���� �
����� �  ���)�� �	���� ����	A ��������� ac bd � *a/b+*c/d+ 	  ����
�	'�� ad/ bc �	� �	������ *a/ b+*c/ d+� ac� bd�

4�	�������' &��"� ��#��  ��$��	�� � $�� 
���% ������ J	����-��
.n�������� ����� �	 $�� n�������� �	��� �� ����  ��$��	��� ��� � ��$�
a.n / b� (� ��� �	 �,��  ������$���� $�"% �	��% �����A

*a.n / b+*c.n/ d+ B ac.�n / *ad/ bc+.n / bd�

8���$	 ��$�� ��� $�� � ��$������ ���% ���% ��	�	���% �  �	��' �	���
�	������	 $���	����� �	'�� ���  ������$���� ac bd � *a/b+*c/d+� 3��"�
�	���� ��� "���#���� $�"% .n�������% ����� ���$���� � ��-�� "���#��
���� n�������% � � ���������� ���#����� � �����	����� *�	 �	��� $���
 �� "���#���� *a/ b+ �	 *c/d+ �����#����� ���"� ���� *n/0+��������
�� �� !�� �� ���	,�� �	� �	� ���	����	 ��,���� �	���$	 ����������"��
���������� ���#������+
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K�� �	����	 �%��� �	��� ���	���  ��"�	���� ���"�����	� �
���	

S*.n+ � DS*n+ /O*n+�

�� ������' ���$"�� ��� S*n+ B O*nlog� �+� *6 �	��� $��� $�� "���#����
n�������% �����  ��"�	���� $����� ���"������% ������� ��"���� log� n
� ��� ��� ��������� D �	� ��� ����� ��� ������� � ��)�� ����� ���,��
���� O*Dlog� n+ B O*nlog� �+� 8��	-����  ����� ������ ��� ���$��' �	����
�%��� � �	#$�' ���,��� ���� O*0+� 6 �	��� $��� ��  �� ��
���	���
����" ���	$��	���% ������ 3��  ���%�$� �� �$���� "����� � ���$"��
)��" *����� �������" � �����+ ����� ����� �	��-�� �$��� 	 ����� ����
,�� "����,	���� �����  �!���" ��)�� ����� !�������� �	 !��� "�����
"����,	���� �  �����	 �	�	� (	��� ���	���  �� $��#����  � "������
�� ������� � �����  ��"�	���� "���	�)	� ������������	�  ���������
�� ��	���	����� .�D �"��	 ������' ����� ��,� �����  �����%�$�� �-�
 ����' �����

8
���	 ��"���� �	�#� �����$�	A �	 �	#$�� "����� �� ����� �%��"
���#���� ��"���� O*logn+ 	 ����� "�����' ���� O*logn+�

J	�������� �� ��� &"��
�� �������	��� *majority+� 8�	 ����� ���
�-����� ����� 	��"������ � ��	����� �-� �	��� = ��� 0 � �	��������� ��
���� �	��� �� $�"% ��	����' �	)� ������	���� ���$� �%�$���

������ ��� �� ������� �������� 	� ������� �������	��� ���#
�	 �	
���	 O*n+ � ������� O*logn log log n+*

������������� �	 �	��� $��� ��#�� $	#� ��������� ��)�� ���
��� �$���
 ���$� �%�$��� 7�� $��	���� ���"������A ����	�� ��$����� $��
�	#$�'  �������  ���� ���	$��	��� 3��"�	���� ���	��&�������� ���
��� "�����'� �	 ���%��� "����� �	$� ���	$��	�� ����	 �	����	 logn �	
���$"�)�� � �	����	 logn � 0 � �	� $� �	���� ���	 �$� ���	$��	����
�$��������� ����	 *�� ���� ���� �%�$	+� H	��' ���$��' �	���� ���	$��
�	���% �����> 3������	 ���,�� � $�����  ��%�$���� �	 ��#��' "������
*����	 $���� 0+ �������� � �	 ���$"�)�' *����	 $���� .+ � �� $� 6� ��
���	� ��� ��$

P
*k�.k+ �%�$���� ��$�� ��� ���$��' �	���� ���	$��	�

���% ����� ���� O*0+ � ��)�' �	���� �%��� ���� O*n+� 4 ��)	� ��"���	
���� O*logn log logn+ �	� �	� �	 �	#$�� �� log n "�����' ����� �%��	
��"���� O*log logn+�

�	����� ���  ��������	� �%��	 ���������� &"��
�� �������	��� ���
$��#�� � ���� ������������ !������� * �������" � ��	
�� ���#���� ��
��������	+� �� "#� �������� ��� ����"� ��������"� &"��
�� ��#�
�� ����	���� �� ���<���
�' � $��<���
�'� K�� &"��
�� �������	���
���� �����$��' � ���� !�� �$��	��A �	 ��	�� $��<���
�� ���% ���<�
���
�' �	����	 *n/0+�. *�	 ����� ��� ����� �%�$�� n  ��$ ��	�	����



���	����	� ��� !�� 	 ��� � ��

���-�����+� 8$�	��  �� !���  ��"����� �%��	 !�� ����
�	������  � n
�	����	�

������ �!� �� ������� ����	 �	
���	 O*nc+ � ������� O*logn+%
����	�����	� ������ �
 ��������� 3 � 3+3 *� ����� ����	��+% ����#
���� 	� ������� �������	���*

������������� K�� �	�	�	 �	����� ��� ���	������� �	 �	����
�������� ���$������ ���	������� �	 ��"���" �	� �	� !������� : � :@:
����� ������ $�	 �%�$	 � ����� �%�$�� �%��� ��"���� d ���� O*.d+�

E%��	 �"$�� ��������� �� !�������� ����,�����	 � ����� �%�$	��
*D�����,�����	+� H	#$�' �� ��% ��#�� ����	�� �� ���<���
�' � $��<�
���
�'  � &���"�� *a�b+�*a�c+�*b�c+� 6�%�$ �%��� �"$�� ����,�������
�� ��-�% ��	����' �	#$�� �� ������% ���� ����,������ �� ��-�% ��	����'
� �� $� *���� D+�

� � � � � � � � �


��� �� &����� 	� *�� �
��� D+����,	
����

3��$��#	� !�" ������"�
�� �	 k "�����% ��  ��"��� �%��" � Dk

�%�$	��� *8������ ��� !�	 �%��	 �� �"$�� ��������� ����,������ ����
$� ����% �%�$�� �  � ��' #�  ������  � ������' ���"���	� �� ������
�������	��� ��#�� �����	���� �� ������ ����,�����	�+ �� �� �$��	��
��� �	�"� ���	��"� ��)�A �����-�� k �	���� c logn  �� $���	����� �����
,�� ��!&&�
�����  �� ��
���	������� c * �� !��� ����� �%�$�� �	��'
�%��� �"$��  �������	���� �	������ �� n+ � �	 �,�� �	 �%�$	% ��"�	'��
����	����  ��������� �� $	����� �	� �	���	 x�� � � � � xn� *3���������
�	 ����	���� �	 �	���% �%�$	% �����	���� ���	�������+ 8�	���	���
�� ��� � ���"����' ������������ !�	 �%��	 �"$�� ��������� &"��
��
����,�����	 ���$� x�� � � � � xn ���� �����	��	 c $���	����� �����	� E���
$��	������ �����	� �%��	 �")����"���

8��	���� ����	���A �	� "$	���� $��	�	�� �")������	��� �������"��
)�' �	� �%��� ��  ��$<���� �-� ����� *(	��� �� ������	��� �����������
��% ����$�� � ������	�����% �	��"#$����% �	��� ���	��  �������+

:�	�  ����" #� �%��	 �  ���#�������' ������������ ���������
&"��
�� ����,�����	> 7�� $��	���	���� �	�A �	�������� �	��'���
�$�� �	��� ��	����' �	 �%�$	% � $��	#�� ��� �	 !��� ����������
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�	���� ��"�	'�	� �%��	 ��$	-��  �	������' ����� � ������������ �����
������' � �$���
� *�	���' 0� �  �� ����� �	��� �+�

���� ����� � �	������� �	�� ��� ���	-���� ����,�� �$���
� $	#�
 ���� "���#���� �	 ����� �����#��% �%�$�� *.n+ ��  ��"�	�� ����"����
*�	#$�� �� .n ������' ����� ����������� �� ����,� 0 � � ��	��� �%
 ���������� ����� ����������� �� ����,� 0� .n� 
 =+�

:�	� ���	���� �
����� ����������� ���� ��� ��"�	'�	� �%��	 $	��
 �	������' ����� �	 $	���� �%�$�� 3"��� $��� �$���
 ���$� ���% �%��
$�� �	��	 p� (��$	 �	 �	#$�' �%�$��'  ����$ �%���  �$	-���� �$���
	
� ������������ p � �"�� � ������������ 0 � p *����� ��"�	'��'  ����
�����' $	-�� �$���
" � ������������ p+  ���-�� ����	�� �	 ���% �%�$	%
���	�������

���� �	 ��-�% �%�$	% !������	 D�����,�����	 ����	�� ���	������
� �����������  �������� �$���
� �	 �%�$� ���� p �� �����������  ��
������� �$���
� �	 ��%�$� ���� �*p+ B Dp�*0 � p+ / p� B Dp� � .p�� �	
���$"�)�% "�����% �����������  �������� �$���
� �"$�� �	��	

�*�*p++� �*�*�*p+++� � � �

9�	&�� &"��
�� �*x+ �	 ������� P=� 0Q *���� 2+  ��	���	�� ���  �� ����	�

��% &"��
�� � $���	�	�� *���������� �� ����$���+ �	�	��	��� 3�!���
�"  ����$��	��������� ����	
�' ��������� � ��	� ������	� �	$� ������
�
����� ����� ,	����


��� 	� -���	�!� �� �!
��	� �

���� ��	�	�� �$���
� ����	����� ����,������ �� n 	��"������ *�	�
 ����� n ���-����+ �� �% �	� �����"� *n/0+�. �	� ��� p � *n/0+�.n B
B 0�./ 0�*.n+� (	��� ���	��� �	�	����' $���	�	�� ����	����� �	� ���
���"� 0�.n� 4 � ���
� �	� �"#��  ����������� � ��	� ������	 �	 �	��
������� .�n�
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:�	� �	� ���	���� $��	�	�� �	�"� ����" *������)"��� ������ � �	�
���	��������" 	�	���"+A

*����� $���� ������� � A P=� 0Q� P=� 0Q 
	�	�	 ��������

�*x+ B Dx� � .x��

$���� ��������	��������� xk ���������	 ������������ ��������
xk�� B �*xk+* $���� x� � 0�./0�*.n+* 1���	 ��������	��������� xk ��#
������� ��
�	��	�� � �������	���� � 0 �	 �	�������� .�n 
	 O*logn+
2	���*

�	������ $��	�	�������	A  �������� �	  ���$���� &"��
�� � �� ��
$��#��% ����	%� 6 ����������� ����� 0�. &"��
�� �����	 � ����'��'
�  ������$�	� ����,� 0  �!���" "$	����� �� 0�. �	��-�� �	� ���������
����	�  ��������� � ����	  ���'$-�� �	�"���� &�������	��"� ��	��
"
*�	 ����� =�C0+ ��  ��$��� ��� �	 O*logn+ ,	���� �	���  �����"����
O*0+ ,	��� ����� $�'�� ��	#�� $� =�SS� 6 ����������� �$���
�  ���
�	�  ������$�	� &"��
�� �	��	 �"��  �!���" �	�������� $� �$���
�
�	#$�' �	�  ������� �����$���� � ��	$�	� �  ����" $�� $����#����
 ����,����� .�n  �����"���� O*logn+ ,	��� *�	#$�' �	� ����� ��� 	$	�
�)�% 
�&� "�������	����  ������� �$��� �	� � ����$� ������	 �����
�	��� �����+� 6����  ��"�	���� O*logn+ / O*0+ / O*logn+ ,	��� ��� �
������	�����

�	 �	��� $��� � �	��$���� ���	�$� ����� ������� "����#$����A �")��
���"�� �%��	 �	����	 O*n logn+ � ��"���� O*logn+ ������)	� ������ ��
!�������� : � :@: �����	� ����� n �%�$�� � n ��%�$�� � ��")�������
�� ���������" *!�� ���	�	�� ��� �	 ��%�$� ������� #� �$���
 �������
�	 �%�$�  ���-�� ��%�$�	�  ����$��	��������� ����$	 ������	��	�)	�+�
N��� ��� ���$��' ��� ��%�$	 � �	��' ���"	
�� ��	���"�� &"��
�� �����
,�����	�

3�� �	#")�'��  ������� &���"������� �$��������	� �������	� ����
���"�
�� �	��' �%��� *������"�)	� ���� AKS  ��$"�	��	� 4'�	�
H����,�� � E
�����$� ��	��������� ��$	��� � 0SFD ��$"��+ �����	 ���#�
�	 �  �������� �	��'��� �����  �����' ������"�
�� ���� �� �	���	�����
��� $����#������

6���)� ������ �������	����� ���"���	�� ��#��  ���&���"�����
�	�� � ������	% ���#����� �	��%��� �"����% &"��
�'� �	 ����� ����
������������' 	�������  �������  ������� ����,��� ����	 *�  ����
)�� �������� � ��� ����	&��  ���������� ����	 �� ���������% �����

�&�+� :� ����"� !��� 	������� ��#�� $��	�	�� �	��� "����#$����A

��AjtaiM�� Koml�os J�� Szemer�edi E� An O�n log n� sorting network �� Proc� of the �	th
Annual ACM Symposium on Theory of Computing� Boston� MA� �
��� P� �
�
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�")����"�� �%��	  �������  ������� n��������� ����	 *�	 �%�$
 �$	���� n ����� �	 ��%�$�  ��������� �$���
	 ���� �����
 ������+ �	���� ������' ���	�����  �������� �� n�

6���-���� � ��)�� "����#$����� � �%��	% � &���"�	%� �� "#� ���
������ ��� � ����� ������ ��������� �	����	 �%��� � &���"�� � !��
�	���� ��)� *�%��� !���������� �	� �	� � ��% �$��	�����  �$&���"�
�� "�����	���� ������ �$�� �	�+� 8�	���	���� ��� �	���� &���"��
��#�� ����	�� � ��"����' �%����

M"$�� �	���	�� �	
����� &���"�� ����� ���������% ������ � ��'�
��  ��$ ��	�	�� ��� &���"�	 �� ����"�� ���<���
�� $��<���
��
� ����
	��� � � �%��	% �"$�� �� ������	�� �	��� #� !�������� �	 ��
���� ��� �	������ �%��� �� �	���	�� ����� !�������� 	 ���#������
�"����' &"��
�� � �����	����' �	���� �%��� �-� ��������)�'� E��#�
����� &"��
�� h �����	�	�	�� size*h+ *������ sizeB*h+ �$� B � �	���
�	���,-����% &"��
���	����% !�������� �� ��'�	� �� $����������� ���
 ������	�� ���<���
�� $��<���
�� � ����
	��� � � "��	�� ��$��� B+�

�����	����' �	���� &���"�� ���	#	�)�' &"��
�� h �"$�� ����
��	�	�� fsize*h+� 8����$�� size*h+ � fsize*h+� M���� ��������� �$�	��
���$"�)�� "����#$���� ������	�)�� �	���� �%��� � ��"����' &���"�
��� 8����	��� ����� depth*h+ �����	���"� ��"���" �%��� ���������
)�' &"��
�� h�

������ �"� 3���� ����� ������ fsize*h+ � c
depth�h�
� � depth*h+ �

� c� log fsize*h+ *��� ��������� �����	�� c� � c� � ��� ���� h+* 4������
����	��% ���� ��������� depth � log fsize �����	���� �� ����� ��� �
�����	��� �	
*

������������� 3���	� �
���	 �����$�	A ���� �� ��� ��"��  ��
������)���� &�	������ �%��� ����� �	�����"�� �-� � $����� �� ��"���
�	 �� ���������� ���� ��	 �	��	 k �� �  ��"������ $����� �"$�� �� �����
,� .k � 0 !�������� *�	 ����� ��� !������	�� �������� ���<���
��
$��<���
�� � ����
	��� �  ����" ��������� �� ����,� .+� (� #� �	���
��#�� ��	�	�� ��$"������� 3"��� ��"���	 �%��� �	��	 k� 6�%�$ �%���
�������� ��%�$�� ���������� !������	� (��$	 �	 ��� �%�$�  �$	���� �"�
���� &"��
�� ��"���� �� ����,� k � 0� 3�  ��$ ���#���� ��$"�
�� �%
��#�� �	 ��	�� &���"�	�� �	����	 .k�� � 0� (	��% &���"� �	����"�
$�� �	� ��� ��)�' �	���� ��  �����%�$�� .*.k�� � 0+ / 0 B .k � 0�

6���	� �
���	 ����� ���#�	� ���� �� �"$��  �����	�����	�� &���
�"�" � �%��" ������������ ���	��� *���$�  �  ��������' $�� �	#$�'
 �$&���"��+ �� ��"���	  ��"���,�'�� �%��� ��#�� ���� �����	 � �	��
���" &���"�� 	 �� � ��� ���	��&�"� �	 ����� ���� &���"�	 ����� ��$
*� � � **p� � p�+ � p�+ � � � � pn+ �� " �	�  ��"����� 
� ���	 !�������� : "



���	����	� ��� !�� 	 ��� � ��

������% �	#$�' ���$"�)�'  �$��,�� � �����" �%�$"  ��$�$")��� �
��"���	 ���� n � 0� H������ ���� �� ������	�� 	���
�	�������� ���<�
���
�� ������ ��#��  �����	���� �  ��"���� ����� ��	�	������	����
$����� ��"����  ������� logn �	� � ����"����� �� �	� �� ������ �	���
 �����	���	��� � ��"�	�  ����������' &���"��>

8����	��� $	��"� �	� &���"�" ����� F � 6������ " ��-� �������"�
 �$&���"�" G *�	� ������ �� ��<�����  ��#�+� J	�������� &���"�
�" F� �����	�  ��"����� ���� ������ G  �$��	���� = *��#�+ 	 �	�#�
&���"�" F� �����	�  ��"����� ����  �$��	���� 0� @����  ����� ��� F
�	��������	 &���"��

**F� � �G+ � *F� �G++�

���� �� ��� "$	���� �	������ &���"�� F�� F�� G �%��	�� ��"���� ��
����,� k �� $�� F  ��"����� �%��	 ��"���� �� ����,� k / D�

(	���  �����	���	���  ������ ���� ��� ��� &���"�� F�� F�� G �����
�	����� ����,�' �	���� ��� ��%�$�	� &���"�	 F �

*����� 5 ����� ������� �	
���	 n *��� ����	����� ����2�� n+
���� ���������	 �	
���	 �� n�2 �� Dn�2*

������������� H	#$	� &���"�	 ���� ���<���
�� $�"%  �$&���
�"� $��<���
�� $�"%  �$&���"� ��� ����
	���  �$&���"��� �	�	� ��
���' &���"�� �"$��  ���%�$��� � �-�  �$&���"�	� �	 �	#$�� ,	�� ���
���	� �� $�"%  �$&���"� �	�����,"�� (��$	 �	 �	#$�� ,	�� �	����
"���	�� �� ����� ��� � $�	 �	�	 �  ����" �� �� ��#�� �����	��  �����
#"��� Pn�2� Dn�2Q ���
� �������� �����	���� �������� @���	 $��	�	�	�

6����	�  �$&���"�" G �  ���)�� !��' ����� �� �	�	����"�� ���
�	���� ���% ��-�% &���"� F�� F�� G ��  �����%�$�� D�2 �	����	 ��%�$��'
&���"�� * �$��	����	 �"�� ��� �$���
� ��#�� ������ "����,��� �	��
��� &���"�� � ��������� �	��� ��#�� �"$�� ���������+�

3������� �� ���� ��-�� &���"�	� F� F� � G ��� #�  ��-�� ��$����
� ��%  �$&���"�� ���$���� �	����	 � �	� $	���  ��	 �� �� � "������
$� &���"� �	���� �	����	 ������� ��#�� �	 ��	�� � ��$� �%�� �	�
"��$��� 6 �����  ��"����� $����� � ���	��&�������� ������ "�����'
�	 �	#$�� �� ������% ����� �%��� ��"���� D 	 � ������% �	%�$����
�%��� ��"���� O*0+�

K�"���� ����	�� ��$"�
��'  � �	����" &���"�� ���	#	�)�' ���
�����"� &"��
�� h �����  ��"���� �
���" depth*h+ B O*log fsize*h++�

����� ���� ��������� ����������� ������  �����! ��"�� ��!#��� ���� �!������
��� #$#��� ��% %�% ������  �����! �� �$&�&'� ������ ����! �������# �����(� �� �
��� ���� ��)��� )��%���%� %��'! )����"��%� ���&��*��� #����� � �� #$#���
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��	�
� ��� 8 ��$���� ��"���" &���"�� �	� �	����	����� �����
���#����%  	� ������5 $�� �$������	��� �"$�� ���"#	�� ����
	���
�����	�� �  ��	�� *�A+ ������ �A� 3��	#��� ���  �� !��� ��  ��"�����
������ ������A �����	���	� ��"���	 &���"�� �	 ����	�)�' �������"�
&"��
�� f  ��� 	$	�� � �����	����' ��"����' �%��� ��������)�' f �

8 ��$������ &���"����' ���#����� fsize*h+ �	����� �� �����	 �	�
���	� 8�	���	���� ��� �$��� *� ������� �� �%����' ���#�����+ �����
�	���	 ��#�� �������� fsize*h+ ����� ��� � �����	��" �	��

��	�
� �!� 8�<������  ����" $��	�	�������� ������� T ��  ������
����� �	 ��"�	' &���"��

3����� �	���� ��$	 $���	����� &"��
�� p��p�� � � ��pn *��	� � ����
��	�	�� ���#����  � ��$"�� .+� 7�	 &"��
�� ����� &���"���"� ���#�
����� O*n+ ���� ���#����  � ��$"�� . �%�$�� � �	���� 8$�	�� � �	���� :
:@: �� ��	 ����� ����,"� ���#����� �	� $��	�	�	 M�4�E"��������	��
:$�� $��	�	�������	 �	���	A ���� �	������ ��"�	'�� ����	��"�  ����
����"� � &���"�� � ���<���
���� � $��<���
���� �	 ��"�	'�� ���
��	���� ��	����� = ��� 0 �� &���"�	 " �������� *�� ������ !�	  ����
����	�  �� 	$-�� �� � ��������' ������������  �� 	$"� � $�"���+� ����
$��	�� �	� �������	��� �� �� &���"�� ���	����� ������,	� �	��� �
� $�"��' ������� !�	 �	��� ��-� �	��� $��#�	 ��	�������	�� ���#����
���	�,�%�� 	��"������  � ��$"�� .�

��	�
� �"� K��	�	�� ��� &"��
�� ����,�����	 ��#�� ���� �����
����	 �� ������ �%���' �� � &���"��'  �������	������ �	����	 ��$���
#	)�' ������ ������ : � :@:�

��	�
� �#� K��	�	�� ��� ��	����� fsize�*h+ � fsize�*h+ $�� �$��'
�"����' &"��
�� h � �	������%  ����% �	�����  �������	���� ����	�
��A �")����"��  ������ P *�	����)�' �� �����	 �	�����+ $�� ��������
fsize�*h+ � P *fsize�*h++  �� ���% h� *?�	�	���A �� ������	�� ������" 01�+


