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� ������� ���	�	 
��	����	����� �����	�	���� ���� ���������
���� ���� �� �� ��������� � �����! ���������� �������	 �"	� 	����
���#���� ������	��!� $����� ���� ���"��#�	 %� 	����� &�� ���
"� ��	�	����� "�� �������' 
(� ���	 ���#��� �������	����� ��"��
��)� � 
*�� "������ �� �	������ �������	����� ��"��� ���#��)� �
������ ��+	�	 %� ������� ������� ������ ��%��� �� ����	"�����
�������	 �� ����� ��	�	���� �����	' 	, ��"���, �����	 �� ��	! ���
"����� ���#�� �� ��� %�� �������� ������ � ������ ��"���� ��
"�����	����� �, ���#���� � ������		 	�	��	���� ��������� %���
����� �	#� ��	 �����#���	! ����	�	���! ������ (��� ������������
���#���� ���, ��"�� ���"����� �����	 ������� ��	��� �� �	���!
�� �-�������������, ���	 ���������

.�" �������	����! ��"��	! ��"	� ������� ��	"�/��/ ������/
����0�/' �� ��"������ ����� ��#�� ������� 	��� %� �����#�� ���
	�
��� �"���	����/��! ���	"	�1	���� �������� � �"�������� ���	�
"	��	��! �,�"��� $������ ������� �	�� ��	�"� ��"	 �"� � ������	�
��� �	�����! -���0�� ��� ��#	 ������� ���	"	�1	���!� .�%��� �
"����	!�	� �� ��"	� ����������� ����#	��� 
�	��� ��"���� � 
���
������ -���0�/� ��� ���������	���	�

(��� �	 ���"�� ���	�� � �����#"	��	 �����	���� �����#���
�	! ������	��! 	���� ��	"���	"�� ����� �� �������� 	1	 �������	����
�����
���� 
���� ������� �	 ��������� �������� � �������� ����
������ �������� �����
����� 2�	��"�� �� � ���� ���	��	 �	��
�����	���� �������� �/��! ������ ���' 
����� �� � �	��� �� %�
��"��� �� ���� ����� 3�	"	�� �	 �	���4)�

�� ��"	� ����������� ���#���� �	�	��� ��"��� �� ��	� 3�����
�� �	����	����4 ���#	��	 �,�"��� 5 
������	���!� ���� ��	��� %�
������	 �� ��� ��	�	��	 ��� ����� ���� �	����� 3��	�� �����
� � ��4 �	��/��	�� "�� �	�	��� ��"��� ��� ��	���	��� "���� �,�"��
6��		 ����	 ��+���	��	 %�! -���� "�1	�� ��#	�
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�,�" � �	����� ��	"������/�� ���	����� ������� � �	������ ���
�	���� ��-���	 3� 	� ���	����� ����	"���	�������� %�	�	��� �	���
����� ���	����� ���#	���4� 6��		 ��� ���� ����������	�� �����
"������! ��-���� 7���	 �������	��	 �� ��� �	 ������� ���	�	��	���
�� 8 "����	 �/��! "������! ��� ��"��� ��#�� �-����������� ����
���� � %� ��"	 	�� � �	������ ���	���� ��-���	 3���/��/�	� �
�	�� ������ ���� 0�-�� � ��	 ���	 ��	0������	 ����� ���	��/��	��
� 	��	 8 ����� ������0�� ��	����	���	 �������	��� � �����4�

9�� �	������ ������ ��������� � 	� �� ��������� 3��������
��	"����� ��+	� ������ � ���	���� ��-���	4 ��#	 ��� �	������
�� � ���#���� ��"��� ��	��"�� ������ � ��"������� �� �	 ��"	�
��"����� ������������� �� %�� ������	 � "����	!�	� ��"������ ���
�� ��"� ���������� ���� ���� ��"� ��"�����	����� ������		 	�	�
��	���	 ��"������ 3���#	� ������ ����� � ����0�����! ���	�	 �����	�
���: ,�� � ������ ��������� ���	�� ���	�� �	 ������ �� ��������/
��	"������	�� ������������	 "������! ���	��4�

.��� �� �������� � -���0��, � �"���� �����	��� � "����	!�	�
��"� �������� � -���0�� � �	�������, �����	���� ;�	���	��	 ��-��
��� �� < ������ 3��������� 	�� =4 �������	 ����"������ ���	���/
����	"���	������ ���� ��� � � � � �n � ��-���	 A �"��� ������

��=��= � � �=�n= 3<4

� ��-���	 A � f=g� 6�"	� ��	� � ��"� %� ��	����������	 � 	, ����
���, ���"� �������	 #	����	 ����������� -���0�/ � �	�������,
�����	��� ��� -���0�/ � �"���� �����	���

.���	"	� �	������� ����	��� �������	����, ��"���

������ �� ��	�
	�� ���	�	�� 	� Q�

��� ����� A �	��� m�n! "
������ ������� # �����
����
���
! ����������
��� b 3����� �	��� m � <4! ���� ������$��
�	 �����
���� ����
�

%&�'������ �	��'�� 
� � �����
���� ���
� ������

Ax > b) 3?4

.�	"����� %� ��"��� � ��"	 ��"��� ������	��� �	�����! -���0���
$�� ������ ��#�� ������ ��"������ �,�"� � ��"	 ����� � �	������
��-���	� � ���	��	 ��-���� �����1	�

f@� <�=� ���g�

A	��	 ����� ��"	� ��������� � "������! ���	�	 ��������� ���� 
��
"�� �������	��� ���0�	����, ���	�� ��0��������	 ����� p�q ��"	�



	�
��
�� ������������� ����� ��

��������� ������ ���3p4 � ���3q4 � ����	"���	������ ���	� ��"	� ���
������� ���"	��� ������ ��������, ���	� ������ =�

� ��������! ��"�����	 �,�" ��"��� ��	�
	�� ���	�	�� 	� Q 8
����� ���3Ax > b4 ��"���/�		 ����	"���	������ ���	�

m�n� a��� � � � � a�n� a��� � � � � a�n� � � � � am�� � � � � amn� b�� � � � � bm�

�"	 aij 8 %�	�	�� ����0� A bi 8 %�	�	�� b�
B���0�� �����/ ��#�� �������� ��		 ��"

�3t4 >

�������
������

<� 	��� t > ���3Ax > b4 "�� �	�����, A� b

� Ax > b ��		 �	�	����

@� 	��� t > ���3Ax > b4 "�� �	�����, A� b

� Ax > b �	 ��		 �	�	��!�

�	 ���	"	�	�� � �/��� "����� �����	�

3C4

.���	"	���! ����	� ������� � �"���� �� ����, ����������	���,
� ��	����	 ���� �������	����, ��"�� 8 ����	��	 ����	������
���	�� �����	��! ��� ���		 ���� ����	��	 ��"������ ���!��� � ��+�
	�� �������	 ������� ����	�� �,�"�� ��"���� � �����	 ������ �����
��� � ����	��	 ���������� &������� 7�� #	 ��� � � ����	�	 < ���!
��"��	 ���������	�� -���0�� ������ ���� � ����	���	 �������/
��+	�� < 	��� ��+	� �"���	����	 ���!��� � @ � �������� ����
��	� 9��� ����� �	 ����	�� �������	� ��+	�� -���0�� �� ���� ����	
�	 ���	"	�	��� D� -���0�� ������	�� ���������������� ��������
���#	��� �������! ��+	��� �"���	����/��, ��"������ ���!����

5-��������	� 	�1	 �	������� ��"�� � ����	������ �����	��! � ��"	
��"�� ������	��� ,����	�����	���! -���0�� �	������� ��	"�����
�� ��	, ��������, ��#	 ��"���, � ����	������ �����	��! ��� ���
�	� �����	��! ��"�����	��	�� �� �������	�� ,����	�����	����
-���0�� ����������� 3C4�

������ �� ��	�
	�� ���	�	�� 	� Z��
��� ����� A �	��� m�n! "
������ ������� # ��
�� ���
!

����������
��� b 3����� �	��� m�<4! ���� ������$�� �	 ��
��
����
�

%&�'������ �	��'�� 
� � ���������
���� ��
�� ���
� ���
���� ��������

Ax > b) 3E4

������ �� ������ ���	�	�
 � F��
��� ������
��� p�� � � � � pk � F�Fx�� � � � � xnG�
%&�'������ �	��'�� 
� � &�
� F� ������ ��������

pi3x�� � � � � xn4 > @� i > <� � � � � k) 3H4
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*�� ��"������ �������	� ������ � �	������ ��-���	) ��#�� ���
����	� ������ �	�	�� �������	�� d � �����	��� �	�	�	���, n ��	"�
����� �������	� � ��"	 ����� �������

p3x�� � � � � xn4 >
X

��������n�d

p������nx
��
� x��� � � �x�nn �

����	 �	�� �	�	������ ��%--�0�	�� 	�� ������� � �	������ ������
�	���� �����		 ����"�	� $����! ������ ����� � �� ���� �	�	���
���� ��	 �	���	��	 ������ �������� ��#	 �, ��%--�0�	��� D�
������� ���� �����"�� � ������� �	���� �����! "����' "���� �����
�� �������	�� x� � � � � � xn �	���� �������� ����"�� nn � ����� 8 �	
�����	 �	� n logn�

������ �� ���	�	�� 	� Z�

�� ������
�� p �ZFx�� � � � � xnG�

%&�'������ ���� 
� ��'���� � ��
�� ���
� � ��������

p3x�� � � � � xn4 > @) 3I4

�� ������� �	�	
�� �����

*��"� �� ��	�#"�	� �� ��"��� �	��� ���#�� 3� ��	"	����� ����
��	 8 �	�����#��4 ��	�"� ���	�� ����	��	 �� ��	�� ��	 �������	
������� 	1	 �	�	���� $� ���0� %� ����	��	 ���� �	���� 8 �� ��#	
���� �� ���"���/ �/"� � ��"��	�) &� ��#�� �� ���!�	! �	�	 ��	�
����� � ��� ���� ��	�� ��	 ���	���	 �� �	��"�����! "	�� �������
������	��!�

.�� %�� ��� ��	�	��/ ����� ���	 ������� �����	 ��#�� ����
� �"�������� ������ � �����	 ��#�� ,�� �� � ����0��	 �	���������
.���	"�		 ������	 �� ��	 "	!���� �,�"���	 � �������	 ������	��� 
"��#�� ��� "
���������� � 	� "�������� ������� 3"�#	 ������
�����4 �������	�/� 5����� ������	��� �"���	����/��! ���� ���!�
���� ������	�� 
���������

� C@��	 ��"� ���	�� 3	�1	4 �	�� ���� ���"	���� �������� ���� ���
��� �� -���������� ���	"	�	��/ ������ ��������� � �	�����	
��������� �	������� ��������, ���	"	�	��! � ���� "������� �, %����
���	������ .���	 �	�� ��� �-����������� ����	���! ��	�� ()��� 
�����! ��	�#"�	 �� ���		 ����, ���	"	�	��! �"���	����/��,
�-�������������� ���	 �������� �	 ���	���	� 7	��� (1	��� �	 �����
	�� ��	����	���� ��	�#"	��	� ����� �� ����	"	���	 ������� �	
-�������������



	�
��
�� ������������� ����� ��

���� �����	�����

.�	#"	 �	� "���� -��������	 ���	"	�	��	 �������� ��	"	� � ���
��#"	��	 �	-��������! �	�����# 8 J������	��� D� "������� �����
���	���	 ���	��� 8 � �	�� ���	���� ����� 3����	� �����! �����	� 
��#	 ��� ����� ���"�� �	���4� $������	 J������	�/ "	!���� ���
#	 �	���� ������ J������	�� ��		 �������� ������� �	������� ���
�	����� ��-���� 3����� ���"�� ��������4 � ��������� �, ����������
*���	 ��� �� ��		 ����������� ����0���� D� ������	 �� 	���
��"�� 	�� ���#�� � �����! ����	"	�� ����0� �	�����! -���0��
�� ���	����� ���#	��� � ���	���	 ���#	��� � J������	�� ��#	
��,�"�� �� �����	��� -���0�� 	1	 ����	��	�

.����� %��� � J������	�� 	�� �����"�� ����� � �	�������	��
��! 3�	����	���!4 ������ 	��"�� 5����0� 	��"� ��	/ �������
�	���! ����	� �� �� J������	�� ��#	 ������� �� ��, ���� �����
���	���	 �����	��� ��������� &� �	���, �����0�, 	��"� ��������
��"���	 8 �,�" �! -���0�� �����/ ��#�� ��������� J������	��
��#	 ����� 	��"� ����� ������� ��������� ����	� K�������
��	�� %� 	�� "	�	������ 	� �� �� �"�1	 	��"� � �	�������
���	! ������

J�����0�� ������ ��	"�	 J������	�� ������� � �"	����/
���#	���� ��#�� ����� �� ��� ��"�/ ����0� ����	��! -���0��

h�������	 J������	�� 	����� �����0�i �� h"	!���� J������	��i�

�"	 h"	!���� J������	��i 8 %� ����	 ��"	�#���	 	���	! �����0�
� ��"� "��#	� J������	�� �������� 	��"� 8 � ������ ��� � ���0��

����� J������	�� � �	������� ����������! -���	 ���#�	 	
�	�����	 #���	���	 ����0�� ���"� �� ����"���	� ����� � ������ 
�����"�� ��"����	 ��	�� � ������ �������	�� �������	� ���������!
����! "	��	�� "��, ���	� � � �� � 	� ���"� �� 
"	!���	� �� �����
������

5 "����! ������ "����	 ���	 �������	 �#	 �	��� ��	����� �
-��������	 ���	"	�	��	 �� � ��"	 �"	���� � ��	"�/�	� ��"���"	�	�
�����	� ��"������� %��� -���������� ���	"	�	��� �	 �� �# ��#���
9"����	���	 ���	��	���	 � "����	!�	� ���!��� ����� � �� ��
��	�#"	��	 
J������	�� ��������� �������� ��	�	"��! ��� ������	�
��!� ��#�� ������� "������� ������! �����	���! -������! �	�	�
�	���	 �����! ��"���/ �������	 �������! ���	! ���	�� 3J�������
	�� 	��"� ���#�� � ������0����4 "� � ����	 ��	�	"���� "	!����
J������	��� D� ���!��� ,����� �������	�� � �	-��������� ��	"���
��	��	� �� %�	�	������ "	!���� 8 	��� �"	���� ����	�� �����	 "	!�
���	 � � ��	�#"	��	 � �� �� �"	���� ��	��� %� "	!���	 "��#��



�� ���������

��� �	 ������� ���#��� 3"������4� $�����	����� %��� ���!���
"�� ��������	���� ��#	 -���������� ���	"	�	��� �������� �	��� ���
��	�� �� ����	"	����� � ���"� H �������� "�����	����� 	��	�� *��
�� L M	�����

���� ���	� �� ��	!

.���	"	� -��������	 ���	"	�	��	 �������� ������������	 � ��	�
"�"���� �	-��������� ����#"	��	��

*'�� +������ 3������1	��� �74 �"�������� ��"�1	�� �������	�
������ 3S� �A�Q� q�� 	4 �"	


 S 8 ���	���	 ���#	��� ������	��	 
������ �7 3� ��	"�"��
�	� �������� %�	�	��� %��� ���#	��� ����	���/ ��	 ����
��#��	 ������ �� �"��! �����0	 	��"� ��"����! J������	�
�/4:


 A 8 ��#	 ���	���	 ���#	��� ������	��	 ���'��� 
������
3� ��	"�"��	� �������� %�	�	��� %��� ���#	��� ����	���/
������� ������� ��������	�� ��"���	 "�� J������	�� � �	�����
� 	�� �����4:


 8 ����! ������ 3��� ����	�4 %� �	�����! %�	�	� S n A 3�
��	"�"��	� �������� 	�� ����	���	 ����� �����0� � 	��"�
J������	��4:


 Q 8 ���	���	 ���#	��� �������! �������/�	�� ����!��� �7
3�	-�������� 8 J������	��4:


 q� � Q 8 ��������	 �������	:


 	 ' Q�S � Q�S �f�<� @� <g 8 3��������4 -���0�� �	�	,�"�� �7
3�	-�������� 8 ���#�� � ������0���� "�� J������	��4�

%�������� �7 ��"�1	�� ��!��! 3�� p� q4 �"	 � 8 �	����	���	 �����
� ��-���	 S � 	� ������������ ����	"���	������ s�� � � � � sn� � � � %�	�
�	��� S: p 8 �	���0�	����	 0	��	 �����: q � Q� 5������ ����� �
��"	� ��� %� ������ ��	"������ ����������� �� 
���� ������!
�� ������ �� ��	!�	 �� ������� &� �	�	 ��#	 ��		�� ��
��� ������
�������#	�� ��" ��	!��! � ���	��� p� &����"�� %� ������#�	�� ��'

��������� ����	
� O

���
� s� s� � � � sp � � �

������ ����
 @ < p

.����� �	�� ������ 7�/����� ��		 �&��
��$�� ���������� ���
�����	 ������� ��"�1	�� %�	�	��� q ���#	��� Q�



	�
��
�� ������������� ����� ��

5������� �7 �	��/�� "����	��� K� �"�� ��� ����� ��������
/�		 ����!��� �������	 ��	"�/��	 "	!���� 3������	� �� �7 ���
,�"��� � �������� 3�� p� q44'

�4 ����� ������ ��,�"���!�� ��" �������! 3� 	� ���	"	��	 sp4:

�4 �����
��� ����	��	 -���0�� �	�	,�"��' 	3q� sp4 > 3q�� s�Np4 3	���
-���0�� �	�	,�"�� �� ���	 3q� sp4 �	 ���	"	�	�� � ����������	
������ 7�/�����4:

�4 	&������ �� �	�� � ��	!�� p ������ s �"����	 ������� �� Np �
�	�	,�"� � �������	 q� 3"������ ������� ����	 �������	 ������
��"�1	�� ��!��! 33s�� � � � � sp��� s� sp��� � � �4� pO Np� q�44:

�4 	��� pO Np � @ � ����������	 �������

����� ������ 7�/����� ������	�� �� �������� 3� � � � � @� q�4 �"	
�� ���	���� ������ � �������� �� �������� ��	��	�� ��-���� 3����
#	��� ���, ���� ��������	�� A�4 ��	"�	 �	����	���	 ����� 0	�����
������		 �� ����, ��������� 5���� � ��"	� ������� ������ �7� �
�/��! ���	� ��	�	�� ����� ���������	 �� �	�	 �"�������� �������
��	�� � ��"	 � � � �  �"	 ����	"��! ������ ����� � 8 �	 ����! � ��
��� �"� ����� ����	 �������� 6�"	� ������� ����� � ��&�
�	�����
����� 
�����

�������� �"�� �� ����� �� "����� ������ 7�/����� ����#"�	
����	"���	������ �������!

3��� @� q�4� 3��� p�� q�4� 3��� p�� q�4� � � �

9��� �7 ����������	�� ��������	��� ���� �	�� � "��������
�	�	" ��������! �������� ������	�� ��	�
����� ����� �7�

*�#"�� ������ 7�/�����  �����
��� �������/ -���0�/ �� ��
A� � A� �����#�/��/ �,�" � � �	����� ����� �7 �� �,�"	 � ���
������� �� �	����� ����� ����	�� ������ �� ��	��	� ��-���	�
$�� �,�"�� �� �����, ������ �	 ����������	�� ��� �	����� ���
"	�#� ������� �� S n A -���0�� �� �	 ���	"	�	��� J� ���	"	�	���
���� �� �/��� �7 �������	 ����� �"�� -���0�/ 3��� ��#	 ���"	
�	 ���	"	�1	���/4�

"�������	�� �� (������ ������� f �	 A� � A� �	������ ���
���
����! ��
� ��$������� �'�� +������  ! �
� ������� �� > f �
,�� "��� ����� ��������! ��� f �����
�� �  �

&	 ��	 -���0�� ���������� D� ���� �� �����	��� ������� ����
#	��� -���0�! 3��������4 � ������� ���#	��� ����� 7�/�����
3��1	��	 ���#	���4� 9�� � ����	 ����	�� �	���������, -���0�!�



�� ���������

2"�� �� ��#�	!��, 8 &���
�� ��������' "��� ������ 7�/����� �
�,�"��	 �����: ��#�� ����	��� ����������	�� �� %� ������ 7�/�
����� �� "����� �,�"	�

���#	�	�� �� -&����
��� ������� � ��������� �
�� � ������
��� 
�����! ������$�� &���
��� �������� �'��� +�������

.�"������' ,�� ������ 7�/����� �	�����	 -���0�/ �� �	����	��
��� ���#	��	 ��� ��#	 ��� ������� ���	���� �������

�� ��� 
���! � ��� 
���
�	 ������

���� ���#	���� ��$����	��

5��#���� ������	��� 3� 	� ����� �������� �� "����� �,�"���
����	4 ���	"	��	�� �������� �	��/������ "�� %��� ������	���� $��
��#�	!��, �	����� 8 ����� 3�����	��� ���� ����� "� ��������
��� �� "����� ��������	��� ���� ����	 8 �����	��� "	!���! J��
�����	��4 � &���� 3���������! ���	� ��	!�� ��" ������ ��������
������� �7 � ���0	��	 ������	��� ��� �����	��� �����0 �������	��
��, J������	�	�4�

J�� �	���� �	��	��! "�� �����	���� ������	��� 8 %� ������

���� ���#	���� �!�����

(��� �,����	������� ���#���� ����� �������� 3� 	� �������
������	��� -���0��4 �� "��#�� ������ �� �������	 ����� �������
�� �� ��	, �,�"�,� 5"	��	� �� %� �"��� �� ������		 ����������	���,
�������� �����! ������	�� 
���#���� � ���,�"�	� �����	��

6�"	� ������� �� ������ 7�/����� M �����	 �� ��	�� T�3n4 
	��� �����������	 3�� ��	� �,�"�� "���� n4 �����	��� ���� �����	
��������	  "� �������� ����� T�3n4� ���������� ������ 7�/�
����� M �����	 �� ����� S�3n4 	��� ������		 �"��1	���	 � �����
�� �	�� ����#	��	 ������� ��� ������	���, �� �,�"�, "���� n ����
�� S� 3n4�

J�� ���#���� �������� ,����	����	�� �	�����! -���0�	! �
����������� �����	���

���� ���#	���� %�$�

&� "���!	 �������� �� ��� ��	�	��	 ���#���� �������	����!
��"���� �	��� ��"��� ��#�� ������� ��������� � 	�� �����	 -���
������	 ��"	�� ������	��!� * ��� #	 3��� FIG4 ������! ��",�" 8
���	"	��� ���#���� ��"��� �� ���#���� �������	�� �������� 	1	
�	��/�	�� �	 �����	�



	�
��
�� ������������� ����� �	

.�%��� ����� "����! ������ ,����	����0�� ���#���� ��"���� 2�
����� � �� �� ��"	��/�� ������ 	, -���0�! ������	��	 �����,
�����#�� ��� ��"���	��, �������	���, �� ���	���	��	 �	������

&�����		 ��#��	 ������ ������/�� 	��� �����"���� �������	���
�� ��� ��	�	�� ����� �P��� ��������	��! ����� � ���������� �
"���� �,�"���� ������ � ������		 ��#��	 �������	 �	#"� %--	�������
� �	%--	������� ������	����� ��"�1	�� -���0���� &�
�����
�����
����� B���0�� f3n4 8 ��������������� ���� 	��� "�� �	�����! ����
���� d ��� "������� ������, n �������	�� �	���	���� f3n4 � nd�
� %�� �����	 ��"	� ����������� �������	��	 f3n4 > poly3n4�

"�������	�� �� .������ f &����
���� �
��� P 3� �	������
&�
�����
��� �����
����4! ��
� �� �����
�� � �'��� +������
 ! �
� ������� T�3n4 > poly3n4�

"�������	�� �� .������ f &����
���� �
��� PSPACE 3� �	��
����� �����
���� � &�
�����
���� &�����4! ��
� �� �����
�� �
�'��� +������  ! �
� ������� S� 3n4 > poly3n4�

���� ��$��� ����	���&

.��� �����! �� ��������� � 	���	! ���#���� ������	��! ���
"�1	 � %�� �	�	 ������' 
���	�� %--	������� ������	��! ��#"	�
����	�� � ���������������/�) 7���! ����� �	 ��	"�����	�� ��	�
��"��� � �# ���	"��� �� �	 	"����	��� �����#��!� .�������� � "����
�	!�	� ����#	��� �� ��"	� �	� ��	0������, �������� ��#"	�����
�������������/ ����������� � %--	������� ��� �"	��� �����
�	��	 � "�� ,�� �� ����	�� �����	����

2�������� "�� ����� ������ "	���� �� "�	 ������' 	��	��	���	
� ������	���	� &���1	� � �	���,�


 .������� �"���� 	� �� ��� ������� �����	���� �������0���
D� �����	����� ��"	 ������ %�������������� � 	���� ���
����	��! ��#	�


 �������� �� ��� -����������	 �������	����! ��"��� ��� ��"��
�� ������	��� -���0�� �� �����, 	�� �������� ��������! � �����
��� �����#��! ��"������ �,�"� � �	������� &�����	� �	�	���
����� �� n %�	�	��� ��#�� ��"���� ����0	! ����	��! 3��� -����
0�/ �� ���#	��	 f<� � � � � ng4 ��� ����0	! n�n� .���	"��! ������
�	 %�����	� 8 ��#�� ��"�� O3n� log n4 ���� ��	�� O3n logn4 ���
�� ��� � �	���� �����	 �� ���� �"��	� ��� -����������	 ��"��
� ���������� V�	���� �� ���� ���	"	�	��	 ���#���� ��"��� �	
�����	�� � ���, 
�	���	!� ��� �"����� -������������



	
 ���������

*�� �� ������ ��#"	���	��	 %--	������� � ���������������
������	��� ��		 ����� � � ���� ��	��� ������� ������	��! ,�� �
�	 ��	�"� ����	����� &������� �� ��	 ���� �����#"	��� �����"���
� ������/ "� ��������������! ������� �� �� ����	������
����������	��! 	���� � ������	 ��#"�	�� � ��	0������, ���������
���,� 7	� �	 �	�		 �#	 � �	�	"��	 I@��, ��"�� ��� ������	����� ����
������������� ������� �� 	��� "�� �������������, ��������� 	��
����� ������� �� %--	�����/ �	�����0�/ 3������	��� �������/��	
��"��� �	��/�� �� �������	 ��	��4 � "�� ���������� ��������� �	
��	/��, �������������, �	�,��, �0	��� �	�	��	 ������	��� ������
��/��, ��"�� ������	 �	���	��	�� ������	 ��	�� � �����"� ������		
�����	�� %������	���	 ���	�� �	�	��� ���, ��"�� �����������
������#	���	 ��������� � � ��

� ����	"�/��	 ��"� ����� ������ 
%--	����� ���������!� ����
����� � �	������� ���	������ .�������� ���#	� �����	 
���������!
�� �	�����	 ��	���� 2�� ���		 �"	����� �������	 ����0�� ��������
/��	 � �������	����, ���	��, � �����, �	��	�� ���������	��
������ �	��0��� &� �"���� ��������	�� �	 ����� 	�����! �	"���
�� �����! ������	 � 	�� ����! ������ �� ��	�� ���	!�� �����
���		 � ����	�� 	���� $����	 ���	 ���	"	�	��� �	 �������/ -���
������ ������ ���	 ����0�� ��	�	����� ��� ��� �	 ��"�� 2"����
���	�/ ���	��� ���������� ������� -��������	 ���	"	�	��	 ���
,�"� �� ��	"��#	����� ����	���

.����	 %--	������� �������� � ����	"��	 ��"� ���� ���/��� �
�	�� � �	��������	 �������� �����/��	 �� �������������	 ��	��
3� ��, ��� ��#	 ���"	� W�<4�

"� #�� ��������! ��� 
�	 � ������	 ������$

(��	�� �	 ��	�����! �������/ ��� �����#"	��! "��#	� � %��
�	�	 �"������' 
*��) ����	 ����� �� �	 ���� "��� ���+���	��	 %��
�� �������) .����	 ��"��� �	��/�� �� �������������	 ��	�� ���#�
��	 8 �	X�

;�� ���! �����! ��	 ����	��� "��	�� �	 ��	�"�� *��	��� 	��
����� ��"�� "�� �����, �����	�� �������������	 ��������� ��	
���	 ��"��� �� ����	� �������� J� ����	��� ����	"	���, ���	 
�����! ����	�� ��"��� � ����	������ ���	�� ���	!��, �����	��!
� ��0��������, �����, 3����	� <4� .������������! ������� �	�	���
%�! ��"��� ������ �	��� 3���	�� ��	�	��/�	���� %--	������
�� ���������� � �� ����	 � ���������� �	�	��� ���	� ���	!��,
�����	��! �����	� � ������ F?G FYG F<G4�



	�
��
�� ������������� ����� 	�

� �	�����, ������, "������� ������	 �������� �	��/�	�� ���
"���: ����	� E 8 �"�� �� ��, 3%� ������ "	���! �����	�� Z����	��:
"�����	����� �	����������� ����	���/�	! -���0�� ��� ������
�	� � FHG4�

&� "�� ��������� ����� 	�	��	��� �������/��, �������	����,
��"�� �	 �"�1	�� �� ������� %--	�����! 3>�������������!4 �����
��� �� "������ ������	 ����� ��������� J�	��� ����� ������
��	 ����	�� �� ���"	�� <' �	�	��	 ���	!���� �����	��� � �	���0�	���
��, 0	��, �����, � �	�	��	 ���	�� �����	��! � ���	 �� "��, %�	�	��
��� *��	��� �	�"��� ������	��, �����! �� �����	��/ %--	�������
�������� "�� �	�����! ��"��� �#	 ����	�� �	����� �����	��� �
������ 	1	 ���#����� &� ,��	�� ��	� 	���/ � �����! ���	 ��"���
��#�� "�����	�� �"	��� � �����, ��"���

.�",�"���� 	���� ���� �����	�� � �����	 [@��, ��"�� � ��������
� 	, ��� ������	 ����������	��	� 2������� �"	� ����� � �� ����
��	�� �� ���#	��	 ��"�� ����	��	 ���������� 3
��"��� A �	 ���#�		
��"��� B�4 � ,����	������� ���#��	 ��"��� ��� ��"��� � ������ ����
"��� ��	 ��"��� �� �	������� ������� &�#	 � %�� ���"	�	 �������	��
����! ���������! ������ ���! 	���� ���������! �� �����	 ��	"��
���� ���������, �� �������������	 ��	�� ���������������������

�������� 7�/����� 3����� NP4�

���� ����	�����	� ����������

"�������	�� �� ���������� �� '���� .������ f� �������� �
������� f� /���	������ f� � f�0! ��
� ��$������� ��� ������� f �
� P! ��� 	 x f�3x4 > f�3f3x44�

5��"����� �� *���� ��#	 ������/ �������������! ���"�����/ 
� ���� 8 ����� ���"�����/� 2���	��	 � ��"	� ����������� ���
-��������! ������ ����	��� 
��"��� f� �	 ���#�		 ��"��� f��� $	!�
���	���� 	��� f� � P � � f� � P' �������������! ������� "��
������	��� f� ��������	 ����	"���	���� �������������	 ��������
"�� f 3�� �,�"	 x4 � "�� f� 3�� �,�"	 f3x44�

���� '��� NP

.�	#"	 ��	�� ���	�� �� %� ����� ���/��	 � �	�� ����� ,�����
	�����	���	 -���0�� 3�������� �� ��"��� ����	���/��	 ����
-���0��� ����� � ����	��	 �	������� ���!��� �,�"���� �����4�

��0� 
� ��3(�
(��, !�� .�� �����4 
&�
� 
�� �	��� NP ���
� ������	�), 
�
����"�( � 
�������
����

�� ��!�	�
(��



	� ���������

7	�	�� "�"�� �	-��������	 �������	 %��� ������ ��"��� ; ��� ���
����	�� ����! �	�����# 8 5��	���� 2 J������	�� 5��	��� ��
����	�� "���� �	����' �� ����

����
��� �������$ � &���������
3%� ������	 �� 5��	��� ,��	 ���� � ����������	���� ��+	��
���� �������� ������	 ����	"�	���� ���!��� �	������	���� � �����
���� ����#	��/ "	�4� .���	"��� ����	����� �	 �������	 J������	�/
��	�� �������� �� ��	��	 5��	����' ��� ��	�"� �"�������� J������	��
��#	 ��"���� 5��	���� ������� � "	!������ ��,�"� �� �����	���,
��	��� *�#"�! ������L��	 ����	�� �"��� "	!���	�� �	�	��	 �
����	��� -���0�� �������	 J������	���

(��$	�� �� � ��	����	 �� 	���� ���#���� J������	�� 3�	�
������� ���		 ������! 8 ����#	���! ���	��! "�� ��"����������4 ��	�
��	�� ������ � 5��	��� 8 �	�������

B���0�� 3,����	�����	����4 f3x4 �����"�	#� ������ NP 	��� ���
�	���	 ������� "�� ���� 3J������	�� 5��	���4 �����! ��	�"�
3��� �/��, �����#��, �������, "������ �	#"� J������	�	� � 5��	�
�����4 ���������	�� �� �������������	 � "���� �,�"� ��	�� � �	�����
� ����� ������� �"���	����	 ��	"�/�	�� ������/' 	��� f3x4 > < 
� ���	���	 ���! ������ "������ �	#"� J������	�	� � 5��	���
��� �� �	����� ���	� <: 	��� #	 f3x4 > @ � ��� �/��� ������	
"������ �	����� ���	� @�

(��$	�� �� J� "������ ���	 �	-���������� ���	"	�	��� ���� 
�� P 
 NP 3J������	�� ��#	 ���	�� �	 ���������4� ]���	�� ��
%� ���/�	��	 ������) $������� ��	������	 ,�� � �	����	���	 ���
���� ��	�� �� %� ������ ���"��#�/�� �#	 ���� C@ �	� 5� 5�	!�

���/��� �����	�� P
�

�> NP � ����� �1	, ��#�	!��, ��	����	���, ����
��	� ��	"�/�	�� ���	�� 3"�	 "����	 8 ����	�� ������ � ����	��
.������	4 ��� F<@G�

.�	#"	 �	� "���� -��������	 ���	"	�	��	 ������ NP ���	�� ��	�
"�/�		� J������	�� �����	 �����	 ���	"	�1	���� ������� � 5��	�
��� 8 ��	�	"��� .�%��� ������	� �� �,�" 5��	��� ��#	 �����
������� J������	�/ �	�� �, "����� � J������	�� 8 ��	"���� ��
5��	��� �	 ������: J������	�/ �� %� ���	��	�� ��	�� ���������
����� �������		 � "���� "�������

"�������	�� )� .������ f 3�� 	�������� � ��������� f@� <g4 &���
��
���� �
��� NP! ��
� �� &�������� � �����

f3x4 > � y
�
3jyj � q3jxj44  R3x� y4

�
�

��� q3�4 # &�
����! R3�� �4 � P!  j � j # �
�� �
���



	�
��
�� ������������� ����� 	�

K"	�� 3� ��/"� "��		4 �� ��#"	����	� �����	���	 ����	��� 
��#��
� 
������ � @ � < ����	��	����

� "�,	 ��	"�"��	�� �	-���������� ����#"	��� %� ���	"	�	��	 ��#�
�� ������� ��' y 8 %� �����	��	 5��	���� J������	�/ � R3�� �4 8
������� ����	��� �����! ����	����	 J������	���

(��$	�� �� .���	"	� 	�1	 �	������� �	-��������, ��	���	��
0�! ������ NP� 5���� y � "����� ���	 ���	"	�	��� ��#�� �������
��� 
��"������� J������	�/ ���������������� �����! �� ��#	 ����
�	��� ������	��	 NP����!���� $������ ������� � NP���"��� 	�� ��
�	 �����! ��� ��#	 ��"�� ��!� �� ����	��� �����������
��	� 8 �	���� .�������� ��#	 ��	"����	��	 � ����	 y ��� � 
"������
	����	 ������� ���!���� 3��"�����	��	�� �� ����	��	 "�����	���
��� ������	 �������������	 � 	�� "���� ��	��4�

���� �� ,���� f� � f�� +���
�4 f� �� P � f� �� P: �4 f� � NP � f� � NP�

*�+%��������� .��� �4 -����	��� "������ ���	�
$���#	� ���� �4 �����	��� �	-��������, �	�����#	! �� ��	"�"��

�	�� ����#"	���� 5��	��� ������	 J������	�/ f3x4 3"���� �������
�������	�� �	������ ��������� h � "���� x ��������� f � P4 � ����
�� y �����	 ��	#"�	 J������	�� � �� �� f�3f3x44 > <� J������	��
��#	 ����	��� �� 	�� "	!���	���� �����	�� f3x4�

"�������	�� ,� .������ f � NP �	������ NP�&�
���! ��
� 
��
�� ������� �	 NP � ��� �����������

9��� �	�����/ NP������/ -���0�/ f ��#�� �������� �� ��	��
T 3n4 � �/��/ -���0�/ g �� NP ��#�� �������� �� ��	�� T 3nc4 �"	
����� c ������ � g �� �	 � �,�"��

NP������	 -���0�� ���	���/ ������	� -���0�� ��"�/��� ��	�
"��� �����	������ "�� ���	��, -�����'

SAT 3x4 >

�
<� 	��� � t�� � � � � tk ' x3t�� � � � � tk4 > <�

@ � �������� �����	�

� �	���! �����	 ��	"������	�� �� x 	�� ������ �����	���! -�����
�� � ���	���� �	�	�	����� t�� � � � � tk � �������0���������� ��������
3�� �� 4�

������ � -'�+. ����	/� <4 SAT � NP: ?4 SAT # NP�&�
��

���������� 1�
� SAT � P �� P > NP�

��5�� �&�&� ���	)6����)�( �
�	�"!
�� ��
(�( ��	
��� �	( ��&"7 �	��
���8

�7 �	������



	� ���������

D���� "�����	����� 	��	�� *��� L M	���� ��"	 ����	"	� � ��	�
"�/�	� ���"	�	�

� ���� ���	�� �� ��̂����� ���� "�����	���� NP������� ���
������	 �������������/ ���"����� � ��	"�/��/ �	����

���� �� 1�
� SAT � L � L � NP �� L # NP�&�
��� 2 ����$� 
��
� L� # NP�&�
�� L� � L� � L� � NP �� L� # NP�&�
���

*�+%��������� $������� ����	��� ����������� ���"����
��' 	��� L� � L� L� � L� � L� � L�� 2�� ��	"�	 �� ��� �� ����
����0�� "��, ������������� ���������, -���0�! ������������� ���
��������

%� &������� �������	�!���� �	��	�� #��� ' (	��
�

<4 D� ��	�#"	��	 ���� ��	��"��� 5��	��� ������	 J������	�
�/ ����	��� �	�	�	���, �,�"���, � -������ ��� �����, ��� �������
J������	�� �������� � ����	���! �������� �����	����� ����������
��� �� �������������	 ��	���

?4 .��� -���0�� �� NP �����/ ��#�� ��	�� � SAT  ��		 ��"
f3x4 > � y

�
3jyj � q3jxj44R3x� y4

�
�

��������� ������ 7�/����� �������/��/ R3�� �4 �� ������������
��	 ��	��� &�� ��#�� ������� � ��"	 �����	���! -������ ������	 ��
�� �� ��� �	������ y 3� ��"����� �,�"	 x4 ������ ��"�1	 �	�����
� <� $�� %��� ��	"����� �	�� ���0	�� ������	��� "���	���� ��	��
T > poly3n4 � ��������/�	�� ����� S > poly3n4 ��
���� �����
����
����	�� T � S ���������! �� ������	 <�

t > @ _���

t > <

� � �

t > j _�
� _� _�

�

t > j O < _

� � �

t > T � � �

� 	z 

S ��	
��

���� ��

5���� � ���	��� j ����0� ��"�1	 �������	 �7 ����	 j ����
������ 5������ _j�k  ���������	 � ����0	 �����"�	#� ��-����



	�
��
�� ������������� ����� 	�

S�f��Qg� 5����� _j�k ���	"	��	 ���� 3������ ���������! � k�! ��	!�
�	 ����	 j ���� �����: �������	 �������/�	�� ����!��� ����	 j
���� ����� 	��� ������� ��,�"��� ��" k�! ��	!��! � ��������
�����	 ����! %�	�	� ���� 8 �4� $�� ������ ��#	 ����	� ��
	��� ������	��	 ���������	�� ��� �	������ �,�"	 �� T � � T ���� 
� ����� c ���	���� ��̂������ T � ������/ ����� � ���	��� T ��

5������	 ��#"�! ��	�� ����0� ��#�� ����"������ ���	���� 3�	
��������� � n4 ������ ���	��, �	�	�	���,� J�	/�� 
��
���� &��
��
 ���
������ � 	� �������	 ��#"�! ��	�� _ � ����	 ��#	 ���	�
��! �"�������� ���	"	��	�� ���������� ��	�� � ��	"�"��	! ����	 
�	#���, �	����	"��	��� ��" "����! 3_�4 �	�		 "����! 3_�

�4 � ����		
"����! 3_�

�4� *�#"�	 ���	 ������	 ��#�� ������� � ��"	 �����	���!
-������ � �	�	�	���, ��"���/��, �������� ��	�� ����	� ����	�
%�! -������ � n ��#	 �	 �������

9�	 ��� ��#�� ������� ������	 ���	����� ������	��� 3�	�����
���	� <4� $�� %��� ���	�� �� �	� �������	��� ������� ��#�� ����
�� �� �������� ��	�� ����0� ��"���/�� �� �� �"�� �� ��"��
��/��, �	�	�	���, ����� < ����� � �� �����	 ���"� � ��	!�	 �������
�� <� 7��"� ����	��	 %�! �	�	�	���! "�� ��"� _T�� � ��"	 �	�������
������	����

2��	"	��� -������ �x ��� ���+/��0�/ ��	, -����� � �����	 ��"�
����	�� ����	��� �	�	�	���, ��"���/��, �,�" x=y "�����	���! ����
������ "� "���� jxjO < O q3jxj4� K���	��� ����	���/��	 x � = 8
������� ��%��� �	�	�	���	 � �����, ������ %� -������ ��
�	��/ y � ��"�� ����	���, ��		� ����0�� 7�� �� ��#�� ����� 
�� -������ �x ������ � y � 	�1	 � ����,�� �	�	�	���, �����	 ��
��������� z�

J�� �� ���������� ����� x -������ �x3y� z4 ������ �� ������
	��/ ����"�	 ��	"�/��� ���!����� 9��� �������	�� R3x� y4 � ��!�
"	�� ���! ����� ����	��! z3x� y4 ��� ������ �x3y� z3x� y44 ������
3%� ����	��� �������/ ����� �7 �� �,�"	 x=y4� � 	��� R3x� y4 �	
�������	�� � �x3y� z4 ��	�"� ��#�� 3��������� �� ��� ��	�#"�	 
�� ������	��	 �� �,�"	 3x� y4 "�1	 ��	 
"��4� 7���� ������� ���
f3x4 > < ���� -������ ����"� 3��� �	�����, ����	���, y4 ������ 
��� f3x4 > @ 8 ��	�"� ��#���

)� *���	�� NP+���
� �����

2������! ������ NP������, ��"�� ��"	�#��� � ����	 Z%�� � $#���
���� FCG� *�� ������� �, NP������� "�������	�� � ������/ ��	"	̂��!�
.���	"1	� �	������� ����	��� ���, "�����	�����



	� ���������

,��� �0'12

D� ��"��� ��"�1	�� ��	"�����

C�SAT 3x4 > < >� x 	�� C�*&B ������ ������ ��� �	�����, ����
�	���, �	�	�	���,� C�*&B 8 %� ���+/��0�� "��+�
/��0�! ��#"�� �� �����, ��"	�#� �� ��	���� 
� ��	��� 8 %� �	�	�	���� ��� 	1	 ���0���	�

C�SAT 3x4 > @ >� x 	�� C�*&B ������ ��#�� ��� ��	, ����	���,
�	�	�	���,�

C�SAT 3x4 �	 ���	"	�	�� �� ��	, �������, ������,�

C�SAT ��#	 NP������� D� ����������	�� ��	"	��	� � �	! SAT �

������ �� SAT � C�SAT �

*�+%��������� ��������� ������	��	 �������� ��"����!
-������ �3x�� � � � � xn4 ��������/�	! ������ 3�� �� 4� �	������ ����
�	#�����, ������	��! ��������� y�� � � � � ys� $�� ��#"�! �	�	�	���! yk
������	�� �"�� �� �1	, ���	���

yk > u � v�

yk > u  v�

yk > �v�

3[4

�"	 u� v ���� �	�	�	���	 -������ ���� �#	 ���	"	�1	���	 ��������	���
��	 �	�	�	���	 � 	� u� v � fx�� � � � � xn� y�� � � � � yk��g�

7	�	�� �����	� C�*&B �����������/ ��,�"��! -�����	 �3�4� � %�
*&B ��"� �,�"�� �	�	�	���	 x�� � � � � xn � y�� � � � � ys� .������ ������	
���+/��0�/ K�� ������! ������/��, �� ��#"�� �� ��������	����,
�	�	�	���, yk ��		 ����	��	 ��"���	��	 -������! 3[4� 9�� �� ���
���, ������! � ��#"�! ��#�� ������� � ��"	 C�*&B'�

y � 3x� � x�4
�

> 3x� � x� � �y4  3�x� � x� � y4  3x� � �x� � y4

 3�x� � �x� � y4��
y � 3x�  x�4

�
> 3x� � x� � �y4  3�x� � x� � �y4  3x� � �x� � �y4 

 3�x� � �x� � y4��
y � �x

�
> 3x � y4  3�x � �y4�

.�"������ %� C�*&B � K�� ������� C�*&B K�� J������ C�*&B ��		
��" K > K �  ys� $	!���	���� �������� K ����������� ��	�#"	�
��/' ��	 ������������ ������	�� ��������� � � �	�����	 ���������� <
3ys > <4� K���� 	��� ��� ����,�� ����	���, �	�	�	���, xi -������ �
������ � C�*&B K ��������� � ��������



	�
��
�� ������������� ����� 	�

,��� 3%��������� ������� ���	�	�
 � ���� F�

7	�	�� "���#	� NP������� ��"��� �� ����	�� C� �������� ��
�� ��#	� ��������� �������	� "���� ���	��	��� �������/������
�� "���	 ���������� 7�� �� �	�� �"	 � "��, �����	 ������ �����,
�������	����, ��"���,� 2"���� ��� ��	 �����"�	#� ������ NP� D�
�����	 ��	��"�� 8 	��� 5��	��� ������	 �	�	��	 ���	�� � J�����
��	�� ��#	 ����	��� ������	��	 ��	, ���	��� ��� "����, ����	���,
�	�	�	���, �� �������������	 ��	�� � � �"��� � � "����� �����	�

6��		 ��� ��	 %� ��"��� NP������� $�� "�����	����� ������
��	"	� ��"��� ����������� C�*&B � ����	������ ���	�� ��"� 3H4�
K����	� ������ ���� � ��"	 �������	���� 9��� ����� �� �����
�����	 ����	��� 8 %� @ � < � "�� �/���� ���� � �/��, x� y � f@� <g
������	��

3�x4 > 3<� x4�

3x  y4 > xy�

3x � y4 > <� 3<� x43<� y4�

3W4

.�%��� ����������� C�*&B
Vm
k��Dk ����������� ����	������ ��"

���	� F� ���	��

A3Dk4 O < > @� k > <� � � � � m� 3Y4

�"	 A3Dk4 ��������	 �������	� ����	���/��! "��+/��0�� Dk ���
����	���� ��"���	��� -�������� 3W4� .�������� �� ������������
"�� ���"����� �������	�� �	�	�� C � ������ "������� "�� ��	�,
��"������' "�� �������	��� �	�	�� C "���� �����	! �������	�� %���
��������� �������/�� �	 ���		 �	� �����	����

,��� 4���$����		�� ��	�
	�� ���!�������	�� -4��/

7	�	�� ����	�	� ��"��� �� ����	�� ? � 	� ����	������ ���	��
���	!��, "��-�����, �����	��! � �	���0�	����, �����,�

(��$	�� �� &������	 
���	!��	 ���������������	� ������� �
��"���� ��������0�� ���	!��! -���0�� �� ���#	��	 �	�	��! ���	��
���	!��, �	���	���� 5���� 
0	������	���	� �������	 �� ������/�
�� ����� 	 �	�	��� "�� �����, ����	��� ��	, �	�	�	���, 8 0	��	�
5 ������/ "� �������������, ���"����	! ��"��� ����	������ ���
�	�� 3E4 %������	��� ��"��	 AM.� $�����	����� %��� ������	��
���	�/ � ���	��	 ����#�	����

������ �� 3�� &������� �	��'������ ������� 
������� ����
����� � ���������
���� ��
�� ���
� NP�&�
��



	� ���������

*�� � � ��	"�"���, ������, ��� �	��,�"��� "������ "�� ��	��
#"	���' �� %� ��"��� �����"�	#� ������ NP � �� � �	! ���"��
�� ��	 ��"��� �� NP� &� 	�	�� �	��������� ��� ��	�#"	���� 9�	�
��	��� ������ "�������� �����"�	#���� NP ��	"�/��� �������'
���� 5��	��� ������ �	�	��	 � J������	�� 	�� ����	��� &� ��
�"� �	�	��	 "��#�� ������ �� �	 ������� ������, ���	� ���� J��
�����	�� ��� ����	��� ������	��	 ���	��� 3E4 �� �������������	
��	���

2������	�� �� �� ��� � 	��' �� ����	������ ���	�� 3E4 ��	�
"�	 ���	�������	 �	 ������� "�����, �	�	��!� 2���	� ����� �"	/
"�����	������

2������� ��������	��� �0	��� 8 %� �0	��� �	������ ���	"	��	��
����0� �	�	� "���� 	1	 ��������� 2�������� "���� ������ ����0� A
3��"������ ������� � ����	�	 <4 �	�	� s� 7��"�

j detAj �
nY

i�j��

3< O jaij j4 � ?s� 3<@4

.	���	 �	���	���� ��	"�	 �	����	"��	��� �� ���	"	�	��� detA ���
��	 8 �� ��� �� ������ ����� a �	��	 �	 �	�		 <Olog jaj � log3<O jaj4
�����

���#	��� �	�	��	���, �	�	��! ���	�� 3E4 ����	�� &�
�"���� 8
�	�	�	�	��	� ���	����� ����� �������������� V����� ���	���� 	��
�	�� �������! �	��	��� ��	�#"�	 �� �/��� ���� ����%"�� �����
	�� �������! �������0�	! 	�� ���!��, ��	� � ��	� �� 	�� ���!��,
����,� *��!��	 ���� ����%"�� ��"���	���� ���	��! 3E4 ����/�� �	�
�	����� ���	� ���	!��, �����	��! ��"��

Ax > b�

xi > @� i � S�
3<<4

"�� ����,�� ��"���#	�� S 
 f<� � � � � ng� *���"���� %�, ��	� ��
������� *���	�� ����/�� ����	����� ������� ������	���! ����0�

%�! ���	��� � ���� �0	��� 3<@4 ��� �	 ��	���,�"� ?s�n
��n 3� ������	�

�	 �������� ����������� �����#��� "���� �������� ������ ������	���!
����0�4�

&�������/��	 �	���� ���!��, ���	! 8 �	���	��	 3�	� �������	���
������� 0	������	���	4 �	�	��� �"����"��, ���	� ��"��

Ax > @�

xi > @� i � S�
3<?4

��%��� ��#�� ����� �� "�� �, ����"��� �������/�� 	 #	 �	���
�	�����



	�
��
�� ������������� ����� 		

2�������� ���!��	 ���� ����%"�� x��� � � � � xN� ��������/��	 �	��
��� ���!��, ���	! y��� � � � � yM�� .��� � ���	�� 3E4 	�� 0	������	��
��	 �	�	��	 x� 7��"� 	�� ��#�� ������� � ��"	

x >
NX
i��

�ix
i� O

MX
j��

�jy
j� > x�� O

MX
j��

3�j � b�jc4y
j� O y	�� 3<C4

�"	 �i� �j � @ 
PN

i�� �i > < ��	 ����"���� �	���� x�� �������	��

?s�n
��n � �	��� y	� 8 0	������	���!� &� ��"� � �	��� x� y	� �����

	�� 0	������	���� �	�	��	� ���	�� 3E4 � 	�� ����"���� �	 ��	����

,�"� 3M O <4?s�n
��n� K��	�� �� M ���	"��� �	 ��	���,�"� ?n 3�

	��� �������� 	��	�� *���	�"��� � M � n4�
J�� �� "������� �� "�� ����	����! � �	���0�	����, 0	��,

�����, ���	�� ��!"	�� � ���	 �	�	��	 "���� ������ ������� O3s�4
3�� ����� �0	���� n ��� s4� 2�/"� ��	"�	 �����"�	#���� %�! ��"���
������ NP�

$�� "�����	����� NP������� ��"��� ����	������ ���	�� ���
�	!��, �����	��! � �	���0�	����, 0	��, �����, ��	"	� � �	! ���
"��� �0'12� .������ �� C�*&B ���	�� ���	!��, �����	��! � �	��
��0�	����, 0	��, �����,� 6��	��! �	�	�	���! xi �� C�*&B �������
��� 0	������	���/ �	���0�	����/ �	�	�	���/ pi ���0���/ �	�	�
�	���! xi 8 ni "��+/��0�� D 8 �	�	�	���/ qD � *�#"�! "��+/���
0�� D > Xj � Xk � Xm 3X� 8 ��	����4 ��������� ��#	 �����	��	
PjOPkOPm�qD > < � ������ Pj  Pk  Pm 8 �	�	�	���	 ��������	���	
��	����� "��+/��0���

J������ ���	�� ��"	�#� "�� ��	, i �����	��� pi O ni > < � ���
#	 ��	 �����	��� ��������	���	 "��+/��0��� �� *&B� 2�	��"�� ��
����������� C�*&B ����������� ����	����� ���! ���	���

,��� �0��+��+

$�� ���-� 5�������	�� ��#�� �� ��������� 	�� �	����� � ��
0�	� �� ���� ���0� ��#"��� �	��� ���� ������	�� � �����	
0�	�)

6�"	� ����� �� ���- ��"�1	�� ����0	! ��	#���� A� 5���� �
����0� %�! ����0� ��"	��������� �	������� ���-� aij > < 	��� �
���-	 	�� �	��� ij � �������� �����	 aij > @�

M	��� ����� �� ��"��� �0��+��+ �����"�	#� NP' 5��	���
��	"+��� ��������� � J������	�� �� ���	!��	 � "���� �������� ����
-� ��	�� ����	�� �� ��� �����������

������ �� 3�� �0��+��+ NP�&�
��
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l�

l�l�

� l�� l�

������� �	�	�	���� "��+/��0��

�4 �4 �4

���� ��

*�+%��������� 5�	"	� � %�! ��"��	 ��"��� C�*&B� .��� 	��
C�*&B �� m "��+/��0�! � �����	 �,�"� n �	�	�	���,� Z��- ����
��! ���������	�� %�! *&B ��		 [mO ?nO C �	����� $�� ��������
������� ���-� �"���� ���	�� ���� �	����� ����	���, ���	��
�� �	����� ������� @ < ?� �������, ���	�� ��#"�� ��	�����
3�	�	�	���! ��� 	1	 ���0���	�4 �� �"��! �	����	� 2������	 [m �	��
��� ������1	� �� ������ �� [ ��#"�� ������ ����	���	 �"��! ��
"��+/��0�!�

7	�	�� ����	� �1	��� %��� ���-�� *�� �������� �� ���� ?� �	�����
@ < � ? ��	"��	�� �	#"� ����! �1	������ &� ���� ?� �������� 	�1	 n �	�
���������� � %�� ���-	� J �����	0 ���� ?� ��������	 ��� ��	"��	��
�1	����� �	����� ����	���/��	 ��#"�! "��+/��0��� &� %�� ���
����	 l� l� l� ��������/ �	����� ���	�	���	 ��	������ �,�"�����
� "��+/��0�/� K��	�� �� �	�����	 �1	��� �� �	�	������� �� �	�
������� ����

2�	��"�� �� ��������	 ���	 �����	��	 ��#�� �������� �� ���
�����������	 � n � m ��	��� $���#	� 	�� ����	������

��������� ����	 ���������	 ��������� � C 0�	� �����#�� "�� ��
���� ���-�� 6	� �������	��� ������� ��#�� ����� �� �	����� @ 
< � ? ������	�� � 0�	� @ < � ? 3�� �	�� ��������� �������/��,��
�	�	��������� 0�	�� �� ������� �"��4� 7��"� �	����� ���	�	���	
xi � �xi ������	�� � 0�	� @ � < ����1	� �, 0�	� "��#�� ��� �����
������#�� 3��� ���� ?�4�

.����� �	�	����� �������� ��#�� ����	��� �� ���- �������
#1	���! �� ���� ?� �"���	����	 ��	"�/�	�� ���!���' 	��� ������
�	����� ���	�	���	 ��	������ � 0�	� @ ��� < � �	����� ��	�
�	���	 ���0������ ��	����� 8 � ����������#��	 0�	� < ��� @ �
���������� ��������� �������, �	���� %��� ���-� � C 0�	� ���	����
	 3� 	"����	���X4 ��"� � ����� ��"� ���"� ,�� �� �"�� �� ����	��!
��	����� ������ � @�



	�
��
�� ������������� ����� �
�

.�%��� ���������	 C���������� �����	����� ���-� "�� �����,
�	����� @ < ? ������	�� � 0�	� @ < ? ����	��	��� ��,�"��� ��
������� �"��������� ����	���� � �������/���� �������� ����	��!
�	�	�	���, ��,�"��! C�*&B�

K��	�� �� ����	��� ����������	���� ���-� � ? 0�	� ������
&�#�� �������� �"�� �� �	���� � ����!�����"� 0�	 ��	 ��	#��	 �
%�! �	����� � ����������#��! � � "� 9��� 	�1	 �	 ������	���	 �	��
���� �	 ��	"��	�� �� � �"��! �� �#	 ������	���, ���� ������ �"��
�� ��, � ����������� ��������! 0�	� �� ��#	� ��������� � 	� 
�� ����/�� �	����� �	���� �������� �� � �"�� 0�	� 7��"� ���-
�	���� ��������� ��������� � ? 0�	�� $�����	����� ����	�����
%��� 3��	��"�� ���������������4 �������� ������	�� ���	�/ �
���	��	 �	����� ����#�	����

K���	���� ����	�� �	��1	, ������ ��	�#"�	 �� �/��! �������
��! ���- 3� 	� ���- �����! ��#�� ��������� �� �������� �	� �	�
�	�	�	��! �	�	�4 ����������	�� � E 0�	�� M	��� ������� ����	��
��������, ���-�� �	 ����������	��, � C 0�	� 3���#	� �����! ���-
�� E �	�����, ��� ���� C4�

2������	�� �� ����	��� ����������	���� ���������� ���-� � C
0�	� NP������� $�����	����� �����"��� �������������� ��	"	��	�
���	! ��"��� �0��+��+ � ��"��	 �0��+��+ ��	�	�!� !�5�
J"	� ��	"	��� ��	�� ����� �� ��������	 �	���������/ �������0�/ 
������#	���/ �� ���� E 3�� ������������� %� �������0�/ �� ����
�� FCG � ���/ ��	�	"� Z%�� � $#����� ���������/ 	1	 �� $#� B��	��4�

J�� ��� ��#�� �� ������������� ���-� G ������� �	�����!
��������! ���- C�����������	���� ������� ����������� C����������
��	���� ��,�"���� ���-�� &�����	� ���- G �� �������� "������� �	�
�	�	�	��� �	�	� �� �	 �����"� �	��� �	�	� �	������ J� �������������
� �	�	�	�	����� �	�	� ���-� G �������� ��������! ���- �� ��	"�/�	�
�� �	0	��� ��	�� ��#"�! ���� �	�	�	�	��� �	�	� ���	�� %��	�����
���-� H  ������#	����� �� ���� E �� ���� �	����� ���	�	���	 x 
x� ��������� �� �"��� �	��	 � �	����� ���	�	���	 y� y� 8 �� "������
5 �����	���� 3�#	 ���������4 ���-�� ���"	��	� 	�1	 �"�� ���0	"����
������ �	��� uv ��,�"���� ���-� ��"	� "������� � u � v � �������
�	��� ��� xx� ��	"���/��	 �	����� �� �"���, ��"��" �"��� ���	��
��� %��	������� ���-� H � .��������� ��� %�� ��,����	��� 5��	�
��#	 �	��� ��	"���/�		 �	����� u � �	���! �� �	���� ���-�� H ��
���	� ���� 39��� �� �	��	 uv �	 ���� ��	� �	�	�	�	��� � "������
�	����� � �	 "	��	� ���	���4 .������ %� ���0	"��� "�� ��	, �	�	�
���-� G ������� ������! ���- P 3G4� K��	�� �� ���#	��� �	����
P 3G4 ��"	�#� �� �����	��/ ���#	��� �	���� G�
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� ���������

���� ��

y y�

x

x�

���� ��

.�������������� ����� ��	"	��� ��	��"��� $�����	����� 	�� ����
�	����� ��������	 ��	"�/��	 "�� ���!��� ���-� H '


 ��� �/��! ��������	 H � C 0�	� 0�	� �	���� x � x� ����� ��� �
0�	� y � y� �����"�/:


 	�� ��������� � �� 0�	� ��� �����, �	����� x � y ������	�
�� �"������� 	�� � ���	 ��� �����, ��� ������	�� � �����	
0�	��

(��	�/ ��	"������	�� �������	���� ����	��� ������	��	 %�,
���!�� � ��	"���� �� ���������� C���������� P 3G4 ����#"�	 ����
������/ C���������� G 3������ �	����� � � #	 0�	 � �����! ���
������	�� � P 3G44 � ������� 3�/��� ���������� C���������� �	���� G
���"��#�	�� "� ���������! C���������� P 3G44�

,� #���� PSPACE

*�� �#	 ���������� � %� ����� ����"�/ 	 -���0�� �����	 ���
�� ��� ������	�� �� �7 ��������/�	! ����� �������	���/ ���
������� � "���� �,�"���� ������ D� ����� ���/��	 � �	�� �����
P 3�� ��	�� T �� ���#	� ����������� ����� �	 ��	���,�"���/ T 4
� ����� NP 3"����� 5��	���� � J������	�	� ������	 ������������
��	 ��	�� ��%��� J������	�� �	 �������	���! �� ��	�	�� ��#	
�	�	���� �� ��	�	"� ��	 ������� �����	! ����� "������ ���������
"�� %��� ������	���� �	������/ 8 �������	���/ ��������� � "���
�� �,�"� 8 �����4� &� ����� PSPACE �����"����� �����"� ���	 �	�
NP� * ��#��	��/ "������ %� ������ "� ��, ��� �	 �"������
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*����� PSPACE ���		 ������ ,����	�����	���� -���0��� �,��
"���� � PSPACE ��#�� "�� ��	"�/�		 �	-��������	 �������	� .�	"�
����� �	������� �"	������������/ ��"	�� ��"��������"���� 5����
x 8 �������	 �	������� "	�� ��,�"��	���� �� �������	��� ��"� ���
���! "��#	� ���	�� �	�"��' �����	� �� ������	��! 3����	��	 ,�����
	�����	���! -���0�� ����� <4� 5�"�� 8 �#	 �������! ��� ���������
����� �������	���! J������	�� 3�� ��"	 ������ ��	�� �	 ��	����
,�"��		 �������� � "���� �������� "	��4� 9�� ��#	 .������� ���
�����/��! �� ��������� ������	���� � �"���� ��	#"�/��! ��"�/
� �������� 2�� ��� ��	��	������� ��	������ � �� ��	�	"� �����"�
���� �����	��� .������ �	"	��� ��"	����� �������	����� ��-�����
������ � ;��������.��0	��������� *�"	��	� 5�"�� ��"��"� ��� ����
����	����� ����������� �� �������� "	�� x �� �������	!�� "������
��� �	#"� .��������� � �"������ � �� ;.* 3� 	� �� ��� �������	
����	��	 �	�����! ������������� ���������! -���0�� ���	"	��	��!
;.* �� �,�"	 �������/�	� ��"	���	 �������	����� 8 ����� x 	��
�	����� ������	��� .�������� 	�� �	����� ������	��� �"����� 
	�� ������ ������	��� .�������� � � "�4�

� ���� %������������ ���	��	 ����� PSPACE ���	"	��	�� ��	�
"�/��� �������' ,����	�����	���� -���0�� f �����"�	#� PSPACE 
	��� ��#�� ���"���� ���! ;.* �� ��� f3x4 > < � .�������� 	��
���	��� �	"	��� "�������� ������ ��	#"�	 5�"�/ � ��������� ���
����	���� ��� �/��, �������, "	!���! �"�����: � ��� f3x4 > @ ����
�������� ���	��� 	�� � �"������

(��$	�� )� 2����� ��������/ ���	 ��"	�� ������/ � ���		 �	!�
������, 	�����,� Z����� �� ���	 "��, ��0 �������	! � �,�"����
����� � ���	�������� ���������! ���	��� � �"���� �� ��������

������ )� %�������� � ���
�����&�������
���� �&����
����
�
�� PSPACE ������
����

*�+%��������� .���#	� �� ���� �� PSPACE � �����	 ;.*
�����"�	#� PSPACE � �����	 ���"������ ���	"	�	���� .��� ���
��� ������	��! ����� �������	�� p3jxj4� 2��	"	��� �� ��"��0�� ���
��� ����� 7�/����� Mk "�� k > @� � � � � p3jxj4� *�#"�� Mk �� ��"���
���� ������ "�������� x� a�� b�� � � � "���� k ���	"	��	 ������	 ��	�
#"�/�	! ���	��� "�� .��������� .���	"�	! � %�� ��"� �����	
Mpjxj� ��#�� ����� ������������ ����� 5�"�� � �������� -���
�0�/ ;.*3x� a�� � � �4� ������ Mk �	�	����	 ��	 �����#��	 �������
3k O <4��� ������	��� � ����������	�� � Mk�� �� ����"� ������	���
��, �	������� ��"	����� �������	������ 9	 �0	��� �	���	��� ����
����	����� �������	�� ��	�� �����' 	��� 	���		 ������	��	 ��



�
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.��������� � "������� ��!� ,�� �� �"�� ������ ������	��� 
����	 ������� Mk�� ��������	 ��	#"�/��/ ���	��/ "�� .�����
����� 9��� 	���		 ������	��	 �� �"������ � ����	 �/���� �� ����
��#��, ������	��! Mk�� "��#�� ������#�� ��	#"�/��/ ���	��/
"�� .��������� ������ M� ���	"	��	 ������	 ��	#"�/�	! ���	�
��� "�� .�������� � ����� �����	 ���0	��� � "�� 	1	 ����� ��#��
��"	!������ ��/ ����	"���	������ ����� Mk� &� ��#"�� �� %�,
����� ��������	 �	������/ 3������������� �������	���/4 ����� 
�� �� �	�� ���0	�� ���	��	 ���� ������������� �������	���! ���
����

� 	�	�� ����#	� ������	� .��� 	�� ������ M  �������/���
�	�����/ ,����	�����	���/ -���0�/ f �� �������������! ������
K��	�� ��	#"	 ��	�� �� ������	��	 �� ����� S �	������	��� ������
"�� "����	 �	� ��	�� ?OS� 3��	 ����	 ��������� ����	 ��� ��� ��
���	���	� ��	 �������� ���	! ���	�� � �, �	 ���		 �	� jAjS �jQj�S �"	
Q�A8 ����	��	��� ���#	��� �������! �������/�	�� ����!��� �
��-��� ����������	��! �74� .�%��� ��#�� ����� �	� �������	���
������� �� ��	�� ����� ������ M �������	�� ?q �"	 q > O3p3jxj44�

$�� ������ �������� ���	��	� ���� ����	 ���	��	��� ������	�
��� �7 ��,������ �	� ���	�	��! "�������	 �������	�

.������ ��"	���! "�������� ����� � ��	"�/�	�� .������� ��	��
#"�	 �� �� �,�"��� ����	 x ������ ��"�1	 �	����� < � �"����
��"�	���	 %� ����	��/� � �	���� ���1	� ������	��� .������� ����
��� ������ �������	 ������ M 3����� ���������� �� �	�	 ����#	�
��	 ���/�	! ������� �������	 �������/�	�� ����!���4 ����	 ?q��

���� ������ � ��	��� ����	 �"���� �������	 �� �"�� �� ����
�	#����' � ������ "� 3?q��4��� ��� ��� � 3?q��4��� ��� "� ����
0�� .���	 %��� .������� ������ ������ �������	 M � �	�	"��	 %���
����	#���� $��		 ��1	 ������	��' �"���� ������	 �"�� �� �������
��� .������� �������	 �������	 M � �	�	"��	 ��������! ��������
�� � � "�

$�������� ���������	�� ���"� "���� ����	#��� �������� ����
��! <� 5�"�� ��"��"� ��� ��' � 	�	��	 ���0	��� "�� ����, ���0��
%��� ����	#��� ���� ������� �������� M  	��� �������	 �������
���0� ������	�� �� �������� �	���� ���0� �� �"�� �� ����� M  �
5�"�� ������	�� � ��	��/ .�������� � �������� �����	 8 � ��	��/
�"������ &	��,�"���	 ����	��� ��!�� � 5�"�� ��	�� �������������
�������	���	 "����! �,�"���� ������

.��� f3x4 > <� 7��"� ��	#"�/��� ���	��� "�� .�������� �����
� �� ���� ��#"�! ��� ������� ������	 ����#	��	 "	� 3�������� 
�� .������� ��	��	������� ��	����� �� �� �� � �������� ������
"	������� � ��	 ����� ������ M4�
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.��� f3x4 > @� 7��"� �� �� �� ������� .������� �� �"��� ��
����	#���� 3��� �� ����,4 ��"	 ��"	�#���� ������� �"���� "��#	�
�������� ��#"�! ��� ��	��� ���! ����	#��� 8 %� ��������	 	��
���	,�

� �����	 PSPACE ���	���/ �����	 �����	���� �������������!
���"����� ��"���� .���	!��! ������ ������	�� �� ����	"	����� ���
�	 "�����	������

(�$ TQBF 3Truth of Quantijed Boolean Formula4� K�"�1	�� ��	�
"�����

TQBF 3x4 � x 	�� ������� �����-�0��������� ���	�� -���
���� 3QBF4 � 	� -������ ��"�

Q� y� � � �Qn yn�3y�� � � � � yn4�

�"	 yi � f@� <g � 8 �	������ �����	���� -������ 
� Qi 8 ���� 	 ���� ��

.� ���	"	�	��/ ������� "	!���/ �� -������ ��	"�/��� 	�	�
��	���� �������'

	 x�3x�� � � � � x4
def
> �3x�� � � � � @4�3x�� � � � � <4� 3<E4

� x�3x�� � � � � x4
def
> �3x�� � � � � @44��3x�� � � � � <44� 3<H4

������ ,� 3�� TQBF PSPACE�&�
��

J�� ��������! ���	 "�������� ��#�� ������� � ��"	 �����-��
0��������! -������ 	��� ������� ������	 
�"�� �������	 �7 �����
��	�� �� "������ �� �"�� ��� � ��"	 �����	���! -������� V�� �
%�! "�������� ������	��� ���� "����		 �	� � �"�� �� �, �	��"�
�� ��	����� � �"�������	 ������� ����	 ��#"��� ��� ������	��
������	��� �"��! �� ����� -������	 ������	��	 ����������#��!
������ 3
�����������	�4� B������ � � 
�����������!� �	 �������

-� #���� IP

�	��1	��� � ���	 3J������	�� 5��	���4� ����� %�! ���� ������
��	 �	��� ��"��� �� ������ NP� � ���	���� �� �������"� 	��� ���
"�� J������	�/ �	�	���� �����!���� 3���	�� "�� ��"����������4)
*���� -���0�! ���������, ����! 3J������	�� � ���	��! 5��	���4
�� �������������	 ��	�� ������	�� IP3���		 ����	 ���	"	�	��	 ��"	
"��� ��#	4� 5����	"���� ��	"�/��� ���	��	����� 	��	���

������ 6� PSPACE > IP�
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.�"���������	 ���	�� �����	���� ������	 %--	������� ���	�
��X � �������! ���� %��� ���"	�� �� �������	� ��+����� %� �	�
�#�"����	 ���	��	�

7��� *����	�����	�� ��%��#	����8 ���9����	�� ��	��+� �
+��� BPP

$�� ������ ��#�� ����� �� ���	���� � ���	"	�	��� �������� 
	��� ����	��� ������������	 �	�	����� �����!����� �	����� �����
� J������	�� ��������/�	�� ��"���������� ���	�� �	�	��	 ���
�"�������� ���	"	�1	����� *�� ��"� ������� ��	�#"	��	 
�������
3�	��������!4 �	��	 ��"����)

9�	��	��� ������� �� �	��������! ������� �	��	 ��"��� 
	��� �	���� �	������� ����������� ��	�� *��	��� %� �	�������
������ � ���!�� �	�	����� �����!����� �� ��"	� ����� �� �	�
�	���� �����!���� �������"� ����	"���	������ �	��������, ����
��!��, ���� 3@ ��� < � ������� �	���������4� .���	!��� �	������
��"	�� ����� �	�	����� 8 ��"���������	 ���	���

9��� ���	��� �	�,��� �0	��� ��	�	�� ����� �������� � 	�� ��#�
�� ��	��������� � ��	"�/�	�� ���"������ ��"�' �"	��	� "�������	
�����	��� ��"���������! ���	�� � �������� �, �	������ �������
����0� �����!��, ����� .���	 %��� ����	� "	!������ �� �������� 
���	��� ��"���������	 ���	�� �����	��	� � ����0	 �����!��, ���	� 
������	���! �� �	���� ���	� ��	�� ����� ���! �	���� ��������
��		 � #	 3� ������/ "� ���������������� ���#�	��4 �	�,�//
�0	���� � �	������� �����	��� ��	� a "�� �������� � ���� -���
��	 ��"������	�� �����' %� ����	��	 �����	��� 	, ����0 ����
��!��, ���	� ��� ������������� �����, ������	�� "����! ��	 a 
� ���	�� �����	��� ����0 ������� ?r �"	 r 8 �����	��� �����!��,
�����

D� ���	����	 �������	 "�� ���	"	�	��	 ������ BPP 8 ��"�� �	�
��	��, �	���������� ���������� �� �������������	 ��	�� 8 ����
������� ���	"	�	��/ H ������ NP�

"�������	�� 6� .������ f &����
���� �
��� BPP! ��
� ��$��
������ ���� &�
���� q3�4 � ������� R3�� �4 � P! ��� ��
� �
�� r �
���
q3jxj4! �
� ������� ��&�
���� f3x4 > R3x� r4! ��
�'� ?�C�

9��� � %�� ���	"	�	��� ���	��� ����� ?�C �� �/��	 -����������
��	 ����� ��̂���		 <�? ����� BPP �	 ���	����� 9�� �����! ������
"������ �	������� ����� ���"�� ������! � <� �����1	� �	������� �"��
������, ����� ������� �, ��	 � ������	����� �	������� ��"	�
����� ��	��	 ����������� 9��� �	������� ����������� ��	� "��
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��#"��� %��	������ ������ ����� c � <�? � �	������� �	��������
���� ��	� ����	 ����������� n �����

bn
�cX
k��
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n

k


ck3<� c4n�k �

bn
�cX
k��

?n 3c3<� c44n
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�cX
k��

�
�� c

c

�n
��k
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�c �

�� ��� c��c
>

> O3�n4 3<I4

"�� ��",�"��	�� � 3?
p
c3<� c4 � � � <4� 7���� ������� ����������	

%�����	�0������ ����� ��	����	 �	������� �	����������� ��	��

7��� "�������	�� +��� IP

*���� IP �������/ ��"��� "�� �����, ���	���/ 
��	������
��	 "�����	����� ����������� ��	��� $������ ������� 	�� ��	��
�	������� ��	������! � ���������! 5��	��� � ������� �������
����	�	�� ����	��� ������������� �������	����� �	���������� ���
������ � ��"��� �����"�	#� ������ IP 	��� 	�� ���! ������ �����
������� ����� ���� 3J������	�� � ���	��! 5��	���4 �� �	����
���� ����������� �	������ "������� ������ 3�����	 ?�C4�

*�� � � ��	"�"���, ������, �� ,��� ����	�� ����� ���� ����,
�	�����#	! � �	������� �������	����� ��"�� K��	�� �� 	�	�� �
�����	 � ������ NP 5��	��� �	 ���	 �����		 ������ �������� ���
���	 	�� ��"� ��"���' %� ������� ���	"	��/�� ������ ����	�� 
��"���������	� ���	��� 2"���� ��� � � �����	 ������ BPP J�������
	�� ��#	 �������� ����0� �����!��, ���� � ����������� ����

6�"	� ����� �� 5��	��� ��"� �	������ ��"���������� ���
�	��� .�%��� �� ������ J������	�� ���� �� �	������	���� ���
������ ����0� �����!��, ���� �� ��	 ��	�� "������ � 5��	������
2"���� �� ���	�� �	 	��	 � �����#���� ������������ 5��	���� 
	��� ���� ����0� �������	�� �	�	" ��#"�� ��������� � 5��	��� 
���"� �� ����0� �#	 ��#	 ����� ����! ��	��� ������ ��"�� 	��
J������	�� ������� J������	�/ %� ������ � ���! ��	 �� �	���

.�%��� ����� ���� 3J������	�� � ���	��! 5��	���4 ��#��
��	��������� 3� �	�����	����! ��	�	! �	������4 � ��	"�/�	�� �����
���	����� ��"�' J������	�� �������	 ����0� �����!��, ���� ���
������	 	1	 5��	���� � ������ �	�� � ��	 � � "� *����	���
���, ����"�� �������	�� �����		 ��"����� ��������� � "���� �,�"�
���� ������ .���	 ���	��	��� "������ � 5��	����� J������	�� �� ���
���� %��� "������ �������	 �	�	��	� �	������� ����������� ��	�



�
� ���������

3"��� "������� �����"���, � ����������� ��	�4 "��#�� ��� "����
���� �	����� ��	 %� �	-��������	 ������#	��� ��	�� � ��	"�/�	�
���	"	�	��� � ������ f 8 ,����	�����	���� -���0���

"�������	�� 7� f � IP �	����! ��� ���� ���� &�
�����
���
�����
��� 3���������������4 ������� V 32�&�
����
�4! �������
�� ������� P 3%�������4 � &�
����� q3�4 3�
�� ��
��� �
������
����
4! s3�4 3�
�� ��
��4! ��� jP 3u4j > poly3juj4 3%������� �)�� &��

�����
��� ����������� ������4 � �
� ������ x ��
� ��� �������
&��
������
�������

r�� r�� � � � r�qjxj�
r�� r�� � � � r�qjxj�

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
rsjxj�� rsjxj�� � � � rsjxj�qjxj��

�
� �������

f3x4 > V 3x� r�� P 3r�4� r�� P 3r�� r�4� � � � � rsjxj�� P 3r�� r�� � � � � rsjxj�44�

��
�'� ?�C�
�� ������������ �������	��	 rk > 3rk�� rk�� � � � � rkqjxj�4 � 	�	��	��

��	 ������	��	' ���"� �� ����	��	� -���0�/ � ����	"���	������ ���
���	��� ��	"������	�� �� %� ����	"���	������ ��	"����	�� �
��"	 ����������� 3<4 3��� ������ ����4�

(��$	�� ,� ����� J������	�� � ��������� ���	 -����	 ���
,�#� �� ����� 5�"�� �� ������������0	��������! ��	���	�0�� ������
PSPACE� 7����� 	�	�� �"�� �� �������, ����� 8 �	�	���� �����!�
��, ���	�� 7	��	�� [ ������	 �/������/ ��	���	�0�/' ������ ����
����� ����� ���"�� ������ ��������� � �������	����! ���� ��	���
%������	�	� ������� 3"����!4 ���� ����� ����	!�	�� ���������'
�	�	����� �����!��, ���	����

7��� IP 
 PSPACE

2��	"	�	��	 IP ��,�#	 �� ������������0	��������	 ���	"	�	��	 �����
�� PSPACE� J "�����	����� IP 
 PSPACE ��������	 � ���� "������
	����� 	��	�� H � �����! ������ ������� ���	"	�	��� ��������
��! ���	��� ��������/��! ������������� �������	���/ ������

.��� f3x4 � IP� 5���� �� ��"��0�� ���	"	��	�� ����� ����� 7�/�
����� Mk "�� k > @� � � � � s3jxj4�

*�#"�� Mk �� ��"������ ������ "������ x� r�� p�� � � � � rk� pk "���� k
�	#"� J������	�	� � 5��	����� �0	����	 �	������� ��	� < ���

��9���� �	�"�����
 9�:����&, ������;��& �"� �
��
� 
� .�&, 6����
&* ���8
<�	���� �� ���� �	��
���, 
��������<* ������� +�



	�
��
�� ������������� ����� �
	

���"��#	��� "������� .���	"��� � %�� ��"� ������ Msjxj� ������	
����� J������	�� �������	 -���0�/ V 3x� r�� p� � � �4 � ������	 � ���
�	��	 ��	� 	1	 ����	��	� ������Mk �	�	����	 ��	 �����#��	 �������
� 3kO<4��� �����	��� � ����������	�� � Mk�� �� ����"� ������	���
��, �	�������� 9��� ����� �� 5��	����� � �0	��� Mk 8 ��������
�0	��� Mk�� �� ��	� �����#��� �������� �����	��� 5��	����� 9���
����� �� J������	�	� � �0	��� Mk ����� ��	"�	�� ���-�	��	�����
�0	��� Mk�� �� ��	� rk 3%� -������ �����! �	�������4�

������� ������	��� f �� �������������! ����� �������	 M� �
��"�1	 � ���	��	 �	������ < 	��� �0	��� M� �����	 ?�C � @ 	���
�0	��� M� �	���	 ?�C�

7��� PSPACE 
 IP

$�"�� �������� "�����	����� ��"����� %� "�����	����� �����
#	�� � ����	 5���	�� FYG�

$������� "������ �� PSPACE������� ��"��� TQBF �����"�	�
#� IP�

J�� ���� ��#�� ����	��� �������� ������������

T� > Q�x�Q�x� � � �Qmxm�3x�� � � � � xm4�

� ������ �3�4 8 �	������ �����	���� -������ Qi � f	� �g �������
"	!���/ �� -������ �� �������� 3<E4L3<H4�

20	��� �������� ������������ T� ��#�� ��	"�/�	! �	��������!
���0	"���!� 2�������� �	�	� Tj3x�� x�� � � � � xj4 �����������	

Qj��xj��Qj��xj�� � � �Qmxm�3x�� � � � � xj � xj��� � � � � xm4�

7��"� T� > T�3@4 �� T�3<4 �"	 �� 8 ������ ���	"	��	��� �������� Q��
&�!"	� ������	 T�3@4 � ��	� T�3<4 ��#"�! ��� ������� �	�������� ���
�� �������	��/ ���0	"��� 3"�� ���	"	�	��� Tm3x�� � � � � xm4 "�������
�������� ����	��	 -������ �3x�� � � � � xm4 �� �� �	������ ���	����4
� �������� T�3@4 �� T�3<4�

D� ���0	"��� �	��	 ������	��� ��	, ?m �����#��, ����	��! -���
���� �3�4 � ����� ������	 %�����	�0������ ������	 �� �����	��/ �
����	��� �,�"� ��"��� ��	��� &����"�� %� ������	��	 ��#�� �������
��� � ��"	 "	�	�� ��� �������� �� ���� H�� � ���0	��	 ������	��� ��
������	� �	 ����� ����	��	 � ����	 �� � ����	��� �� ��	, ����	#����
��, ����, "	�	�� �����	��� �����, %�����	�0������ �	�����

(	� ��#	 ������ 5��	��� � ���� ������	���) 2� ���	��� ���
#	 ������� ����	��	 T�� �����	� ��������� 5��	��� �������	� 
� � �/��� �����	 �� ���#	 �� T� > <� .������	� ����	��� %� �����
�	��	 � �������� ����	��� T�3@4 � T�3<4 8 "��#�� ���������� ������
�	��	 T� > T�3@4��T�3<4� $��		 ���	�	� �����!�� � ������	����� �����
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r� � f@� <g �������� � 5��	���� ����	��� T�3r�� @4 � T�3r�� <4 ����	���
T�3r�4 > T�3r�� @4 �� T�3r�� <4 � � "� &� ����	"�	� ���	 �#	 �	� �������
5��	���� ��#�� ����	��� ��

Tm��3r�� � � � � rm��4 > Tm3r�� � � � � rm��� @4 �m Tm3r�� � � � � rm��� <4�

������	��� ��"� "����� O3m4 O v3n4 > poly3n4 ���� �"	 v3n4 8
�����	��� ���� �	��,�"���, "�� ������	��� ����	��� �����	���!
-������ "���� n ��� ��"����, ����	���, �	�	�	���,� 2�� �����,�"�
�"��� �"���� �� ��	! � ����� � ������ � "	�	�	 �� ���� H� ������	�
���� �����!�� � ������	������

5 ����! �	�������/ J������	�� �������	 �	�	��	 �� �������
�� QBF) 9��� ����������	��� -������ ������ � 5��	���� "����
���� ������� ������	 ����	��� ��	, ���������	��, �	����� J�����
��	�� �	 ���"� �������� �������	��� � � �	�������/ < ������	
-������ ������!� (� ��"	 	��� QBF ��#��) (��� ��	"�� J�����
��	�� � ������� 5��	���� ,�� �� ��� ���"	�� ������ �������
�	�	���	 ����	��	 �"��! �� ���� ���������	��, �	�	�	���,� D� ��#�
� �	�������/ <�? ���	�	�� �	 ��"	 �� ��������	 �	�����"����
��������! ���0	"��� "�� ��"	#���� ���	"	�	��� �������� QBF�

*�� �� ������ 	�� ������ �������� ��������/ ���	 ���0	"����
9��� � ��,�"��� ������	 �� ������� ��������� "	�	�� �	�	���� ����
��!�� ��������� �"�� ��� � %� ���	�� �	 "��� � � �������	���!
�	���� "	�	�� ���	 ���	 3��#"�! ��� ��"	 ����� �� p �������� �"	



	�
��
�� ������������� ����� ���

p > w3n�4 8 �����	 �����4 � ����#	 3������� "	�	�� ���� m � � ������
��	���! �	���� ��"	 ����	��� m�4� D� "	�	�� ������#	�� �� ���� H��

(��� ������� ���	 ����	��1	���	 "	�	�� ��"	� ����� �����
�����	 ����	��� @ � < %�	�	���� ���� Fp ���	�� �� ��"��/ p� M/�
��/ �����	���/ -������ �3x�� x�� � � � � xm4 ��#�� ������� ��� �������	�
p3x�� x�� � � � � xm4 ��" ���	� Fp  ��������� ����#	��� 3W4 �� �� Y[� 5	�	�� d
%��� �������	�� �	 ��	���,�"� "���� ������ -������ �3x�� x�� � � � � xm4 
������ �	���	 n 8 ����	�� �,�"� ��"��� TQBF�

*������� ��������� ��	"�/��	 ��	��0�� � �������	����'

	 ��Axf3x�� � � � � x4
def
> f3x�� � � � � @4f3x�� � � � � <4� 3<[4

� ��Exf3x�� � � � � x4
def
> <� 3<� f3x�� � � � � @443<� f3x�� � � � � <44� 3<W4

7	�	�� �����

p� > 3Q�4x�3Q�4x� � � � 3Qm4xmp3x�� � � � � xm4 3<Y4

�����	�� ����������� ����	��/ -������ �3x�� x�� � � � � xm4 3Qi 8 ��	�
��0�� ����	���/��� ������� Qi4� ������	��	 %��� ����� �������
������ � "	�	�� ����������	 ������#	���� �� ���� H� 5	�	�� �	��	���
� %��� "	�	�� ����� p � ������� 8 m�

������������� Tj3x�� x�� � � � � xj4 ��� %�� ����	���/ �������	��

pj3x�� � � � � xj4 > 3Qj��4xj��3Qj��4xj�� � � � 3Qm4xmp3x�� � � � � xj� xj��� � � � � xm4�

K��	�� �� ��	��0�� Ax Ex ��	����/ ����� �	�	�	���, �� < ��
�"�����/ �����	 ������ �	�	�� ��#"�! �� ������,�� �	�	�	���, 
�� �� �	�	�� pj ���� ��� �	����� (��� �	�	�� �������	��� �	 ���
��� ��	��	��� ��� ������	���, ��#�� �������������� ��	"�/�	! ��	�
��0�	!'

Lxf3x�� � � � � x4
def
> xf3x�� � � � � <4 O 3<� x4f3x�� � � � � @4� 3?@4

�������	�� f � Lxf ��	/ �"�������	 �����	��� �	�	�	���, ������
"�/ ��� x � f@� <g � �	�	�� �	�	�	���! x � Lxf ����� <�

J�� ���������	 ����	��	 ������������ T� �����

p� > 3Q�4x�Lx�3Q�4x�Lx�Lx� � � � 3Qm4xmLx�Lx� � � �Lxmp3x�� � � � � xm4�

�"	 Qi ���	"	��	�� �� �,�"� ��"��� TQBF 3�� #	 ��� � 3<Y44� * ������
��	�� p3�4 ����	��/�� � ��"����� ����"�	 k > mOm3mO<4�? ��	��0�!
��"� Ax Ex ��� Lx� .��� ����	 ����	�	��� �	���, k� i ��	��0�! �����
��	�� �������	� pi3t�� � � � � tj4 < � i � k� .�������� ��	��0�� L �	 �	��	
�����	��� �	�	�	���, � �������	�	 ����� j �	 �����	���� ����� i�

7	�	�� ����	� "����� �	#"� J������	�	� � 5��	������ &�����	�
�� �� � ��� �� 5��	��� ������	 ����	��	 p� 3��� � �����	 � �����
�����	 �� ���#	 �� p� > < �	�������� � 	�� ������	�� ����	���4�



��� ���������

K�	� J������	�� ��������	 � 5��	���� �	�� ���	� �������	� p�3t4�
.������ ��%--�0�	�� %��� �������	�� J������	�� ����	��	 ��
p� > 3S�4tp�3t4 3��"	� ��	��0�/ �����/ �� i�� �	�	 ��������� Si4� .��
��	 %��� J������	�� �����!�� � ������	����� ������	 ����� r� � Fp
� ����	��	 �	�������� � #	 ���0	"��� "�� ����	��� ���	����

p�3r�4 > Lx�3Q�4x�Lx�Lx� � � �3Qm4xmLx�Lx� � � �Lxmp3x�� � � � � xm4�

*��	����� �	������ ��	��	����	�� 	� �� ����	��	 �������	��
p3x�� � � � � xm4 J������	�� �������	 �������	����� 9��� ��	 ����	���
"�/ ����#�	����! �	����� J������	�� ��"�1	 � ���	��	 ��	�
� < 	��� ,�� �� ��� ������#	�� �	���	���� 8 @�

7	�	�� �0	��� �	������� ��	� <�

9��� ����������	��� QBF ������ � 5��	���� ���� "�������
������� ������	 ����	��� ��	, ���������	��, �	������ � �� 	���
QBF ��#�� 5��	���� ,�� �� ��� ���"	�� ������� .�������� "��
�������	�� �	�	�� d > O3n4 �����"�/ �	 ���		 �	� � d ����, � �
�	�������/ �	 �	���	! < � d�p �� ��	"�/�	� ���	 ��"	 ����	����
�� ��#��	 ������	� .� ��"��0�� ������	� �� �	������� ������#��
��#� � ��������� "�����	 �	 �	���	�

<�
d

p

N
�

�"	 N > O3n�4 8 ���		 �����	��� ����	���� .�� p > w3n�4 %� �	����
���� ��"	 ������ � <�

.� /���0�	
�	

J�� ������ ������� ������� "�������� �������	����/ ���#�
���� ��"��� 	�� ����	���	 8 "�������� ������ ��"��� � ��",�"��
�	� ���#������ �����	� �� ����	�� "�� ����	�� ���, ������� 8 NP
� PSPACE� 9��� ���"������"� � ��"��	� �"���� "������ �� ���/�	�
��� P 
 NP �P��� NP 
 PSPACE �����	 � ��� ��	"���	 "�� ��	��
�����, ��"�� ������� "�����	����� �, ���#�����

5��	���	 ����� "����, ���#�����, �������� &�����	� � �������
������0	��������! ��"	�� ������	��� ��#�� ��������� ����� ������
�	��! ����� �	�����! �����/��! �������!� .������� 0	��� ���
����� ���#�����, ������� ���/��/��� �� �"��� �� ��#��, �����	!
����� NP 3	"����	���	 ������	��	 .��������4� .�������� ����	�� 
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