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ðÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ ÓÕÍ-

ÍÙ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉ ×Ù�ÕËÌÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ.

1. ÷ ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÅ ×ÓÅ ÆÕÎË�ÉÉ �ÒÉÎÉÍÁÀÔ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ É Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ

ÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÏÍ, �ÏÌÕÏÔËÒÙÔÏÍ ÉÌÉ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ I , ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ

ËÏÎÅÞÎÙÍ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ (×ËÌÀÞÁÑ É ÓÌÕÞÁÊ ×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ �ÒÑÍÏÊ R); ÉÎÙÍÉ

ÓÌÏ×ÁÍÉ, I | Ó×ÑÚÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï R.

ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÆÕÎË�ÉÑ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×Ù�ÕËÌÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ

[a; b℄ ⊂ I ÇÒÁÆÉË ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ f

∣∣
[a;b℄

ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁ ÜÔÏÔ ÏÔÒÅÚÏË ÌÅÖÉÔ ÎÉÖÅ

ÏÔÒÅÚËÁ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÇÏ ËÏÎ�Ù (a; f(a)) É (b; f(b)) ÜÔÏÇÏ ÇÒÁÆÉËÁ. ðÏÄÒÏÂÎÅÅ É

ÔÏÞÎÅÅ ÜÔÏ ÓÏËÒÁÝ£ÎÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÙÍ Ñ ÂÕÄÕ �ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ É ÄÁÌÅÅ, ÏÚÎÁ-

ÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ [a; b℄ ÔÏÞËÁ (x; f(x)) ÇÒÁÆÉËÁ ÌÅÖÉÔ ÎÅ ×ÙÛÅ ÔÏÞËÉ

ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ Ó ÔÏÊ ÖÅ ÁÂÓ�ÉÓÓÏÊ. áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ ÄÁÎÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÚÁ�ÉÓÙ-

×ÁÅÔÓÑ ÔÁË:

f((1− t)a+ tb) 6 (1− t)f(a) + tf(b) �ÒÉ ×ÓÅÈ t ∈ [0; 1℄: (1)

æÕÎË�ÉÑ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉ ×Ù�ÕËÌÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÔÏÌØ-

ËÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ É Å£ ÌÏÇÁÒÉÆÍ log f(x) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×Ù�ÕËÌÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ.

(÷ÙÂÏÒ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏ× ÚÄÅÓØ ÎÅ ÉÇÒÁÅÔ ÒÏÌÉ, ÉÂÏ log




1

f = log
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2

log




2

f .

îÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, �ÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ > 1.) üÔÏ ÖÅ ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÔÁË:

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ [a; b℄ ⊂ I

f((1− t)a+ tb) 6 f(a)

1−t
f(b)

t

�ÒÉ ×ÓÅÈ t ∈ [0; 1℄: (2)

îÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÖÅ ÑÚÙËÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÇÒÁÆÉË f

∣∣
[a;b℄

ÌÅÖÉÔ ÎÉÖÅ ÇÒÁ-

ÆÉËÁ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, �ÒÉÎÉÍÁÀÝÅÊ ÔÅ ÖÅ ÓÁÍÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÞÔÏ É f ,

× ËÏÎ�ÁÈ ÏÔÒÅÚËÁ. (ðÏÄ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÓÅÊÞÁÓ �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÎÅ ÔÏÌØ-

ËÏ �ÞÉÓÔÁÑ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÁ� e

�x

, ÎÏ É ÔÁ ÖÅ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÁ Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍ

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 5, 2001(158{163)
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ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ, Ô.Å. ÆÕÎË�ÉÑ ×ÉÄÁ �e

�x

, ÇÄÅ � > 0.) çÒÁÆÉËÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ×ÓÅ×ÏÚ-

ÍÏÖÎÙÈ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔ ÎÁ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ [a; b℄ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÄÕÇ E ×

�ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ R×(0;∞). äÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË ÜÔÏÊ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙ-

ÍÉ ÁÂÓ�ÉÓÓÁÍÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ ÄÕÇÁ ÉÚ E Ó ËÏÎ�ÁÍÉ × ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ. ìÏÇÁÒÉÆ-

ÍÉÞÅÓËÉ ×Ù�ÕËÌÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÓÕÔØ ÔÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÇÒÁÆÉËÉ ÉÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÎÁ

×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ [a; b℄ ⊂ I ÌÅÖÁÔ ÎÉÖÅ ÄÕÇ ÉÚ E Ó ÔÅÍÉ ÖÅ ËÏÎ�ÁÍÉ. ÷ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ

×Ù�ÕËÌÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï L ×ÓÅÈ ÎÅ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ

ÏÔÒÅÚËÏ× (ÇÒÁÆÉËÏ× ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ) × R2

(�ÒÉ ÜÔÏÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï L ÏÂÌÁÄÁÅÔ ×

R2

Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÕËÁÚÁÎÎÏÍÕ ×ÙÛÅ Ó×ÏÊÓÔ×Õ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á E × R×(0;∞):

ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÔÏÞËÉ �ÌÏÓËÏÓÔÉ Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÁÂÓ�ÉÓÓÁÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÎ�ÁÍÉ ÒÏ×ÎÏ

ÏÄÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÉÚ L).
ëÁÖÄÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ×Ù�ÕËÌÁ, Á ËÁÖÄÁÑ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÁ | ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅ-

ÓËÉ ×Ù�ÕËÌÁ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ËÁÖÄÁÑ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÁ ×Ù�ÕËÌÁ (ÜÔÏ �ÒÏÓÔÏÅ Õ�ÒÁÖÎÅ-

ÎÉÅ �Ï ÁÎÁÌÉÚÕ). ïÔÓÀÄÁ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉ ×Ù�ÕËÌÁÑ

ÆÕÎË�ÉÑ f ×Ù�ÕËÌÁ (ÇÒÁÆÉË f

∣∣
[a;b℄

ÌÅÖÉÔ �ÏÄ ÇÒÁÆÉËÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÜËÓ-

�ÏÎÅÎÔÙ, Á ÔÏÔ | �ÏÄ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ). äÌÑ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÙ f = �e

�x

Ó

� 6= 0 ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ ÇÒÁÆÉËÁ f

∣∣
[a;b℄

, ËÒÏÍÅ ÅÇÏ ËÏÎ�Ï×, ÌÅÖÉÔ ÓÔÒÏÇÏ ÎÉÖÅ ÔÏÞËÉ

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ Ó ÔÏÊ ÖÅ ÁÂÓ�ÉÓÓÏÊ. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ËÒÏÍÅ ËÏÎ-

ÓÔÁÎÔ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉ ×Ù�ÕËÌÙÍÉ. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ L ∩ E ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ

ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ×.

óÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ×Ù�ÕËÌÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ×Ù�ÕËÌÁ; ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅ-

ÄÕÅÔ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉ ×Ù�ÕËÌÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉ

×Ù�ÕËÌÏ. ïÔÎÀÄØ ÎÅ ÓÔÏÌØ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ

�ÅÏÒÅÍÁ 1. åÓÌÉ f; g ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉ ×Ù�ÕËÌÙ, ÔÏ f + g ÔÏÖÅ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉ-

ÞÅÓËÉ ×Ù�ÕËÌÁ.

üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÁ×ÎÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ, ÎÏ ÉÚÌÁÇÁÅÍÏÅ ÎÉÖÅ Å£ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ×�ÏÌ-

ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÏ×ÙÍ; ÄÏ×ÏÌØÎÏ Õ×ÅÒÅÎÎÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ ÎÁ

ÒÕÓÓËÏÍ ÑÚÙËÅ ÏÎÏ ÎÅ �ÕÂÌÉËÏ×ÁÌÏÓØ. äÏËÁÖÅÍ Ó�ÅÒ×Á ÄÒÕÇÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ.

�ÅÏÒÅÍÁ 2. æÕÎË�ÉÑ f ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉ ×Ù�ÕËÌÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,

ËÏÇÄÁ �ÒÉ ×ÓÅÈ � ∈ R ÆÕÎË�ÉÉ e

�x

f(x) ×Ù�ÕËÌÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 2. ÷ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ:

log (e

�x

f(x)) = �x + log f(x) ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ log f(x) ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ, ÔÁË

ÞÔÏ log (e

�x

f(x)) É log f(x) ×Ù�ÕËÌÙ ÉÌÉ ÎÅ ×Ù�ÕËÌÙ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ. á ÅÓÌÉ ÆÕÎ-

Ë�ÉÑ e

�x

f(x) ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉ ×Ù�ÕËÌÁ, ÔÏ ÏÎÁ ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ×Ù�ÕËÌÁ.

ïÂÒÁÔÎÏ, �ÕÓÔØ ÄÁÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ � ∈ R ÆÕÎË�ÉÉ e

�x

f(x) ×Ù�ÕËÌÙ. ðÕÓÔØ

[a; b℄ ⊂ I . õÓÌÏ×ÉÅ (2) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ

ÕÓÌÏ×ÉÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ e

�x

f(x) (×ÅÄØ e

�((1−t)a+tb)
= (e

�a

)

1−t
(e

�b

)

t

;

ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ). óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ �, ÞÔÏ

e

�a

f(a) = e

�b

f(b) (ÉÍÅÎÎÏ,

� =

1

b− a

ln

f(a)

f(b)

; (3)

ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÓÏÓÌÁÔØÓÑ ÎÁ ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ×ÙÛÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÓÅÍÅÊÓÔ×Á E , ×ÚÑÔØ ÄÕÇÕ, ÓÏ-
ÅÄÉÎÑÀÝÕÀ ËÏÎ�Ù ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎË�ÉÉ f

∣∣
[a;b℄

, É ÒÁÚÄÅÌÉÔØ f ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ

ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÕ). �ÁË ËÁË ËÏÎ�Ù ÄÕÇÉ y = e

�x

f(x); x ∈ [a; b℄ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ
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×ÙÓÏÔÅ, ÔÏ ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ ÉÈ ÄÕÇÁ ÉÚ E | ÜÔÏ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË. á ÒÁÚ ÆÕÎ-

Ë�ÉÑ e

�x

f(x) ×Ù�ÕËÌÁ, ÔÏ Å£ ÇÒÁÆÉË ÌÅÖÉÔ �ÏÄ ÜÔÉÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ. úÄÅÓØ �ÏÓÌÅÄÎÉÊ

×ÙÓÔÕ�ÁÅÔ ËÁË ÄÕÇÁ ÉÚ L, ÎÏ ÏÎ ÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ É ÄÕÇÏÊ ÉÚ E , ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ ËÏÎ�Ù

ÜÔÏÇÏ ÇÒÁÆÉËÁ. ÷ÏÔ É ×ÙÈÏÄÉÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ e

�x

f(x) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇ ÕÓÌÏ×ÉÑ (2).

áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ ÔÏ ÖÅ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

e

�((1−t)a+tb)
f((1− t)a+ tb) 6 (1− t)e

�a

f(a) + te

�b

f(b) = e

�a

f(a) =

= (e

�a

f(a))

1−t (
e

�b

f(b)

)
t

;

ÇÄÅ Ó�ÅÒ×Á ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÁ ×Ù�ÕËÌÏÓÔØ e

�x

f(x), Á ÚÁÔÅÍ | ÞÔÏ e

�a

f(a) = e

�b

f(b).

�ÅÏÒÅÍÁ 2 ÄÁ£Ô Ó×ÏÅÇÏ ÒÏÄÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÀ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ

Ó �ÏÍÏÝØÀ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ. äÌÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÅÏÂÈÏ-

ÄÉÍÁ Å£ ×Ù�ÕËÌÏÓÔØ, ÎÏ ÜÔÏÇÏ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ (ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ). äÌÑ

ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ ÎÁÄÏ ËÁË ÂÙ �ÏÄ×ÅÒÇÎÕÔØ f ÂÅÓ-

ËÏÎÅÞÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ �ÔÅÓÔÏ×� | ÏÎÁ ÄÏÌÖÎÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ (1) (ÓÏ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ

a; b) ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÓÁÍÁ, ÎÏ É �ÏÓÌÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÕ. éÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á

×ÉÄÎÏ, �ÏÞÅÍÕ ÜÔÏ ÔÁË | �ÒÉ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ �ÔÅÓÔÏ×� (ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÍ (3)) ÕÓÌÏ×ÉÅ

(1) ÄÌÑ e

�x

f(x) ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÍ Ó ÕÓÌÏ×ÉÅÍ (2).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1. íÙ ÈÏÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑÈ

ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÆÕÎË�ÉÑ e

�x

(f(x) + g(x)) ×Ù�ÕËÌÁ. îÏ ÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ Ä×ÕÈ

ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉ ×Ù�ÕËÌÙÈ É ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ×Ù�ÕËÌÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ e

�x

f(x), e

�x

g(x).

2. úÄÅÓØ Ñ ÏÓÔÁÎÏ×ÌÀÓØ ÎÁ ÉÍÅÀÝÅÍÓÑ × ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏ-

ÒÅÍÙ 1.

ëÏÇÄÁ f Ä×ÁÖÄÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ, ÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ Å£ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ,

ÞÔÏ ×ÓÀÄÕ f

′′ > 0, Á ÕÓÌÏ×ÉÅ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ | × ÔÏÍ, ÞÔÏ ×ÓÀÄÕ

f

′′
f − f

′2 > 0. äÌÑ Ä×ÁÖÄÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÈ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉ ×Ù�ÕËÌÙÈ f; g

ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ×ÓÀÄÕ (f + g)

′′
(f + g)− (f

′
+ g

′
)

2 > 0.

ïÎÏ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÔÁËÏÍÕ ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍÕ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ: ÅÓÌÉ 
; 
 > 0,

a
 > b

2

É �
 > �

2

, ÔÏ (a + �)(
 + 
) > (b + �)

2

. (íÙ �ÒÉÎÉÍÁÅÍ 
 = f É 
 = g,

�ÏÜÔÏÍÕ 
; 
 �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ.) äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅ-

ÔÉÔØ, ÞÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï a
 > b

2

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÉ Ó > 0 ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ

ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÔÒ£ÈÞÌÅÎÁ ax

2

+ 2bx + 
 �ÒÉ ×ÓÅÈ x.

ðÏÓÌÅ ÔÏÇÏ ËÁË ÍÙ �ÅÒÅÆÒÁÚÉÒÕÅÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á �
 > �

2

É (a+�)(
+
) > (b+�)

2

, ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÔÒ£È-

ÞÌÅÎÏ× ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ. íÏÖÎÏ É ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÔØÓÑ Ë Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÍ ÔÒ£ÈÞÌÅÎÁÍ, Á

ÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ ÔÁË. åÓÌÉ a = 0 ÉÌÉ � = 0, ÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ (�ÏÞÅÍÕ?).

åÓÌÉ ÖÅ a 6= 0 É � 6= 0, ÔÏ

(a+ �)(
+ 
)− (b+ �)

2

= a
+ �
+ a
 + �
 − b

2 − 2b� − �

2

>

> �
+ a
 − 2b� = a�

(



a

+




�

)
− 2b� > a�

((
b

a

)
2

+

(
�

�

)
2

)
− 2b� =

=

�

a

b

2

+

a

�

�

2 − 2b� =

(√
�

a

b

)
2

+

(√
a

�

�

)
2

− 2

(√
�

a

b

)(√
a

�

�

)
=

=

(√
�

a

b−
√

a

�

�

)
2

> 0:
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úÄÅÓØ Ó�ÅÒ×Á ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÏ, ÞÔÏ �ÏÄÞ£ÒËÎÕÔÙÅ ÞÌÅÎÙ Ó �ÌÀÓÏÍ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ �ÏÄ-

Þ£ÒËÎÕÔÙÈ ÞÌÅÎÏ× Ó ÍÉÎÕÓÏÍ, ÚÁÔÅÍ | ÞÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï a
 > b

2

×ÌÅÞ£Ô �ÏÌÏÖÉ-

ÔÅÌØÎÏÓÔØ a (××ÉÄÕ a 6= 0, 
 > 0) É ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ




a

>
b

2

a

2

, Á ÔÁËÖÅ

ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ �; �; 
.

÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ÔÅÏÒÅÍÕ 1 ÉÚ ÔÏÇÏ ÖÅ ÓÁÍÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ

ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ. îÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ Ó ÅÇÏ �ÏÍÏÝØÀ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f; g > 0,

f

(
a+ b

2

)
2

6 f(a)f(b) (4)

É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ g, ÔÏ É

(
f

(
a+ b

2

)
+ g

(
a+ b

2

))
2

6 (f(a) + g(a))(f(b) + g(b)): (5)

üÔÏ (ÍÅÎÑÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ) ÓÎÏ×Á Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ

ÉÚ 
; 
 > 0; a
 > b

2

; �
 > �

2

ÓÌÅÄÕÅÔ (a+ �)(
+ 
) > (b+ �)

2

(ÔÏÌØËÏ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ Ó ÓÁÍÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ a; b; 
; �; �,


 ÂÏÌØÛÅ 0). îÁÄÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, �ÏÑÓÎÉÔØ, �ÏÞÅÍÕ ÞÁÓÔÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ (2) (Ó f + g ×ÍÅ-

ÓÔÏ f), ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÇÏ t =

1

2

, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÑ Ï ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ×Ù-

�ÕËÌÏÓÔÉ f + g. ï�ÑÔØ ÍÅÎÑÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÍÙ �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ×Ï�ÒÏÓÕ: ÍÏÖÎÏ ÌÉ ÉÚ

ÞÁÓÔÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ (1), ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÇÏ t =

1

2

, Ô.Å. ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ

2f

(
a+ b

2

)
6 f(a) + f(b) �ÒÉ [a; b℄ ⊂ I; (6)

ÓÄÅÌÁÔØ ×Ù×ÏÄ Ï ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ f?

éÚ (6) ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

f((1− t)a+ tb) 6 (1− t)f(a) + tf(b) �ÒÉ Ä×ÏÉÞÎÏ-ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ t ∈ [a; b℄:

ðÅÒÅÊÔÉ Ë ÌÀÂÙÍ t ∈ [a; b℄ ÍÏÖÎÏ, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ. �ÏÞÎÅÅ,

ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ f ÂÙÌÁ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞËÁÈ I , Á × ËÏÎ�Å A

ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ I , ÅÓÌÉ A ∈ I , ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ

lim

x→A

f(x) 6 f(A): (7)

îÏ ÓÒÁ×ÎÉÔÅÌØÎÏ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×Ù�ÕËÌÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ×ÎÕÔÒÉ I , Á

ÅÓÌÉ I ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ Ó×ÏÊ ËÏÎÅ� A, ÔÏ × Î£Í ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ (7). úÎÁÞÉÔ, ÔÏ

ÖÅ ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉ ×Ù�ÕËÌÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ. ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ × ÕÓÌÏ×ÉÑÈ

ÔÅÏÒÅÍÙ 1 f É g ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍÉ ×ÎÕÔÒÉ I É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÍÉ

ÕÓÌÏ×ÉÀ (7) × ËÏÎ�Å ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ I , ÅÓÌÉ ÜÔÏÔ ËÏÎÅ� ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × I . óÔÁÌÏ ÂÙÔØ,

ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï É ÄÌÑ f + g. á ÔÏÇÄÁ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ (5).

òÁÄÉ �ÏÌÎÏÔÙ Ñ �ÒÉ×ÅÄÕ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ f ×ÎÕÔÒÉ I É Ó×ÏÊ-

ÓÔ×Á (7) ÄÌÑ ×Ù�ÕËÌÏÊ f . äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ Ä×Á ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ:

Á). åÓÌÉ [a; b℄ ⊂ I , ÔÏ f(a) > lim

x→a;x∈[a;b℄
f(x) É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ f(b).

Â). åÓÌÉ a | ×ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ÔÏÞËÁ I , ÔÏ f(a) 6 lim

x→a

f(x).

ë Á). äÌÑ x ∈ [a; b℄ ÉÍÅÅÍ x = (1− t(x))a+ t(x)b, ÇÄÅ t =

x− a

b− a

→ 0 �ÒÉ x → a.
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á f(x) 6 (1 − t(x))f(a) + t(x)f(b). ðÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ �ÒÉ x → a ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë f(a), Á

×ÅÒÈÎÉÊ �ÒÅÄÅÌ ÌÅ×ÏÊ ÅÓÔØ lim

x→a;x∈[a;b℄
f(x).

ë Â). ðÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÈ h ÔÏÞËÉ a± h ∈ I . ðÒÉ ÜÔÏÍ 2f(a) 6 f(a− h) +

f(a+ h). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

2f(a) 6 lim

h→0

f(a− h) + lim

h→0

f(a+ h) 6 f(a) + lim

x→a

f(x)

(ÚÄÅÓØ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÏ, ÞÔÏ ××ÉÄÕ Á) lim

h→0

f(a− h) 6 f(a)). ïÔÓÀÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ Â).

÷ÍÅÓÔÅ ×ÚÑÔÙÅ, ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ �. 2 ÚÁÍÅÔÎÏ ÄÌÉÎÎÅÅ, ÞÅÍ �. 1. ïÄÎÁËÏ × ÌÀÂÏÍ

ÓÌÕÞÁÅ, ÇÏ×ÏÒÑ Ï ×Ù�ÕËÌÙÈ ÆÕÎË�ÉÑÈ, ÎÁÄÏ ÏÓÔÁÎÏ×ÉÔØÓÑ ÎÁ ÉÈ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ,

ÔÁË ÞÔÏ ÜÔÕ ÞÁÓÔØ �. 2 ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÕÞÉÔÙ×ÁÔØ �ÒÉ Ï�ÅÎËÅ ÄÌÉÎÙ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á

ÔÅÏÒÅÍÙ 1. á ÔÏÇÄÁ ÄÁÎÎÏÅ × �. 2 ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ

ÄÌÉÎÎÅÅ, ÞÅÍ × �. 1. îÏ ÏÎÏ ËÁÖÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÅÅ: ËÁËÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ×Ó�ÏÍÏÇÁ-

ÔÅÌØÎÙÅ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÅ ÔÒ£ÈÞÌÅÎÙ ÉÍÅÀÔ Ë ÎÁÛÅÊ ÚÁÄÁÞÅ? á ÅÓÌÉ ÏÂÈÏÄÉÔØÓÑ ÂÅÚ

ÎÉÈ, ÔÏ ×ÏÏÂÝÅ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÔÒÀË. íÙ ÎÅ ×ÉÄÉÍ �Ä×ÉÖÕ-

ÝÉÈ �ÒÕÖÉÎ� ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á. ÷ �. 1 ÖÅ ÎÁÛÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÂÙÌÉ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ

Ó×ÑÚÁÎÙ Ó ÇÅÏÍÅÔÒÉÅÊ ÚÁÄÁÞÉ. ÷Ó£ ÜÔÏ ÏÔÄÁ£Ô ÓÕÂßÅËÔÉ×ÉÚÍÏÍ, ÎÏ ÄÕÍÁÀ, ÞÔÏ

ÍÎÏÇÉÅ (ËÁË É Ñ) ÎÁÊÄÕÔ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ �. 1 ÂÏÌÅÅ �ÒÏÚÒÁÞÎÙÍÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÅ × �. 2, ÉÍÅÅÔÓÑ × ËÎÉÖËÅ ü.áÒÔÉÎÁ Ï �-ÆÕÎË�ÉÉ

[1℄, Á ÔÁËÖÅ Õ é.é.ðÒÉ×ÁÌÏ×Á [2℄ É î.âÕÒÂÁËÉ [3℄. ÷ �ÏÓÌÅÄÎÅÊ ÏÎÏ �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ

(ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ Ä×ÁÖÄÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÞÔÏ �Ï ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÎÅ �ÒÏÝÅ)

�ÒÉ ÉÚÌÏÖÅÎÉÉ Ó×ÏÊÓÔ× �-ÆÕÎË�ÉÉ, ×ÏÓ�ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÅÍ ÔÅËÓÔ áÒÔÉÎÁ. ÷ ÔÅÏÒÅ-

ÍÅ 1 ÌÅÇËÏ �ÅÒÅÊÔÉ ÏÔ ÓÕÍÍÙ Ë ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÕÀ

×Ù�ÕËÌÏÓÔØ �-ÆÕÎË�ÉÉ. üÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÂÌÅÇÞÁÅÔ ÉÚÕÞÅÎÉÅ �ÏÓÌÅÄÎÅÊ,

ÎÁ ÞÔÏ ×�ÅÒ×ÙÅ ÏÂÒÁÔÉÌÉ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ç.âÏÒ É ê.íÏÌÌÅÒÕ� × Ó×Ï£Í ÕÞÅÂÎÉËÅ ÁÎÁ-

ÌÉÚÁ [4℄ (��. 39, 41, Á ÔÁËÖÅ �ÒÉÍÅÒ 6 ÎÁ Ó. 161. ÷�ÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ ÜÔÏÔ ÕÞÅÂÎÉË

�ÅÒÅÉÚÄÁ×ÁÌÓÑ, ÎÏ × ÎÏ×ÙÈ ÉÚÄÁÎÉÑÈ | �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÔÅÈ, ËÏÔÏÒÙÅ Ñ ×ÉÄÅÌ, |

Ï ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ �-ÆÕÎË�ÉÉ ÎÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÏÓØ. ÷ÏÚÍÏÖÎÏ, Á×ÔÏÒÙ ÓÏ-

ÞÌÉ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅ ×ÙÈÏÄÁ ËÎÉÖËÉ áÒÔÉÎÁ �ÉÓÁÔØ ÏÂ ÜÔÏÍ ÎÅÚÁÞÅÍ). ÷ [4℄ ÎÅ ÂÙÌÏ

ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ ÓÕÍÍÙ, Á ÓÒÁÚÕ ÄÏËÁÚÙ×ÁÌÁÓØ ÌÏ-

ÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÁÑ ×Ù�ÕËÌÏÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ, ÞÔÏ ÄÅÌÁÌÏÓØ ÔÁË ÖÅ, ËÁË �ÏÚÄÎÅÅ × [1℄

ÄÏËÁÚÙ×ÁÌÏÓØ �ÅÒ×ÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. ÷ÙÄÅÌÅÎÉÅ �ÅÒ×ÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ËÁË ÅÓÔÅ-

ÓÔ×ÅÎÎÏ �ÒÅÄÛÅÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ×ÔÏÒÏÍÕ | ÜÔÏ, �Ï-×ÉÄÉÍÏÍÕ, ÕÓÏ×ÅÒÛÅÎÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ

áÒÔÉÎÁ.

óÏÍÎÉÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏÂÙ ×Ï�ÒÏÓ Ï ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ (ËÁË × ÏÂÝÅÍ

ÓÌÕÞÁÅ ÓÕÍÍÙ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉ ×Ù�ÕËÌÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÌÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÏÔ ÔÁËÏ×ÙÈ,

ÔÁË É × Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �-ÆÕÎË�ÉÉ) ÍÏÇ ×ÏÚÎÉËÎÕÔØ × XIX ×ÅËÅ, ÔÁË ÞÔÏ

ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÉÍÅÀÝÉÅÓÑ Õ âÏÒÁ { íÏÌÌÅÒÕ�Á { áÒÔÉÎÁ, ÓËÏÒÅÅ ×ÓÅÇÏ, ÉÍ É �ÒÉ-

ÎÁÄÌÅÖÁÔ.

é. é. ðÒÉ×ÁÌÏ× ÓÏÏÂÝÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÎ ÕÚÎÁÌ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÏÔ

á.é.ðÌÅÓÎÅÒÁ. ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÎÅÚÁÄÏÌÇÏ ÄÏ ÔÏÇÏ ÜÍÉÇÒÉÒÏ×ÁÌ × óóóò ÉÚ çÅÒÍÁ-

ÎÉÉ, ÇÄÅ ÏÎ ×�ÏÌÎÅ ÍÏÇ ÕÚÎÁÔØ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÔ ÓÁÍÏÇÏ áÒÔÉÎÁ ÉÌÉ ÉÚ ÅÇÏ

ËÎÉÇÉ.

�ÅÏÒÅÍÁ 2 �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ð.íÏÎÔÅÌÀ [5℄. åÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÁ-

ÛÅÇÏ. �Á ÖÅ ÔÅÏÒÅÍÁ ÉÍÅÅÔÓÑ × [2℄. ðÒÉ×ÁÌÏ× ÓÓÙÌÁÅÔÓÑ ÎÁ [5℄, ÎÏ �ÒÉ×ÏÄÉÔ ÄÒÕ-

ÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÓÞ£ÔÅ ÅÇÏ ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÉÄÅÑ | ÔÁ ÖÅ, ÞÔÏ É × �. 1



ï ÓÕÍÍÅ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉ ×Ù�ÕËÌÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ 163

(�ÏÄÂÏÒ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÙ | ÔÁËÏÊ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (1) É (2)

ÄÌÑ e

�x

f(x) ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ), ÎÏ ÏÆÏÒÍÌÅÎÁ ÏÎÁ ÉÎÁÞÅ É, �Ï-ÍÏÅÍÕ,

ÍÅÎÅÅ �ÒÏÚÒÁÞÎÏ.

ðÓÉÈÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÚÁÇÁÄËÁ: �ÏÞÅÍÕ, ÉÍÅÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 2, ðÒÉ×ÁÌÏ× ÎÅ ×Ù×ÅÌ ÉÚ ÎÅ£

ÔÅÏÒÅÍÕ 1? íÎÅ ËÁÖÅÔÓÑ, ÄÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ × ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÞÁÓÔÉ [2℄ ÂÏÌØÛÕÀ ÒÏÌØ

ÉÇÒÁÅÔ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, ËÏÔÏÒÙÊ ËÁË ÂÙ ÚÁÍÅÎÑÅÔ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ìÁ�ÌÁÓÁ (ÄÌÑ ÂÏÌÅÅ ÏÂ-

ÝÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ) É ËÏÔÏÒÙÊ ÔÅ�ÅÒØ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ �Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ ðÒÉ×ÁÌÏ×Á�. á × ÇÌÁ×Å

Ï ×Ù�ÕËÌÙÈ ÆÕÎË�ÉÑÈ ðÒÉ×ÁÌÏ× × �ÏÒÑÄËÅ �ÏÄÇÏÔÏ×ËÉ ÄÅÌÁÌ Õ�ÏÒ ÎÁ ÉÓ�ÏÌØ-

ÚÏ×ÁÎÉÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÇÏ (ÎÏ ÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÏÇÏ) ÒÁÚÎÏÓÔÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ É Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ

Ó ÎÉÍ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Á ÔÉ�Á �ÒÉÎ�É�Á ÍÁËÓÉÍÕÍÁ. ðÏ-×ÉÄÉÍÏÍÕ, �ÒÉ ÎÁ�ÉÓÁÎÉÉ

ÜÔÏÊ ÇÌÁ×Ù ÏÎ ÍÅÎÅÅ ÚÁÂÏÔÉÌÓÑ Ï ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×ÚÁÉÍÏÓ×ÑÚÑÈ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÈ ÏÔÎÏÛÅ-

ÎÉÑ Ë ÜÔÏÍÕ Ï�ÅÒÁÔÏÒÕ (ÈÏÔÑ ×Ó£-ÔÁËÉ ÓÞ£Ì ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÙÍ �ÒÉ×ÅÓÔÉ ÔÅÏÒÅÍÕ 1,

ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍÕÀ ÂÅÚ ÅÇÏ �ÏÍÏÝÉ).
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