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÷ ÓÔÁÔØÅ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÓÒÅÄÎÅÊ ÄÌÉÎÙ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ �ÒÏÂÅÇÁ ×

ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ É ÎÁ �ÒÉÍÅÒÁÈ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ËÁË ÏÎÁ ÒÁÂÏÔÁÅÔ. ðÒÉ-

ÍÅÎÑÑ ÅÅ Ë ÇÁÚÕ Ô×ÅÒÄÙÈ ÓÆÅÒ, ×Ù×ÏÄÑÔÓÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ âÏÌØ�ÍÁÎÁ.

÷×ÅÄÅÎÉÅ. ÷ ÜÔÏÊ ÚÁÍÅÔËÅ ÍÙ ÒÁÓÓËÁÖÅÍ ÏÂ ÏÄÎÏÊ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÊ, ÎÏ ÎÅ

ÏÞÅÎØ ÛÉÒÏËÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ × ÔÅÏÒÉÉ ÂÉÌÌÉÁÒÄÏ×, ÄÁÀÝÅÊ ÓÒÅÄÎÀÀ ÄÌÉÎÕ

�ÒÏÂÅÇÁ ÍÅÖÄÕ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑÍÉ. åÓÌÉ ÓËÏÒÏÓÔØ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÞÁÓÔÉ�Ù ÒÁ×ÎÁ ÅÄÉÎÉ-

�Å (ËÁË ÜÔÏ ÏÂÙÞÎÏ �ÒÉÎÉÍÁÀÔ), ÔÏ ÓÒÅÄÎÑÑ ÄÌÉÎÁ �ÒÏÂÅÇÁ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ ÓÒÅÄÎÉÍ

×ÒÅÍÅÎÅÍ �ÒÏÂÅÇÁ, É ÜÔÁ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÑ ÔÁËÖÅ ×ÁÖÎÁ × ÆÉÚÉËÅ.

éÔÁË, �ÕÓÔØQ| ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ × Rd

ÉÌÉ ÎÁ ÔÏÒÅ Td

Ó ËÕÓÏÞÎÏ-ÇÌÁÄËÏÊ

ÇÒÁÎÉ�ÅÊ �Q. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ {�t} �ÏÔÏË Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÎÁ ÆÁÚÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å M =

= Q×Sd−1

(ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, S

d−1

ÏÚÎÁÞÁÅÔ (d−1)-ÍÅÒÎÕÀ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÓÆÅÒÕ ×ÅËÔÏÒÏ×

ÓËÏÒÏÓÔÅÊ). òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁM ÒÁ×ÎÁ d+(d− 1) = 2d− 1. ðÏÔÏË {�t}
ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÍÅÒÕ ìÉÕ×ÉÌÌÑ ÎÁ ÆÁÚÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å M :

d� = 

�

dq dv; (1)

ÇÄÅ dq | ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ × ÏÂÌÁÓÔÉ Q, dv | ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ ÓÆÅÒÅ S

d−1

, Á 

�

|

�ÒÏÓÔÏ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÏÞÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÀÝÁÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ �(M) = 1. äÌÑ ÎÁÓ

×ÁÖÎÏ ÚÎÁÔØ ÜÔÕ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ ÔÏÞÎÏ:



�

=

1

|Q| · |Sd−1|
; (2)

ÇÄÅ |Q| | d-ÍÅÒÎÙÊ ÏÂßÅÍ ÏÂÌÁÓÔÉ Q, Á |Sd−1| | (d− 1)-ÍÅÒÎÙÊ ÏÂßÅÍ (ÍÏÖÎÏ

ÎÁÚ×ÁÔØ ÅÇÏ ��ÌÏÝÁÄØÀ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ�) ÓÆÅÒÙ S

d−1

. ðÏÓÌÅÄÎÑÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÕÎÉ×ÅÒ-

ÓÁÌØÎÁ:

|Sd−1| = 2�

d=2

�(d=2)

; (3)

ÚÄÅÓØ �(x) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÇÁÍÍÁ-ÆÕÎË�ÉÀ. îÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÎÁÔØ, ÞÔÏ �(n + 1) = n!

�ÒÉ �ÅÌÙÈ n, �(x+ 1) = x�(x) ÄÌÑ ×ÓÅÈ x > 0 É �(1=2) =

√
�.

âÉÌÌÉÁÒÄÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ M

1

⊂ �M :

M

1

= {x = (r; v) ∈M : r ∈ �Q; 〈v; n(r)〉 > 0};
ÇÄÅ n(r) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ ÎÏÒÍÁÌÉ Ë �Q × ÔÏÞËÅ r, ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÙÊ

×ÎÕÔÒØ Q, v | ×ÅËÔÏÒ ÓËÏÒÏÓÔÉ, Á 〈·; ·〉 { ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ. éÎÙÍÉ ÓÌÏ-

×ÁÍÉ, M

1

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÍ ×ÓÅÈ ×ÅËÔÏÒÏ× Ó ÎÁÞÁÌÏÍ ÎÁ �Q, ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÙÈ

×ÎÕÔÒØ Q. üÔÏ | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÓËÏÒÏÓÔÉ ÞÁÓÔÉ�Ù �Ï-

ÓÌÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÏÔ �Q. ñÓÎÏ, ÞÔÏ M

1

ÅÓÔØ (2d− 2)-ÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ó ËÒÁÅÍ

(2d−2 = dimM−1). ðÏÔÏË {�t} Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ðÕÁÎËÁ-
ÒÅ ÎÁM

1

, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ÔÏÞËÕ x = (r; v) ∈M

1

× ÔÏÞËÕ T (x) = (r+�v; v

1

) ∈M

1

, ÇÄÅ

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 5, 2001(100{105)
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� = �(x) | ×ÒÅÍÑ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÏÔ ÔÏÞËÉ x ÄÏ ÎÏ×ÏÇÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔ �Q,

Á v

1

| ×ÅËÔÏÒ ÓËÏÒÏÓÔÉ, �ÒÉÏÂÒÅÔÅÎÎÙÊ ÞÁÓÔÉ�ÅÊ �ÏÓÌÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ. úÁÍÅÔÉÍ,

ÞÔÏ ÉÍÅÎÎÏ ÓÒÅÄÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ �(x) ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ÎÁÓ × ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÅ.

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ T : M

1

→M

1

ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÍÅÒÕ

d� = 

�

〈v; n(r)〉 dr dv; (4)

ÇÄÅ dr | ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ �Q, dv | ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ S

d−1

(ËÁË

É ÒÁÎÅÅ), Á 

�

| Ï�ÑÔØ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÏÞÎÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ. îÅÓÌÏÖÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÊ

�ÏÄÓÞÅÔ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ



�

=

1

|�Q| · |Bd−1|
; (5)

ÇÄÅ |�Q| ÏÚÎÁÞÁÅÔ (d − 1)-ÍÅÒÎÙÊ ÏÂßÅÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ �Q, Á |Bd−1| | (d − 1)-

ÍÅÒÎÙÊ ÏÂßÅÍ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÛÁÒÁ B

d−1 ⊂ Rd−1

. ðÏÓÌÅÄÎÑÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÓÎÏ×Á ÕÎÉ-

×ÅÒÓÁÌØÎÁ É ÒÁ×ÎÁ:

|Bd−1| = |Sd−2|
d− 1

=

2�

(d−1)=2

(d− 1) �((d− 1)=2)

: (6)

çÌÁ×ÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ. �Å�ÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ �ÅÒÅÊÔÉ Ë ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÀ ÓÒÅÄ-

ÎÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÌÉÎÙ (ÉÌÉ ×ÒÅÍÅÎÉ) Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ �ÒÏÂÅÇÁ. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÚÁÄÁÄÉÍ-

ÓÑ ×Ï�ÒÏÓÏÍ | ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÓÒÅÄÎÅÅ�? éÎÔÅÇÒÁÌ �Ï ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÍÅÒÅ? �ÏÇÄÁ

ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÅÇÏ Ä×ÏÑËÏ | ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÔØ ÕÖÅ ÉÍÅÀÝÕÀÓÑ ÆÕÎË�ÉÀ �(x)

�Ï ÍÅÒÅ � ÎÁM

1

ÉÌÉ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÄÌÉÎÕ �ÒÏÂÅÇÁ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ÏÔÒÁÖÅ-

ÎÉÑÍÉ ÎÁ ×ÓÅÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅM É ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÔØ ÅÅ �Ï ÍÅÒÅ �. òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÂÕÄÕÔ

ÒÁÚÎÙÅ, ËÓÔÁÔÉ. íÙ �ÒÉÍÅÍ �ÆÉÚÉÞÅÓËÉÊ� ÓÍÙÓÌ ÓÌÏ×Á �ÓÒÅÄÎÅÅ� ËÁË �×ÒÅÍÅÎÎ�ÏÅ

ÓÒÅÄÎÅÅ�, Ô. Å. �ÒÅÄÅÌ ÓÒÅÄÎÅÊ ÄÌÉÎÙ �ÒÏÂÅÇÁ ÚÁ n ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ, ËÏÇÄÁ n→ ∞:

�� (x) = lim

n→∞

� (x) + � (Tx) + · · ·+ � (T

n−1

x)

n

:

ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ âÉÒËÇÏÆÁ, �� (x) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ ÎÁ M

1

. åÓÌÉ ÂÉÌÌÉÁÒÄ ÜÒ-

ÇÏÄÉÞÅÎ, ÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÁ �� (x) �ÏÓÔÏÑÎÎÁ �ÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ É ÒÁ×ÎÁ

�� =

∫

M

1

�(x) d�(x): (7)

åÓÌÉ ÂÉÌÌÉÁÒÄ ÎÅ ÜÒÇÏÄÉÞÅÎ, ÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ �� (x) ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÞËÉ

x, ÎÏ ×ÓÅ ÖÅ ÅÅ ÓÒÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÎÏ (7) É ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÅÇÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ. üÔÉÍ ÍÙ É

ÚÁÊÍÅÍÓÑ. úÁ�ÉÛÅÍ

�� = 

�

∫

M

1

�(r; v)〈v; n(r)〉 dr dv = 

�

∫

M

1

∫
�(r;v)

0

〈v; n(r)〉 dt dr dv; (8)

ÇÄÅ t | �ÏËÁ ÆÏÒÍÁÌØÎÁÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ, ÍÅÎÑÀÝÁÑÓÑ ÏÔ 0 ÄÏ �(x). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, t �Á-

ÒÁÍÅÔÒÉÚÕÅÔ ÏÔÒÅÚÏË ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÏÔ ÔÏÞËÉ r ÄÏ r+ �v, Ô. Å. ÍÅÖÄÕ

Ä×ÕÍÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑÍÉ. ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ ÆÁÚÏ×ÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï M ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÁËÉÈ

ÏÔÒÅÚËÏ× ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ, ÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ r; v; t Ï�ÉÓÙ×ÁÀÔ ×ÓÅ M . üÔÏ ÏÞÅÎØ ÉÎÔÅ-

ÒÅÓÎÁÑ É ÎÅÏÂÙÞÎÁÑ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÑ, ÈÏÔÑ r; v; t ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÌÅÇËÏ ÒÁÓÓÞÉÔÁÎÙ

�Ï q; v É ÎÁÏÂÏÒÏÔ (ÓÍ. ÒÉÓ. 1). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, v ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ × ÏÂÅÉÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ

ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, q = r + tv, Á t ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ q − tv ∈ �Q (ÎÏ

ÎÁÍ ÜÔÏ ÎÅ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ).
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v
q

r

t

Q

òÉÓ. 1. ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ r ∈ �Q É t, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ r É q

çÌÁ×ÎÏÅ | ÍÅÒÁ � ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÒÁÖÅÎÁ × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ r; v; t ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ

ÏÂÒÁÚÏÍ:

d� = 

�

〈v; n(r)〉 dr dv dt:

üÔÏ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ �ÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÂßÅÍÁ × M ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ

dq dv = 〈v; n(r)〉 dr dv dt (9)

É ÚÁÔÅÍ �ÒÉÍÅÎÉÔØ (1). òÁ×ÅÎÓÔ×Ï (9) ÍÏÖÅÔ �ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÓÔÒÁÎÎÙÍ, ÎÏ ÎÁ ÓÁ-

ÍÏÍ ÄÅÌÅ ÏÎÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ �ÒÏÓÔÏ. îÁ ÒÉÓ. 2 ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÏ �ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï� ÄÌÑ

ÓÌÕÞÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔÉ (d = 2). íÙ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÍ dq = dx dy, ÇÄÅ x | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ,

�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÁÑ v, Á y | ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ. �ÏÇÄÁ dx = dt, Á dy = dr〈v; n(r)〉 �Ï Ï�ÒÅ-
ÄÅÌÅÎÉÀ ËÏÓÉÎÕÓÁ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÒÁÂÏÔÁÅÔ �ÒÉ d > 2, É ÍÙ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ

ÅÇÏ ÞÉÔÁÔÅÌÀ.

�Å�ÅÒØ ÍÙ ÌÅÇËÏ ÚÁËÏÎÞÉÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ �� × (8):

�� = 

�

∫

M

dq dv =



�



�

;

v

Q

dr

dx
dyn

òÉÓ. 2. éÌÌÀÓÔÒÁ�ÉÑ Ë ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ dx = dt É dy = dr〈v; n(r)〉
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Ô. Å., ÓÏÇÌÁÓÎÏ (2) É (5),

�� =

|Q| · |Sd−1|
|�Q| · |Bd−1|

: (10)

üÔÏ É ÅÓÔØ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ �� .

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÎÑÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ �ÒÏÂÅÇÁ �� ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÆÏÒÍÙ

É ÈÁÒÁËÔÅÒÁ ÇÒÁÎÉ�Ù �Q, ÏÂÌÁÓÔØ Q ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÁÖÅ ÎÅÓ×ÑÚÎÏÊ.

äÌÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÇÏ ÓÔÏÌÁ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÉÍÅÅÍ |S1| = 2� É |B1| =
= 2, É ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ

�� =

�|Q|
|�Q| : (11)

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÄÌÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á d = 3 É

�� =

4|Q|
|�Q| :

ðÒÉÍÅÒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÉÌÌÉÁÒÄ ÎÁ �ÌÏÓËÏÍ ÔÏÒÅ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÙÒÅÚÁÎ ËÒÕÖÏË

ÒÁÄÉÕÓÁ " > 0. ðÒÉ ÍÁÌÙÈ " ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÄÏÌÇÏ �ÇÕÌÑÀÔ� �Ï ÔÏÒÕ ÂÅÚ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ, Á

ÎÅËÏÔÏÒÙÅ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ×ÏÏÂÝÅ ÎÅ ÉÓ�ÙÔÙ×ÁÀÔ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ. îÁÛÁ

ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÁÅÔ ÓÒÅÄÎÅÅ ×ÒÅÍÑ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ �ÒÏÂÅÇÁ:

�� =

�(1− �"

2

)

2�"

;

ÏÔËÕÄÁ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ �� ÒÁÓÔÅÔ �ÒÉÍÅÒÎÏ ËÁË 1=2" �ÒÉ "→ 0.

éÓÔÏÒÉÑ. æÏÒÍÕÌÁ (10), ËÏÎÅÞÎÏ, ÎÅ ÎÏ×Á. ïÎÁ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÁÓØ × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ-

ÂÏÔÁÈ �Ï ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÄÉÎÁÍÉËÅ. îÏ × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÏÎÁ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ × ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ

ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ

d = 2 ÄÁÎÏ × ËÎÉÇÅ ì. á. óÁÎÔÁÌÏ [4℄, �ÏÜÔÏÍÕ (11) ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

óÁÎÔÁÌÏ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÄÌÑ ×ÓÅÈ d > 2 ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ Ï�ÅÎÏË × ËÎÉÇÅ [3℄,

ÈÏÔÑ �ÒÑÍÏ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÔÁÍ ÎÅ �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ.

á×ÔÏÒ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÚÁÍÅÔËÉ ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÌ × ÒÁÂÏÔÅ ÎÁÕÞÎÏÇÏ ÓÅÍÉÎÁÒÁ �Ï ÄÉÎÁ-

ÍÉÞÅÓËÉÍ ÓÉÓÔÅÍÁÍ �ÏÄ ÒÕËÏ×ÏÄÓÔ×ÏÍ ÷.í.áÌÅËÓÅÅ×Á É ñ. ç.óÉÎÁÑ Ó ËÏÎ�Á 70-È

ÇÏÄÏ×, É ÔÁÍ ÆÏÒÍÕÌÁ (10) É ÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÂÙÌÉ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ. ïÄÎÁ-

ËÏ, �ÏÈÏÖÅ, ÏÎÁ ÎÅ ÂÙÌÁ Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎÁ ÎÉ × ÏÄÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ �Ï ÂÉÌÌÉÁÒÄÁÍ ÔÏÇÏ

×ÒÅÍÅÎÉ. ðÏÚÖÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÚÁ�ÁÄÎÙÅ ÆÉÚÉËÉ �ÏÔËÒÙ×ÁÌÉ� ÆÏÒÍÕÌÕ (10) ÚÁÎÏ×Ï

ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÒÁÓÞÅÔÏ× É Ü×ÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ. á×ÔÏÒ ÄÁÎÎÏÊ ÓÔÁ-

ÔØÉ �ÒÉ×ÏÄÉÌ ÆÏÒÍÕÌÕ (10) Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ × Ä×ÕÈ Ó×ÏÉÈ ÒÁÂÏÔÁÈ [1, 2℄, ÉÚ

ËÏÔÏÒÙÈ ×ÔÏÒÁÑ ÂÙÌÁ ÎÁ�ÉÓÁÎÁ ÉÍÅÎÎÏ Ó �ÅÌØÀ ÓÄÅÌÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ (10) ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ

ÓÒÅÄÉ ÆÉÚÉËÏ×.

çÁÚÙ Ô×ÅÒÄÙÈ ÓÆÅÒ. ÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ Ï�ÉÛÅÍ ÏÄÎÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÆÏÒ-

ÍÕÌÙ (10) × ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÁÚ ÉÚ N ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ k-ÍÅÒÎÙÈ

Ô×ÅÒÄÙÈ ÛÁÒÏ× ÄÉÁÍÅÔÒÁ � > 0 ÎÁ k-ÍÅÒÎÏÍ ÔÏÒÅ Tk

L

ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ L > 0. ÷ÅÌÉ-

ÞÉÎÕ n = N=L

k

ÍÏÖÎÏ ÎÁÚ×ÁÔØ ÓÒÅÄÎÅÊ �ÌÏÔÎÏÓÔØÀ ÇÁÚÁ, Á

� =

�

k

N |Bk|
(2L)

k
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ÓÒÅÄÎÅÊ ÏÂßÅÍÎÏÊ �ÌÏÔÎÏÓÔØÀ (ÜÔÏ ÞÁÓÔØ ÏÂßÅÍÁ, ÚÁÎÉÍÁÅÍÁÑ ÛÁÒÁÍÉ, ÔÁË ËÁË

ÏÂßÅÍ ÏÄÎÏÇÏ ÛÁÒÁ ÒÁ×ÅÎ (�=2)

k|Bk|). íÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÁÓÓÙ ÛÁÒÏ× ÒÁ×ÎÙ 1, É

ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÉÎÅÔÉÞÅÓËÕÀ ÜÎÅÒÇÉÀ ÇÁÚÁ ÞÅÒÅÚ EN = (v

2

1

+· · ·+v2
N

)=2, ÇÄÅ E > 0 |

ÓÒÅÄÎÑÑ ËÉÎÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ.

éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÄÉÎÁÍÉËÁ Ô×ÅÒÄÙÈ ÛÁÒÏ× Ó Õ�ÒÕÇÉÍÉ ÓÏÕÄÁÒÅÎÉÑÍÉ Ó×ÏÄÉÔÓÑ

Ë ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ × ÏÂÌÁÓÔÉ

Q = T
kN

L

\ ∪
i 6=j

C

ij

;

ÇÄÅ C

ij

= {‖q
i

− q

j

‖ 6 �} | �ÉÌÉÎÄÒ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ �ÅÒÅËÒÙÔÉÑÍ i-ÇÏ É

j-ÇÏ ÛÁÒÁ (�ÅÒÅËÒÙÔÉÑ ÚÁ�ÒÅÝÅÎÙ, �ÏÜÔÏÍÕ �ÉÌÉÎÄÒÙ ÕÄÁÌÑÀÔÓÑ ÉÚ TkN

L

). úÁ-

ÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÁÑ ÞÁÓÔÉ�Á × ÏÂÌÁÓÔÉ Q Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ

√
2EN , Á

ÎÅ Ó ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ, ËÁË �ÒÉÎÑÔÏ.

îÁÛÁ ÆÏÒÍÕÌÁ (10) �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÒÁÓÓÞÉÔÁÔØ ÓÒÅÄÎÅÅ ×ÒÅÍÑ ÍÅÖÄÕ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÙÍÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÏÔ �Q, Ô. Å. �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑÍÉ ÛÁÒÏ×

×Ï ×ÓÅÊ ÓÉÓÔÅÍÅ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ |Q| É |�Q|. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÔÏÞÎÏ ÜÔÉ

×ÅÌÉÞÉÎÙ ÎÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ, �ÏÓËÏÌØËÕ �ÉÌÉÎÄÒÙ C

ij

�ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ

ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ×ÅÓØÍÁ ÚÁ�ÕÔÁÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. îÏ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÎÙÅ

ÚÎÁÞÅÎÉÑ |Q| É |�Q| �ÒÉ ÍÁÌÙÈ �ÌÏÔÎÏÓÔÑÈ �, ÉÇÎÏÒÉÒÕÑ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÉÌÉÎÄÒÏ×:
|Q| = L

kN

(1 + o(1))

É

|�Q| = 2

k

k�(N − 1)√
2�

L

kN

(1 + o(1));

ÇÄÅ o(1) ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ �ÒÉ � → 0. äÅÔÁÌÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÍÙ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÞÉÔÁ-

ÔÅÌÀ (ÓÍ. [2℄). ó �ÏÍÏÝØÀ (10) �ÏÌÕÞÁÅÍ

�� =

�(kN − 1) · |SkN−1|
2

k

k�

√
EN(N − 1) · |SkN−2|

· (1 + o(1)); (12)

ÇÄÅ �ÒÉÎÑÔÏ ×Ï ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÓËÏÒÏÓÔØ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÞÁÓÔÉ�Ù × Q ÒÁ×ÎÁ

√
2EN .

ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ �ÒÁ×ÉÌØÎÁÑ, ÎÏ ÆÉÚÉÞÅÓËÉ ÍÁÌÏ �ÏÌÅÚÎÁ. äÅÌÏ × ÔÏÍ,

ÞÔÏ ÇÁÚ ÉÚ N ÛÁÒÏ× ÎÁ ÔÏÒÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ �ÏÌÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ V = v

1

+ · · · + v

N

. éÎÁ-

ÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÓÉÓÔÅÍÁ ÎÅ ÜÒÇÏÄÉÞÎÁ | ÅÅ ÆÁÚÏ×ÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÁÓÓÌÁÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ

ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ V = onst. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ‖V ‖ ×ÅÌÉËÏ, ÔÏ ÏÔ-

ÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÅ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÛÁÒÏ× ÍÁÌÙ (�ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ �ÏÌÎÏÊ ÜÎÅÒÇÉÉ 2EN ,

ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ), É ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑ �ÒÏÉÓÈÏÄÑÔ ÒÅÖÅ. åÓÌÉ ‖V ‖ ÍÁÌÏ, ÔÏ ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÏÔ-
ÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÅ ÓËÏÒÏÓÔÉ ×ÅÌÉËÉ É ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑ �ÒÏÉÓÈÏÄÑÔ ÞÁÝÅ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

ÆÏÒÍÕÌÁ (12) ÏÈ×ÁÔÙ×ÁÅÔ ÎÅ ÏÄÎÕ, Á �ÅÌÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÒÁÚÎÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ Ó ÒÁÚÎÏÊ

×ÅÌÉÞÉÎÏÊ �� . îÁÉÂÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ | ÜÔÏ V = 0, ÇÄÅ ×ÓÑ ÜÎÅÒÇÉÑ ÔÒÁÔÉÔ-

ÓÑ ÎÁ ×ÚÁÉÍÎÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÛÁÒÏ× É ÎÅÔ ÏÂÝÅÇÏ �×ÅÔÒÁ�, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅÓÅÔ ×ÅÓØ ÇÁÚ

× ÏÄÎÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ. îÁ ÆÉÚÉÞÅÓËÏÍ ÑÚÙËÅ, ÍÏÄÅÌØ V = 0 ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÒÁ×ÎÏ-

×ÅÓÉÉ.

õÓÌÏ×ÉÅ V = 0 Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÓÅÞÅÎÉÅ ÏÂÌÁÓÔÉQ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ (kN−k)-ÍÅÒÎÏÊ �ÌÏÓ-
ËÏÓÔØÀ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ Q

0

, × ÎÅÍ Ï�ÑÔØ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÁÑ

ÚÁÄÁÞÁ (Ó ÏÔÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÏÔ �Q

0

). ÷ÓÅ ÔÁËÉÅ ÓÅÞÅÎÉÑ ÏÂÌÁÓÔÉ Q �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ É

ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÙ, �ÏÜÔÏÍÕ |Q
0

|=|�Q
0

| = |Q|=|�Q|. îÏ �ÏÓËÏÌØËÕ ÏÂÌÁÓÔØ Q

0

ÂÕÄÅÔ
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(kN − k)-ÍÅÒÎÏÊ, ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (12) ÄÌÑ ÍÏÄÅÌÉ V = 0 �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ

�� =

�(kN − k − 1) · |SkN−k−1|
2

k

k�

√
EN

(N − 1) · |SkN−k−2|
· (1 + o(1)): (13)

üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÁÅÔ ÓÒÅÄÎÅÅ ×ÒÅÍÑ ÍÅÖÄÕ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑÍÉ ×Ï ×ÓÅÊ ÓÉÓÔÅÍÅ, ËÏÔÏ-

ÒÏÅ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ �ÒÉ N → ∞. ðÏ�ÒÏÂÕÅÍ ÒÁÓÓÞÉÔÁÔØ ÓÒÅÄÎÅÅ

×ÒÅÍÑ ÍÅÖÄÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑÍÉ ÄÌÑ ÏÄÎÏÊ ÔÉ�ÉÞÎÏÊ ÞÁÓÔÉ�Ù.

ðÏÓËÏÌØËÕ × ÓÉÓÔÅÍÅ N ÞÁÓÔÉ�, É × ËÁÖÄÏÍ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÉ ÕÞÁÓÔ×ÕÀÔ Ä×Å ÞÁÓÔÉ-

�Ù, ÔÏ ÕÍÎÏÖÉÍ �� ÎÁ N=2:

��

1

= ��N=2 =

�N(kN − k − 1) · |SkN−k−1|
2

k+1

k�

√
EN(N − 1) · |SkN−k−2|

· (1 + o(1)):

ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, �ÏÓÌÅÄÎÑÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÉÍÅÅÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ �ÒÅÄÅÌ �ÒÉ N → ∞.

ðÒÉÍÅÎÑÑ (3) É �ÒÏÓÔÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÇÁÍÍÁ-ÆÕÎË�ÉÉ, ÎÅÔÒÕÄÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ

lim

N→∞
��

1

=

√
�
�

2

k+1

�

p

Ek=2

· (1 + o(1)): (14)

éÎÔÅÒÅÓÎÏ, ÞÔÏ × ÆÉÚÉËÅ ÓÒÅÄÎÑÑ ÜÎÅÒÇÉÑ E Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÔÅÍ�ÅÒÁÔÕÒÏÊ ÇÁÚÁ T ÓÔÁÎ-

ÄÁÒÔÎÙÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ: E = k

B

T × Ä×ÕÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ (k = 2) É E = 3k

B

T=2 ×

ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ (k = 3), ÚÄÅÓØ k

B

| ÕÓÌÏ×ÎÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ

âÏÌØ�ÍÁÎÁ. ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÜÔÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ × (14), �ÏÌÕÞÉÍ (ÏÔÂÒÁÓÙ×ÁÑ ÞÌÅÎ o(1),

Ô. Å. ÓÞÉÔÁÑ �ÌÏÔÎÏÓÔØ ÍÁÌÏÊ)

��

1

(k = 2; N =∞) =

1

2�n

√
�k

B

T

É

��

1

(k = 3; N =∞) =

1

(2�)

2

n

√
�k

B

T

:

ðÏÓÌÅÄÎÉÅ Ä×Å ÆÏÒÍÕÌÙ | ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ âÏÌØ�ÍÁÎÁ,

×Ù×ÅÄÅÎÎÙÅ ÜÍ�ÉÒÉÞÅÓËÉ ÂÏÌÅÅ 100 ÌÅÔ ÎÁÚÁÄ. úÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÉÑ ÂÉÌÌÉ-

ÁÒÄÏ× �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÄÁÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÔÅÏÒÉÉ âÏÌØ�ÍÁÎÁ.
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