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âÉÌÌÉÁÒÄÙ É Õ�ÒÕÇÉÅ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑ ÞÁÓÔÉ� É

ÛÁÒÏ×

ç.á.çÁÌØ�ÅÒÉÎ

I. ÷×ÅÄÅÎÉÅ

ïÄÎÏÊ ÉÚ ×ÁÖÎÙÈ É ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÆÉÚÉËÉ, Á ÔÏÞÎÅÅ, ËÉÎÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏ-

ÒÉÉ ÉÄÅÁÌØÎÙÈ ÇÁÚÏ×, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÍÏÌÅËÕÌ ÇÁÚÁ × ÓÏÓÕÄÅ ÉÌÉ

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÌÅËÕÌÙ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÅÂÅ ËÁË Õ�ÒÕÇÉÅ ÛÁÒÉËÉ

ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÍÁÓÓÙ (ÅÓÌÉ ÇÁÚ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ) ÉÌÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÁÓÓ (ÅÓÌÉ ÓÏÓÕÄ ÚÁ�ÏÌ-

ÎÅÎ ÒÁÚÎÙÍÉ ×ÉÄÁÍÉ ÇÁÚÁ); ÜÔÉ ÛÁÒÉËÉ ÌÅÔÁÀÔ Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ, ÎÏ ËÁË �ÒÁ×ÉÌÏ,

ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÓËÏÒÏÓÔÑÍÉ ×ÄÏÌØ �ÒÑÍÙÈ, Á �ÒÉ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑÈ ÍÇÎÏ×ÅÎÎÏ ÍÅÎÑÀÔ

Ó×ÏÉ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÚÁËÏÎÁÍ Õ�ÒÕÇÏÇÏ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑ, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ �ÒÏÄÏÌÖÁÀÔ

Ä×ÉÇÁÔØÓÑ �Ï ÎÏ×ÙÍ �ÒÑÍÙÍ, �ÏËÁ ÎÅ �ÒÏÉÚÏÊÄÕÔ ÏÞÅÒÅÄÎÙÅ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑ. ÷ ÒÅ-

ÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÙÈ ÓÏÕÄÁÒÅÎÉÊ ÍÏÌÅËÕÌÙ ��ÅÒÅÍÅÛÁÀÔÓÑ�, É ÅÓÌÉ ÉÈ ÍÎÏÇÏ,

ÔÏ �ÏÓÌÅ �ÒÏÄÏÌÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ ÉÈ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ËÁÚÁÔØÓÑ ÈÁÏÔÉÞÅÓËÉÍ,

ÄÁ×ÌÅÎÉÅ × ÓÏÓÕÄÅ ×ÙÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ (�ÚÁËÏÎ ðÁÓËÁÌÑ�), × ÇÁÚÅ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ-

ÎÁÑ �ÔÅÍ�ÅÒÁÔÕÒÁ� (ÓÒÅÄÎÑÑ ËÉÎÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ ÍÏÌÅËÕÌÙ), ��ÌÏÔÎÏÓÔØ� ÇÁÚÁ

ÂÕÄÅÔ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ É Ô. Ä. ÷ÓÅ Ï�ÉÓÁÎÎÙÅ (Á ÔÁËÖÅ �ÒÏ�ÕÝÅÎÎÙÅ ÚÄÅÓØ) ÈÁÒÁËÔÅ-

ÒÉÓÔÉËÉ ÉÄÅÁÌØÎÏÇÏ ÇÁÚÁ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ × ÆÉÚÉËÅ, ÍÎÏÇÉÅ ÉÚ ÎÉÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÙ

ÔÁËÖÅ ÞÉÓÔÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ, ËÁË �ÒÁ×ÉÌÏ, Ó �ÒÉ×ÌÅÞÅÎÉÅÍ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ

É ÅÅ ÍÏÄÎÏÊ (Ó ÓÅÒÅÄÉÎÙ 50-È ÇÏÄÏ× XX ×ÅËÁ É �Ï ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ) ×ÅÔ×É | ÜÒ-

ÇÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ. çÒÕÂÏ ÇÏ×ÏÒÑ, �ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ� ÇÁÚÁ ÓÏÓÔÏÉÔ

× ÔÏÞÎÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÈ �ÏÎÑÔÉÊ (�ÄÁ×ÌÅÎÉÅ�, �ÔÅÍ�ÅÒÁÔÕÒÁ�, ��ÅÒÅ-

ÍÅÛÉ×ÁÎÉÅ� É Ô. Ä.), Á ÚÁÔÅÍ × ÓÔÒÏÇÏÍ ÒÅÛÅÎÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ, Ó×ÑÚÁÎ-

ÎÙÈ Ó ÜÔÉÍÉ �ÏÎÑÔÉÑÍÉ, × ÓÏÚÄÁÎÉÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ,

× ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ É �ÏÌÕÞÅÎÉÉ ÎÏ×ÙÈ, É Ô. �.

÷ ÜÔÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ ÓÅÊÞÁÓ ÒÁÂÏÔÁÀÔ ÄÅÓÑÔËÉ, ÅÓÌÉ ÎÅ ÓÏÔÎÉ, ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× ÉÚ

ÒÁÚÎÙÈ ÓÔÒÁÎ ÍÉÒÁ. ëÌÀÞÅ×ÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ × ÉÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÈÁÏÓ�

(ÉÚÕÞÁÅÍÙÊ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÅÊ) É �ÂÉÌÌÉÁÒÄ� (ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÞÁÓÔØ ÔÏÊ ÖÅ

ÔÅÏÒÉÉ). úÄÅÓØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ �ÈÁÏÓ� É �ÂÉÌÌÉÁÒÄ�| ×ÚÁÉÍÏ�ÒÏÎÉËÁÀÝÉÅ

É �ÅÒÅ�ÌÅÔÁÀÝÉÅÓÑ �ÏÎÑÔÉÑ: �ÂÉÌÌÉÁÒÄ� ÉÚÕÞÁÅÔ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ

ÓÉÓÔÅÍÙ; ÜÔÏ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ Ó ÔÅÞÅÎÉÅÍ ×ÒÅÍÅÎÉ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ �ÏÞÔÉ ÎÅÏÔÌÉÞÉÍÙÍ ÏÔ

ÈÁÏÔÉÞÅÓËÏÇÏ, É ÔÏÇÄÁ, ÎÁ �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÜÔÁ�Å, ÍÏÖÎÏ ÚÁÂÙÔØ �ÒÏ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎ-

ÎÏÓÔØ É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÏÄÉÎ ÔÏÌØËÏ �ÈÁÏÓ�. �èÁÏÓ� ÏÞÅÎØ ÓÌÏÖÎÁÑ ×ÅÝØ, É ÚÄÅÓØ ÍÙ

ÚÁÔÒÏÎÅÍ ÔÏÌØËÏ �ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ� ÞÁÓÔØ �Ï×ÅÄÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ.

ãÅÌØ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÉ | ÏÂßÑÓÎÉÔØ, ËÁË ÚÁÄÁÞÁ Ï ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÉ ÛÁÒÉËÏ×

Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÂÉÌÌÉÁÒÄÕ, Ô. Å. Ë ÚÁÄÁÞÅ Ï ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÍ Ä×ÉÖÅÎÉÉ ÏÄÎÏÊ ÞÁÓÔÉ�Ù É ÅÅ

ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÍÕ ÏÔÒÁÖÅÎÉÀ ÏÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ (�ÒÁ×ÄÁ, × ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÍ

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å). ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÒÁÓÓËÁÖÅÍ Ï ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ñ. ç.óÉÎÁÑ |
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Ï ÞÉÓÌÅ ÓÏÕÄÁÒÅÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÍÏÌÅËÕÌÁÍÉ ÇÁÚÁ É ÅÅ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÈ ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÑÈ, É

Ï�ÉÛÅÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ �ÏÄÈÏÄÙ Ë ÅÅ ÒÅÛÅÎÉÀ.

II. îÅÍÎÏÇÏ ÉÓÔÏÒÉÉ: �ÏÓÔÁÎÏ×ËÁ ÚÁÄÁÞ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ

1. �ÒÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á: ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÏÅ, �ÓËÏÒÏÓÔÎÏÅ� É ÆÁÚÏ×ÏÅ

éÄÅÑ ÚÁÍÅÎÑÔØ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ ÓÌÏÖÎÏÊ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ Ä×ÉÖÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÊ

ÔÏÞËÉ ÈÏÔÑ É ÏÞÅÎØ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁ, ÎÏ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÓÔÁÒÁ | ÅÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌ × Ó×ÏÉÈ

ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑÈ ×ÅÌÉËÉÊ ÆÉÚÉË ìÀÄ×ÉÇ âÏÌØ�ÍÁÎ Ó×ÙÛÅ ÓÔÁ ÌÅÔ ÎÁÚÁÄ (× 1872Ç.

âÏÌØ�ÍÁÎ ÎÁ�ÉÓÁÌ Ó×ÏÅ ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÅ �ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ âÏÌØ�ÍÁÎÁ�, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÅÅ ÄÁ-

×ÌÅÎÉÅ ÇÁÚÁ É ÔÅÍ�ÅÒÁÔÕÒÕ Ó �ÏÍÏÝØÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ âÏÌØ�ÍÁÎÁ k

B

(ÓÍ., ÎÁ�ÒÉ-

ÍÅÒ, [6℄)).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÓÔÏÊ �ÒÉÍÅÒ: n ÞÁÓÔÉ� Ä×ÉÖÕÔÓÑ ËÁËÉÍ-ÔÏ ÏÂÒÁÚÏÍ (�ÏËÁ

ÞÔÏ ÂÅÚ ×ÓÑËÏÇÏ ÚÁËÏÎÁ) × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R3

. ëÁÖÄÁÑ ÞÁÓÔÉ�Á ÉÍÅÅÔ

ÔÒÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (x

i

; y

i

; z

i

), i = 1; : : : ; n, ÍÅÎÑÀÝÉÅÓÑ ×Ï ×ÒÅÍÅÎÉ t. úÁÍÅÎÉÍ ÜÔÉ

n ÞÁÓÔÉ� ÎÁ ÏÄÎÕ �ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÕÀ� ÔÏÞËÕ

x = (x
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; y

1

; z

1

;x
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; y
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; z

2

; : : : ;x

n

; y

n

; z

n

);

Ä×ÉÖÕÝÕÀÓÑ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R3n

. ä×ÉÖÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ x ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ × ËÁ-

ÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ t ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ×ÓÅ ÅÅ 3n ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ÏÎÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ËÏ-

ÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÞÁÓÔÉ� × ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ t), ÔÁË ÞÔÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ É ×ÓÑ ÔÒÁ-

ÅËÔÏÒÉÑ ÔÏÞËÉ x ∈ R3n

. á ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ËÏÎËÒÅÔÎÙÅ ÚÁËÏÎÙ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÞÁÓÔÉ�,

Ô. Å. ÆÕÎË�ÉÉ x

i

(t), y

i

(t), z

i

(t), ÔÏ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ É ÚÁËÏÎ Ä×ÉÖÅÎÉÑ �ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÊ� ÞÁ-

ÓÔÉ�Ù x(t). ÷Ï ÍÎÏÇÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÓÌÅÄÉÔØ ÚÁ ÔÏÞËÏÊ x(t) ÌÅÇÞÅ, ÞÅÍ ÓÒÁÚÕ ÚÁ ÂÏÌØ-

ÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÞÁÓÔÉ�. ïÄÎÁËÏ ÜÔÁ �ÒÏÓÔÏÔÁ ËÁÖÕÝÁÑÓÑ | ÕÍÅÎØÛÁÑ ÞÉ-

ÓÌÏ ÞÁÓÔÉ� ÄÏ ÏÄÎÏÊ, ÎÁÍ �ÒÉÈÏÄÉÔÓÑ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÔØ �×ÙÓÏËÏÍÅÒÉÅ� �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï R
3n

, × ËÏÔÏÒÏÍ Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ x(t), ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎ-

ÎÙÍ. ïÄÎÁËÏ É ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ, ÚÁÍÅÎÉ× ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ x(t)

ÎÁ ÆÁÚÏ×ÕÀ ÔÏÞËÕ z(t), ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ | ÎÅ ÔÏÌØËÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÞÁÓÔÉ� ×

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R3

, ÎÏ É ÉÈ ÓËÏÒÏÓÔÉ v

i

= (v

ix

; v

iy

; v

iz

), i = 1; 2; : : : ; n:

z(t) = (x(t);v(t)) = (x
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nx
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):

�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÆÁÚÏ×ÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï R6n

, ÆÁÚÏ×ÁÑ ÔÏÞËÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ

Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔ Ä×ÉÖÅÎÉÅ (ÔÒÁÅËÔÏÒÉÀ) ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ × R3

�ÅÌÉËÏÍ É �ÏÌÎÏÓÔØÀ

(× ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ x(t), Ï�ÉÓÙ×ÁÀÝÅÊ ÌÉÛØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎ-

ÎÏÅ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÞÁÓÔÉ� | ÂÅÚ ÉÈ ÓËÏÒÏÓÔÅÊ). æÁÚÏ×ÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÅÓÔØ �ÒÑÍÁÑ

ÓÕÍÍÁ Ä×ÕÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× | ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ R
3n

x

É �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÓËÏÒÏ-

ÓÔÅÊ R3n

v

: R6n

z

= R3n

x

⊕ R3n

v

. éÎÏÇÄÁ ÂÙ×ÁÅÔ �ÒÏÝÅ É ÎÁÇÌÑÄÎÅÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ �ÒÏ-

ÅË�ÉÀ ÔÏÞËÉ z(t) ÎÁ R3n

x

É/ÉÌÉ ÎÁ R3n

v

�Ï ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ, ×ÍÅÓÔÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ Ï�É-

ÓÙ×ÁÔØ ÎÁÍÎÏÇÏ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÏÅ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ ÆÁÚÏ×ÏÊ ÔÏÞËÉ z(t) ×Ï ×ÓÅÍ R6n

.

óÌÅÄÕÅÔ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ, ËÁË �ÒÁ×ÉÌÏ, Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÆÁÚÏ×ÏÊ (Á ÔÁËÖÅ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ-

�ÉÏÎÎÏÊ É �ÓËÏÒÏÓÔÎÏÊ�) ÔÏÞËÉ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ ×Ï ×ÓÅÍ ��ÕÓÔÏÍ� �ÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×Å R6n

z

| ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ, ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÅÍÙÅ ÎÁ ÓÉÓÔÅÍÕ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÍÉ

ÚÁËÏÎÁÍÉ, ÉÎÄÕ�ÉÒÕÀÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ �ÒÅ�ÑÔÓÔ×ÉÑ (× ×ÉÄÅ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ) × R
6n

z

(ÒÁ×ÎÏ ËÁË É × R3n

x

, É × R3n

v

, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ).

îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÉÓÈÏÄÎÙÅ ÞÁÓÔÉ�Ù × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R3

ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀ ÍÁÓ-
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ÓÕ 1 É ÉÈ Ä×ÉÖÅÎÉÅ �ÏÄÞÉÎÑÅÔÓÑ ÚÁËÏÎÕ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÜÎÅÒÇÉÉ:

v

2

1

+ v

2

2

+ : : :+ v

2

n

= 
onst ⇐⇒ v

2

1x

+ v

2

1y
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2

1z

+ : : :+ v

2

nx

+ v

2

ny

+ v

2
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= 
onst;

ÔÏ �ÒÏÅË�ÉÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÔÏÞËÉ z ∈ R6n

z

ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï R3n

v

�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏ-

ÂÏÊ ËÒÉ×ÕÀ, ÌÅÖÁÝÕÀ ÎÁ (3n − 1)-ÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ ÒÁÄÉÕÓÁ

√

onst. üÔÁ ÓÆÅÒÁ É

ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÔ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ z ∈ R6n

z

.

äÒÕÇÏÊ ×ÁÖÎÙÊ ÄÌÑ ÎÁÓ �ÒÉÍÅÒ: Ä×Á ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÛÁÒÁ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R3

.

ëÁÖÄÙÊ ÛÁÒ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ Ó×ÏÅÇÏ �ÅÎÔÒÁ É ÒÁÄÉÕÓÏÍ r. åÓÌÉ ÂÙ ÛÁ-

ÒÙ ÂÙÌÉ �ÒÏÚÒÁÞÎÙÍÉ É �ÒÏÈÏÄÉÌÉ ÄÒÕÇ ÓË×ÏÚØ ÄÒÕÇÁ ÂÅÚ �ÒÅ�ÑÔÓÔ×ÉÊ, ÔÏ ÉÈ

ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÂÙ ×ÓÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï R3·2
x

= R6

x

.

ïÄÎÁËÏ ÛÁÒÙ ÎÅ�ÒÏÚÒÁÞÎÙ É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÉÈ �ÅÎÔÒÁÍÉ ×ÓÅÇÄÁ ÂÏÌØÛÅ ÉÌÉ

ÒÁ×ÎÏ 2r:

(x

1

− x

2

)

2

+ (y

1

− y

2

)

2

+ (z

1

− z

2

)

2 > (2r)

2

: (1)

îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (1) ÚÁÄÁÅÔ ×ÎÅÛÎÀÀ ÞÁÓÔØ �ÉÌÉÎÄÒÁ ã × 6-ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å,

ÎÁËÌÏÎÅÎÎÏÇÏ �ÏÄ ÕÇÌÏÍ 45

◦
Ë ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ. (åÓÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÓÌÅ×Á × ÆÏÒ-

ÍÕÌÅ (1) ÔÏÌØËÏ �ÅÒ×ÙÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ É ÚÁÍÅÎÉÔØ ÚÎÁË ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÚÎÁËÏÍ ÒÁ×ÅÎ-

ÓÔ×Á, ÔÏ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ �ÏÌÏÓÕ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ Ox

1

x

2

ÍÅÖÄÕ �ÒÑÍÙÍÉ x

2

= x

1

− r É

x

2

= x

1

+ 2r | ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÊ �ÉÌÉÎÄÒ, ÓÍ. ÒÉÓ. 1).

x

1

x

2

ã

x

2r

−2r

òÉÓ. 1. ïÄÎÏÍÅÒÎÙÊ �ÉÌÉÎÄÒ ã

�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ x ÍÏÖÅÔ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÌÉÛØ

× ÞÁÓÔÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R6

x

| ×ÎÅ �ÉÌÉÎÄÒÁ ã . ðÏ�ÁÄÁÎÉÅ ÔÏÞËÉ x ÎÁ �ÉÌÉÎÄÒ

ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÅ ÛÁÒÏ×.

÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ �ÏÄ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÙÍ, �ÓËÏÒÏÓÔÎÙÍ� É ÆÁÚÏ×ÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×ÁÍÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ × ×ÉÄÕ ÔÏÌØËÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ �ÏÌÏÖÅÎÉÊ ÓÏÏÔ-

×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÔÏÞËÉ × R
3n

x

, R
3n

v

ÉÌÉ R
6n

z

. ï�ÉÓÁÎÉÅ ÜÔÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÄÌÑ Ó�Å�É-

ÁÌØÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÂÕÄÅÔ ÄÁÎÏ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ.

2. âÉÌÌÉÁÒÄ

ðÕÓÔØ ÔÏÞËÁ x Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ É �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÏ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Rn

; �Ï-

ÌÏÖÉÍ ÓËÏÒÏÓÔØ ÅÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÏÊ 1: ‖v‖ =

∥∥∥dx
dt

∥∥∥ = 1. åÓÌÉ × Rn

ÉÍÅÅÔÓÑ

�ÌÏÓËÏÓÔØ � ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n− 1, ÔÏ �ÕÓÔØ ÔÏÞËÁ x ÏÔÒÁÖÁÅÔÓÑ ÏÔ ÎÅÅ �Ï ÚÁËÏÎÕ
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ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ Ï�ÔÉËÉ: ÕÇÏÌ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÒÁ×ÅÎ ÕÇÌÕ �ÁÄÅÎÉÑ. éÌÉ ÉÎÁÞÅ: ÒÁÚÌÏ-

ÖÉÍ ÓËÏÒÏÓÔØ v

−
ÔÏÞËÉ x ÄÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁ Ä×Å ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ, ÏÄÎÁ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ,

v

−
⊥, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ �, Á ×ÔÏÒÁÑ ÅÊ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ: v

−
‖ = v

− − v

−
⊥.

ðÒÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÉ ÏÔ � �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÁÑ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ v

−
‖ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ, Á �ÅÒ�ÅÎÄÉ-

ËÕÌÑÒÎÁÑ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË: v

+

‖ = v

−
‖ , v

+

⊥ = −v−
⊥. îÏ×ÁÑ ÓËÏÒÏÓÔØ ÞÁÓÔÉ�Ù (�ÏÓÌÅ

ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ) ÒÁ×ÎÁ

v

+

= v

+

‖ + v

+

⊥ = v

−
‖ − v

−
⊥:

éÌÉ, ÎÁËÏÎÅ�, ÚÁËÏÎ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁ�ÉÓÁÎ × ×ÉÄÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÊ ÆÏÒ-

ÍÕÌÙ

v

+

= v

− − 2 · (v−
;n) · n; (2)

ÇÄÅ (·; ·) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÏ× × Rn

, Á n | ×ÅËÔÏÒ ÎÏÒÍÁÌÉ

Ë �ÌÏÓËÏÓÔÉ �.

÷ÏÚ×ÒÁÝÁÑÓØ Ë �ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÚÁËÏÎÕ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ Ï�ÔÉËÉ, Ï�ÉÛÅÍ ÅÇÏ

ÞÕÔØ ÂÏÌÅÅ �ÏÄÒÏÂÎÏ. ÷ÏÚØÍÅÍ �ÁÄÁÀÝÉÊ ÌÕÞ Ó×ÅÔÁ (ÔÏÞËÁ x �ÒÉÂÌÉÖÁÅÔÓÑ Ë

�) É ÏÔÒÁÖÅÎÎÙÊ (ÔÏÞËÁ x ÕÄÁÌÑÅÔÓÑ ÏÔ �). þÅÒÅÚ ÎÉÈ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ

Ä×ÕÍÅÒÎÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔØ � (ÅÓÌÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Rn

ÂÏÌØÛÅ 2; × ÓÌÕÞÁÅ

n = 2 ÜÔÏ ÓÁÍÁ �ÌÏÓËÏÓÔØ Rn

). ÷ ÜÔÏÊ ÖÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎ ÔÁËÖÅ É ×ÅËÔÏÒ

n ÎÏÒÍÁÌÉ Ë ÏÔÒÁÖÁÀÝÅÊ (n− 1)-ÍÅÒÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ � (ËÏÔÏÒÙÊ ÂÅÒÅÔÓÑ × ÔÏÞËÅ

ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ). �ÏÇÄÁ ÕÇÏÌ �ÁÄÅÎÉÑ � | ÜÔÏ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ �ÁÄÁÀÝÉÍ ÌÕÞÏÍ Ó×ÅÔÁ É

×ÅËÔÏÒÏÍ n (ÉÌÉ ÉÎÁÞÅ, ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ (−v−
) É n), Á ÕÇÏÌ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ

� | ÜÔÏ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÏÔÒÁÖÅÎÎÙÍ ÌÕÞÏÍ É ×ÅËÔÏÒÏÍ n (Ô. Å. ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ×ÅË-

ÔÏÒÁÍÉ v

+

É n). úÁËÏÎ Ï�ÔÉËÉ ÇÌÁÓÉÔ: � = � (ÒÉÓ. 2). ïÎ ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÍ ÚÁËÏÎÏÍ.

ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÔÒÉ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÔÏÞËÉ x ÏÔ

�ÌÏÓËÏÓÔÉ � ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ.

ï�ÉÛÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ x ÏÔ ÇÌÁÄËÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ

S ⊂ Rn

. ðÒÏ×ÅÄÅÍ Ë S × ÔÏÞËÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ (n−1)-ÍÅÒÎÕÀ �ÌÏÓËÏÓÔØ

� É ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ x ÏÔÒÁÖÁÅÔÓÑ ÏÔ � �Ï Ï�ÉÓÁÎÎÏÍÕ ×ÙÛÅ �ÒÁ×ÉÌÕ.

üÔÏ É ÅÓÔØ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÊ ÚÁËÏÎ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔ S. åÓÌÉ ÔÏÞËÁ x ÏÔÒÁÖÁÅÔÓÑ �Ï ÜÔÏ-

ÍÕ ÚÁËÏÎÕ ÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÇÌÁÄËÉÈ (n−1)-ÍÅÒÎÙÈ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ (�Ï ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ)

× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Rn

, ÔÏ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ Ä×ÉÖÅÎÉÅ x ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÅ, Á ÓÁÍÁ

ÔÏÞËÁ x Ä×ÉÖÅÔÓÑ �Ï ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ × ÏÂÌÁÓÔÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Rn

, ÏÇÒÁ-

�

n−1

�

−
v

−

v

−

v

+

n

�

�

òÉÓ. 2. âÉÌÌÉÁÒÄÎÙÊ ÚÁËÏÎ: � = �
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�

�

n

òÉÓ. 3. âÉÌÌÉÁÒÄÎÙÊ ÓÔÏÌ É ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÁÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ

ÎÉÞÅÎÎÏÊ ÜÔÉÍÉ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÑÍÉ. ðÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÂÕÄÅÍ

ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÔÅÎËÁÍÉ, ÏÂÌÁÓÔØ, × ËÏÔÏÒÏÊ Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ x, | (ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÍ)

ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÍ ÓÔÏÌÏÍ, Á ×ÓÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ x | ÂÉÌÌÉÁÒÄÏÍ (ÒÉÓ. 3). óÁÍÕ ÔÏÞËÕ x

ÎÁÚÏ×ÅÍ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÞÁÓÔÉ�ÅÊ.

îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓËÏÒÏÓÔØ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÞÁÓÔÉ�Ù ×ÓÅÇÄÁ ÒÁ×-

ÎÁ 1: ‖v‖ = 1. ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÁÑ ÞÁÓÔÉ�Á �Ï�ÁÄÁÅÔ ÎÁ �ÅÒÅÓÅ-

ÞÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÉÌÉ ÂÏÌØÛÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÔÅÎÏË, ÔÏ ÅÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ �ÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ

(ÔÁË ËÁË ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÓÔÅÎÏË 6 n− 2, É ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ (n− 1)-ÍÅÒÎÁÑ

�ÌÏÓËÏÓÔØ � ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ). íÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÞÔÏ

ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ ÞÁÓÔÉ�Ù × ÔÁËÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÂÒÙ×ÁÅÔÓÑ. íÅÒÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁÞÁÌØÎÙÈ �Ï-

ÌÏÖÅÎÉÊ ÞÁÓÔÉ�Ù, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ (ÏÂÒÙ×ÁÅÔÓÑ), ÒÁ×ÎÁ 0,

É ÔÁËÉÍÉ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑÍÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÎÅÂÒÅÇÁÔØ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÅ

ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ | ÔÏÌØËÏ ÔÅ, ÔÏÞËÉ ÉÚÌÏÍÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÓÒÁÚÕ ÎÅÓËÏÌØ-

ËÉÍ ÓÔÅÎËÁÍ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÇÏ ÓÔÏÌÁ.

3. úÁÄÁÞÁ óÉÎÁÑ Ï ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÛÁÒÏ×

ðÒÉÍÅÒÎÏ × ÓÅÒÅÄÉÎÅ 1960-È ÇÏÄÏ× ñ. ç.óÉÎÁÊ, ÚÁÎÉÍÁÑÓØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ

ÜÒÇÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÇÁÚÁ × ÓÏÓÕÄÅ, �ÏÓÔÁ×ÉÌ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ×Ï�ÒÏÓÙ. ðÕÓÔØ

ÍÏÌÅËÕÌÙ ÇÁÚÁ (ÛÁÒÉËÉ) ÌÅÔÁÀÔ × ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÍ �ÕÓÔÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å É Õ�ÒÕ-

ÇÏ ÓÔÁÌËÉ×ÁÀÔÓÑ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. ûÁÒÉËÉ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ (ÏÄÎÏÒÏÄ-

ÎÙÊ ÇÁÚ), ÉÈ ÞÉÓÌÏ | ËÏÎÅÞÎÙÍ, Á Õ�ÒÕÇÏÅ ÓÏÕÄÁÒÅÎÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ × ÍÏÍÅÎÔ

ÕÄÁÒÁ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÓÔÏÌËÎÕ×ÛÉÈÓÑ ÛÁÒÉËÏ× �ÅÒÅÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÚÁËÏÎÕ

ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÉÍ�ÕÌØÓÁ (ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á Ä×ÉÖÅÎÉÑ) É ÜÎÅÒÇÉÉ (ÔÏÞÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÂÕÄÕÔ

×Ù�ÉÓÁÎÙ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ).

1) íÏÇÕÔ ÌÉ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑ × ÔÁËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ �ÒÏÄÏÌÖÁÔØÓÑ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ ÄÏÌ-

ÇÏ?

2) íÏÖÅÔ ÌÉ ÞÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏ× × ÓÉÓÔÅÍÅ ÚÁ ËÏÎÅÞÎÙÊ �ÒÏÍÅÖÕÔÏË ×ÒÅÍÅÎÉ ÏËÁ-

ÚÁÔØÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ?

3) ëÁËÏÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏ× ÍÏÖÅÔ �ÒÏÉÚÏÊÔÉ ÍÅÖÄÕ ÍÏÌÅËÕÌÁÍÉ, ÅÓ-

ÌÉ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ÍÅÎÑÔØ ÉÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ É ÓËÏÒÏÓÔÉ (�ÒÉ

ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ ÏÔ×ÅÔÙ ÎÁ ÏÂÁ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ×Ï�ÒÏÓÁ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ)?

üÔÉ ×Ï�ÒÏÓÙ ×ÏÚÎÉËÌÉ Õ ñ. ç.óÉÎÁÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ

ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÇÁÚÁ É ÓÏÚÄÁÎÉÑ ÉÍ ÔÅÏÒÉÉ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ ÂÉÌÌÉÁÒÄÏ×

(ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÒÁÓÓÅÉ×ÁÀÝÉÍÉ ÉÌÉ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁÍÉ óÉÎÁÑ, ÓÍ. ÆÕÎ-
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ÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÕÀ ÒÁÂÏÔÕ ñ. ç.óÉÎÁÑ [8℄). äÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ, ËÁË ÍÙ �ÏËÁÖÅÍ × ÓÌÅ-

ÄÕÀÝÅÊ ÞÁÓÔÉ, ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÓÉÓÔÅÍÙ ÛÁÒÉËÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÅ Å×ËÌÉÄÏ×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÙËÉÎÕÔÏ ÍÎÏÇÏ �ÉÌÉÎÄÒÏ×

ÔÉ�Á (1), ÇÄÅ ÚÎÁË ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á > ÚÁÍÅÎÅÎ ÎÁ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÊ ÚÎÁË 6 (Ô. Å.

ÉÚ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ×ÙËÉÎÕÔÙ �ÉÌÉÎÄÒÙ É ÉÈ ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÉ), Á Ä×ÉÖÅÎÉÅ ËÏÎÆÉ-

ÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ v(t) �ÏÄÞÉÎÑÅÔÓÑ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÍÕ ÚÁËÏÎÕ (2). éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,

ÇÁÚ × ÉÓÈÏÄÎÏÍ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉ

ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÍÏÌÅËÕÌ, ÅÓÔØ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÂÉÌÌÉÁÒÄ óÉÎÁÑ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å

ÂÏÌØÛÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ: ÓÔÅÎËÉ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ (�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ×ÙËÉÎÕÔÙÈ �ÉÌÉÎÄÒÏ×)

�×ÄÁ×ÌÅÎÙ� ×ÎÕÔÒØ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÇÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÇÏ ÓÔÏÌÁ | Á ÜÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÔÒÅÂÏ×Á-

ÎÉÊ ÎÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ óÉÎÁÑ.

óÄÅÌÁÅÍ ÏÇÏ×ÏÒËÕ: 6-ÍÅÒÎÙÊ �ÉÌÉÎÄÒ (1) ÚÁÄÁÅÔ ×Ï ×ÓÅÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R
3n

ÄÒÕÇÏÊ

�ÉÌÉÎÄÒ C = ã × R
3n−6

, ÎÏ ÇÒÁÎÉ�Á Õ C ÕÖÅ × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ �ÌÏÓËÁÑ, ÌÉÛØ �Ï ÎÅËÏÔÏ-

ÒÙÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑÍ ÅÅ ËÒÉ×ÉÚÎÁ ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ. �ÁË ÞÔÏ ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄ | ÎÅ

ÓÔÒÏÇÏ ÒÁÓÓÅÉ×ÁÀÝÉÊ, Á �ÏÌÕÒÁÓÓÅÉ×ÁÀÝÉÊ. ïÄÎÁËÏ × ÒÁÂÏÔÅ [8℄ ×ÓÅ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ, Ó×ÑÚÁÎ-

ÎÙÅ Ó ��ÏÌÕÒÁÓÓÅÉ×ÁÎÉÅÍ� (Ô. Å. Ó �ÌÏÓËÉÍÉ ÕÞÁÓÔËÁÍÉ ÇÒÁÎÉ�Ù), ÔÁËÖÅ ÂÙÌÉ Ó ÕÓ�ÅÈÏÍ

�ÒÅÏÄÏÌÅÎÙ.

F

F

òÉÓ. 4. ÷ÏÌÎÏ×ÏÊ ÆÒÏÎÔ

ÏÔÒÁÖÅÎÎÙÈ ÌÕÞÅÊ

éÔÁË, ÇÁÚ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÂÉÌÌÉÁÒÄÕ óÉÎÁÑ Ï�ÉÓÁÎ-

ÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ÔÉ�Á. úÁÞÅÍ ÖÅ ÎÕÖÎÏ ÚÎÁÔØ, ËÏÎÅÞÎÏ

ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÞÉÓÌÏ ÓÏÕÄÁÒÅÎÉÊ × ÓÉÓÔÅÍÅ ÛÁÒÉ-

ËÏ×, ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, × ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÍ ÜÔÏÊ ÓÉ-

ÓÔÅÍÅ ÂÉÌÌÉÁÒÄÅ?

úÄÅÓØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÁÔØ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ÜÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓ

ÌÉÛØ ÏÞÅÎØ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏ, ÏÓÔÁ×ÌÑÑ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÉÄÅÉ

ÔÅÏÒÉÉ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ ÂÉÌÌÉÁÒÄÏ×, ËÒÏÍÅ ÏÄÎÏÊ,

ÚÁ ÓËÏÂËÁÍÉ. á ÜÔÕ ÏÄÎÕ ÉÄÅÀ �ÒÏÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÕÅÍ

ÄÌÑ Ä×ÕÍÅÒÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ.

ÇÒÁÎÉ�Á

'

1

x

t

F

R

+

R

1

R−

òÉÓ. 5. ë ×Ù×ÏÄÕ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÚÅÒËÁÌØÎÏÇÏ

ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ

ëÏÇÄÁ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ �ÕÞÏË �ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÈ� (ÉÌÉ

Ó×ÅÔÏ×ÙÈ) ÌÕÞÅÊ �ÁÄÁÅÔ ÎÁ �ÌÏÓËÉÊ ÕÞÁÓÔÏË ÇÒÁÎÉ-

�Ù, ÏÎ �ÏÓÌÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÏÓÔÁÅÔÓÑ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ.

îÏ ÅÓÌÉ ÕÞÁÓÔÏË ÇÒÁÎÉ�Ù ×Ù�ÕËÌÙÊ (�Ï ÏÔÎÏÛÅ-

ÎÉÀ Ë �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÍÕ �ÕÞËÕ Ó×ÅÔÁ), ÔÏ ÜÔÏÔ �ÕÞÏË

�ÏÓÌÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÒÁÓÓÅÅÔÓÑ É ×ÏÌÎÏ×ÏÊ ÆÒÏÎÔ F

(�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁÑ ÏÔÒÁÖÅÎÎÙÍ ÌÕ-

ÞÁÍ) ÂÕÄÅÔ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÙÍ (ÒÉÓ. 4). (ðÏ ÜÔÏÊ �ÒÉ-

ÞÉÎÅ ÂÉÌÌÉÁÒÄ É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÓÓÅÉ×ÁÀÝÉÍ).

ëÁË ÍÅÎÑÅÔÓÑ ËÒÉ×ÉÚÎÁ ÆÒÏÎÔÁ F �ÒÉ ÅÇÏ Ä×É-

ÖÅÎÉÉ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å �ÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ

ÏÔ ×Ù�ÕËÌÏÇÏ ÕÞÁÓÔËÁ ÇÒÁÎÉ�Ù?

ïÂÒÁÔÉÍ ×ÒÅÍÑ, Ô. Å. ÚÁ�ÕÓÔÉÍ ÆÒÏÎÔ F (×ÍÅÓÔÅ

Ó �ÕÞËÏÍ) × ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ (ÓÍ. ÒÉÓ. 5). ðÕÓÔØ

x ∈ F É �ÕÓÔØ ÆÒÏÎÔ F Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÄÏ ÇÒÁÎÉ�Ù ÏÔ-

ÒÁÖÅÎÉÑ ×ÒÅÍÑ t

1

. �ÏÇÄÁ

R(x) = t

1

+R−; (3)

ÇÄÅ R(x) | ÒÁÄÉÕÓ ËÒÉ×ÉÚÎÙ ÆÒÏÎÔÁ × ÔÏÞËÅ x,

t

1

| ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÔÏÞËÁ x ÄÏ ÇÒÁ-
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ÎÉ�Ù, R− | ÒÁÄÉÕÓ ËÒÉ×ÉÚÎÙ ÆÒÏÎÔÁ × ÔÏÞËÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ (ÄÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ �ÕÞËÁ

ÏÔ ÇÒÁÎÉ�Ù), R

+

| ÒÁÄÉÕÓ ËÒÉ×ÉÚÎÙ ÆÒÏÎÔÁ × ÔÏÞËÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ (�ÏÓÌÅ ÏÔÒÁ-

ÖÅÎÉÑ �ÕÞËÁ). éÚ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ Ï�ÔÉËÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÜÌÅÇÁÎÔÎÁÑ Ó×ÑÚØ

ÒÁÄÉÕÓÏ× R−; R+

É R

1

:

1

R−
=

1

R

+

+

1

R

1

· 2


os'

1

; (4)

ÇÄÅ '

1

| ÕÇÏÌ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ × ÔÏÞËÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ, R

1

| ÒÁÄÉÕÓ ËÒÉ×ÉÚÎÙ ÓÔÅÎËÉ; ÜÔÁ

ÆÏÒÍÕÌÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ÚÅÒËÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ. ïÂÒÁÔÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ

Ë ÒÁÄÉÕÓÁÍ | ÜÔÏ ËÒÉ×ÉÚÎÙ, ÔÁË ÞÔÏ ËÏÒÏÞÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (4) �ÅÒÅ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ×

ÔÅÒÍÉÎÁÈ ËÒÉ×ÉÚÎ �± = 1=R±, K1

= 1=R

1

:

�− = �

+

+K

1

· 2


os'

1

: (5)

éÚ (3) �ÏÌÕÞÁÅÍ �(x) =

1

R(x)

=

1

t

1

+R−
=

1

t

1

+

1

�−

, ÏÔËÕÄÁ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ (5),

ÎÁÈÏÄÉÍ

�(x) =

1

t

1

+

1

2K

1


os'

1

+ �

+

: (6)

éÔÁË, ÆÏÒÍÕÌÁ (6) ÄÁÅÔ ÎÁÍ ËÒÉ×ÉÚÎÕ ÆÒÏÎÔÁ × ÔÏÞËÅ x ∈ F �ÏÓÌÅ ÏÄÎÏÇÏ

ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔ ÇÒÁÎÉ�Ù. åÓÌÉ ÖÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÂÙÌÏ Ä×Á, ÔÏ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ �ÒÉÎÑÔØ

ËÒÉ×ÉÚÎÕ �

+

= �

(1)

+

ÚÁ ËÒÉ×ÉÚÎÕ ÆÒÏÎÔÁ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÅÇÏ ÔÏÞËÅ y É ÚÁ-

ÍÅÎÉÔØ ÅÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÍ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (6), ÔÏÌØËÏ ÔÅ�ÅÒØ ×ÓÅ ÉÎÄÅËÓÙ

ÓÍÅÎÑÔÓÑ Ó 1 ÎÁ 2. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ (7):

�(x) =

1

t

1

+

1

2K

1


os'

1

+

1

t

2

+

1

2K

2


os'

2

+ �

(2)

+

: (7)

ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÉÔÅÒÉÒÏ×ÁÔØ, �ÏÌÕÞÉÍ �Å�ÎÕÀ ÄÒÏÂØ

�(x) =

1

t

1

+

1

2K

1


os'

1

+

1

t

2

+

1

2K

2


os'

2

+

1

t

3

+ : : :

; (8)

ÇÄÅ ÍÎÏÇÏÔÏÞÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÓÔÏÌØËÏ ÒÁÚ,

ÓËÏÌØËÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÔÏÞËÉ �ÒÉ ÅÅ �ÒÑÍÏÍ Ä×ÉÖÅÎÉÉ ×Ï ×ÒÅÍÅÎÉ, �ÒÅÖÄÅ

ÞÅÍ ÏÎÁ �Ï�ÁÄÅÔ × x. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÎÁÞÉÎÁÌÉ Ó �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ �ÕÞËÁ, ËÏÔÏ-

ÒÏÍÕ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ �

+

= 0. äÏ�ÕÓÔÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ �

(i)

+

→ 0 �ÒÉ i→ ∞, Ô. Å. ÞÔÏ ÌÕÞÉ

ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ �ÏÞÔÉ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ �ÏÓÌÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ. �ÏÇÄÁ

�ÏÌÕÞÁÅÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ �Å�ÎÕÀ ÄÒÏÂØ. ÷ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÈ ñ. ç.óÉÎÁÑ ×ÁÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ
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ÜÔÁ ÄÒÏÂØ ÓÈÏÄÉÌÁÓØ | ÔÏÇÄÁ ÂÕÄÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ËÒÉ×ÉÚÎÁ �(x) × ÔÏÞËÅ x. ÷ ÔÅÏ-

ÒÉÉ �Å�ÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ �Å�ÎÏÊ

ÄÒÏÂÉ.

ëÒÉÔÅÒÉÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ �Å�ÎÏÊ ÄÒÏÂÉ (Seidel { Sterne). âÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ

�Å�ÎÁÑ ÄÒÏÂØ

1

a

1

+

1

a

2

+

1

a

3

+ : : :

; a

i

> 0; i = 1; 2; : : : ;

ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

∞∑

i=1

a

i

= ∞:

(óÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [11℄.)

éÔÁË, ÄÌÑ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ËÒÉ×ÉÚÎÙ �(x) ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, ÞÔÏÂÙ

∞∑

i=1

(
t

i

+

2K

i


os'

i

)
=∞:

á ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ

∑∞
i=1

t

i

= ∞ (�ÏÓËÏÌØËÕ 2K

i

= 
os'

i

> 0 �ÒÉ

×ÓÅÈ i). áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÔÏÌØËÏ ÎÁÍÎÏÇÏ ÂÏÌÅÅ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÅ, ÒÁÂÏÔÁÀÔ

É × ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏ× × ÓÉÓÔÅÍÅ ÛÁÒÏ× ÎÁ ÌÀÂÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ×ÒÅÍÅÎÉ

ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ÒÁÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ

∑∞
i=1

t

i

É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÄÌÑ

ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ �Å�ÎÏÊ ÄÒÏÂÉ (8). ÷ÏÔ �ÏÞÅÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÔ×ÅÔÉÔØ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ×ÔÏÒÏÊ

×Ï�ÒÏÓ ñ. ç.óÉÎÁÑ; ÎÏ �ÅÒ×ÙÊ É ÔÒÅÔÉÊ ×Ï�ÒÏÓÙ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙ ÓÁÍÉ �Ï ÓÅÂÅ, É,

ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÔ×ÅÔÉ× ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÎÉÈ, ÍÙ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÓÍÏÇÌÉ ÂÙ ÏÔ×ÅÔÉÔØ

ÔÁËÖÅ É ÎÁ ×ÔÏÒÏÊ ×Ï�ÒÏÓ.

ñ. ç.óÉÎÁÊ �ÏÓÔÁ×ÉÌ É ÒÅÛÉÌ ÚÁÄÁÞÕ Ï ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑÈ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÛÁÒÏ× ×

Ó×ÏÅÊ (Ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÔÁË É ÎÅ Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÏÊ) ÒÕËÏ�ÉÓÉ [9℄. á ÉÍÅÎÎÏ, ÏÎ ÄÏ-

ËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ ÛÁÒÏ× ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÏ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C,

ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÓÏÕÄÁÒÅÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÛÁÒÁÍÉ × �ÕÓÔÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÍÅÎØÛÅ C,

ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ, Ô. Å. ÏÔ �ÏÌÏÖÅÎÉÊ É ÓËÏÒÏÓÔÅÊ

ÛÁÒÏ× × ÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ.

éÚ ÜÔÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ×Ï�ÒÏÓ 2), ÉÇÒÁÀÝÉÊ

ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÕÀ ÒÏÌØ × ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ �Å�ÎÏÊ ÄÒÏÂÉ (8). üÔÏÔ ÏÔ×ÅÔ ÓÔÁÌ ÏÄÎÉÍ

ÉÚ ËÌÀÞÅ×ÙÈ ÍÏÍÅÎÔÏ× × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ñ. ç. óÉÎÁÑ ÜÒÇÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ

ÇÁÚÁ × ÓÏÓÕÄÅ.

4. óÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑ ÔÒÅÈ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÛÁÒÏ×

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÌÀÂÏ�ÙÔÎÙÊ É ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÔÏÎËÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ï ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑÈ ÔÒÅÈ

ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÛÁÒÏ× × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ ËÁË �ÇÉ�ÏÔÅÚÁ õÌÅÎÂÅËÁ�. ÷ ÒÁÂÏÔÅ

ÁÍÅÒÉËÁÎÓËÉÈ ÆÉÚÉËÏ× (Sandri, Sullivan, Norem [18℄) 1964-ÇÏ ÇÏÄÁ ÂÙÌÁ ÞÉÓÌÅÎÎÏ

�ÒÏÓÞÉÔÁÎÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÚ ÔÒÅÈ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÛÁÒÏ×, É ÏËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÒÁÓÓÍÏ-

ÔÒÅÎÎÙÈ ÉÍÉ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ �ÏÌÏÖÅÎÉÑÈ É ÓËÏÒÏÓÔÑÈ ÛÁÒÏ×, ÞÉÓÌÏ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÊ



âÉÌÌÉÁÒÄÙ É Õ�ÒÕÇÉÅ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑ ÞÁÓÔÉ� É ÛÁÒÏ× 73

ÍÅÖÄÕ ÛÁÒÁÍÉ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 4: ÞÅÔÙÒÅ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑ ÍÏÇÕÔ �ÒÏÉÚÏÊÔÉ, Á �ÑÔØ

É ÂÏÌØÛÅ | ÎÅ ÍÏÇÕÔ!

üÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÙÌ ÔÁËÖÅ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÁÎÏÎÓÉÒÏ×ÁÎ × 1964Ç. × ÒÁÂÏÔÅ Thur-

ston'Á É Sandri [19℄. óÔÒÏÇÏÅ ÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÏÑ×ÉÌÏÓØ ÎÅ ÏÞÅÎØ ÄÁ×ÎÏ: ×

1993Ç. ÁÍÅÒÉËÁÎÓËÉÅ ÈÉÍÉË T. J.Murphy É ÆÉÚÉË E.G.D.Cohen × ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÊ

ÒÁÂÏÔÅ [16℄ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙ ÔÏÌØËÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑ × ÓÉÓÔÅÍÅ

ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÛÁÒÏ× 1, 2 É 3:

I. a) (12) (ÏÄÉÎÁÒÎÙÊ ÕÄÁÒ)

b) (12)(23) (Ä×Á ÕÄÁÒÁ)


1) (12)(23)(31) (ÔÒÉ ÕÄÁÒÁ)


2) (12)(23)(12) (ÔÒÉ ÕÄÁÒÁ)

d1) (12)(23)(12)(13) (ÞÅÔÙÒÅ ÕÄÁÒÁ)

d2) (12)(23)(13)(23) (ÞÅÔÙÒÅ ÕÄÁÒÁ)

É ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÙ ÔÁËÉÅ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉ ÍÙÓÌÉÍÙÅ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑ:

II. e1) (12)(23)(12)(23) (ÞÅÔÙÒÅ ÕÄÁÒÁ)

e2) (12)(23)(13)(12) (ÞÅÔÙÒÅ ÕÄÁÒÁ)

f1) (12)(23)(12)(13)(12) (�ÑÔØ ÕÄÁÒÏ×)

f2) (12)(23)(13)(23)(12) (�ÑÔØ ÕÄÁÒÏ×).

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÏÄÏÂÒÁÔØ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ × ÓÉÓÔÅÍÅ Ó ÞÅÔÙÒØÍÑ ÕÄÁÒÁÍÉ

d1) ÉÌÉ d2) ÏÞÅÎØ ÎÅ�ÒÏÓÔÏ; Á ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÞÅÔÙÒÅÈ ÓÔÏÌËÎÏ-

×ÅÎÉÊ e1) É e2), Á ÔÁËÖÅ �ÑÔÉ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÊ f1) É f2) ÌÅÇËÏ ×ÌÅÞÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï

ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ 6, 7, 8,: : : ÕÄÁÒÏ× × ÓÉÓÔÅÍÅ ÉÚ ÔÒÅÈ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÛÁÒÏ× (�ÏÓËÏÌØ-

ËÕ ÌÀÂÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ 6 ÕÄÁÒÏ× ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÄÎÕ ÉÚ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ

e1), e2), f1), f2)). T.Murphy É E.Cohen ÏÔÍÅÞÁÀÔ, ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÅ×ÏÚÍÏÖ-

ÎÏÓÔÉ ÕÄÁÒÏ× ÔÉ�Á II × ÏÞÅÎØ ËÒÁÔËÏÍ ×ÉÄÅ ÂÙÌÉ ÒÁÎÅÅ ÄÁÎÙ E.Cohen'ÏÍ × ÒÁ-

ÂÏÔÅ [14℄ 1966 ÇÏÄÁ, É ÞÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÒÏ 6 4 ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÊ ×ÅÒÎÏ ÔÁËÖÅ ×

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ n > 3.

úÁÄÁÞÁ �ÒÏ ÔÏÞÎÕÀ ×ÅÒÈÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ ÞÉÓÌÁ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÊ × ÓÉÓÔÅÍÅ ÉÚ ÞÅÔÙÒÅÈ

ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÛÁÒÏ× ÎÉËÅÍ ÎÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÌÁÓØ.

5. �íÁÌÁÑ� É �ÂÏÌØÛÁÑ� ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ñ.ç.óÉÎÁÑ

îÁ�ÒÁÛÉ×ÁÀÝÅÅÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ñ. ç.óÉÎÁÑ ÏÂ Õ�ÒÕÇÏÍ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÉ

ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÛÁÒÏ× ÓÏÓÔÏÉÔ × ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ ÛÁÒÏ× �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÒÁÄÉÕÓÏ× r

1

,

r

2

; : : : ; r

N

É �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÍÁÓÓ m

1

;m

2

; : : : ;m

N

, ÌÅÔÁÀÝÉÈ É Õ�ÒÕÇÏ ÓÔÁÌËÉ×ÁÀ-

ÝÉÈÓÑ × �ÕÓÔÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Rn

, ÇÄÅ n = 1; 2; 3; : : : . üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÂÙÌÁ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÁ

ñ. ç.óÉÎÁÅÍ × ÓÅÒÅÄÉÎÅ 1970-È ÇÏÄÏ× ÎÁ ÎÁÕÞÎÏÍ ÓÅÍÉÎÁÒÅ íçõ �Ï ÄÉÎÁÍÉÞÅ-

ÓËÉÍ ÓÉÓÔÅÍÁÍ �ÏÄ ÒÕËÏ×ÏÄÓÔ×ÏÍ ÷.í.áÌÅËÓÅÅ×Á É ñ. ç.óÉÎÁÑ.

éÍÅÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÌÉÞÉÅ �ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÇÁÚÁ� (n = 1) ÏÔ �ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÇÏ

ÇÁÚÁ� (n > 2): × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË × ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÛÁÒ #i ÍÏÖÅÔ ÓÔÁÌËÉ×ÁÔØÓÑ

ÔÏÌØËÏ Ó ÛÁÒÁÍÉ #(i − 1) É #(i + 1), × ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÍ ÇÁÚÅ Á�ÒÉÏÒÉ ÎÅÔ ÏÇÒÁÎÉ-

ÞÅÎÉÊ ÄÌÑ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑ ÛÁÒÏ× #i É #k Ó |i− k| > 2. (�ÁËÉÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÍÏÇÕÔ

�ÏÑ×ÉÔØÓÑ ÌÉÛØ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÓËÒÕ�ÕÌÅÚÎÏÇÏ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ, ËÏÇÄÁ, ËÁË ÜÔÏ

ÂÙÌÏ × ÓÌÕÞÁÅ ÔÒÅÈ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÛÁÒÏ×, ÏÂÎÁÒÕÖÉ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÎÅ ×ÓÑËÉÅ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÕÄÁÒÏ× ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÍÙ.) ïÄÎÏÍÅÒÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÛÁÒÏ× (×ÅÒÎÅÅ, ÓÔÅÒÖÎÅÊ

ÎÁ �ÒÑÍÏÊ) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÅÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÁ Ë ÓÉÓÔÅÍÅ ÔÏÞÅÞÎÙÈ Õ�ÒÕÇÉÈ ÞÁÓÔÉ� ÎÁ
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�ÒÑÍÏÊ (ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÒÁÄÉÕÓÙ r

i

= 0), × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË × ÓÌÕÞÁÅ ÄÉÓËÏ× ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ

(n = 2) ÉÌÉ ÛÁÒÏ× × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (n > 3) ÔÁËÏÊ ÒÅÄÕË�ÉÉ ÓÄÅÌÁÔØ ÎÅÌØÚÑ.

îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÉÓËÌÀÞÁÅÍ ÉÚ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÔÁËÉÅ ÓÏÂÙÔÉÑ, ËÁË ÂÏÌÅÅ

ÞÅÍ Ä×ÏÊÎÙÅ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑ (ÞÁÓÔÉ�, ÄÉÓËÏ× ÉÌÉ ÛÁÒÏ×), Á ÔÁËÖÅ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÅ

Ä×ÏÊÎÙÅ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Ä×ÕÈ ÛÁÒÏ×: ÜÔÉ ÓÏÂÙÔÉÑ �ÒÏÉÓÈÏÄÑÔ Ó ×ÅÒÏÑÔ-

ÎÏÓÔØÀ 0.

÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÂÕÄÕÔ Ï�ÉÓÁÎÙ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á (a) ÓÉ-

ÓÔÅÍÙ N ÞÁÓÔÉ� ÎÁ �ÒÑÍÏÊ R1

É (b) ÓÉÓÔÅÍÙ N ÄÉÓËÏ× ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ R2

ÉÌÉ N

ÛÁÒÏ× × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Rn

, n > 3. ïÎÉ ËÁÞÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ: ÅÓÌÉ × ÓÌÕÞÁÅ (a)

ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÇÏ

×ÉÄÁ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å RN

, ÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ (b) ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï |

ÜÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï RNn

, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÙËÉÎÕÔÁ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÚÁÍÙÓÌÏ×ÁÔÁÑ ÓÉÓÔÅ-

ÍÁ ÉÚ

(
n

2

)
�ÉÌÉÎÄÒÏ× (É ÉÈ ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÅÊ), �ÒÉÞÅÍ ×ÓÅ �ÉÌÉÎÄÒÙ ÉÍÅÀÔ ÏÂ-

ÝÅÅ ÎÅ�ÕÓÔÏÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ. ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÒÁÄÉÕÓÙ r

1

; r

2

; : : : ; r

N

É ÍÁÓÓÙ

m

1

;m

2

; : : : ;m

N

ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ x(t) ∈ RNn

Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÍÅÖÄÕ

ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑÍÉ ÓÏ ÓÔÅÎËÁÍÉ | ÇÒÁÎÑÍÉ ÕÇÌÁ ÉÌÉ �ÉÌÉÎÄÒÁÍÉ | ×ÄÏÌØ �ÒÑÍÙÈ

(ËÁË ÜÔÏ É ÂÙÌÏ ÒÁÎØÛÅ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÛÁÒÙ ÂÙÌÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ), ÎÏ ÅÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ

ÏÔ ÓÔÅÎÏË ÕÖÅ ×Ï×ÓÅ ÎÅ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÅ!

�ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÓÄÅÌÁ× ÄÏ×ÏÌØÎÏ �ÒÏÓÔÏÅ | ÌÉÎÅÊÎÏÅ! | �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ �ÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Á RNn

, ñ. ç. óÉÎÁÊ ÓÕÍÅÌ Ó×ÅÓÔÉ ÚÁÄÁÞÕ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÔÏÞËÉ x(t) Ë ÚÁÄÁÞÅ Ï

ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÍ Ä×ÉÖÅÎÉÉ ÎÏ×ÏÊ ÔÏÞËÉ ~x(t) × �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÍ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÏÍ

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å.

�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÂÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ Ï ÛÁÒÁÈ ÒÁÚÎÙÈ ÒÁÚÍÅÒÏ× É ÍÁÓÓ ÔÁËÖÅ Ó×Ï-

ÄÉÔÓÑ Ë ÂÉÌÌÉÁÒÄÕ.

ðÏÓÌÅ ÔÁËÏÇÏ Ó×ÅÄ�ÅÎÉÑ ñ. ç.óÉÎÁÊ ÓÄÅÌÁÌ Ä×Á ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÄÏ�ÕÝÅÎÉÑ: × ÚÁ-

ÄÁÞÅ (a) �ÒÏ ÞÁÓÔÉ�Ù ÏÎ ÏÔËÁÚÁÌÓÑ ÏÔ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÇÏ ×ÉÄÁ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÏÇÏ ÕÇÌÁ

É ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÌ ÂÉÌÌÉÁÒÄ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÏÍ ÕÇÌÅ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å RN

,

Á × ÚÁÄÁÞÅ (b) ÏÎ ÚÁÍÅÎÉÌ �ÉÌÉÎÄÒÙ × ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ×Ù�ÕËÌÙÈ ÔÅÌ × R
K

(ÇÄÅ K ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÒÁ×ÎÏ nN)

Ó ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ÇÒÁÎÉ�Ù ÔÅÌ ÇÌÁÄËÉÅ É ×ÓÅ ÜÔÉ ÔÅÌÁ ÉÍÅÀÔ ÎÅ�ÕÓÔÏÅ �Å-

ÒÅÓÅÞÅÎÉÅ, Á ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ z(t) ÏÔÒÁÖÁÅÔÓÑ ÏÔ ÇÒÁÎÉ� ÜÔÉÈ ÔÅÌ (ÓÔÅ-

ÎÏË) �Ï ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÍÕ ÚÁËÏÎÕ. ïÔÌÉÞÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (a) ÏÔ (b) × ÔÏÍ, ÞÔÏ × ÚÁÄÁÞÅ

(a) ÔÁËÉÍÉ ×Ù�ÕËÌÙÍÉ ÔÅÌÁÍÉ ÓÌÕÖÁÔ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, É ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÅ Ä×É-

ÖÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÂÏÌÅÅ ÉÌÉ ÍÅÎÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÍÅÔÏÄÁÍÉ, Á × ÚÁÄÁÞÅ

(b) Õ ÓÔÅÎÏË ÉÍÅÀÔÓÑ ËÒÉ×ÉÚÎÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÚÄÁÀÔ ÒÁÓÓÅÑÎÉÅ �ÒÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÉ ÏÔ

ÎÉÈ, É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÎÁÍÎÏÇÏ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÍ. úÁÄÁÞÕ (b) ÔÏÖÅ ÍÏÖÎÏ

ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÂÉÌÌÉÁÒÄ × ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÏÍ ÕÇÌÅ, ÎÏ ÓÏ �×ÄÁ×ÌÅÎÎÙÍÉ ×ÎÕÔÒØ�

ÓÔÅÎËÁÍÉ (ÒÉÓ. 6). ñ ÎÁÚ×ÁÌ ÚÁÄÁÞÉ (a) É (b) �ÍÁÌÏÊ� É �ÂÏÌØÛÏÊ� ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÍÉ

ÚÁÄÁÞÁÍÉ �ÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ ÚÁÄÁÞÁ | Ï ÂÉÌÌÉÁÒÄÅ ×

ÕÇÌÅ, ÔÏÌØËÏ × �ÍÁÌÏÊ� ÚÁÄÁÞÅ ÕÇÏÌ ÜÔÏÔ | ÏÂÙÞÎÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÙÊ, Ó �ÌÏÓËÉÍÉ

ÇÒÁÎÑÍÉ, Á × �ÂÏÌØÛÏÊ� ÚÁÄÁÞÅ ÇÒÁÎÉ-ÓÔÅÎËÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÏÇÏ ÕÇÌÁ | ×Ù�ÕËÌÙ

×ÎÕÔÒØ ÎÅÇÏ, É ÜÔÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Ï (×Ù�ÕËÌÏÓÔØ ÓÔÅÎÏË) ÓÏÚÄÁÅÔ �ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÅ�

ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ �ÒÉ ÅÅ ÒÅÛÅÎÉÉ. ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÔÏÞÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÈ ÚÁ-

ÄÁÞ ñ. ç.óÉÎÁÑ.

�íÁÌÁÑ� ÚÁÄÁÞÁ óÉÎÁÑ. äÏËÁÚÁÔØ ÉÌÉ Ï�ÒÏ×ÅÒÇÎÕÔØ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎ-

ÎÏÍ ÕÇÌÅ × Rn

Ó �ÌÏÓËÉÍÉ ÓÔÅÎËÁÍÉ ÞÉÓÌÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÞÁÓÔÉ�Ù ÏÔ
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n = 2

x

n = 2

x

n > 3

x

n > 3

x

(a) (b)

òÉÓ. 6. �íÁÌÁÑ� (a) É �ÂÏÌØÛÁÑ� (b) ÚÁÄÁÞÉ óÉÎÁÑ

ÅÇÏ ÓÔÅÎÏË (i) ËÏÎÅÞÎÏ, É (ii) ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C

1

,

ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÕÇÌÁ, ÎÏ ÎÅ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ | �ÏÌÏÖÅÎÉÑ

É ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÞÁÓÔÉ�Ù (ÒÉÓ. 6a).

�âÏÌØÛÁÑ� ÚÁÄÁÞÁ óÉÎÁÑ. äÏËÁÚÁÔØ ÉÌÉ Ï�ÒÏ×ÅÒÇÎÕÔØ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÍ �ËÒÉ×Ï-

ÌÉÎÅÊÎÏÍ� ÕÇÌÅ Ó ÇÌÁÄËÉÍÉ ÓÔÅÎËÁÍÉ, ×Ù�ÕËÌÙÍÉ ×ÎÕÔÒØ ÕÇÌÁ (ÓÔÅÎËÉ | ÇÒÁÎÉ-

�Ù ×Ù�ÕËÌÙÈ ÔÅÌ, ÉÍÅÀÝÉÈ × ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÉ ÎÅ�ÕÓÔÏÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ) ÞÉÓÌÏ ÏÔÒÁÖÅ-

ÎÉÊ ÏÔ ÅÇÏ ÓÔÅÎÏË (i) ËÏÎÅÞÎÏ, É (ii) �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÈ ÎÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ

ÕÇÌÁ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C

2

, ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ

ÕÇÌÁ, ÎÏ ÎÅ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ, ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÅÍÙÈ ÎÁ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÕÀ ÞÁÓÔÉ�Õ (ÎÁ-

ÞÁÌØÎÏÇÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ É ÓËÏÒÏÓÔÉ).

ðÏÄ �ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÕÇÌÁ�

ñ. ç.óÉÎÁÊ ÉÍÅÌ × ×ÉÄÕ �ÏÈÏÖÅÓÔØ ÅÇÏ ÎÁ ��ÌÏÓËÉÊ� ÕÇÏÌ, Á ÉÍÅÎÎÏ: ÇÒÁÎÉ ËÒÉ-

×ÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÕÇÌÁ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍÉ, Ô. Å. ÎÅ ÉÍÅÔØ ÏÂÝÅÊ ËÁÓÁ-

ÔÅÌØÎÏÊ.

6. úÁÄÁÞÁ óÉÎÁÑ Ï ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑÈ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÛÁÒÏ× ×

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å

ïÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Ó ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁÍÉ �ÍÁÌÏÊ� É �ÂÏÌØÛÏÊ� ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÈ ÚÁÄÁÞ

ñ. ç.óÉÎÁÊ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÌ É ÉÈ �ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÅ� ÁÎÁÌÏÇÉ.

úÁÄÁÞÁ Ï ÞÁÓÔÉ�ÁÈ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ. äÏËÁÚÁÔØ ÉÌÉ Ï�ÒÏ×ÅÒÇÎÕÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÓÔÏÌË-

ÎÏ×ÅÎÉÊ × ÓÉÓÔÅÍÅ N ÞÁÓÔÉ� �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÍÁÓÓm

1

; : : : ;m

N

, Ä×ÉÖÕÝÉÈÓÑ ÎÁ ÂÅÓ-

ËÏÎÅÞÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ, (i) ËÏÎÅÞÎÏ, É (ii) ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎ-

ÔÙ C

1

= C

1

(m

1

; : : : ;m

N

), ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÍÁÓÓ, ÎÏ ÎÅ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ �ÏÌÏÖÅ-

ÎÉÊ ÞÁÓÔÉ� É ÉÈ ÓËÏÒÏÓÔÅÊ. ÷ÙÑÓÎÉÔØ ÈÁÒÁËÔÅÒ ÆÕÎË�ÉÉ C

1

= C

1

(m

1

; : : : ;m

N

).
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úÁÄÁÞÁ Ï ÛÁÒÁÈ. äÏËÁÚÁÔØ ÉÌÉ Ï�ÒÏ×ÅÒÇÎÕÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÊ N ÛÁ-

ÒÏ× (N ÄÉÓËÏ× × ÓÌÕÞÁÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉ) �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÒÁÄÉÕÓÏ× r

1

; : : : ; r

N

É ÍÁÓÓ m

1

; : : : ;m

N

, ÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈÓÑ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Rn

(n > 2), (i) ËÏÎÅÞÎÏ É (ii)

ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C

2

= C

2

(r

1

; : : : ; r

N

;m

1

; : : : ;m

N

),

ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÒÁÄÉÕÓÏ× É ÍÁÓÓ ÛÁÒÏ×, ÎÏ ÎÅ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ �ÏÌÏÖÅÎÉÊ ÛÁ-

ÒÏ× É ÉÈ ÓËÏÒÏÓÔÅÊ. ÷ÙÑÓÎÉÔØ ÈÁÒÁËÔÅÒ ÆÕÎË�ÉÉ C

2

=C

2

(r

1

; : : : ; r

N

;m

1

; : : : ;m

N

).

âÉÌÌÉÁÒÄÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ñ. ç.óÉÎÁÑ É ÅÇÏ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÞÁÓÔÉ�ÁÈ É ÛÁÒÁÈ �ÒÉ×ÌÅ-

ËÌÉ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÍÎÏÇÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×; ÉÈ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÎÑÌÏ �ÏÞÔÉ ÔÒÉÄ�ÁÔØ ÌÅÔ | Ó

ÓÅÒÅÄÉÎÙ 1970-È ÇÏÄÏ× É ÄÏ ËÏÎ�Á XX ×ÅËÁ.

7. òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ

7.1. �íÁÌÁÑ� ÚÁÄÁÞÁ óÉÎÁÑ

�íÁÌÁÑ� ÚÁÄÁÞÁ ÂÙÌÁ ÒÅÛÅÎÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ É ÒÁÚÎÙÍÉ ÍÅÔÏÄÁÍÉ

ÔÒÅÍÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÍÉ. ðÅÒ×ÙÍ ÅÅ �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÅÛÉÌ × 1978Ç. ÓÁÍ ñ. ç.óÉÎÁÊ ×

ÒÁÂÏÔÅ [10℄, ÄÏËÁÚÁ× ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×Á ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ Ï�ÅÎËÉ C

1

ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÕÄÁÒÏ×. æÁËÔÉÞÅÓËÉ ÜÔÏ

ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÅÑ×ÎÏ ÓÏÄÅÒÖÁÌÏÓØ ÕÖÅ × ÅÇÏ ÎÅÏ�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÏÊ ÒÕËÏ�ÉÓÉ [9℄

Ï ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑÈ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÛÁÒÏ×. ÷ ÜÔÏÊ ÒÕËÏ�ÉÓÉ, �ÏÍÉÍÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÞÉÓÌÁ

ÔÏÎËÉÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ, ××ÏÄÉÔÓÑ ÏÄÎÏ ×ÁÖÎÏÅ �ÏÎÑÔÉÅ: �ÏÔËÒÙÔÁÑ ÔÏÞËÁ ËÒÁÑ�.

çÒÕÂÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ q �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÓÒÁÚÕ ÎÅÓËÏÌØËÉÍ ÓÔÅÎËÁÍ ÍÎÏÇÏÍÅÒ-

ÎÏÇÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ, �ÒÉÞÅÍ ÓÔÅÎËÉ ×Ù�ÕËÌÙ ×ÎÕÔÒØ ÓÔÏÌÁ, ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 6b), É × ÜÔÕ

ÔÏÞËÕ ÍÏÖÎÏ | × ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÅÅ ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U

q

| ×ÓÔÁ×ÉÔØ �ÌÏÓËÉÊ

ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ (ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 6a) Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ q (ÔÏÞÎÅÅ | ÏËÒÅÓÔ-

ÎÏÓÔØ ×ÅÒÛÉÎÙ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÏÇÏ ÕÇÌÁ), ÔÏ ÔÏÞËÁ q ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÏÊ ÔÏÞËÏÊ

ËÒÁÑ. �ÏÞÎÅÅ, ÄÌÑ ÏÔËÒÙÔÏÊ ÔÏÞËÉ ËÒÁÑ q ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ

Q

q

= {e ∈ R
n | ∀ i (e;n

i

) > 0} (9)

ÎÅ ÌÅÖÉÔ × (n − 1)-ÍÅÒÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ; ÚÄÅÓØ n

1

; : : : ;n

k

| ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ

ÎÏÒÍÁÌÅÊ ËÏ ×ÓÅÍ ÓÔÅÎËÁÍ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ × ÉÈ ÏÂÝÅÊ ÔÏÞËÅ q, ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÙÅ ×ÎÕÔÒØ

ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÇÏ ÓÔÏÌÁ. îÁ ÒÉÓ. 7a) ÕËÁÚÁÎÁ ÏÔËÒÙÔÁÑ ÔÏÞËÁ ËÒÁÑ q | ×ÅÒÛÉÎÁ

ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÕÇÌÁ, × ËÏÔÏÒÙÊ (× ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U

q

) ×ÓÔÁ×ÌÅÎ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ

�ÌÏÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ. ïÔËÒÙÔÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ËÒÁÑ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÔÏÞËÉ

q

2

; q

3

É q

4

�ÌÏÓËÏÇÏ �ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ óÉÎÁÑ� ÎÁ ÒÉÓ. 7b), Á ×ÅÒÛÉÎÙ q

1

É q

5

ÔÏÇÏ ÖÅ ÂÉÌ-

ÌÉÁÒÄÁ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ. éÄÅÑ ñ. ç.óÉÎÁÑ ÓÏÓÔÏÑÌÁ × ÔÏÍ, ÞÔÏ

ÅÓÌÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏ× ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÞÁÓÔÉ�Ù × �ÌÏÓËÏÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÏÍ

ÕÇÌÅ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ q ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C

1

, ÔÏ × ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÏÍ ËÒÉ×ÏÌÉ-

ÎÅÊÎÏÍ ÕÇÌÅ Ó ÔÏÊ ÖÅ ×ÅÒÛÉÎÏÊ q, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÍ ÉÚ �ÌÏÓËÏÇÏ ÕÇÌÁ �×ÄÁ×ÌÉ×ÁÎÉÅÍ�

ÅÇÏ ÇÒÁÎÅÊ ×ÎÕÔÒØ (�ÒÉ ÜÔÏÍ ÓÔÅÎËÉ ÕÇÌÁ ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍÉ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÑÍÉ ×

ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ) ÞÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏ× ÎÅ ÂÕÄÅÔ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔØ kC

1

, ÇÄÅ k > 1, �ÏÓËÏÌØ-

ËÕ ×ÄÁ×ÌÅÎÎÙÅ ×ÎÕÔÒØ ÓÔÅÎËÉ ÍÏÇÕÔ ÌÉÛØ ÌÉÂÏ ÕÍÅÎØÛÉÔØ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏ×,

ÌÉÂÏ Õ×ÅÌÉÞÉÔØ, ÎÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ × ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ k ÒÁÚ. ïÄÎÁËÏ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÅ

ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ �ÒÉ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÜÔÏÊ ÉÄÅÉ, ÎÁÓÔÏÌØËÏ ×ÅÌÉËÉ (ÏÎÉ ×

ÏÓÎÏ×ÎÏÍ Ó×ÑÚÁÎÙ Ó �ÏÞÔÉ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÏÔ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÙÈ ÓÔÅ-

ÎÏË), ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ �ÂÏÌØÛÏÊ� ÚÁÄÁÞÉ ÎÅ ÂÙÌÏ ÄÏ×ÅÄÅÎÏ × ÒÕËÏ�ÉÓÉ ÄÏ ËÏÎ�Á. (ï

ÒÅÛÅÎÉÉ �ÂÏÌØÛÏÊ� ÚÁÄÁÞÉ ÓÍ. ÎÉÖÅ.)
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q

U

q

q

1

q

2

q

3

q

4

q

5

a) ïÔËÒÙÔÁÑ ÔÏÞËÁ ËÒÁÑ q b) q

2

; q

3

; q

4

| ÏÔËÒÙÔÙÅ, q

1

; q

5

| ÎÅÏÔ-

ËÒÙÔÙÅ ÔÏÞËÉ ËÒÁÑ

òÉÓ. 7.

äÒÕÇÉÅ Ä×Á ÒÅÛÅÎÉÑ �ÍÁÌÏÊ� ÚÁÄÁÞÉ �ÏÑ×ÉÌÉÓØ �ÏÓÌÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ñ. ç.óÉÎÁÑ Ó

Ä×ÕÍÑ ÒÁÚÒÙ×ÁÍÉ �ÒÉÍÅÒÎÏ × 10 ÌÅÔ ËÁÖÄÙÊ.

÷ÔÏÒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ç.á. çÁÌØ�ÅÒÉÎÙÍ × 1986Ç., Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎÏ × ËÎÉ-

ÇÅ [3℄. ëÁË É ÒÅÛÅÎÉÅ ñ. ç. óÉÎÁÑ, ÏÎÏ �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ

ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÏÄÎÁËÏ × ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ×Ï×ÌÅËÁÅÔÓÑ ÂÉÌÌÉÁÒÄ

ÎÁ (n− 1)-ÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ É ÎÁÇÌÑÄÎÙÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ.

�ÒÅÔØÅ ÒÅÛÅÎÉÅ �ÏÌÕÞÅÎÏ í.â.óÅ×ÒÀËÏÍ × [7℄. ïÎÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ

ÌÅÍÍÅ: ÅÓÌÉ ËÁËÁÑ-ÔÏ ÔÏÞËÁ × Rn

ÏÔÒÁÖÁÅÔÓÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �ÌÏÓ-

ËÏÓÔÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ (n − 1) É �ÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ ÜÔÏÊ

ÔÏÞËÉ ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÏÔÒÁÖÅÎÉÉ, ÔÏ ÞÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ËÏ-

ÎÅÞÎÏ É ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÆÕÎË�ÉÉ

É ÏÔ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ �ÌÏÓËÏÓÔÅÊ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÎÏ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÏÔÒÁ-

ÖÁÅÍÏÊ ÔÏÞËÉ. �ÅÏÒÅÍÁ óÉÎÁÑ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ

ÄÏ×ÏÌØÎÏ �ÒÏÓÔÏÊ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ.

7.2. úÁÄÁÞÁ Ï ÞÁÓÔÉ�ÁÈ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ

ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÞÁÓÔÉ�ÁÈ ÅÓÔØ �ÒÑÍÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ �ÏÌÏÖÉ-

ÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ �ÍÁÌÏÊ� ÚÁÄÁÞÉ óÉÎÁÑ: Ä×ÉÖÅÎÉÅ n ÞÁÓÔÉ� ÍÏÄÅÌÉÒÕÅÔÓÑ ÂÉÌ-

ÌÉÁÒÄÎÙÍ Ä×ÉÖÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÊ ÞÁÓÔÉ�Ù × Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÏÍ ÕÇÌÅ (Ó �ÌÏÓ-

ËÉÍÉ ÓÔÅÎËÁÍÉ) × Rn

. åÇÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ

ÚÁÄÁÞÉ Ï ÞÁÓÔÉ�ÁÈ.

÷ ÓÔÁÔØÅ ç.á. çÁÌØ�ÅÒÉÎÁ [1℄, �ÏÑ×É×ÛÅÊÓÑ × 1978Ç. ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Ó ÒÁÂÏ-

ÔÏÊ [10℄, ÂÙÌÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÏ ÄÒÕÇÏÅ, ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ

ÞÉÓÌÁ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÊ Õ�ÒÕÇÉÈ ÞÁÓÔÉ� ÎÁ �ÒÑÍÏÊ | ÎÏ ÂÅÚ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ �Ï ÎÁ-

ÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ Ï�ÅÎËÉ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÂÙÌÏ �ÏÌÕÞÅÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁ-

ÄÁÞÉ (i). ðÏÌÎÏÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÞÁÓÔÉ (ii) ÂÙÌÏ ×�ÅÒ×ÙÅ ÄÁÎÏ

ç.á. çÁÌØ�ÅÒÉÎÙÍ × ÒÁÂÏÔÅ [2, ðÒÉÌÏÖÅÎÉÅ 1℄, ÇÄÅ �ÒÉ×ÅÄÅÎÏ Ñ×ÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÌÑ

ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C

1

(m

1

; : : : ;m

N

):

C

1

(m

1

; : : : ;m

N

) = 2 ·
(
8N

2

(N − 1)

m

max

m

min

)
N−2

; (10)

ÚÄÅÓØ m

max

| ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ, Á m

min

| ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÉÚ ÍÁÓÓ m

1

; : : : ;m

N

.
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äÒÕÇÏÅ, �ÏÌÕÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ-�ÏÌÕÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÁÌ × 1992Ç.

í.â.óÅ×ÒÀË × Õ�ÏÍÑÎÕÔÏÊ ×ÙÛÅ ÒÁÂÏÔÅ [7℄. ÷ ÎÅÍ ÏÎ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÌ �ÓËÏÒÏÓÔÎÏÅ�

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓÉÓÔÅÍÙ ×ÍÅÓÔÏ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ, Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÚÁÔÅÍ �ÒÉÍÅÎÉÌ

Ó×ÏÀ ÉÄÅÀ ÏÂ ÏÔÒÁÖÅÎÉÉ ÔÏÞËÉ × ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÑÈ ÜÔÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. ÷ ÒÅ-

ÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÉÌÏÓØ ÎÏ×ÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ Ï�ÅÎËÉ

ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÕÄÁÒÏ× × ÓÉÓÔÅÍÅ ÞÁÓÔÉ�.

éÎÔÅÒÅÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÒÅÈ ÞÁÓÔÉ� m

1

;m

2

;m

3

ÎÁ �ÒÑÍÏÊ ÍÏÖÎÏ Ñ×ÎÏ ×Ù�ÉÓÁÔØ

×ÅÒÈÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ ÞÉÓÌÁ ÕÄÁÒÏ× ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ, �ÒÉÞÅÍ ÜÔÁ Ï�ÅÎËÁ, × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ

ÏÂÝÅÊ Ï�ÅÎËÉ (10), ÔÏÞÎÁ:

C

1

(m

1

;m

2

;m

3

) =

⌈
�

ar

os

r

m

1

m

3

(m

1

+m

2

)(m

2

+m

3

)

⌉
(11)

(ÚÄÅÓØ ⌈x⌉ | ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÂÏÌØÛÅÅ ÉÌÉ ÒÁ×ÎÏÅ x). ëÏÎÆÉÇÕÒÁ�É-

ÏÎÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÓÉÓÔÅÍÙ {m
1

;m

2

;m

3

} Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ä×ÕÇÒÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ × R3

,

ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÕÇÏÌ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÅÎ � = ar

os

√(
1 +

m

2

m

1

)−1

(
1 +

m

2

m

3

)−1

, Á ÞÉÓÌÏ

ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÈ ÕÄÁÒÏ× × �ÌÏÓËÏÍ ÕÇÌÅ � ×ÓÅÇÄÁ 6 ⌈�=�⌉ (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 2, ÒÁÚÄÅÌ III).

7.3. �âÏÌØÛÁÑ� ÚÁÄÁÞÁ óÉÎÁÑ É ÚÁÄÁÞÁ Ï ÛÁÒÁÈ, ÞÁÓÔØ (i)

åÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ËÁË É ÒÅÛÅÎÉÅ �ÍÁÌÏÊ� ÚÁÄÁÞÉ, ÂÙÌÏ ÔÁËÖÅ �ÏÌÕÞÅÎÏ ÔÒÅÍÑ ÍÁÔÅ-

ÍÁÔÉËÁÍÉ, ÏÄÎÁËÏ, × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ �ÍÁÌÏÊ� ÚÁÄÁÞÉ, ÎÅ ÓÏ×ÓÅÍ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ. ì.î.÷ÁÓ-

ÓÅÒÛÔÅÊÎ É ç.á. çÁÌØ�ÅÒÉÎ × 1978{ 1979ÇÇ. ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÌÉ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏ Ä×Á ÔÉ�Á ÓÉ-

ÓÔÅÍ ÞÁÓÔÉ� × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å: (a) �ÅÎÔÒÁÌØÎÏ ÏÔÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈÓÑ É (b) ÌÏËÁÌØÎÏ

×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÈ. äÌÑ ÔÁËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ ÏÎÉ �ÏÓÔÒÏÉÌÉ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÕÀ ÔÅÏÒÉÀ

×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÑ É ÄÏËÁÚÁÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ �ÌÅ×ÙÈ� É ��ÒÁ×ÙÈ�

ÓËÏÒÏÓÔÅÊ (ÎÅËÏÔÏÒÙÈ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÈ ÌÅ×ÙÈ É �ÒÁ×ÙÈ �ÒÅÄÅÌÏ× ×ÉÄÁ lim

�s

�t

), Á

ÔÁËÖÅ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÒÁÓ�ÁÄÅÎÉÉ ÓÉÓÔÅÍÙ (b) ÎÁ ÎÅ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÅ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏ-

ÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ×ÒÅÍÅÎÉ ÇÒÕ��Ù ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ (ËÌÁÓÔÅÒÙ). üÔÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ

ÓÏÓÔÁ×ÉÌÉ �ÅÒ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÓÔÁÔÅÊ [20℄ É [2℄.

÷ÔÏÒÙÅ ÞÁÓÔÉ ÜÔÉÈ ÓÔÁÔÅÊ �ÏÓ×ÑÝÅÎÙ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ ÕÄÁ-

ÒÏ× ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÞÁÓÔÉ�Ù × ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÏÍ ÕÇÌÅ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ËÏ-

ÎÅÞÎÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ×ÒÅÍÅÎÉ, Á ÚÁÔÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ ÕÄÁÒÏ× ×

ÓÉÓÔÅÍÅ Ô×ÅÒÄÙÈ ÛÁÒÏ× ÎÁ ×ÓÅÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ×ÒÅÍÅÎÉ [0;+∞). äÏËÁ-

ÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜÔÉÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ × ÏÂÅÉÈ ÓÔÁÔØÑÈ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅ�ÏÈÏÖÉ É ÏÓÎÏ×Ù-

×ÁÀÔÓÑ ÎÁ ÒÁÚÎÙÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ (É ÆÉÚÉÞÅÓËÉÈ!) ÉÄÅÑÈ.

åÝÅ ÏÄÎÏ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÚÁÄÁÞÉ Ï ÛÁÒÁÈ ÄÁÌ × 1990Ç. ËÁÎÁÄ-

ÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË R. Illner [15℄, Õ�ÒÏÓÔÉ×ÛÉÊ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ì.î.÷ÁÓÓÅÒÛÔÅÊÎÁ.

7.4. �âÏÌØÛÁÑ� ÚÁÄÁÞÁ óÉÎÁÑ É ÚÁÄÁÞÁ Ï ÛÁÒÁÈ, ÞÁÓÔØ (ii)

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ×Ï�ÒÏÓ (ii) × �ÂÏÌØÛÏÊ� ÚÁÄÁÞÅ óÉÎÁÑ ÂÕÄÅÔ ÚÁ×ÅÄÏ-

ÍÏ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ Ï�ÕÓÔÉÔØ ÓÌÏ×Á ��ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÈ ÎÁ ÇÅÏ-

ÍÅÔÒÉÀ ÕÇÌÁ� × ÅÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÙÊ

ÕÇÏÌ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÓÔÏÒÏÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ s

1

É s

2

×Ù�ÕËÌÙ ÎÁ×ÓÔÒÅÞÕ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ, ÎÏ

ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ t (ÒÉÓ. 8). åÓÌÉ ÚÁ�ÕÓÔÉÔØ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÕÀ ÞÁÓÔÉ�Õ �Á-

ÒÁÌÌÅÌØÎÏ t, ÔÏ ÏÎÁ �ÏÓÌÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÕÄÁÒÏ× ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ s

1

É s

2

, ÓÏÇÌÁÓÎÏ



âÉÌÌÉÁÒÄÙ É Õ�ÒÕÇÉÅ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑ ÞÁÓÔÉ� É ÛÁÒÏ× 79

q

s

1

s

2

t

òÉÓ. 8. îÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÕÄÁÒÏ× × �ÎÕÌÅ×ÏÍ� ÕÇÌÅ ÄÌÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ,

�ÒÉÂÌÉÖÁÀÝÅÊÓÑ Ë ÏÂÝÅÊ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÓÔÏÒÏÎÁÍ

ÔÅÏÒÅÍÅ ÷ÁÓÓÅÒÛÔÅÊÎÁ { çÁÌØ�ÅÒÉÎÁ { éÌÌÎÅÒÁ, ÂÕÄÅÔ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ Ó×ÏÂÏÄÎÏ ×ÄÏÌØ

�ÒÑÍÏÊ, ÕÄÁÌÑÑÓØ ÏÔ ×ÅÒÛÉÎÙ q É ÂÏÌØÛÅ ÎÅ ÓÏÕÄÁÒÑÑÓØ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ ÕÇÌÁ. ïÄ-

ÎÁËÏ, ÞÅÍ ÂÌÉÖÅ Ë ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ t ÍÙ ÚÁ�ÕÓÔÉÍ ÞÁÓÔÉ�Õ, ÔÅÍ ÂÏÌØÛÅ ÓÏÕÄÁÒÅÎÉÊ

ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ ÕÇÌÁ ÏÎÁ ÓÏ×ÅÒÛÉÔ, É ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÂÕÄÅÔ ÓÔÒÅÍÉÔØÓÑ Ë ∞ �ÒÉ �ÒÉ-

ÂÌÉÖÅÎÉÉ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ Ë t. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÄÅÑÔØÓÑ ÎÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ

ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ×Ï�ÒÏÓ (ii) × �ÂÏÌØÛÏÊ� ÚÁÄÁÞÅ óÉÎÁÑ, ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙ �ÎÅËÏÔÏ-

ÒÙÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ ÕÇÌÁ�. ÷ Ä×ÕÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÙÊ ÕÇÏÌ

ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ, Ô. Å. ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ t

1

É t

2

Ë ÓÔÏÒÏÎÁÍ s

1

É s

2

× ×ÅÒÛÉ-

ÎÅ q ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙ; ÔÏÇÄÁ ∠t
1

t

2

= � 6= 0. íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÁË

É × ÓÌÕÞÁÅ �ÌÏÓËÏÇÏ ÕÇÌÁ, ÄÌÑ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÕÇÌÁ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ

ÞÉÓÌÏ ÓÏÕÄÁÒÅÎÉÊ ÞÁÓÔÉ�Ù ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ ÕÇÌÁ 6 ⌈�=�⌉ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ III, õÔ×Å-

ÒÖÄÅÎÉÅ 1). ÷ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÎÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ ÕÇÌÁ� ÍÏÖÅÔ

ÓÌÕÖÉÔØ ÏÔËÒÙÔÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË ËÒÁÑ (ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÕ (9) É ÒÉÓ. 7) ÉÌÉ �ÏÈÏÖÅÅ

ÕÓÌÏ×ÉÅ. íÙ ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÉ ×ÙÛÅ, ÞÔÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ �ÏÎÑÔÉÑ �ÏÔËÒÙÔÏÊ ÔÏÞËÉ

ËÒÁÑ� × �ÒÑÍÏÍ ×ÉÄÅ ×ÅÄÅÔ Ë ÎÁÓÔÏÌØËÏ ÂÏÌØÛÉÍ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÍ ÔÒÕÄÎÏÓÔÑÍ, ÞÔÏ

�ÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÅ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÁËËÕÒÁÔÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ×ÅÒÈÎÀÀ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÕÀ Ï�ÅÎËÕ ÎÁ

ÞÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏ×.

îÁÍÎÏÇÏ ÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÙÍ É ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÂÏÌÅÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÍ ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÄÒÕ-

ÇÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÕÇÌÁ, ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ �d=C-ÂÌÉ-

ÚÏÓÔØ�, ××ÅÄÅÎÎÁÑ ä.âÕÒÁÇÏ, ó.æÅÒÌÅÇÅÒÏÍ É á.ëÁÎÏÎÅÎËÏ × ÒÁÂÏÔÅ [12℄.

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ C > 0 É ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ y ×ÎÕÔÒÉ ËÒÉ×ÏÌÉ-

ÎÅÊÎÏÇÏ ÕÇÌÁ ÎÁÊÄÅÍ ×ÓÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÏÔ ÎÅÅ ÄÏ ÓÔÅÎÏË ÕÇÌÁ dist(y;W

k

), ÒÁÓÓÔÏ-

ÑÎÉÅ dist(y;

⋂
N

k=1

W

k

) = dist(y; q) ÏÔ y ÄÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ÕÇÌÁ q (Ô. Å. ÄÏ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅ-

ÓÅÞÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ÓÔÅÎÏË), ÚÁÔÅÍ ÎÁÊÄÅÍ ×ÓÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ �

k

= dist(y;W

k

)= dist(y; q),

k = 1; : : : ; N . ëÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÙÊ ÕÇÏÌ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ Ó ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ

C > 0 ÉÌÉ ó-ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k = 1; : : : ; N É ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞ-

ËÉ y ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ �

k

(y) > C. ðÒÏÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ y d-

ÂÌÉÚËÁ ËÏ ×ÓÅÍ ÓÔÅÎËÁÍW

1

; : : : ;W

N

(Ô. Å. ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ6 d ÏÔ ËÁÖÄÏÊ

ÓÔÅÎËÉ), ÔÏ ÏÎÁ

d

C

-ÂÌÉÚËÁ Ë �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÀ ÜÔÉÈ ÓÔÅÎÏË (ÒÉÓ. 9). ëÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÙÊ

ÕÇÏÌ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÏ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ Æ > 0

É C > 0, ÞÔÏ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÕÇÌÁ Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ Æ-ÛÁÒÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ C-

ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ.

ïÓÎÏ×Ù×ÁÑÓØ ÎÁ ÔÁËÏÍ, �ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÍ� Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ

ÕÇÌÁ, ËÏÔÏÒÏÅ, ÏÔÍÅÔÉÍ, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ × ÓÍÙÓÌÅ óÉÎÁÑ, Á×ÔÏ-

ÒÙ ÓÔÁÔØÉ [12℄ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C

2

, ÔÒÅÂÕÅÍÏÊ

× �ÂÏÌØÛÏÊ� ÚÁÄÁÞÅ óÉÎÁÑ, (ii).
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q

y

d

1

d

2

d

min

{
d

1

d

; : : : ;

d

N

d

}
> C

òÉÓ. 9. îÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ ÕÇÌÁ Ó ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ C

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ë ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÏÍÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ ÓÉÓÔÅÍÙ ÛÁ-

ÒÏ×, ÏÎÉ �ÏÌÕÞÉÌÉ × [12℄ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÕÀ Ï�ÅÎËÕ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÕÄÁÒÏ× ÍÅÖ-

ÄÕ ÛÁÒÁÍÉ ×Ï ×ÓÅÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å:

C

2

(r

1

; : : : ; r

N

;m

1

; : : : ;m

N

) =

(
16

√
m

max

m

min

· rmax

r

min

·N3=2

)
N

2

: (12)

ðÏÚÄÎÅÅ, × ÒÁÂÏÔÅ [13℄, Á×ÔÏÒÁÍ ÕÄÁÌÏÓØ ÉÚÂÁ×ÉÔØÓÑ ÏÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÒÁ-

ÄÉÕÓÁÍÉ. ïÎÉ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÙÈ ÒÁÄÉÕÓÁÈ ÛÁÒÏ× ÞÉÓÌÏ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÊ ×

ÓÉÓÔÅÍÅ ÛÁÒÏ× ×Ï ×ÓÅÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ

C

2

= C

2

(m

1

; : : : ;m

N

), ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ �ÏÌÏÖÅÎÉÊ É ÓËÏÒÏÓÔÅÊ

ÛÁÒÏ×, Á ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÉÈ ÍÁÓÓ:

C

2

(m

1

; : : : ;m

N

) =

(
400N

2 · mmax

m

min

)
2N

4

: (13)

üÔÉÍÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑÍÉ ÂÙÌÁ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÁ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ × ÒÅÛÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞ

ñ. ç.óÉÎÁÑ. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÜÔÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÂÙÌÉ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÙ ÄÌÑ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÓÉ-

ÓÔÅÍÙ ÛÁÒÏ× × ÓÏÓÕÄÁÈ Ó �×ÄÁ×ÌÅÎÎÙÍÉ� ×ÎÕÔÒØ É �ÌÏÓËÉÍÉ ÓÔÅÎËÁÍÉ.

III. ëÒÁÔËÉÅ ÉÄÅÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×

÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ, �ÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÔÏÞÎÏÅ �ÒÁ×ÉÌÏ �ÅÒÅÓÞÅÔÁ

ÓËÏÒÏÓÔÅÊ ÞÁÓÔÉ� É ÛÁÒÏ× �ÏÓÌÅ ÉÈ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑ. úÁÔÅÍ ÄÁÄÉÍ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ËÏÎ-

ÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÄÌÑ ÞÁÓÔÉ� ÎÁ �ÒÑÍÏÊ É ÛÁÒÏ× × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å.

îÁËÏÎÅ�, ÓÄÅÌÁÅÍ ÒÅÄÕË�ÉÀ Ë ÂÉÌÌÉÁÒÄÁÍ É Ó×ÅÄÅÍ ÚÁÄÁÞÉ �ÒÏ ÞÁÓÔÉ�Ù É ÛÁ-

ÒÙ Ë ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÍ ÚÁÄÁÞÁÍ óÉÎÁÑ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ �ÒÉÓÔÕ�ÉÍ Ë ÉÚÌÏÖÅÎÉÀ ÉÄÅÊ

ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× ÔÅÏÒÅÍ, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÍÙ ÒÁÓÓËÁÚÙ×ÁÌÉ × ÞÁÓÔÉ II.

A. íÏÄÅÌØ ÕÄÁÒÁ

åÓÌÉ m

1

;m

2

| ÍÁÓÓÙ ÞÁÓÔÉ� ÎÁ �ÒÑÍÏÊ, v

1

; v

2

| ÉÈ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÄÏ ÕÄÁÒÁ, Á

u

1

; u

2

| ÓËÏÒÏÓÔÉ �ÏÓÌÅ ÕÄÁÒÁ, ÔÏ u

1

É u

2

ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÉÚ Ä×ÕÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, �ÅÒ×ÏÅ

ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÙÒÁÖÁÅÔ ÚÁËÏÎ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÉÍ�ÕÌØÓÁ, Á ×ÔÏÒÏÅ | ÚÁËÏÎ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ
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ÜÎÅÒÇÉÉ:






m

1

u

1

+m

2

u

2

= m

1

v

1

+m

2

v

2

= 
onst

1

;

m

1

u

2

1

2

+

m

2

u

2

2

2

=

m

1

v

2

1

2

+

m

2

v

2

2

2

= 
onst

2

:

(14)

O

1

O

2

v⊥

v‖

v

òÉÓ. 10. óÏÕÄÁÒÅÎÉÅ ÛÁÒÏ×

äÌÑ ÛÁÒÏ×, Ä×ÉÖÕÝÉÈÓÑ ÄÏ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔÑÍÉ v

1

É v

2

, Á �ÏÓÌÅ

ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑ | ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔÑÍÉ u

1

É u

2

, ÓÌÅÄÕÅÔ �ÏÓÔÕ�ÉÔØ ÔÁË. óÎÁÞÁÌÁ ËÁÖÄÕÀ

ÓËÏÒÏÓÔØ v

i

ÎÁÄÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ × ×ÅËÔÏÒÎÕÀ ÓÕÍÍÕ Ä×ÕÈ: ÓËÏÒÏÓÔÉ v

i;q ×ÄÏÌØ ÌÉÎÉÉ

�ÅÎÔÒÏ× O

1

O

2

É �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÅÊ ÓËÏÒÏÓÔÉ

v

i;⊥ (i = 1; 2), ÔÁË ÞÔÏ v

i;q | ÜÔÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ

�ÒÏÅË�ÉÑ v ÎÁ �ÒÑÍÕÀ O

1

O

2

, Á v

i;⊥ = v − v

i;q

(ÒÉÓ 10). ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÛÁÒÙ ×ÄÏÌØ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ

O

1

O

2

ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ËÁË ÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÅ-

ÓÑ ÞÁÓÔÉ�Ù, �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÄÌÑ ÉÈ ÓËÏÒÏÓÔÅÊ v

1;q É

v

2;q ÆÏÒÍÕÌÙ (14), ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ÎÏ×ÙÈ

ÓËÏÒÏÓÔÅÊ ÜÔÉÈ ÞÁÓÔÉ� u

1;q É u

2;q, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ

ÎÁÊÔÉ ÓËÏÒÏÓÔÉ �ÏÓÌÅ ÕÄÁÒÁ:

u

1

= u

1;q + v

1;⊥; u

2

= u

2;q + v

2;⊥: (15)

éÔÁË, �ÅÒÅÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓËÏÒÏÓÔÅÊ ÛÁÒÏ× �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÌÉÛØ ×ÄÏÌØ ÌÉÎÉÉ �ÅÎ-

ÔÒÏ×, Á ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ. îÉËÁËÏÇÏ ÚÁËÒÕÞÉ-

×ÁÎÉÑ ÛÁÒÏ× ÔÁËÖÅ ÎÅ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÛÁÒÙ,

ËÁË �ÒÁÓ�ÕÈÛÉÅ� ÞÁÓÔÉ�Ù. (ëÏÎÅÞÎÏ, ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÀ ÒÅÁÌØÎÙÈ ÛÁÒÏ× ÎÁ ÂÉÌÌÉ-

ÁÒÄÎÏÍ ÓÔÏÌÅ ÓÏ�ÕÔÓÔ×ÕÅÔ ×ÒÁÝÅÎÉÅ, ÎÏ ÜÔÏ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÉÚ-ÚÁ ÎÁÌÉÞÉÑ

ÔÒÅÎÉÑ. âÅÚ ÔÒÅÎÉÑ ×ÒÁÝÅÎÉÅ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ, É ÍÙ ÎÅ ÄÏÌÖÎÙ �ÒÉÎÉÍÁÔØ × ÒÁÓÞÅÔ

× ÎÁÛÅÊ ÍÏÄÅÌÉ ÍÏÍÅÎÔÙ ÉÎÅÒ�ÉÉ ÛÁÒÏ×.)

éÎÔÅÒÅÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÛÁÒÙ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀ ÍÁÓÓÕ, �ÒÉÞÅÍ ÏÄÉÎ ÛÁÒ �ÏËÏ-

ÉÔÓÑ, ÔÏ �ÒÉ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÍ ÕÄÁÒÅ (×ÄÏÌØ ÌÉÎÉÉ O

1

O

2

) ÎÁÌÅÔÅ×ÛÉÊ ÛÁÒ �ÏÌÎÏÓÔØÀ

ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ, Á �ÏËÏÑÝÉÊÓÑ ÎÁÞÉÎÁÅÔ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ ÎÁÌÅÔÅ×ÛÅÇÏ;

ÄÅÌÏ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÔÁË, ÂÕÄÔÏ �ÅÒ×ÙÊ ÛÁÒ �ÒÏÛÅÌ ÓË×ÏÚØ ×ÔÏÒÏÊ É ÏÎÉ �ÒÏÓÔÏ ÏÂ-

ÍÅÎÑÌÉÓØ ÎÏÍÅÒÁÍÉ. ðÒÉ ÎÅ�ÅÎÔÒÁÌØÎÏÍ ÕÄÁÒÅ ÔÁËÁÑ ÖÅ ËÁÒÔÉÎÁ ÎÁÂÌÀÄÁÅÔÓÑ

ÄÌÑ ÓËÏÒÏÓÔÉ v

1;q, É �ÏÜÔÏÍÕ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÛÁÒÙ ÒÁÚÌÅÔÁÀÔÓÑ (�Ï ÔÅÏÒÅÍÅ ðÉÆÁ-

ÇÏÒÁ) �ÏÄ ÕÇÌÏÍ 90

◦
. äÌÑ ÛÁÒÏ× ÒÁÚÎÙÈ ÍÁÓÓ ËÁÒÔÉÎÁ ÒÁÚÌÅÔÁ ÎÁÍÎÏÇÏ ÓÌÏÖÎÅÅ.

B. ëÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÞÁÓÔÉ� ÎÁ �ÒÑÍÏÊ

ðÕÓÔØ x

1

6 x

2

6 x

3

6 : : : 6 x

N

| ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÞÁÓÔÉ� Ó ÍÁÓÓÁÍÉ m

1

;m

2

,

m

3

; : : : ;m

N

, ÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈÓÑ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÚÁËÏÎÁÍ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ (14). ëÏÎ-

ÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ x = (x

1

; : : : ; x

N

) ∈ RN

Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÍÅÖÄÕ ÓÏÕÄÁ-

ÒÅÎÉÑÍÉ ÞÁÓÔÉ� É ÍÅÎÑÅÔ Ó×ÏÀ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÀ, ÅÓÌÉ ËÁËÉÅ-ÔÏ Ä×Å ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÞÁÓÔÉ�Ù

m

i

É m

i+1

ÓÔÁÌËÉ×ÁÀÔÓÑ. ÷ ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ x

i

= x

i+1

, Á ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁ-

ÔÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙ (ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Ä×ÏÊÎÙÅ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑ ÍÙ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙ ÏÔÂÒÏÓÉÍ).

õÒÁ×ÎÅÎÉÅ x

i

= x

i+1

ÚÁÄÁÅÔ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ �

i

× R
N

; ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÏÞËÁ x

ËÁË-ÔÏ ÏÔÒÁÖÁÅÔÓÑ ÏÔ �ÌÏÓËÏÓÔÉ �

i

. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ m

i

= m

i+1

, ÔÏ ÜÔÏ ÏÔÒÁÖÅ-

ÎÉÅ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÅ, ÎÏ �ÒÉ m

i

6= m

i+1

ÜÔÏ ÕÖÅ ÎÅ ÔÁË. ðÌÏÓËÏÓÔÉ �

1

; : : : ;�

N−1

ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÓÔÅÎËÉ (N − 1)-ÇÒÁÎÎÏÇÏ ÕÇÌÁ × RN

(ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × R3

ÜÔÏ Ä×ÕÇÒÁÎ-

ÎÙÊ ÕÇÏÌ, ÓÍ. ÒÉÓ. 11), Á ÞÁÓÔØ Q �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á RN

, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÁÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ
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�

1

�

2

n

1

n

2

Q

x

òÉÓ. 11. ëÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Q ÓÉÓÔÅÍÙ ÞÁÓÔÉ� ÎÁ �ÒÑÍÏÊ | ÍÎÏ-

ÇÏÇÒÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ x

1

6 x

2

6 : : : 6 x

N

× RN

x

1

6 x

2

6 : : : 6 x

N

| ÓÁÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ. ïÎ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÙÍ

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ Q ⊂ R
N

ÓÉÓÔÅÍÙ N ÞÁÓÔÉ�.

C. ëÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÛÁÒÏ×

ðÕÓÔØ ÛÁÒÙ ÒÁÄÉÕÓÏ× r

1

É r

2

ÓÔÏÌËÎÕÌÉÓØ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Rn

, ÔÏÇÄÁ

(x

1

− y

1

)

2

+ (x

2

− y

2

)

2

+ : : :+ (x

n

− y

n

)

2

= (r

1

+ r

2

)

2

; (16)

ÇÄÅ O

1

= (x

1

; : : : ; x

n

) É O

2

= (y

1

; : : : ; y

n

) | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ �ÅÎÔÒÏ× ÛÁÒÏ× × ÍÏÍÅÎÔ

ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑ. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï (16) ÚÁÄÁÅÔ (2n − 1)-ÍÅÒÎÙÊ �ÉÌÉÎÄÒ ã × R2n

. åÓÌÉ

ÚÁÍÅÎÉÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × (16) ÎÁ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï <, ÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÒÁÓ-

�ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÛÁÒÏ× × Rn

É ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÝÁÑ ÔÏÞËÁ (x

1

; : : : ; x

n

; y

1

; : : : ; y

n

) �ÏÜÔÏÍÕ ÎÅ

ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ×ÎÕÔÒÉ �ÉÌÉÎÄÒÁã . ïÄÎÁËÏ ÏÎÁ ÍÏÖÅÔ �Ï�ÁÓÔØ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ

�ÉÌÉÎÄÒÁ ã , ÞÔÏ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÀ ÛÁÒÏ×, Á ÔÁËÖÅ ÌÅÔÁÔØ ×ÎÅ �ÉÌÉÎÄÒÁ |

ÔÏÇÄÁ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (16) ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï >, É ÛÁÒÙ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÎÁ ÎÅËÏ-

ÔÏÒÏÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ N ÛÁÒÏ× × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Rn

, É �ÕÓÔØ ÛÁÒÙ #i É #k

ÓÔÏÌËÎÕÌÉÓØ. äÌÑ ÎÉÈ ÔÏÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (16) (× ËÏÔÏÒÏÍ ËÏ ×ÓÅÍ ËÏ-

ÏÒÄÉÎÁÔÁÍ x ÎÁÄÏ ÄÏÂÁ×ÉÔØ ÉÎÄÅËÓ i, ËÏ ×ÓÅÍ y | ÉÎÄÅËÓ k, Á r

1

; r

2

ÚÁÍÅÎÉÔØ

ÎÁ r

i

; r

k

), Á ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÛÁÒÏ× | ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï >. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÙ �ÏÌÕ-

ÞÁÅÍ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ x × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å RNn

, ÌÅÖÁÝÕÀ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å

C

ij

= ã

ij

× R
nN−2n

: (17)

C

ij

| ÜÔÏ ÔÏÖÅ �ÉÌÉÎÄÒ, ÎÏ ÕÖÅ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å RnN

, É Õ ÎÅÇÏ ÇÒÁÎÉ�Á × ÎÁ-

�ÒÁ×ÌÅÎÉÑÈ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ R2n

, × ËÏÔÏÒÏÍ ÌÅÖÉÔ �ÉÌÉÎÄÒ ã ,

�ÌÏÓËÁÑ. ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ËÒÉ×ÉÚÎÕ �ÉÌÉÎÄÒ C

ij

ÉÍÅÅÔ ÔÏÌØËÏ ×ÄÏÌØ �ÉÌÉÎ-

ÄÒÁ ã

ij

.
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x

Q

òÉÓ. 12. ëÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÛÁÒÏ× Q ⊂ RnN

�ÏÞËÁ x ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÌÅÖÁÔØ ×ÎÕÔÒÉ �ÉÌÉÎÄÒÁ C

ij

, �ÏÓËÏÌØËÕ ÛÁÒÙ ÎÅ�ÒÏÚÒÁÞ-

ÎÙ. �ÁË ÞÔÏ x ÌÅÖÉÔ ×ÎÅ ×ÓÅÈ �ÉÌÉÎÄÒÏ×, ÞÉÓÌÏ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÏ

(
N

2

)
=

N(N−1)

2

,

É �ÏÜÔÏÍÕ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ Q ÓÉÓÔÅÍÙ ÛÁÒÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ RnN

Ó

×ÙËÉÎÕÔÙÍÉ ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÑÍÉ �ÉÌÉÎÄÒÏ× (17):

Q = R
nN −

(
⋃

i 6=j

(intC

ij

)

)
: (18)

÷ÁÖÎÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÉ ×ÓÅÈ �ÉÌÉÎÄÒÏ× C

ij

| ×Ù�ÕËÌÙÅ ÔÅÌÁ, É

ÞÔÏ

⋂

i 6=j

(intC

ij

) 6= ∅: (19)

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ x ÔÁËÏÅ,

ËÏÇÄÁ ÏÄÉÎ ÉÌÉ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÛÁÒÏ× �ÒÏÎÉËÌÉ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ

ÛÁÒÙ ÉÍÅÀÔ ÎÅ�ÕÓÔÏÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ × Rn

, ÔÏ ÉÍ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÁÑ ÔÏÞËÁ

× RnN

, ÌÅÖÁÝÁÑ × �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÅÊ ×ÓÅÈ �ÉÌÉÎÄÒÏ× intC

ij

. ðÏÜÔÏÍÕ

�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÅÊ �ÉÌÉÎÄÒÏ× ÎÅ�ÕÓÔÏ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×Ù�ÕËÌÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ-

×ÏÍ (ËÁË �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ×Ù�ÕËÌÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×).

÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Q | ËÒÉ×Ï-

ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ (× ÓÉÌÕ (19)), Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÓÅ ÓÔÅÎËÉ �×ÄÁ×ÌÅÎÙ

×ÎÕÔÒØ� Q (ÔÁË ËÁË ×ÓÅ �ÉÌÉÎÄÒÙ | ×Ù�ÕËÌÙ). ïÄÎÁËÏ, ËÁË É × ÓÌÕÞÁÅ ÞÁÓÔÉ� ÎÁ

�ÒÑÍÏÊ, Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ x × Q ⊂ RnN

ÂÕÄÅÔ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÍ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ m

i

= m

j

,

É ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÔÁËÏ×ÙÍ �ÒÉ m

i

6= m

j

(ÒÉÓ. 12).

D. òÅÄÕË�ÉÑ Ë ÂÉÌÌÉÁÒÄÕ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Q ⊂ RnN

(ÞÁÓÔÉ� ÎÁ �ÒÑÍÏÊ

�ÒÉ n = 1, ÉÌÉ ÛÁÒÏ× × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R
n

). óÄÅÌÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÅ-

ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á RnN

, ËÏÔÏÒÏÍÕ ÔÁËÖÅ �ÏÄ×ÅÒÇÎÅÔÓÑ ËÁË ÍÎÏÇÏÇÒÁÎ-

ÎÙÊ ÕÇÏÌ Q, ÔÁË É ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ x:

~x

i

=

√
m

i

· x
i

; i = 1; : : : ; nN: (20)
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éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÁÔÒÉ�Á A ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ | ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ, Ó ÞÉÓÌÁÍÉ√
m

1

; : : : ;

√
m

N

�Ï ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ: A = diag(

√
m

1

; : : : ;

√
m

N

). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓËÏÒÏÓÔØ

Ä×ÉÖÅÎÉÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ �ÏÄ×ÅÒÇÎÅÔÓÑ ÔÏÍÕ ÖÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ:

~v

i

=

d~x

i

dt

=

√
m

i

dx

i

dt

=

√
m

i

v

i

: (21)

÷ÙÂÒÁ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÅÄÉÎÉ�Õ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÌÎÁÑ ËÉ-

ÎÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ ×ÓÅÈ ÛÁÒÏ× (ÉÌÉ ÞÁÓÔÉ� �ÒÉ n = 1) ÒÁ×ÎÁ E = 1=2. �ÏÇÄÁ

ÓËÏÒÏÓÔØ v(t) = (

√
m

1

v

1

(t); : : : ;

√
m

N

v

N

(t)) = (~v

1

(t); : : : ; ~v

nN

(t)) ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎ-

ÎÏÊ ÔÏÞËÉ x = (x

1

; : : : ; x

nN

) ÉÍÅÅÔ ÍÏÄÕÌØ 1:

|v(t)|2 =
Nn∑

i=1

|~v
i

(t)|2 = 2E = 1: (22)

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÉÎÁ ×ÅËÔÏÒÁ v(t) ×ÓÅÇÄÁ �ÏÓÔÏÑÎÎÁ É ÒÁ×ÎÁ 1. úÁËÏÎ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ

ÉÍ�ÕÌØÓÁ (14) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÅÒÅ�ÉÓÁÎ × ×ÉÄÅ

m

1

v

1

+m

2

v

2

=

√
m

1

~v

1

+

√
m

2

~v

2

=

(√
m

1√
m

2

)
·
(
~v

1

~v

2

)
= |~m| · |−→~v | · 
os' = 
onst; (23)

ÇÄÅ ~m =

(√
m

1√
m

2

)
,

−→
~
v =

(
~v

1

~v

2

)
, Á ' | ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ ~m É

−→
~
v . òÁÓÓÍÁÔÒÉ-

×ÁÑ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÅ ÔÏÌØËÏ Ä×ÕÈ ÛÁÒÏ×, #1 É #2, É ÎÅ ÍÅÎÑÑ ÓËÏÒÏÓÔÅÊ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ

ÛÁÒÏ×, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ |−→~v | = 1, |~m| = 
onst

1

, ÔÁË ÞÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (23) ÕÔ×ÅÒÖÄÁ-

ÅÔ: ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÈ �Ï ÄÌÉÎÅ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ

�ÏÓÌÅ ÕÄÁÒÁ. úÎÁÞÉÔ, 
os' = 
onst

2

, Á ÔÁË ËÁË ÕÇÏÌ ' ÄÏÌÖÅÎ ÉÚÍÅÎÉÔØÓÑ �ÏÓÌÅ

ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ, ÔÏ ÏÎ �ÒÏÓÔÏ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË. üÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ ~x ÏÔÒÁÖÁ-

ÅÔÓÑ ÏÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÓÔÅÎËÉ ÕÇÌÁ Q �Ï ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÍÕ ÚÁËÏÎÕ (�ÏÄÒÏÂÎÏÅ

ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÍ. × [2, Ó. 164{165℄). òÅÄÕË�ÉÑ Ë ÂÉÌÌÉÁÒÄÕ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÁ.

�Å�ÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÒÉÓÔÕ�ÉÔØ Ë ËÒÁÔËÏÍÕ ÉÚÌÏÖÅÎÉÀ ÉÄÅÊ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×.

1. �íÁÌÁÑ� ÚÁÄÁÞÁ óÉÎÁÑ

�ÅÏÒÅÍÁ 1. þÉÓÌÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÌÀÂÏÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ × ÍÎÏÇÏ-

ÇÒÁÎÎÏÍ ÕÇÌÅ Q Ó �ÌÏÓËÉÍÉ ÓÔÅÎËÁÍÉ × Rn

ËÏÎÅÞÎÏ; ÏÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ Ó×ÅÒÈÕ ÎÅ-

ËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ C

1

, ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÕÇÌÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÎÁÇÌÑÄÎÏÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï,

ÓÌÅÄÕÑ [3℄. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÓÆÅÒÕ S

n−1 ⊂ Rn

Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ×ÅÒÛÉÎÅ q ÍÎÏ-

ÇÏÇÒÁÎÎÏÇÏ ÕÇÌÁ É Ó�ÒÏÅËÔÉÒÕÅÍ ÜÔÏÔ ÕÇÏÌ ÎÁ ÓÆÅÒÕ ÉÚ �ÅÎÔÒÁ q (ÓÍ. ÒÉÓ. 13a).

ðÏÌÕÞÉÍ ×Ù�ÕËÌÙÊ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË P ⊂ S

n−1

. ðÒÉ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ

�ÒÏÅË�ÉÉ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÁÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ 
 ÞÁÓÔÉ�Ù x × ÕÇÌÅ �ÅÒÅÊÄÅÔ × ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÕÀ

ÔÒÁÅËÔÏÒÉÀ �
 �ÒÏÅË�ÉÉ x × ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÅ P (× ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ ÍÅÔÒÉËÅ). ÷Ù�ÒÑ-

ÍÉÍ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÀ 
 × Rn

, ÏÔÒÁÖÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÕÇÏÌ Q ×ÍÅÓÔÅ Ó ÔÒÁÅËÔÏÒÉÅÊ 


ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÅÈ ÅÇÏ ÇÒÁÎÅÊ, ÏÔ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÒÁÖÁÅÔÓÑ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÁÑ ÞÁÓÔÉ�Á x,

Ä×ÉÖÕÝÁÑÓÑ ×ÄÏÌØ 
. ðÏÌÕÞÉÍ �ÒÑÍÕÀ ` × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Rn

; ÅÅ �ÒÏÅË�ÉÑ ÎÁ

ÓÆÅÒÕ | �ÏÌÏ×ÉÎÁ ÂÏÌØÛÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ � (ÓÍ. ÒÉÓ. 13b). óÌÅ-

ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÁÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ �
 ÞÁÓÔÉ�Ù
�
x × P ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÄÌÉÎÕ,

ÒÁ×ÎÕÀ �.
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q

x




Q

P
S

n−1

x

`

q

P

"

"

"

"

"

a) b) 
)

òÉÓ. 13. a) ãÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ �ÒÏÅË�ÉÑ Q → P ; b) ðÒÏÅË�ÉÑ ×Ù�ÒÑÍÌÅÎÎÏÊ ÔÒÁÅË-

ÔÏÒÉÉ ÎÁ S

n−1

; 
) ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ �
 × P

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ×Q �ÒÏ×ÅÄÅÍ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï ÒÁÚ-

ÍÅÒÎÏÓÔÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ (ÓÍ. ÒÉÓ. 13
) ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ ×ÓÅÈ ÇÒÁÎÅÊ P ,
ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 2 (Ô. Å. ×ÅÒÛÉÎÙ, ÒÅÂÒÁ É Ô. Ä., ÄÏ ÇÒÁÎÅÊ ÒÁÚ-

ÍÅÒÎÏÓÔÉ n−2). ÷ÎÕÔÒÉ ËÁÖÄÏÊ ÔÁËÏÊ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÁÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ �


ÏÔÒÁÖÁÅÔÓÑ ÏÔ ÕÇÌÁ ÍÅÎØÛÅÊ, ÞÅÍ n, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÞÁ-

ÓÔÉ�Ù x, �ÏËÁ ÏÎÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÉÚ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ, ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ

�Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ. õÂÅÒÅÍ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ; ÔÏ-

ÇÄÁ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÞÁÓÔÅÊ ÇÒÁÎÅÊ P ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1 ÂÕÄÅÔ ÎÅÓ×ÑÚÎÏ

(ÏÎÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ËÕÓËÏ× (n−1)-ÍÅÒÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ), ÔÁË
ÞÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ Ä×ÕÍÑ ÔÁËÉÍÉ ÞÁÓÔÑÍÉ ÏÔÄÅÌÅÎÏ ÓÎÉÚÕ ÏÔ ÎÕÌÑ

ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ C. ëÏÎÓÔÁÎÔÁ C ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P É

ÞÉÓÌÁ ". óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÞÁÓÔÉ�Á
�
x ÍÏÖÅÔ �ÏÂÙ×ÁÔØ × ËÁÖÄÏÊ ÉÚ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ

ÎÅ ÂÏÌÅÅ ⌈�=C⌉ ÒÁÚ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÏÂÝÁÑ ÄÌÉÎÁ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ �
 ÒÁ×ÎÁ �.

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÞÁÓÔÉ�Á x ÏÔÒÁÚÉÔÓÑ ÏÔ ÇÒÁÎÅÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P ËÏÎÅÞÎÏÅ

ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÅÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C

1

, ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÇÅÏ-

ÍÅÔÒÉÉ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P . úÎÁÞÉÔ, É ÞÉÓÌÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÞÁÓÔÉ�Ù �
x

× ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÏÍ ÕÇÌÅ Q ÔÁËÖÅ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ C

1

, �ÒÉÞÅÍ C

1

ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ

ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÕÇÌÁ Q. �ÅÏÒÅÍÁ 1 ÄÏËÁÚÁÎÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ÒÁÂÏÔÅ ñ. ç.óÉÎÁÑ [10℄ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ×ÅÄÅÔÓÑ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï

ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ É ÏÔ �ÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ | Ñ×ÎÏ ×Ù�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, �ÒÅÄ-

�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏ× ÍÏÖÅÔ ÅÅ �ÒÅ×ÚÏÊÔÉ, Á ÚÁÔÅÍ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÒÏÔÉ×Ï-

ÒÅÞÉÅ.

÷ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å í.â.óÅ×ÒÀËÁ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÆÕÎË�ÉÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÆÉÇÕÒÉÒÕÅÔ

× ÅÇÏ ÌÅÍÍÅ (ÓÍ. II, 7.1), ÂÅÒÅÔÓÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÞÁÓÔÉ�Ù Ó

ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ ×ÎÕÔÒÉ ÕÇÌÁ Q (ÒÉÓ. 14).

ðÕÓÔØ O | ×ÅÒÛÉÎÁ ÕÇÌÁ Q,

−→
OA = v

−
É

−−→
OB = v

+

, F | ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ

ÔÏÞËÁ ×ÎÕÔÒÉ ÕÇÌÁ. �ÁË ËÁË ∠AO� = ∠BO� (v

+

�ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ v

−
ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ

ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÌÏÓËÏÓÔÉ �), ÔÏ ∠AOF > ∠BOF , �ÏÜÔÏÍÕ f(B) = (

−−→
OF;

−−→
OB) =

= |−−→OF | · |−−→OB| 
os∠BOF > |−−→OF | · |−→OA| 
os∠AOF = (

−−→
OF ;

−→
OA) = f(A), É ÌÉÎÅÊ-

ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ �ÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÔÏÞËÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÒÁÎÉ

ÕÇÌÁ Q. ÷ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ óÅ×ÒÀËÁ, ÔÁËÏÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÅ ÍÏÖÅÔ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔØ ÌÉÛØ
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O

B

F

�

A

v

+

v

−

òÉÓ. 14.æÕÎË�ÉÑ f(x) = (

−−→
OX;

−−→
OF ) ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ �ÒÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÉ ÏÔ ÇÒÁÎÉ: f(B) >

> f(A)

ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ, ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ (�Ï ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÎÅËÏÔÏ-

ÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ C

1

, ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÔÏÌØËÏ ÏÔ Q.

2. þÁÓÔÉ�Ù ÎÁ �ÒÑÍÏÊ

�ÅÏÒÅÍÁ 2. (a) íÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏ× × ÓÉÓÔÅÍÅ ÔÒÅÈ ÞÁÓÔÉ� m

1

;m

2

,

m

3

ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (11).

(b) þÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏ× × ÓÉÓÔÅÍÅ ÞÁÓÔÉ� Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ ÍÁÓÓÁÍÉ ËÏÎÅÞÎÏ.

(Ó) þÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏ× × ÓÉÓÔÅÍÅ ÞÁÓÔÉ� Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ ÍÁÓÓÁÍÉ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÏÇÒÁ-

ÎÉÞÅÎÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ C

1

(m

1

; : : : ;m

n

) �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (10).

éÄÅÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á. (a) ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ N(�) ÏÔ-

ÒÁÖÅÎÉÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÞÁÓÔÉ�Ù × ÕÇÌÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ � ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÏ ⌈�=�⌉,
ÅÓÌÉ �=� =∈ Z, É ÒÁ×ÎÏ �=�, ÅÓÌÉ �=� ∈ Z (ÒÉÓ. 15). ëÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÏÅ �ÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓÉÓÔÅÍÙ ÔÒÅÈ ÞÁÓÔÉ� | ÜÔÏ Ä×ÕÇÒÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ Q = {(x
1

; x

2

; x

3

) ∈
∈ R

3 | x
1

6 x

2

6 x

3

}, ÉÌÉ, �ÏÓÌÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ A = diag(

√
m

1

;

√
m

2

;

√
m

3

),

Ä×ÕÇÒÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ

~

Q = {(~x
1

; ~x

2

; ~x

3

) ∈ R3 | ~x

1√
m

1

6
~x

2√
m

2

6
~x

3√
m

3

}, × ËÏÔÏÒÏÍ �ÒÅ-

ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÁÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ �
 | ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÁÑ. ìÉÎÅÊÎÙÊ ÕÇÏÌ � ÜÔÏÇÏ Ä×ÕÇÒÁÎÎÏ-

ÇÏ ÕÇÌÁ ÒÁ×ÅÎ ÕÇÌÕ ÍÅÖÄÕ ÅÄÉÎÉÞÎÙÍÉ ÎÏÒÍÁÌÑÍÉ n

1

= (1=

√
m

1

;−1=√m
2

; 0) É

x

�

òÉÓ. 15. ÷Ù�ÒÑÍÌÅÎÉÅ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ × ÕÇÌÅ � É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï N(�) <

<

�

�

+ 1
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n

2

= (0;−1=√m
2

;−1=√m
3

) Ë ÅÇÏ ÇÒÁÎÑÍ (ÓÍ. ÒÉÓ. 11). ðÏÜÔÏÍÕ

� = ar

os

(n

1

;n

2

)

|n
1

| · |n
2

| = ar

os

1=m

2

r

1

m

1

+

1

m

2

r

1

m

2

+

1

m

3

:

ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ �ÒÏÅË�ÉÑ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ �
 ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔØ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØ-

ÎÕÀ ÇÒÁÎÑÍ ÕÇÌÁ

�

Q, ÔÁËÖÅ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÁÑ × �ÌÏÓËÏÍ ÕÇÌÅ �. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÁËÓÉ-

ÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÅÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÒÁ×ÎÏ ⌈�=�⌉ = C

1

(m

1

;m

2

;m

3

), ÇÄÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ Ó�ÒÁ×Á

×ÚÑÔÁ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (11). åÓÌÉ m

1

= m

2

= m

3

= m, �ÏÌÕÞÁÅÍ C

1

(m

1

;m

2

;m

3

) = 3,

ËÁË É ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÄÌÑ ÒÁ×ÎÙÈ ÍÁÓÓ.

(b) ëÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÕÄÁÒÏ× × ÓÉÓÔÅÍÅ ÞÁÓÔÉ� (ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÒÁ×ÎÏ-

ÍÅÒÎÏÊ Ï�ÅÎËÉ) ÄÏËÁÖÅÍ ÏÔ �ÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ, ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï ÞÉÓÌÕ ÞÁÓÔÉ�. äÌÑ n = 3

ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ × �ÕÎËÔÅ (a).

ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏ× × ÓÉÓÔÅÍÅ 
 n > 4 ÞÁÓÔÉ�ÁÍÉ ÂÅÓËÏÎÅÞ-

ÎÏ. äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÞÁÓÔÉ�Ù i É i + 1 ÓÔÁÌËÉ×ÁÀÔÓÑ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ

ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ; ÔÏÇÄÁ Ó ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÍÏÍÅÎÔÁ t

0

ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ �ÒÅËÒÁ-

ÝÁÀÔÓÑ, É ×ÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ Ä×Å ÎÅ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÅ �ÏÄÓÉÓÔÅÍÙ:

I = ÞÁÓÔÉ�Ù (1; 2; : : : ; i) É II = ÞÁÓÔÉ�Ù (i + 1; i + 2; : : : ; n). ðÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ

ÉÎÄÕË�ÉÉ ÞÉÓÌÏ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÊ × ËÁÖÄÏÊ ÉÚ �ÏÄÓÉÓÔÅÍ I É II ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÁË ÞÔÏ É

×Ï ×ÓÅÊ ÓÉÓÔÅÍÅ I∪ II ÉÚ n ÞÁÓÔÉ� ÞÉÓÌÏ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÊ ËÏÎÅÞÎÏ. ðÏÌÕÞÉÌÉ �ÒÏÔÉ-
×ÏÒÅÞÉÅ Ó �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅÍ.

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÞÁÓÔÉ�Ù i É i + 1 × ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÏÂÑÚÁÎÙ

ÓÔÁÌËÉ×ÁÔØÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. ïÄÎÁËÏ ÕÞÔÅÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ

ÞÁÓÔÉ�Á �ÏÌÕÞÁÅÔ ÏÔ ÞÁÓÔÉ�Ù ÓÌÅ×Á �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÉÍ�ÕÌØÓ, Á ÏÔ ÞÁÓÔÉ�Ù Ó�ÒÁ-

×Á | ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÊ. óÁÍÁÑ �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔÉ�Á ÓÉÓÔÅÍÙ #n �ÏÌÕÞÁÅÔ ÉÍ�ÕÌØÓ

ÔÏÌØËÏ ÓÌÅ×Á, �ÏÜÔÏÍÕ ÅÅ ÉÍ�ÕÌØÓ p

n

(t) = m

n

v

n

(t) Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ �ÏÓÌÅ ËÁÖÄÏ-

ÇÏ ÕÄÁÒÁ. ïÄÎÁËÏ ÓËÏÒÏÓÔØ ÞÁÓÔÉ�Ù v

n

(t) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ Ó×ÅÒÈÕ (ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ

m

n

v

2

n

6 2E, ÇÄÅ E | ÜÎÅÒÇÉÑ ×ÓÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ). ðÏÜÔÏÍÕ ÆÕÎË�ÉÑ p

n

(t) ×ÏÚÒÁ-

ÓÔÁÀÝÁÑ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ ÷ÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ

�ÒÅÄÅÌ p

n

= lim

t→∞
p

n

(t).

åÓÌÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ ÞÁÓÔÉ� (#(n − 1);#n), ÔÏ �ÒÉÍÅÒÎÏ ÔÅÍ ÖÅ Ó�Ï-

ÓÏÂÏÍ ÍÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÍ�ÕÌØÓ ÅÅ �ÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ | ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ É ÏÇÒÁÎÉ-

ÞÅÎÎÁÑ �Ï ×ÒÅÍÅÎÉ ÆÕÎË�ÉÑ, Á �ÏÔÏÍÕ Õ ÎÅÅ ÔÁËÖÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÅÄÅÌ. úÎÁÞÉÔ,

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÅÄÅÌ É Õ ÆÕÎË�ÉÉ p

n−1

(t) = m

n−1

v

n−1

(t) | ÉÍ�ÕÌØÓÁ ÞÁÓÔÉ�Ù

#(n− 1): p

n−1

= lim

t→∞
p

n−1

(t). �ÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ �ÏÄÓÉÓÔÅ-

ÍÙ ÞÁÓÔÉ� (#k;#(k + 1);#(k + 2); : : : ;#(n − 1);#n), ÇÄÅ k = n − 2; n− 3; : : : ; 1,

ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ×ÓÅÈ �ÒÅÄÅÌÏ× p

k

= lim

t→∞
p

k

(t) = lim

t→∞
m

k

v

k

(t).

÷ ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ Ä×ÕÍÑ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ÞÁÓÔÉ�ÁÍÉ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÂÅÓ-

ËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÕÄÁÒÏ×, ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÓËÏÒÏÓÔÉ ×ÓÅÈ ÞÁÓÔÉ�

ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÙÍÉ: lim

t→∞
v

1

(t) = · · · = lim

t→∞
v

n

(t) = v. úÎÁÞÉÔ, ÓËÏÒÏÓÔØ �ÅÎÔÒÁ

ÍÁÓÓ ×ÓÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, (m

1

v

1

(0)+ : : :+m

n

v

n

(0))=(m

1

+ : : :+m

n

) ÄÏÌÖÎÁ ÒÁ×ÎÑÔØÓÑ v:

ÓËÏÒÏÓÔØ ËÁÖÄÏÊ ÞÁÓÔÉ�Ù ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÓËÏÒÏÓÔÉ �ÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ ×ÓÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ.

ðÅÒÅÊÄÅÍ × ÉÎÅÒ�ÉÁÌØÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ �ÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ; × ÎÅÊ ÓËÏÒÏÓÔØ

�ÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, ÔÁË ÞÔÏ ÓËÏÒÏÓÔØ ËÁÖÄÏÊ ÞÁÓÔÉ�Ù ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ×

ÓÉÓÔÅÍÅ �ÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÎÅÒÇÉÀ ×ÓÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ | ÏÎÁ ÔÁËÖÅ ÓÔÒÅÍÉÔ-

ÓÑ Ë ÎÕÌÀ! ÷ ÓÉÌÕ ÚÁËÏÎÁ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÜÎÅÒÇÉÉ, ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ ÔÁËÖÅ ÒÁ×ÎÁ
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ÎÕÌÀ; ÎÏ ËÁÖÄÏÅ ÅÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ m

i

v

2

i

(0)=2 ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏ; �ÏÜÔÏÍÕ v

i

(0) = 0 ÄÌÑ

ËÁÖÄÏÇÏ i = 1; : : : ; n. íÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ, ÞÔÏ × ÓÉÓÔÅÍÅ ÞÁÓÔÉ� ×ÏÏÂÝÅ ÎÅ ÂÙÌÏ ÕÄÁÒÏ×!

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÂ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÉ ÕÄÁÒÏ× ÍÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ

Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ ÕÄÁÒÏ×. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ

ÕÄÁÒÏ× ËÏÎÅÞÎÏ.

(
) úÄÅÓØ ÍÙ Ï�ÉÛÅÍ ÔÏÌØËÏ ÛÁÇÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á, Ï�ÕÓËÁÑ ÄÅÔÁÌÉ (�ÏÄÒÏÂ-

ÎÏÓÔÉ ÓÍ. × [2, 3℄).

ðÅÒÅÊÄÅÍ × ÓÉÓÔÅÍÕ �ÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÏÍÅÓÔÉÍ × ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Ô. Å.

ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ

m

1

x

1

+ : : :+m

n

x

n

= 0; m

1

v

1

+ : : :+m

n

v

n

= 0;

úÁËÏÎ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÜÎÅÒÇÉÉ ÚÁ�ÉÛÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ

∑
n

i=1

m

i

v

2

i

= 2E, ÇÄÅ E | �ÏÌÎÁÑ

ÜÎÅÒÇÉÑ. óÎÏ×Á ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ p

i

(t) = m

i

v

i

(t) ÉÍ�ÕÌØÓ ÞÁÓÔÉ�Ù i.

ðÒÉ k-Í ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÉ Ä×ÕÈ ÞÁÓÔÉ� ÉÍ�ÕÌØÓ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ�Ù ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ ÎÁ

×ÅÌÉÞÉÎÕ �p

k

> 0, Á �ÒÁ×ÏÊ | Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ �p

k

. þÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏ× × ÓÉÓÔÅÍÅ

ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ K (ÏÎÏ ËÏÎÅÞÎÏ × ÓÉÌÕ (b)), ÔÁË ÞÔÏ 1 6 k 6 K.

üÔÁ� 1. �p

1

+�p

1

+ : : :+�p

K

6 2P
max

, ÇÄÅ P
max

= max

06t<∞ P(t), É

P(t) = 1 · p
1

(t) + 2 · p
2

(t) + : : :+ n · p
n

(t) =

n∑

i=1

i · p
i

(t):

ìÅÇËÏ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ �P
k

def

= P(t
k

+ 0) − P(t
k

− 0) = �p

k

, ÇÄÅ t

k

| ÍÏ-

ÍÅÎÔ k-ÇÏ ÕÄÁÒÁ. ðÏÜÔÏÍÕ

∑
�p

k

6 P
max

−P
min

. éÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÒÁ×ÉÌÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ

ìÁÇÒÁÎÖÁ, ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

P
max

=

√

2E

(
M

2

− M

2

1

M

)
; (24)

ÇÄÅ M =

∑
n

i=1

m

i

, M

1

=

∑
n

i=1

i ·m
i

, M

2

=

∑
n

i=1

i

2 ·m
i

.

üÔÁ� 2. îÁ ÜÔÏÍ ÜÔÁ�Å ×ÓÑ ÏÓØ ×ÒÅÍÅÎÉ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ �ÂÙÓÔÒÙÅ �ÒÏÍÅÖÕÔËÉ�,

× ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ËÁËÉÅ-ÔÏ Ä×Á ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÛÁÒÁ ÎÉ ÒÁÚÕ ÎÅ ÓÔÁÌËÉ×ÁÀÔÓÑ É

ÉÍÅÀÔ ÂÏÌØÛÕÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÕÀ ÓËÏÒÏÓÔØ:

|v
i

(t)− v

i−1

(t)| > 


i

ÄÌÑ ×ÓÅÈ t ÉÚ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁ [t

1

; t

2

℄.

äÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÈ 


1

; : : : ; 


n

(ÚÁ×ÉÓÑÝÉÈ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÍÁÓÓ ÞÁÓÔÉ� É �ÏÌÎÏÊ ÜÎÅÒÇÉÉ ÓÉÓÔÅÍÙ), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÑ

ÏÓØ ×ÒÅÍÅÎÉ �ÏËÒÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÙÓÔÒÙÍÉ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁÍÉ �Ï ×ÓÅÍ �ÁÒÁÍ (i− 1; i).

üÔÁ� 3. þÉÓÌÏ ÂÙÓÔÒÙÈ �ÒÏÍÅÖÕÔËÏ× Ï�ÅÎÉ×ÁÅÔÓÑ Ó×ÅÒÈÕ ÞÉÓÌÏÍ

K = 8

(
n∑

i=1

1

m

i

)
·
√
M

2

M −M

2

1

:

üÔÁ� 4. îÁ ÜÔÏÍ ÜÔÁ�Å ÞÉÓÌÏ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÊ Ï�ÅÎÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ

C

1

(m

1

; : : : ;m

n

) 6 2(2K)

n−2

;

ÇÄÅK | ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÉÚ ÜÔÁ�Á 3, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÁÑ Ï�ÅÎËÁ (10).
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3. �âÏÌØÛÁÑ� ÚÁÄÁÞÁ óÉÎÁÑ É ÚÁÄÁÞÁ Ï ÛÁÒÁÈ; ÞÁÓÔØ (i)

�ÅÏÒÅÍÁ 3. (a) þÉÓÌÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ 
 × ÍÎÏÇÏÍÅÒ-

ÎÏÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÏÍ ÕÇÌÅ Q Ó ×ÄÁ×ÌÅÎÎÙÍÉ ×ÎÕÔÒØ ÓÔÅÎËÁÍÉ (�ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÍ

ÕÇÌÅ�) ËÏÎÅÞÎÏ ÎÁ ×ÓÅÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ×ÒÅÍÅÎÉ (0;+∞).

(b) þÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏ× × ÓÉÓÔÅÍÅ N �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ Ô×ÅÒÄÙÈ ÛÁÒÏ× × �ÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×Å Rn

ËÏÎÅÞÎÏ.

éÄÅÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á. (a1) ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, É ÜÔÏ ÓÁÍÙÊ ×ÁÖÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ

× ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å, ÍÙ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÎÁËÁ�ÌÉ×ÁÔØÓÑ ÎÁ

ËÏÎÅÞÎÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ×ÒÅÍÅÎÉ, ÉÌÉ, ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÏÔ

ÓÔÅÎÏË ÕÇÌÁ ÄÉÓËÒÅÔÎÏ. íÙ ÓÌÅÄÕÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ [2℄.

x(t)

l

1

l

2

�

1

�

2

H

1

H

2

q

M

1

M

2

w

2

w

1

�

1

òÉÓ. 16. òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ×ÅÒÛÉÎÙ ÕÇÌÁ q ÄÏ �ÒÑÍÏÊ l

1

ÍÅÎØÛÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÏÔ q

ÄÏ �ÒÑÍÏÊ l

2

: �

1

< �

2

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÕÓÔØ ÍÏÍÅÎÔÙ ÕÄÁÒÏ× ÎÁËÁ�ÌÉ×ÁÀÔÓÑ, ÔÏÇÄÁ É ÔÏÞËÉ, × ËÏ-

ÔÏÒÙÈ �ÒÏÉÓÈÏÄÑÔ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ × ÜÔÉ ÍÏÍÅÎÔÙ, ÔÁËÖÅ ÎÁËÁ�ÌÉ×ÁÀÔÓÑ. ðÕÓÔØ q |

ÔÏÞËÁ ÎÁËÏ�ÌÅÎÉÑ ÕÄÁÒÏ×; ÎÁÚÏ×ÅÍ ÅÅ ×ÅÒÛÉÎÏÊ ÕÇÌÁ (ÒÉÓ. 16). (úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÍÎÏÇÏ ×ÅÒÛÉÎ | ÏÂÝÉÈ ÔÏÞÅË ÓÔÅÎÏË; ÎÁ�ÒÉ-

ÍÅÒ, Ä×Å ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÙÅ ÓÔÅÎËÉ × R3

ÉÍÅÀÔ �ÅÌÕÀ ËÒÉ×ÕÀ ×ÅÒÛÉÎ. îÁ ÒÉÓÕÎËÅ

ÄÌÑ ÎÁÇÌÑÄÎÏÓÔÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ Ä×ÕÍÅÒÎÁÑ ËÁÒÔÉÎËÁ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÕÇÌÁ Ó ÏÄÎÏÊ

×ÅÒÛÉÎÏÊ.)

ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÍÏÍÅÎÔ t, ÞÔÏ dist(x(t); q) < ". íÙ

ÓÅÊÞÁÓ �ÏÌÕÞÉÍ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó ÜÔÉÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ, ÄÏËÁÚÁ×, ÞÔÏ dist(x(t); q) ×ÓÅ-

ÇÄÁ ÂÏÌØÛÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ r (ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÔÏÞËÉ).

ðÕÓÔØ ÞÁÓÔÉ�Á x ÌÅÔÅÌÁ ×ÄÏÌØ ÌÕÞÁ l

1

ÄÏ Ó×ÏÅÇÏ �ÅÒ×ÏÇÏ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑ ÓÏ

ÓÔÅÎËÏÊ w

1

× ÔÏÞËÅ M

1

. úÁÔÅÍ ÏÎÁ ÏÔÒÁÚÉÌÁÓØ ÏÔ ÓÔÅÎËÉ w

1

É �ÏÌÅÔÅÌÁ �Ï ÌÕ-

ÞÕ l

2

Ë ÓÔÅÎËÅ w

2

. ÷ÅËÔÏÒ ÓËÏÒÏÓÔÉ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÔÏÞËÉ x ÏÔÒÁÚÉÌÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ

ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ �

1

Ë ÓÔÅÎËÅ w

1

× ÔÏÞËÅ M

1

, É ÞÁÓÔØ ÌÕÞÁ

l

1

�ÏÓÌÅ ÔÏÞËÉ M

1

ÏÔÒÁÚÉÌÁÓØ × �ÚÅÒËÁÌÅ� �

1

É �ÅÒÅÛÌÁ × ÌÕÞ l

2

. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

×ÓÑ ÓÔÅÎËÁ w

1

| ÇÒÁÎÉ�Á ×Ù�ÕËÌÏÇÏ ÔÅÌÁ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒ qH

1

,

Ï�ÕÝÅÎÎÙÊ ÉÚ q ÎÁ l

1

, ËÏÒÏÞÅ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÁ qH

2

, Ï�ÕÝÅÎÎÏÇÏ ÉÚ q ÎÁ l

2

(×ÅÄØ

ÏÔÒÅÚÏË qH

2

�ÅÒÅÓÅËÁÅÔ �ÚÅÒËÁÌÏ� �

1

!):

|qH
1

| < |qH
2

|; ÉÌÉ �
1

< �

2

: (25)
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�ÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, �ÏÓÌÅ ×ÔÏÒÏÇÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ | × ÔÏÞËÅ M

2

ÏÔ ÓÔÅÎËÉ w

2

| ÞÁÓÔØ

ÌÕÞÁ l

2

�ÅÒÅÊÄÅÔ × ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÌÏÓËÏÓÔÉ �

2

ÌÕÞ l

3

, É ÍÙ ÂÕ-

ÄÅÍ ÉÍÅÔØ �Ï ÔÏÊ ÖÅ �ÒÉÞÉÎÅ �

2

< �

3

, É Ô. Ä.: ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ×ÅÒÛÉÎÙ q ÄÏ

ÌÕÞÅÊ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÞÁÓÔÉ�Ù x(t) �ÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÓÔÒÏÇÏ

×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ: r = �

1

< �

2

< �

3

< : : : . ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÁËÌÏÎÎÁÑ ÄÌÉÎÎÅÅ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕ-

ÌÑÒÁ, dist(x(t); q) > �

1

. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÒÉ " < �

1

ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ x �ÒÉ-

ÂÌÉÖÁÅÔÓÑ Ë q.

éÔÁË, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ×ÒÅÍÅÎÉ ÞÉÓÌÏ ÏÔ-

ÒÁÖÅÎÉÊ ËÏÎÅÞÎÏ. (âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ (ÓÍ. [2, Ó. 168{169℄), ÞÔÏ x(t)

ÂÕÄÅÔ �ÒÉÂÌÉÖÁÔØÓÑ Ë ×ÅÒÛÉÎÅ q ×ÒÅÍÑ, ÍÅÎØÛÅÅ �

1

.) ëÁË ÍÙ ÏÔÍÅÞÁÌÉ ×ÙÛÅ

(ÒÁÚÄÅÌ II.3), ÉÍÅÎÎÏ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ ÉÇÒÁÅÔ ËÌÀÞÅ×ÕÀ ÒÏÌØ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÜÒÇÏ-

ÄÉÞÎÏÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÏÌÅËÕÌ ÇÁÚÁ.

(a2) éÎÔÅÒÅÓÎÏ, ÞÔÏ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÁÖÅ ÄÌÑ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÕÇÌÁ ÍÏÖÎÏ ÄÁÔØ ×ÅÒÈ-

ÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ ÞÉÓÌÁ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ (ÚÁ×ÉÓÑÝÕÀ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÔÏÞËÉ x),

ÓÍ. ÒÉÓ. 17.

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ ' | ÕÇÏÌ �ÅÒ×ÏÇÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ

x(t) ÏÔ ÓÔÏÒÏÎÙ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÕÇÌÁ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ q É � | ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ËÁÓÁ-

ÔÅÌØÎÙÍÉ Ë ÓÔÏÒÏÎÁÍ ÕÇÌÁ × ÔÏÞËÁÈ A É B �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉÕÓÁ

r = �

1

Ó �ÅÎÔÒÏÍ q (ÓÍ. ÒÉÓ. 17). �ÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÞÁÓÔÉ�Ù ÏÔ ÓÔÏÒÏÎ

ÕÇÌÁ

N('; �) 6
2'

�

: (26)

w

2

w

1

x(t)

q

�

1

�

2

n

1

n

2

!

K

M

1

M

2

'

 

�

q

A

B

r

=

�

1

òÉÓ. 17.  = '− !, ! > �
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óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. åÓÌÉ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÙÊ ÕÇÏÌ | ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ É ×ÍÅÝÁÅÔ × ÓÅÂÑ ÕÇÏÌ

�, ÔÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÏÔ ÓÔÏÒÏÎ ÜÔÏÇÏ ÕÇÌÁ 6
�

�

+ 1.

éÚ ÒÉÓ. 17 ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ Ä×Á ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÕÇÌÁ △M1

KM

2

ÒÁ×ÎÙ

�

2

− ' É  , Á

×ÎÅÛÎÉÊ ÕÇÏÌ × ×ÅÒÛÉÎÅ K ÒÁ×ÅÎ

�

2

− ! (! | ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍÉ �

1

É

�

2

× ÔÏÞËÁÈ M

1

É M

2

). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

�

2

− ! =

(
�

2

− '

)
+  , ÏÔËÕÄÁ  = '− !.

îÏ ! > �, �ÏÜÔÏÍÕ  6 '− �.

úÎÁÞÉÔ, ÕÇÏÌ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÎÁ �:

 

1

6 '− �;  

2

6  

1

− � 6 '− 2�; : : : ;  

n

6 '− n�; : : :

ïÔÓÀÄÁ, �ÏÓËÏÌØËÕ 0 6  

n

6  

n−1

6 : : : 6  

1

�ÒÉ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ ÔÏÞËÉ x Ë

×ÅÒÛÉÎÅ q, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ n� 6 ' É n 6 '=�. éÔÁË, ÞÁÓÔÉ�Á ÏÔÒÁÖÁÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ

'=� ÒÁÚ �ÒÉ ÅÅ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ Ë ×ÅÒÛÉÎÅ q.

úÁÔÅÍ ÏÎÁ ÕÄÁÌÑÅÔÓÑ ÏÔ q. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, × ÓÉÌÕ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ×Ï

×ÒÅÍÅÎÉ, ÞÔÏ �ÒÉ ÕÄÁÌÅÎÉÉ ÏÔ q ÔÏÞËÁ x ÏÔÒÁÚÉÔÓÑ ÏÔ ÓÔÏÒÏÎ w

1

É w

2

ÎÅ ÂÏÌÅÅ

ÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÒÁÚ, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÎÁ ÏÔÒÁÚÉÌÁÓØ �ÒÉ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ Ë q. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÂÝÅÅ

ÞÉÓÌÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ 6 2'=�.

�ÁË ËÁË ' 6
�

2

, ÔÏ N('; �) 6
�

�

, É ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ.

(a3) îÁÍ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÏÔ ÓÔÏÒÏÎ

ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÇÏ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÕÇÌÁ ÎÁÓÔÕ�ÉÔ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ. íÙ ÓÌÅÄÕÅÍ

ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ �ÕÎËÔÏ× ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á × [20℄.

ðÕÓÔØ t

0

< t

1

< t

2

< : : : < t

k

< : : : | ÍÏÍÅÎÔÙ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÅ-

ÕÇÏÌØÎÉËÉ �

1

= x(t

0

)qx(t

1

), �

2

= x(t

1

)qx(t

2

); : : : ;�

k

= x(t

k−1

)qx(t

k

); : : : , ×ÙÒÅ-

ÖÅÍ ÉÈ ÎÏÖÎÉ�ÁÍÉ ÉÚ ÂÕÍÁÇÉ É ÒÁÓ�ÏÌÏÖÉÍ ÎÁ (Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ!) �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÁË, ÞÔÏ-

ÂÙ �

k

É �

k+1

�ÒÉÍÙËÁÌÉ �Ï ÏÂÝÅÊ ÓÔÏÒÏÎÅ qx(t

k

) É ÎÅ �ÅÒÅËÒÙ×ÁÌÉÓØ (ÒÉÓ. 18).

éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÓÄÅÌÁÅÍ �ÌÏÓËÕÀ ÒÁÚ×ÅÒÔËÕ �ÇÁÒÍÏÛËÉ� ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× {�
k

}∞
1

,

ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÈ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Rn

É �ÒÉÍÙËÁÀÝÉÈ �Ï ÏÂÝÉÍ ÓÔÏÒÏÎÁÍ qx(t

k

).

ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k > 1 ÕÇÏÌ ∠x(t
0

)qx(t

k

) ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ �: 


1

+

+ 


2

+ : : : 6 � (ÒÉÓ. 18). üÔÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ ÓÔÅÎÏË ÕÇÌÁ.

q

Ó×ÏÂÏÄÎÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ

x(t

0

)

x(t

2

)

x(t

3

)

v

�

0

�

1

�

2

�

1

�

2




1




2




3




4

òÉÓ. 18. òÁÚ×ÅÒÔËÁ �Å�ÏÞËÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔØ
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q

e

V

w

1

w

2

x

òÉÓ. 19. ìÕÞ V ×ÄÏÌØ e ÌÅÖÉÔ × �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ×ÓÅÈ ÓÔÅÎÏË W =

⋂
W

i

É ÞÁÓÔÉ�Á

x �ÒÉÂÌÉÖÁÅÔÓÑ Ë ÎÅÍÕ

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ �ÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ

e = lim

t→∞

x(t)− q

|x(t)− q| = lim

t→∞

−−−→
qx(t)

|
−−−→
qx(t)|

; (27)

ÅÓÌÉ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏ× ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ. ÷ÏÚØÍÅÍ ÏÄÎÕ ÓÔÅÎËÕ ÕÇÌÁW ,

ÞÁÓÔÉ�Á ÏÔÒÁÚÉÔÓÑ ÏÔ ÎÅÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ, Á ÔÁË ËÁË |
−−−→
qx(t)| → ∞, ÍÙ �ÏÌÕ-

ÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÔÅÎËÁ W ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÅÌÉËÏÍ ÌÕÞ V , ×ÙÈÏÄÑÝÉÊ ÉÚ q × ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ e.

�ÁË ËÁË ÜÔÏ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÔÅÎËÉ ÕÇÌÁ Q, ÌÕÞ V ÌÅÖÉÔ × �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ

⋂
N

i=1

W

i

×ÓÅÈ ÓÔÅÎÏË ÕÇÌÁ (ÒÉÓ. 19). òÁÚ×ÅÒÔËÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÔÁËÖÅ ÄÏËÁÚÁÔØ

ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ d(t) = dist(x(t);

⋂
W

i

) ×Ù�ÕËÌÁ �Ï t. íÙ ÈÏÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÔØ,

ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ T

0

, ÞÔÏ d(t) | ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �ÒÉ ×ÓÅÈ t > T

0

. åÓÌÉ

ÞÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏ× ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ " > 0 É


 > 0, ÞÔÏ

d(t) > "t− 
 �ÒÉ ×ÓÅÈ t:

äÁÌÅÅ,

dist(x(t); V )

|−−−→qx(t)|
→ 0 �ÒÉ t→ ∞. ïÄÎÁËÏ

dist(x(t); V ) > dist(x(t);

⋂
W

i

) = d(t) > "t− 
;

|−−−→qx(t)| 6 |−−−→qx(0)|+ |−−−−−→x(0)x(t)| 6 |−−−→qx(0)|+ t

(ÍÙ ÚÁÍÅÎÉÌÉ |
−−−−−→
x(0)x(t)| ÎÁ t, ÔÁË ËÁË ÞÁÓÔÉ�Á Ä×ÉÖÅÔÓÑ ×ÄÏÌØ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÏÔ

x(0) ÄÏ x(t) ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ 1). ðÏÜÔÏÍÕ

dist(x(t); V )

|−−−→qx(t)|
>

"t− 


|−−−→qx(0)|+ t

→ " > 0 �ÒÉ t→ ∞;

É ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÅ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 0 | �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.

ðÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ �ÕÎËÔÁ (b).

(b). ÷ÙÛÅ ÍÙ ÓÄÅÌÁÌÉ ÒÅÄÕË�ÉÀ ÓÉÓÔÅÍÙ ÛÁÒÏ× Ë ÂÉÌÌÉÁÒÄÕ × ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÍ

ÕÇÌÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÛÁÒÁÈ ÅÓÔØ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ �ÕÎËÔÁ (a).

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÅÝÅ ÏÄÎÕ ÉÄÅÀ, ÂÌÉÚËÕÀ Ë ÉÄÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á �ÒÏ ÞÁÓÔÉ�Ù (ÓÍ. �Ï-

ÄÒÏÂÎÏÓÔÉ × [2℄). éÚ (a1) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ×ÒÅÍÅÎÉ ÞÉÓÌÏ

ÕÄÁÒÏ× × ÓÉÓÔÅÍÅ ÛÁÒÏ× ËÏÎÅÞÎÏ. ëÁË É �ÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 2(b), ÚÁËÏÎ-
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ÞÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÏ ÓÉÓÔÅÍÕ ÛÁÒÏ× ÍÏÖÎÏ ÔÁË. åÓÌÉ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (0;+∞)

ÞÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏ× × ÓÉÓÔÅÍÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ×ÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ Ó ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÍÏÍÅÎÔÁ T

0

ÒÁÚ-

ÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÇÒÕ��Ù (ËÌÁÓÔÅÒÙ), × ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÀÂÏÊ ÛÁÒ ÉÓ�ÙÔÙ×ÁÅÔ

ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏ× ÏÔ ÛÁÒÏ× ÔÏÇÏ ÖÅ ËÌÁÓÔÅÒÁ, Á ÓÁÍÉ ËÌÁÓÔÅÒÙ ÎÉËÁË

ÎÅ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ: ÉÈ �ÅÎÔÒÙ ÍÁÓÓ Ä×ÉÖÕÔÓÑ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å

ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ É �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÄÉÎ ËÌÁÓÔÅÒ É �ÅÒÅÊÄÅÍ × ÓÉÓÔÅÍÕ

ÅÇÏ �ÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ.

ëÁË É × ÓÌÕÞÁÅ ÞÁÓÔÉ�, ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓËÏÒÏÓÔÉ ×ÓÅÈ ÛÁÒÏ× ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ

Ë ÓËÏÒÏÓÔÉ �ÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ, Ô. Å. Ë 0. á ÔÏÇÄÁ ÜÎÅÒÇÉÑ E(t) ËÌÁÓÔÅÒÁ ÔÁËÖÅ ÓÔÒÅ-

ÍÉÔÓÑ Ë 0. îÏ ÏÎÁ �ÏÓÔÏÑÎÎÁ ×Ï ×ÒÅÍÅÎÉ �ÒÉ t > T

0

, ÔÁË ÞÔÏ E(t) ≡ 0. úÎÁÞÉÔ,

ÛÁÒÙ × ËÌÁÓÔÅÒÅ ×ÏÏÂÝÅ ÎÅ Ä×ÉÇÁÌÉÓØ Ó ÍÏÍÅÎÔÁ T

0

. ðÏÌÕÞÉÌÉ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó

ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØÀ ÞÉÓÌÁ ÕÄÁÒÏ× × ËÌÁÓÔÅÒÅ.

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÞÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏ× × ÓÉÓÔÅÍÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÙÍ, ÞÔÏ É

ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

4. �âÏÌØÛÁÑ� ÚÁÄÁÞÁ óÉÎÁÑ É ÚÁÄÁÞÁ Ï ÛÁÒÁÈ; ÞÁÓÔØ (ii)

�ÅÏÒÅÍÁ 4. (a) þÉÓÌÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ 
 × ÍÎÏÇÏÍÅÒ-

ÎÏÍ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÏÍ ÕÇÌÅ Q Ó ×ÄÁ×ÌÅÎÎÙÍÉ ×ÎÕÔÒØ ÓÔÅÎËÁÍÉ, ÎÁ

ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÌÏÖÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ (ÓÍ. II.7.4 É ÒÉÓ. 9), ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏ-

ÄÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C

2

, ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÕÇÌÁ Q.

(b) þÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏ× × ÓÉÓÔÅÍÅ N ÛÁÒÏ× × Rn

Ó ÍÁÓÓÁÍÉ m

1

; : : : ;m

N

ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏ-

ÄÉÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C

2

(m

1

; : : : ;m

N

), Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÏÊ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (13), ËÁËÉÍÉ ÂÙ ÎÉ

ÂÙÌÉ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ É ÓËÏÒÏÓÔÉ ÛÁÒÏ×, Á ÔÁËÖÅ ÉÈ ÒÁÄÉÕÓÙ r

1

; : : : ; r

N

.

éÄÅÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×. (a) äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ �Ï

ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C

2

×ÅÄÅÔÓÑ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï ÞÉÓÌÕ ÓÔÅÎÏË × ÕÇÌÅ Q.

ïÎÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÌÅÍÍÁÈ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÎÉÖÅ.

óÎÁÞÁÌÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÏÎÅÞÎÙÊ ËÕÓÏË ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ,

×ÙÈÏÄÑÝÅÊ ÉÚ ÔÏÞËÉ X É ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÀÝÅÊÓÑ × ÔÏÞËÅ Y , ÞÅÒÅÚ �(X;Y ). îÁÚÏ×ÅÍ

ËÏÄÏÍ ÜÔÏÇÏ ËÕÓËÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÔÅÎÏË w

i

1

; : : : ; w

i

k

, ÏÔ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÏÉÓ-

ÈÏÄÉÌÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ �(X;Y ). íÙ ÓËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÒÕÇÁÑ ÌÏÍÁÎÁÑ 
(t),

0 6 t 6 1, ÎÁÞÉÎÁÀÝÁÑÓÑ × ÔÏÞËÅ X = 
(0) É ËÏÎÞÁÀÝÁÑÓÑ × ÔÏÞËÅ Y = 
(1),

ÉÍÅÅÔ ÔÏÔ ÖÅ ÓÁÍÙÊ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÔÉ�, ÞÔÏ É ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÁÑ ÌÏÍÁÎÁÑ �(X;Y ),

ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÏÔÒÁÖÁÅÔÓÑ ÏÔ ÔÅÈ ÖÅ ÓÔÅÎÏË × ÔÏÍ ÖÅ �ÏÒÑÄËÅ, Ô. Å. ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÍÏ-

ÍÅÎÔÙ 0 6 t

1

6 t

2

6 : : : 6 t

k

6 1, × ËÏÔÏÒÙÅ 
(t

j

) ∈W

j

.

÷ÁÖÎÏÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ: ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á | ÎÅÓÔÒÏÇÉÅ, ÔÁË ÞÔÏ ×ÍÅÓÔÏ

ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔ ÓÔÅÎËÉW

i

, Á �ÏÔÏÍ ÏÔW

j

, ÌÏÍÁÎÁÑ ÍÏÖÅÔ �Ï�ÁÓÔØ ÓÒÁÚÕ ÎÁ �ÅÒÅÓÅ-

ÞÅÎÉÅ W

i

∩W
j

. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ×ÚÑÔØ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ×ÅÒÛÉÎÕ ÕÇÌÁ q ∈
⋂
N

i=1

W

i

(Ô. Å. ÏÄÎÕ ÉÚ ÔÏÞÅË ÎÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ×ÓÅÈ ÓÔÅÎÏË ÕÇÌÁ), ÔÏ Ä×ÕÚ×ÅÎÎÁÑ ÌÏÍÁÎÁÑ

XqY ÉÍÅÅÔ ÔÏÔ ÖÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÔÉ�, ÞÔÏ É ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ �(X;Y ).

ìÅÍÍÁ 1 (
omparison lemma). âÉÌÌÉÁÒÄÎÁÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ �(X;Y ) ËÏÒÏÞÅ

ÌÀÂÏÊ ÌÏÍÁÎÏÊ 
(t) ÔÏÇÏ ÖÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÇÏ ÔÉ�Á × ÕÇÌÅ Q Ó ×Ù�ÕËÌÙÍÉ

×ÎÕÔÒØ ÓÔÅÎËÁÍÉ.

îÁ�ÏÍÎÉÍ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÔÁ ÌÅÍÍÁ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÏÇÏ ÕÇÌÁ Ó

�ÌÏÓËÉÍÉ ÓÔÅÎËÁÍÉ. óÍ. ÒÉÓ. 15: ÍÙ ×Ù�ÒÑÍÌÑÅÍ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÀ, ÏÔÒÁÖÁÑ ÕÇÏÌ Q
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ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÒÁÎÅÊ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ, É �ÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔÒÅÚÏË �ÒÑÍÏÊ ÍÅÖÄÕ

ÎÁÞÁÌØÎÏÊ É ËÏÎÅÞÎÏÊ ÔÏÞËÁÍÉ. á ÏÎ, ËÏÎÅÞÎÏ ÖÅ, ËÏÒÏÞÅ ÌÀÂÏÊ ÌÏÍÁÎÏÊ Ó ÔÅÍÉ

ÖÅ ËÏÎ�ÁÍÉ. äÌÑ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÕÇÌÁ ÉÄÅÑ ÔÁ ÖÅ: ×Ù�ÒÑÍÌÅÎÉÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ.

�ÏÌØËÏ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÔØ ÅÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÞÕÔØ ÉÎÁÞÅ.

÷ÏÚØÍÅÍ ÓÔÏÌØËÏ ËÏ�ÉÊ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÕÇÌÁ Q, ÓËÏÌØËÏ ÉÍÅÅÔÓÑ Ú×ÅÎØÅ× Õ

ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ �(X;Y ) (Ô. Å. ÎÁ 2 ÂÏÌØÛÅ ÞÉÓÌÁ ÔÏÞÅË ÉÚÌÏÍÁ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ), É ÎÁ-

ÞÎÅÍ ÉÈ �ÒÉËÌÅÉ×ÁÔØ ÏÄÎÕ Ë ÄÒÕÇÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ �Ï ÓÔÅÎËÁÍ W

i

j

, ÏÔ ËÏÔÏ-

ÒÙÈ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÌÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ, ÓÌÅÄÕÑ ËÏÄÕ ÌÏÍÁÎÏÊ �(X;Y ). �ÏÇÄÁ ÎÁ ÒÁÚ×ÅÒÔËÅ

ÉÌÉ �ÇÁÒÍÏÛËÅ� ËÏ�ÉÊ Q

1

; Q

2

; : : : , �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÔÁËÏÇÏ ÓËÌÅÉ×ÁÎÉÑ

(× �×ÙÓÏËÏÊ� ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ �ÇÁÒÍÏÛËÁ� ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍ ÒÉÍÁÎÏ×ÙÍ, ÉÌÉ

ÁÌÅËÓÁÎÄÒÏ×ÓËÉÍ, �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ), ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ �(X;Y ) �ÒÁÓ�ÒÑÍÌÑÅÔÓÑ� É ÂÕÄÅÔ

ËÒÁÔÞÁÊÛÅÊ (ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ) ËÒÉ×ÏÊ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ |

X (× �ÅÒ×ÏÊ ËÏ�ÉÉ ÇÁÒÍÏÛËÉ) É Y (× �ÏÓÌÅÄÎÅÊ ËÏ�ÉÉ). ïÔÓÀÄÁ É ÓÌÅÄÕÅÔ ÌÅÍ-

ÍÁ 1: ÌÀÂÁÑ ÄÒÕÇÁÑ ÌÏÍÁÎÁÑ ÄÌÉÎÎÅÅ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ (ÓÍ. �ÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ × [12℄).

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÏÅ, ÎÁ �ÅÒ×ÙÊ ×ÚÇÌÑÄ, ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.

ìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ q | ×ÅÒÛÉÎÁ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÕÇÌÁ Q (q ∈ ⋂
N

i=1

W

i

), É

�(X;Y )| ËÏÎÅÞÎÙÊ ËÕÓÏË ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÏÂÝÅÊ ÄÌÉÎÙ |�(X;Y )|. �Ï-
ÇÄÁ |qX |+ |qY | > |�(X;Y )| (ÒÉÓ. 20).

ëÁË É ÎÁ �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÜÔÁ�Å ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á �ÂÏÌØÛÏÊ� ÔÅÏÒÅÍÙ óÉÎÁÑ, ×ÙÒÅ-

ÖÅÍ ÉÚ ÂÕÍÁÇÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ △qXx1, △qx1x2, △qx2x3; : : : ;△qxkY É ÓËÌÅÉÍ ÉÈ

�Ï ÏÂÝÉÍ ÓÔÏÒÏÎÁÍ ÂÅÚ �ÅÒÅËÒÙÔÉÊ. ðÏÌÕÞÉÍ �ÌÏÓËÕÀ ÒÁÚ×ÅÒÔËÕ �ÇÁÒÍÏÛËÉ�

ÔÅÈ ÖÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÈ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Rn

(ÒÉÓ. 18).

÷ ÓÉÌÕ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ ÓÔÅÎÏË W

i

É ÚÁËÏÎÁ �ÕÇÏÌ �ÁÄÅÎÉÑ ÒÁ×ÅÎ ÕÇÌÕ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ�

ÌÅÇËÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÏÍÁÎÁÑ 
(XY ) = Xx

1

x

2

x

3

: : : x

k

; Y ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ×Ù�ÕËÌÁ:

ÌÀÂÁÑ �ÒÑÍÁÑ Xx

1

, x

1

x

2

, : : : , x

k

Y ÄÅÌÉÔ �ÌÏÓËÏÓÔØ ÎÁ Ä×Å �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, × ÏÄ-

ÎÏÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ×ÓÑ ÌÏÍÁÎÁÑ 
(X;Y ), Á × ÄÒÕÇÏÊ | ÔÏÞËÁ q. ðÒÉ ÜÔÏÍ

ÄÌÉÎÁ �ÌÏÓËÏÊ ÌÏÍÁÎÏÊ 
(X;Y ) ÒÁ×ÎÁ ÄÌÉÎÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÔÒÁ-

ÅËÔÏÒÉÉ: |
(X;Y )| = |�(X;Y )|. (äÌÑ ÕÇÌÁ Ó �ÌÏÓËÉÍÉ ÓÔÅÎËÁÍÉ ÌÏÍÁÎÁÑ 
(X;Y )

�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÔÒÅÚÏË �ÒÑÍÏÊ).

óÏÅÄÉÎÉÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ ÔÏÞËÉ X É Y ÌÏÍÁÎÏÊ 
(X;Y ) (ÆÉÇÕÒÁ Ó�ÒÁ×Á ÎÁ ÒÉÓ. 20).

�ÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËM = Xx

1

: : : x

k

Y | ×Ù�ÕËÌÙÊ, É ÏÎ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ×ÎÕÔÒÉ ÔÒÅ-

X

q

Y

x

1

x

2

x

3

x

4

q

X

x

1

x

2

x

3

x

4

YM

òÉÓ. 20. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 2: �ÅÒÉÍÅÔÒ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ M ÍÅÎØÛÅ �ÅÒÉ-

ÍÅÔÒÁ △XqY
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ÕÇÏÌØÎÉËÁ △XqY , ËÏÔÏÒÙÊ ÔÁËÖÅ ×Ù�ÕËÌÁÑ ÆÉÇÕÒÁ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. ðÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ

ÔÅÏÒÅÍÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ Ï ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ ×Ù�ÕËÌÙÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁÈ ÚÁ-

ËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ �ÅÒÉÍÅÔÒ △XqY ÂÏÌØÛÅ �ÅÒÉÍÅÔÒÁ M. ÷ÙÞÉÔÁÑ ÄÌÉÎÕ ÏÔÒÅÚËÁ

XY , �ÏÌÕÞÁÅÍ |qX |+ |qY | > |
(X;Y )|. ìÅÍÍÁ 2 ÄÏËÁÚÁÎÁ.
ìÅÍÍÁ 3 (ÔÅÈÎÉÞÅÓËÁÑ ÌÅÍÍÁ). äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÞÅÔÙÒÅÈ ÔÏÞÅË A;B;C;D ∈

∈ Rn

, ÅÓÌÉ

dist(C;AB)

|CD| > 
 > 0, ÔÏ

(|AD|+ |DB|) − (|AC|+ |CB|
|AC|+ |CB| − |AB| 6 K = K(
); ÇÄÅ K(
) = 16

(
1




+ 1

)
2

:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 3 ÏÓÎÏ×Ù×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÌÕÞÁÅ×

ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÔÏÞÅË × Rn

(ÓÍ. [12℄) É ÍÙ ÅÇÏ Ï�ÕÓËÁÅÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 4(a) ÏÓÎÏ×Ù×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ ��ÒÏ�ÅÄÕÒÅ

ÕËÏÒÁÞÉ×ÁÎÉÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ �� Ó �ÒÉ×ÌÅÞÅÎÉÅÍ ÌÅÍÍ 1, 2 É 3. ïÎÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ �Ï-

�ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÚÁÍÅÎÙ ËÕÓËÁ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ �(X

1

; X

2

), ÇÄÅ X

1

É X

2

|

ÔÏÞËÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÅÎËÉ W

i

ÕÇÌÁ Q, ÎÁ

(1) Ä×ÕÚ×ÅÎÎÕÀ ÌÏÍÁÎÕÀ| ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÏÔÒÅÚËÏ×X

1

D∪DX
2

, ÇÄÅD| ÔÏÞ-

ËÁ ÎÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ×ÓÅÈ ÓÔÅÎÏË

⋂
N

i=1

W

i

, ÂÌÉÖÁÊÛÁÑ Ë ÚÁÒÁÎÅÅ ×ÙÂÒÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ Z

ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ �; ÉÌÉ

(2) ÏÔÒÅÚÏË X

1

X

2

.

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÔÏÞËÁ Z ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ � �ÒÅÄÛÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÅ X

2

É ÓÌÅÄÕÅÔ ÚÁ ÔÏÞ-

ËÏÊ X

1

ÎÁ �, É ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

dist(Z;W

i

)

dist(Z;

T

N

i=1

W

i

)

> C; (28)

ÇÄÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C ×ÚÑÔÁ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÕÇÌÁ Q (ÓÍ. ÕÓÌÏ×ÉÅ

d=C-ÂÌÉÚÏÓÔÉ É ÒÉÓ. 9).

(1) úÁÍÅÎÕ �(X

1

; X

2

) ÎÁ X

1

D ∪ DX

2

ÎÁÚÏ×ÅÍ �ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÅÍ� ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ � (×

ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 2) É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ

(|X
1

D|+ |DX
2

)− (|X
1

Z|+ |ZX
1

|) = s;

s ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÞÅË X

1

; X

2

É Z.

(2) úÁÍÅÎÕ �(X

1

; X

2

) ÎÁ X

1

X

2

ÎÁÚÏ×ÅÍ �ÓÖÁÔÉÅÍ� ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ

|X
1

Z|+ |ZX
2

| − |X
1

X

2

| = p:

�ÏÇÄÁ �Ï ÌÅÍÍÅ 3

s 6 K(
) · p; K(
) = 16

(
1




+ 1

)
2

: (29)

ìÅÍÍÁ 4. þÉÓÌÏ �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ËÕÓËÏ× ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ �(A;B)

ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ �, ÏÔÒÁÖÁÀÝÉÈÓÑ ÏÔ ×ÓÅÈ N ÓÔÅÎÏË ÕÇÌÁ Q É ÎÅ

ÉÍÅÀÝÉÈ ÏÂÝÉÈ ÔÏÞÅË (ËÒÏÍÅ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÏÂÝÉÈ ËÏÎ�Ï×), ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ L =

= 2K(
) + 4, ÇÄÅ K(
) | ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 3. �ÁËÉÅ ËÕÓËÉ Á×ÔÏÒÙ [12℄ ÎÁ-

ÚÙ×ÁÀÔ �ÉËÌÁÍÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 4 Á×ÔÏÒÙ �ÏÌÕÞÁÀÔ ÏÔ �ÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ | �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅÍ

Ó ÌÅÍÍÁÍÉ 1 É 2.
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äÁÄÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ËÒÁÔËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 4(a). ðÕÓÔØ �ÒÉ ×ÓÅÈ k < N

ÌÀÂÁÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ, ÏÔÒÁÖÁÀÝÁÑÓÑ ÏÔ 6 k ÓÔÅÎÏË W

i

, ÉÍÅÅÔ 6 M

k

ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ×

ÕÇÌÅ Q. ðÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ, ËÁÖÄÙÊ ËÕÓÏË ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ

6 M

N−1

ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÉËÌ. ðÏ ÌÅÍÍÅ 4 ÞÉÓÌÏ �ÉËÌÏ×6 L; ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ

×ÓÅÇÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ × ÕÇÌÅQ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ 6 M

N

, ÇÄÅM

N

= L(M

N−1

+1) 6 2LM

N−1

.

ðÏÓËÏÌØËÕ M

1

= 1 (ÏÄÎÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔ ÓÔÅÎËÉ), �ÏÌÕÞÁÅÍ

M

N

6 (2L)

N−1

= (2(2K(C)+4))

N−1

= (4K(C)+8))

N−1

=

(
4 · 16

(
1

C

+ 1

)
2

+ 8

)
N−1

6

6

[
64

(
1

C

+ 2

)
2

]
N−1

=

[
8

(
1

C

+ 2

)]
2(N−1)

: (30)

�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÎÓÔÁÎÔÕ C

2

× ÔÅÏÒÅÍÅ 4 ÍÏÖÎÏ �ÏÌÏÖÉÔØ ÒÁ×ÎÏÊ

C

2

=

[
8

(
1

C

+ 2

)]
2(N−1)

; (31)

ÇÄÅ C | ËÏÎÓÔÁÎÔÁ × ÕÓÌÏ×ÉÉ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÕÇÌÁ Q É N | ÞÉÓÌÏ ÓÔÅÎÏË

ÕÇÌÁ.

(b) äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ Ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÕÄÁÒÏ×

N ÛÁÒÏ× ÎÁÄÏ �ÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ,

ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ ×ÙËÉÄÙ×ÁÎÉÅÍ ÉÚ RnN

N(N−1)

2

�ÉÌÉÎÄÒÏ× C

ij

(ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÙ (17)

É (18)). ðÏÌÏÖÉÍ m

min

= 1, r

min

= 1.

éÄÅÑ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÓÌÅÄÉÔØ ÚÁ Ä×ÉÖÅÎÉÑÍÉ ÛÁÒÏ× × Rn

, ÅÓÌÉ Ä×ÉÇÁÔØ

ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ x Ë ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÓÔÅÎÏËW

ij

= C

ij

Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

Á ÔÁËÖÅ ÅÓÌÉ Ä×ÉÇÁÔØ x Ë �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÀ ×ÓÅÈ ÓÔÅÎÏË Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ïËÁ-

ÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ x ∈ RnN

ÄÏ C

ij

× ÍÅÔÒÉËÅ ‖{x
ij

}‖2 = 1

2E

∑
i;j

m

i

x

2

ij

=

=

1

2E

∑
i;j

m

i

|

i

|2, ÇÄÅ 

i

= {x
ij

} ∈ Rn

| �ÅÎÔÒÙ ÛÁÒÏ×, E | ÜÎÅÒÇÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ,

ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ (ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÏÔ ÜÎÅÒÇÉÉ E ÓÉÓÔÅÍÙ ÛÁÒÏ×),

ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÊ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÛÁÒÁÍÉ i É j × Rn

. á ÉÍÅÎÎÏ, ×ÏÚØÍÅÍ ËÁËÕÀ-

ÎÉÂÕÄØ ÇÒÕ��Õ ÛÁÒÏ× I , ×ÓÅ �ÁÒÙ ÛÁÒÏ× ÉÚ ÇÒÕ��Ù I , É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÉÍ

�ÉÌÉÎÄÒÙ C

ij

.

ðÕÓÔØ d

ij

| ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ �ÅÎÔÒÁÍÉ ÛÁÒÏ× i É j, r

i

; r

j

| ÉÈ ÒÁÄÉÕÓÙ É

Æ

ij

= d

ij

− r

i

− r

j

> 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁËÓÉÍÕÍ ×ÓÅÈ Æ

ij

É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Æ = Æ

i

1

j

1

=

= max

i;j∈I Æij . íÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ max

C

ij

∈I dist(x; Cij) >
Æ

2

√
2E

, É ÞÔÏ

dist(x;

⋂

i;j∈I

C

ij

) 6
N · r

max

Æ

√
m

max

N√
2E

:

ðÏÜÔÏÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÌÅ×ÙÈ ÞÁÓÔÅÊ ÄÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ

ÄÌÑ ÇÒÕ��Ù I :

C

I;RnN (x) >
1

2r

max

·N
√
m

max

N

:
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�ÁË ËÁË �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÎÉ ÏÔ x, ÎÉ ÏÔ ÇÒÕ��Ù I , �ÏÌÕÞÁÅÍ

ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ

C =

1

2r

max

N

3=2

m

1=2

max

: (32)

ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÅÅ × ÆÏÒÍÕÌÕ (31), ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏ× × ÓÉÓÔÅÍÅ ÛÁÒÏ× ÎÅ

�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ

(
8 · 2r

max

N

3=2

√
m

max

)
2·

�

N(N−1)

2

−1

�

<

(
16r

max

·N3=2

√
m

max

)
N

2

:

ðÏËÁ ÞÔÏ �ÏÌÕÞÉÌÁÓØ Ï�ÅÎËÁ (12), ×ËÌÀÞÁÀÝÁÑ ÒÁÄÉÕÓÙ ÛÁÒÏ× (ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ

m

min

= 1 É r

min

= 1, ÔÁË ÞÔÏ, ÅÓÌÉ ÏÔÂÒÏÓÉÔØ ÜÔÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ, ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ �ÉÓÁÔØ

×ÅÚÄÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

m

max

m

min

É

r

max

r

min

).

ïÄÎÁËÏ ÛÁÒÙ ÍÏÖÎÏ Ä×ÉÇÁÔØ × Rn

ÎÅÓËÏÌØËÏ ÈÉÔÒÅÅ. ÷ÙÂÅÒÅÍ Ï�ÑÔØ ÎÅËÏÔÏ-

ÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÔÅÎÏË I .

÷ÏÚØÍÅÍ ÔÏÞËÕ x

0

∈ Q = RnN \
(⋃

(ij)∈I Cij

)
É ÎÁÊÄÅÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑ-

ÎÉÅ × RnN

ÏÔ x

0

ÄÏ ÓÔÅÎÏË (�ÉÌÉÎÄÒÏ×) ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á I : Æ = max

(ij)∈I dist(x0

; C

ij

).

ï�ÅÎÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ dist(x

0

;

⋂
(ij)∈I Cij) ÞÅÒÅÚ Æ. îÁÞÎÅÍ Ä×ÉÇÁÔØ ÔÏÞËÕ

x(0) × RnN

ÔÁË. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ I

0

= {i | C
ij

∈ I}. ÷ÏÚØÍÅÍ ËÁËÏÅ-ÔÏ i

1

∈ I

0

É ×ÓÅ

ÛÁÒÙ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ k ∈ I

0

\ {i} ÚÁ�ÕÓÔÉÍ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ

×ÄÏÌØ �ÒÑÍÙÈ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÉÈ �ÅÎÔÒÙ Ó �ÅÎÔÒÏÍ ÛÁÒÁ i

1

, �ÏËÁ ËÁÖÄÁÑ �ÁÒÁ

ÛÁÒÏ× (k; i

1

) ÎÅ ÓÏ�ÒÉËÏÓÎÅÔÓÑ (ËÁË ÔÏÌØËÏ ÓÏ�ÒÉËÏÓÎÏ×ÅÎÉÅ �ÒÏÉÚÏÊÄÅÔ, ËÏÎÆÉ-

ÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ �Ï�ÁÄÅÔ ÎÁ �ÉÌÉÎÄÒ C

i

1

k

). ÷ ÍÏÍÅÎÔ, ËÏÇÄÁ ÛÁÒ #k ËÏÓÎÅÔÓÑ

ÛÁÒÁ #i

1

, ÛÁÒ #k �ÒÅËÒÁÝÁÅÔ Ä×ÉÖÅÎÉÅ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÅÝÅ ÎÅ ÓÏ�ÒÉËÏÓÎÕ×ÛÉÅÓÑ

ÛÁÒÙ �ÒÏÄÏÌÖÁÀÔ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ Ë ÛÁÒÕ #i

1

. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÎÆÉÇÕ-

ÒÁ�ÉÏÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ x(t) ÓÎÁÞÁÌÁ �Ï�ÁÄÁÅÔ ÎÁ ÏÄÉÎ ÉÚ �ÉÌÉÎÄÒÏ× ×ÉÄÁ C

i

1

j

1

, �ÏÔÏÍ

Ä×ÉÇÁÅÔÓÑ �Ï ÎÅÍÕ É �Ï�ÁÄÁÅÔ ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ �ÉÌÉÎÄÒ ÇÒÕ��Ù I ×ÉÄÁ C

i

1

j

2

(ÔÅ�ÅÒØ

ÏÎÁ ÎÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ Ä×ÕÈ �ÉÌÉÎÄÒÏ×), �ÏÔÏÍ Ä×ÉÇÁÅÔÓÑ É �Ï�ÁÄÁÅÔ ÎÁ ÔÒÅÔÉÊ

�ÉÌÉÎÄÒ ÇÒÕ��Ù I ×ÉÄÁ C

i

1

j

3

, É Ô. Ä., �ÏËÁ �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÛÁÒ ÉÚ ÇÒÕ��Ù I ÎÅ ÏÓÔÁÎÏ-

×ÉÔÓÑ, ÓÏ�ÒÉËÏÓÎÕ×ÛÉÓØ Ó ÛÁÒÏÍ #i

1

. ÷ ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ

ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ x

1

∈ RnN

. �ÁË ËÁË �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ Ä×ÉÖÅÎÉÉ x

0

(t)

�ÒÏÉÓÈÏÄÉÌ ÓÄ×ÉÇ ÎÁ 6 Æ, Á Ä×ÉÖÅÎÉÊ ÂÙÌÏ 6 N (N | ÞÉÓÌÏ ÛÁÒÏ× × ÓÉÓÔÅ-

ÍÅ), ÔÏ dist(x

0

;x

1

) 6 m

max

· NÆ. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ �ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÁÑ� ÍÅÔÒÉËÁ × RnN

ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ

dist ((x

1

; : : : ; x

n

); (y

1

; : : : ; y

n

)) =

√√√√
N∑

i=1

m

i

· dist(x
i

; y

i

)

2

;

ÏÔËÕÄÁ É �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ m

max

.

�ÁË ËÁË ×ÓÅ ÛÁÒÙ Ä×ÉÇÁÌÉÓØ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ×ÄÏÌØ �ÒÑÍÙÈ × Rn

, ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÙÈ

× ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ | �ÅÎÔÒ ÛÁÒÁ #i

1

, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÏÊ ÛÁÒÏ× ÕÍÅÎØ-

ÛÁÌÏÓØ; ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÎÏ×ÏÊ ÔÏÞËÉ x

1

max

(i;j)∈I dist(x1

; C

ij

) 6 Æ.

�Å�ÅÒØ ×ÏÚØÍÅÍ ÄÒÕÇÏÊ ÎÏÍÅÒ i

2

∈ I

0

\ {i
1

} É, ÎÁÞÁ× Ó x

1

, ÔÅÍ ÖÅ Ó�ÏÓÏÂÏÍ

ÎÁÊÄÅÍ ÎÏ×ÕÀ ÔÏÞËÕ x

2

∈ RnN

, ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ dist(x

1

;x

2

) 6 m

max

·NÆ; ÚÁÔÅÍ ÔÒÅÔØÀ

ÔÏÞËÕ x

3

Ó ÔÅÍ ÖÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ É Ô. Ä., �ÏËÁ ÎÅ ÉÓÞÅÒ�ÁÅÍ ×ÓÅÈ ÛÁÒÏ× ÉÚ ÍÎÏÖÅ-

ÓÔ×Á I

0

. ðÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, �ÏÓÌÅÄÎÑÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ x|I
0

| �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ
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�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÀ

⋂
(ij)∈I Cij ×ÓÅÈ �ÉÌÉÎÄÒÏ× ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á I . úÎÁÞÉÔ,

dist(x

0

;x|I
0

|) 6

|I
0

|−1∑

i=1

dist(x

i

;x

i+1

) 6 m

max

·N2

Æ: (33)

úÎÁÞÉÔ, ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ Ó ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ C =

1

m

max

N

2

(ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ �ÏÄÅÌÉÔØ Æ ÎÁ �ÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (33) É �ÏÍÅÎÑÔØ ÚÎÁË

ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÁ �>�, ËÁË É ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ: ÓÍ.

ÒÉÓ. 9).

ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÊ ÓÔÏÌ Q = RnN \
(⋃

i6=j Cij

)
ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ

ÂÏÌØÛÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÙÈ ÕÇÌÏ× {Q
s

} (Ó Ä×ÕÍÑ, ÔÒÅÍÑ, : : : ,
N(N−1)

2

ÓÔÅÎËÁÍÉ), É ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ Ï�ÅÎËÕ (31), Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÕÀ × ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅØÎÏÓÔÉ

ÌÉÛØ × ÛÁÒÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ, ×ÎÕÔÒÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ �ÒÏÉÓÈÏÄÑÔ

ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÓÔÅÎÏË ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÕÇÌÏ× {Q
s

}, �ÒÅ×ÒÁÔÉÔØ × ÇÌÏÂÁÌØÎÕÀ Ï�ÅÎËÕ ÎÁ

×ÓÅÍ ÓÔÏÌÅ Q. á×ÔÏÒÙ [12℄ ÎÁÈÏÄÑÔ ÔÁËÕÀ ÇÌÏÂÁÌØÎÕÀ Ï�ÅÎËÕ: ÞÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏ× × Q

ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ

(
200

(
1

C

+ 2

))
2N

4

; (34)

�ÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ C =

1

m

max

N

2

, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÚÁ×ÙÛÅÎÎÕÀ Ï�ÅÎËÕ

(
200(m

max

N

2

+ 2)

)
2N

4

6
(
400N

2

m

max

)
2N

4

; (35)

ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó (13), ÅÓÌÉ ×Ó�ÏÍÎÉÔØ, ÞÔÏ Õ ÎÁÓ m

min

= 1. �ÅÏÒÅÍÁ 4 ÄÏËÁ-

ÚÁÎÁ.

÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÇÁÚÅ × ÓÏÓÕÄÅ.

�ÅÏÒÅÍÁ 5. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ �ÏÌÕÒÁÓÓÅÉ×ÁÀÝÅÇÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ (Ó

×Ù�ÕËÌÙÍÉ ×ÎÕÔÒØ ÓÔÅÎËÁÍÉ) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C > 0, ÚÁ×ÉÓÑ-

ÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÓÔÏÌÁ, ÞÔÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÁÑ ÞÁÓÔÉ�Á ÚÁ ×ÒÅÍÑ t ÏÔÒÁ-

ÚÉÔÓÑ ÏÔ ÅÇÏ ÓÔÅÎÏË 6 Ct ÒÁÚ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÜÔÁ ÖÅ Ï�ÅÎËÁ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÄÌÑ

ÒÁÚÒÑÖÅÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÏÌÅËÕÌ (ÛÁÒÉËÏ×) × ÓÏÓÕÄÅ, ÓÔÅÎËÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ

�ÌÏÓËÉÅ ÉÌÉ ×Ù�ÕËÌÙ ×ÎÕÔÒØ ÓÏÓÕÄÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 4.
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