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éÓ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ Ë ÓÔÁÔØÅ ä.òÅ�Ï×ÛÁ É á.óËÏ�ÅÎËÏ×Á

á×ÔÏÒÙ Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÏÊ × �ÒÏÛÌÏÍ ÎÏÍÅÒÅ ÓÔÁÔØÉ (�ÅÏÒÉÑ �ÒÅ�ÑÔÓÔ×ÉÊ ÄÌÑ

ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÈ // íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ðÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, 2000. óÅÒ. 3, �4. ó. 154{180) �ÒÉ-

ÓÌÁÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔÏÞÎÅÎÉÑ É ÉÓ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ:

1) ÷ÔÏÒÏÊ ÁÂÚÁ� ÎÁ ÓÔÒ. 157 ÎÁÄÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ:

úÁÄÁÞÁ Ï ÇÏÍÏÔÏ�ÉÞÅÓËÏÊ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ | ÏÄ-

ÎÁ ÉÚ ×ÁÖÎÅÊÛÉÈ × ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ Ï

ÇÏÍÏÔÏ�ÉÞÅÓËÏÊ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ S

n → S

n

(Ô. Å. �ÍÎÏ-

ÇÏÍÅÒÎÙÈ ×ÅÔÒÏ×�) ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ èÁÊÎ�ÅÍ èÏ�ÆÏÍ × 1926Ç. Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉ-

ÅÍ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÁ �ÓÔÅ�ÅÎØ�, ××ÅÄÅÎÎÏÇÏ ìÅÊÔÚÅÎÏÍ üÇÂÅÒÔÏÍ ñÎÏÍ âÒÁÕÜÒÏÍ ×

1911Ç. ÷ 1932Ç. èÏ�Æ ÏÂÏÂÝÉÌ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÏ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ

n-�ÏÌÉÜÄÒÁ × S

n

(��Ï ÚÁËÁÚÕ� ðÁ×ÌÁ óÅÒÇÅÅ×ÉÞÁ áÌÅËÓÁÎÄÒÏ×Á). ðÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ

ÚÄÅÓØ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ èÏ�ÆÁ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ èÁÓÓÌÅÒÕ

õÉÔÎÉ (1937). äÁÌØÎÅÊÛÅÅ ÒÁÚ×ÉÔÉÅ ÔÅÏÒÅÍÁ èÏ�ÆÁ { õÉÔÎÉ �ÏÌÕÞÉÌÁ × ÒÁÂÏÔÁÈ

óÜÍÀÜÌÑ üÊÌÅÎÂÅÒÇÁ É CÏÎÄÅÒÓÁ íÁËÌÅÊÎÁ (1940), ìØ×Á óÅÍÅÎÏ×ÉÞÁ ðÏÎÔÒÑÇÉÎÁ

(1941), îÏÒÍÁÎÁ óÔÉÎÒÏÄÁ (1947), äÖÏÎÁ çÅÎÒÉ ëÏÎÓÔÁÎÔÉÎÁ õÁÊÔÈÅÄÁ (1949) É

íÉÈÁÉÌÁ íÉÈÁÊÌÏ×ÉÞÁ ðÏÓÔÎÉËÏ×Á (1950).

2) ÷ �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÁÂÚÁ�Å ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ èÏ�ÆÁ ÉÚ x1 ÎÁÄÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ

�� ∈ ZE

� ÎÁ �� ∈ ZV

�.

3) ÷ ÚÁÄÁÞÅ 5.b ÉÚ x1, 3-Ê ÓÔÒÏËÅ ÓÎÉÚÕ, ÎÁÄÏ ÕÂÒÁÔØ ÓÌÏ×Ï `ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ'.

4) ðÅÒ×ÙÅ ÔÒÉ ÓÔÒÏËÉ ÚÁÄÁÞÉ 9 ÉÚ x1 ÎÁÄÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ:

9. (�ÅÏÒÅÍÁ ðÏÎÔÒÑÇÉÎÁ) îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ [S

3

; S

2

℄

∼
=

Z (èÏ�Æ{ðÏÎÔÒÑÇÉÎ{æÒÅÊÄÅÎÔÁÌØ,

1931{1938).

a) äÌÑ 3-�ÏÌÉÜÄÒÁ K É ËÌÁÓÓÁ  ∈ H

2

(K;Z) Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ∪ : H

1

(K;Z) ×

H

2

(K;Z) → H

3

(K;Z) É �ÏÓÔÒÏÊÔÅ ÂÉÅË�ÉÀ deg

−1

 →
H

3

(K;Z)

H

1

(K;Z) ∪ 2

.

5) ÷ ÚÁÄÁÞÅ 9.b ÉÚ x1 ÎÁÄÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ �f : K

(3) → S

2

ÎÁ ×ÓÅ K� ÎÁ �f |
K

(2)

:

K

(2) → S

2

ÎÁ ×ÓÅ K�.

6) ÷ ÚÁÄÁÞÅ 10.a ÉÚ x1 ÎÁÄÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ �f : K

(n+1) → S

n

ÎÁ ×ÓÅ K� ÎÁ �f |
K

(n)

:

K

(n) → S

n

ÎÁ ×ÓÅ K�.

7) ÷ ÔÅÏÒÅÍÅ ÎÁ Ó. 163 ÇÒÁÆ � É �ÒÅ�ÑÔÓÔ×ÉÅ v(') ∈ H

0

(�) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÔÏÌØËÏ

ÄÌÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ', Ô. Å. ÎÅ ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÅÇÏ ÎÉ ÏÄÉÎ ÏÔÒÅÚÏË ×

ÔÏÞËÕ.

8) ÷ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÚÁÄÁÞÉ 4.b É 4. ÉÚ x2 ÎÅ×ÅÒÎÙ. ÷ÅÒÎÕÀ ÆÏÒ-

ÍÕÌÉÒÏ×ËÕ ÓÍ. × [3, x4℄.

á×ÔÏÒÙ �ÒÉÎÏÓÑÔ ÉÚ×ÉÎÅÎÉÑ ÚÁ ÄÏ�ÕÝÅÎÎÙÅ ÎÅÂÒÅÖÎÏÓÔÉ.
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÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ×ÎÉÍÁÎÉÀ ÞÉÔÁÔÅÌÅÊ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ �ÏÄÂÏÒËÁ ÚÁÄÁÞ ÒÁÚÎÏÊ ÓÔÅ�Å-

ÎÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÔÒÕÄÎÙÈ. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÚÁÄÁÞ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÁÍÙÅ

ÓÌÏÖÎÙÅ!) ÔÒÅÂÕÀÔ ÚÎÁÎÉÑ �ÎÅÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ� ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ| ÁÎÁÌÉÚÁ, ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ

É Ô. �.

óÏÓÔÁ×ÉÔÅÌÑÍ ÜÔÏÊ �ÏÄÂÏÒËÉ ËÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÍÙÅ ÎÉÖÅ ÚÁÄÁÞÉ ÏËÁÖÕÔÓÑ

ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÍÉ ËÁË ÄÌÑ ÓÉÌØÎÙÈ ÛËÏÌØÎÉËÏ×, ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÈÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÊ, ÔÁË É ÄÌÑ

ÓÔÕÄÅÎÔÏ×-ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×.

íÙ ÏÂÒÁÝÁÅÍÓÑ Ó �ÒÏÓØÂÏÊ ËÏ ×ÓÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÑÍ, ÉÍÅÀÝÉÍ Ó×ÏÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ �ÏÄÂÏÒ-

ËÉ ÔÁËÉÈ ÚÁÄÁÞ, �ÒÉÓÙÌÁÔØ ÉÈ × ÒÅÄÁË�ÉÀ. é, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÍÙ Ó ÕÄÏ×ÏÌØÓÔ×ÉÅÍ ÂÕÄÅÍ

�ÕÂÌÉËÏ×ÁÔØ Ó×ÅÖÉÅ Á×ÔÏÒÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ. öÄÅÍ ×ÁÛÉÈ �ÉÓÅÍ (ËÁË Ó ×ÎÏ×Ø �ÒÅÄÌÁÇÁÅÍÙÍÉ

ÚÁÄÁÞÁÍÉ, ÔÁË É Ó ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÙÈ ÚÁÄÁÞ).

÷ ÓËÏÂËÁÈ �ÏÓÌÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÚÁÄÁÞÉ �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÆÁÍÉÌÉÑ Á×ÔÏÒÁ (ÕÔÏÞÎÅÎÉÑ ÓÏ ÓÔÏ-

ÒÏÎÙ ÞÉÔÁÔÅÌÅÊ �ÒÉ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔÓÑ). åÓÌÉ Á×ÔÏÒ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁÍ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÅÎ, ÔÏ × ÓËÏÂËÁÈ

ÕËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÆÏÌØËÌÏÒ�.

1. ÷ ÔÅÌÅÓÅÒÉÁÌÅ ��ÁÊÎÁ óÁÎÔÙ-âÁÒÂÁÒÙ� 15 ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÌÉ�. óÅÒÉÑ ÎÁÚÙ×Á-

ÅÔÓÑ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ × ÎÅÊ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓÏÂÙÔÉÊ.

ìÉÂÏ ËÔÏ-ÔÏ ÕÚÎÁÅÔ ÔÁÊÎÕ, ÌÉÂÏ ËÔÏ-ÔÏ ÕÚÎÁÅÔ, ÞÔÏ ËÔÏ-ÔÏ ÚÎÁÅÔ ÔÁÊÎÕ,

ÌÉÂÏ ËÔÏ-ÔÏ ÕÚÎÁÅÔ, ÞÔÏ ËÔÏ-ÔÏ ÎÅ ÚÎÁÅÔ ÔÁÊÎÕ. ëÁËÏ×Ï ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚ-

ÍÏÖÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÈ ÓÅÒÉÊ? (ÔÁÊÎÁ ÏÄÎÁ É �ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏ ÅÅ ÎÅ

ÚÎÁÅÔ ÎÉËÔÏ).

(ó. ÷.ëÏÎÑÇÉÎ)

2. AÌÉ-âÁÂÁ ÄÅÌÉÔ Ó ÒÁÚÂÏÊÎÉËÏÍ 10 ËÕÞ ÚÏÌÏÔÏÇÏ �ÅÓËÕ. AÌÉ-âÁÂÁ ÍÏÖÅÔ ×

ÌÀÂÏÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÚÑÔØ ÔÒÉ ËÕÞÉ É ÕÊÔÉ, ÌÉÂÏ ÏÎ ÍÏÖÅÔ ×ÙÂÒÁÔØ 4 ÌÀÂÙÅ ËÕÞÉ

É ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ËÕÞ ÎÁ �ÒÁ×ÕÀ É ÌÅ×ÕÀ ÞÁÓÔØ. òÁÚÂÏÊÎÉË ÏÂÒÁÚÕÅÔ

ÉÚ ÜÔÉÈ ÞÁÓÔÅÊ 4 ÎÏ×ÙÅ ËÕÞÉ, ÏÂßÅÄÉÎÑÑ ËÁÖÄÕÀ �ÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ Ó ÏÄÎÏÊ ÉÚ

ÌÅ×ÙÈ. óÍÏÖÅÔ ÌÉ AÌÉ-âÁÂÁ ÕÎÅÓÔÉ Ó ÓÏÂÏÊ Ó×ÙÛÅ 49 ËÇ ÚÏÌÏÔÏÇÏ �ÅÓËÕ,

ÅÓÌÉ ×ÓÅÇÏ ÂÙÌÏ 50 ËÇ?

(á.ñ.âÅÌÏ×)

3. A

1

; : : : ; A

n

| ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�Á B ÔÁ-

ËÁÑ, ÞÔÏ

BA

1

BA

2

: : : BA

n

B 6= 0:

(á.ñ.âÅÌÏ×)

4. ïÔÒÅÚÏË SP ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ ÔÏÞËÕ P ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å É ÆÏËÕÓ S ÜÌÌÉ�ÓÁ. �ÏÞËÁ R

ÌÅÖÉÔ ÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÜÌÌÉ�ÓÕ × ÔÏÞËÅ P (ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÏ Ë P × ÎÁ�ÒÁ-

×ÌÅÎÉÉ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ Ë ÆÏËÕÓÕ S). ðÁÒÁÌÌÅÌØÎÁÑ SP �ÒÑÍÁÑ, �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ

ÞÅÒÅÚ R, �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÜÌÌÉ�Ó �ÅÒ×ÙÊ ÒÁÚ × ÔÏÞËÅ Q. �ÏÞËÁ T | ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ
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�ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÁ, Ï�ÕÝÅÎÎÏÇÏ ÉÚ R ÎÁ ÏÔÒÅÚÏË SP . îÁÊÄÉÔÅ

lim

Q→P

QT

2

RQ

:

äÌÉÎÙ �ÏÌÕÏÓÅÊ a; b ÜÌÌÉ�ÓÁ ÓÞÉÔÁÔØ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ.

(á.óÅÎÄÅÒÉÞÉÎ)

5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ 10 �ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÔÅÔÒÁÜÄÒÏ×, ×�ÉÓÁÎÎÙÈ × ÄÏÄÅËÁ-

ÜÄÒ (×ÅÒÛÉÎÙ ÔÅÔÒÁÜÄÒÏ× Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ), ÅÓÔØ ÉËÏÓÁÜÄÒ.

(á.ñ.âÅÌÏ×)

6. Á) ÷ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (x) �ÅÌÙÅ É ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÅÓÔØ ÎÅÞÅÔÎÙÅ.

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Q(x), ÉÍÅÀÝÉÊ ÒÏ×ÎÏ Ä×Á ÎÅÞÅÔÎÙÈ

ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ É ÄÅÌÑÝÉÊÓÑ ÎÁ P (x).

Â) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (x; y) Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ

×ÓÑËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ R(x; y), ÄÅÌÑÝÉÊÓÑ ÎÁ P (x; y), ÉÍÅÅÔ ÂÏÌÅÅ ÍÉÌÌÉÏÎÁ ÎÅ-

ÞÅÔÎÙÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×?

(á.ñ.âÅÌÏ×)

7. G | ÇÒÕ��Á ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÑ, Ô. Å. ÎÅÔ ÎÅÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÏÎÅÞÎÏÇÏ �Ï-

ÒÑÄËÁ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ (ab)

n

= a

n

b

n

. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÕ��Á ÁÂÅÌÅ×Á, Ô. Å. ÄÌÑ

ÌÀÂÙÈ a; b ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ab = ba.

(ç.á.ëÁÒÁÓÅ×)

8. òÁÚÂÅÊÔÅ �ÌÏÓËÏÓÔØ ÎÁ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÏÔÒÅÚËÉ ÒÁ×ÎÏÊ ÄÌÉÎÙ.

(Cosa monstra)

9. Á) ÷ ËÌÅÔËÁÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÌÅÎÔÙ ÚÁ�ÉÓÁÎÙ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.

éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÒÅÈ ÓÏ-

ÓÅÄÅÊ ÓÌÅ×Á É ÔÒÅÈ Ó�ÒÁ×Á. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ ÒÁ×ÎÙ.

Â) îÁ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ × ËÌÅÔËÁÈ ÒÁÓÓÔÁ×ÌÅÎÙ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ

ÔÁË, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÚÁ�ÉÓÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁ×ÎÏ ÓÒÅÄÎÅÍÕ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÍÕ 4 Ó×ÏÉÈ

ÓÏÓÅÄÅÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ ÒÁ×ÎÙ.

×) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÉ?

(é.æ.ûÁÒÙÇÉÎ)

10. óÌÕÞÁÊÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ X , Y , Z ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ÏÔ-

ÒÅÚËÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÁ (XY )

Z

ÔÁËÖÅ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÁ.

(í.ëÅÌØÂÅÒÔ)
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òÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ×Ù�ÕÓËÏ×

1.2. õÓÌÏ×ÉÅ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉ-

ÓÅÌ N ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ 2

N

ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ N .

òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÎÅÔÒÕÄÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ

2

36

ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ 36: (i)

ðÕÓÔØ

2

36

= 10

4

N + 10

3

K + 36: (ii)

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ 2

10

3

K+36

ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ 10

3

K + 36. ðÏ ÈÏÄÕ ÄÅÌÁ ÎÁÍ �ÒÉÄÅÔÓÑ

×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ

2

4·53 − 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 5

4

; (iii)

ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÂÉÎÏÍÁ îØÀÔÏÎÁ: (15 + 1)

5

3 − 1 = 5

3 · 15 ·N = 5

4 ·N
1

. éÍÅÅÍ:

2

10

3

K+36 − (10

3

K + 36)

(ii)

= 2

10

3

K

(10

4

N + 10

3

K + 36)− (10

3

K + 36) =

= 2

10

3

K · 104N + (10

3

K + 36)(2

10

3

K − 1)

Id

= 10

4

N

1

+N

2

(((
2

4

)
5

3

)
2K

− 1

)
:

÷ÔÏÒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 5

4

× ÓÉÌÕ (iii). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, × ÓÉÌÕ (i) 10

3

K+36

ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2

4

, ÚÎÁÞÉÔ 2

10

3

K+36 − (10

3

K +36) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 10

4

, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.

íÙ ÓÏ×ÅÒÛÉÌÉ �ÅÒ×ÙÊ ÛÁÇ ÉÎÄÕË�ÉÉ. ïÂÝÅÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÔÁËÏ×Ï. ðÏÌÏÖÉÍ

a

m+1

= 2

a

m

, b

m

| ÞÉÓÌÏ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÅ �ÏÓÌÅÄÎÉÍÉ m �ÉÆÒÁÍÉ ÞÉÓÌÁ a

m

, m >

> 2. �ÏÇÄÁ 2

b

m − b

m

ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 10

m

. ðÒÅÄÏÓÔÁ×ÉÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ �ÒÏ×ÅÓÔÉ m-Ê ÛÁÇ

ÉÎÄÕË�ÉÉ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ.

(÷.í.�ÉÈÏÍÉÒÏ×)

1.4. õÓÌÏ×ÉÅ. äÁÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC. K | ÔÏÞËÁ ËÁÓÁÎÉÑ ×�ÉÓÁÎÎÏÊ × ÎÅÇÏ

ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÓÔÏÒÏÎÙ BC. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Å ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ËÁÓÁÀÝÉÅÓÑ �ÒÑÍÏÊ

BC, ÌÕÞÁ AK É ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ×ÏËÒÕÇ △ABC (ÎÁ ÒÉÓ. 1 ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ

�ÕÎËÔÉÒÏÍ). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÈ ÒÁÄÉÕÓÙ ÒÁ×ÎÙ.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ E | �ÅÎÔÒ ×ÎÅ×�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ËÁÓÁÀÝÅÊÓÑ ÓÔÏÒÏ-

ÎÙ BC É �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÓÔÏÒÏÎ AB É AC, ÒÁÄÉÕÓ ÜÔÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ r

a

,

Á  | ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ËÁÓÁÀÝÁÑÓÑ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÏÔÒÅÚËÏ× AK, BK É ÔÁËÖÅ ËÁÓÁ-

ÀÝÁÑÓÑ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ×ÏËÒÕÇ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó ×ÎÅÛÎÅÊ ÓÔÏÒÏÎÙ.

ìÅÍÍÁ 1. òÁÄÉÕÓ  ÒÁ×ÅÎ r

a

.

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 5, 2001(218{229)
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B C

A

K

òÉÓ. 1.

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 1. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÏÂÅ �ÕÎËÔÉÒÎÙÅ

ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÁ ÒÉÓ. 1 ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÒÁ×ÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ, ÎÏ É ÒÁ×ÎÙ ×ÎÅ×�ÉÓÁÎÎÏÊ

ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

ìÅÍÍÁ 1 ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ K

′
| �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ

ÔÏÞËÁ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÅ BC, 

′
| ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ËÁÓÁÀÝÁÑÓÑ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÏÔÒÅÚËÏ× AK

′

É BK

′
(ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ M É L ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ) É ÔÁËÖÅ ËÁÓÁÀÝÁÑÓÑ

Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ×ÏËÒÕÇ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó ×ÎÅÛÎÅÊ ÓÔÏÒÏÎÙ.

ìÅÍÍÁ 2. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ K

′ ∈ BC �ÒÑÍÁÑ ML �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ E.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ (É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÇÏ ÆÁËÔÁ ÄÌÑ ×�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖ-

ÎÏÓÔÉ) ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × ËÎÉÇÅ é.æ.ûÁÒÙÇÉÎÁ �úÁÄÁÞÉ �Ï ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ (�ÌÁÎÉÍÅ-

ÔÒÉÑ)�, ÂÉÂÌÉÏÔÅÞËÁ �ë×ÁÎÔ�, �7, 1986 É × ËÎÉÇÅ ÒÅÛÅÎÉÊ ÞÅÔ×ÅÒÔÏÊ óÏÒÏÓÏ×-

ÓËÏÊ ïÌÉÍ�ÉÁÄÙ (10 ËÌÁÓÓ).

ðÏËÁÖÅÍ, ËÁË ÉÚ ÌÅÍÍÙ 2 ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÌÅÍÍÁ 1, Á ÚÎÁÞÉÔ, É ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 1. ï�ÕÓÔÉÍ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒ EV ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÕ BC É

�ÒÏÄÏÌÖÉÍ ÅÇÏ ÚÁ ÔÏÞËÕ E ÎÁ ÅÇÏ ÄÌÉÎÕ. ðÏÌÕÞÉÍ ÏÔÒÅÚÏË V W , �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒ-

ÎÙÊ BC É ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ V W = 2V E = 2r

a

. ìÅÇËÏ �ÏËÁÚÁÔØ (ÉÚ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ ÏËÒÕÖ-

ÎÏÓÔÅÊ), ÞÔÏ ÏÔÒÅÚÏË BW �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ K. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÌÅÍÍÕ 2 ÄÌÑ K

′
= K, ÚÁ-

ËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ E;M;L ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ. ÷ÏÚØÍÅÍ ÔÏÞËÕ H ÎÁ ÓÔÏÒÏ-

ÎÅ BC ÔÁË, ÞÔÏÂÙWH ‖ML. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ O ÓÅÒÅÄÉÎÕWH . �ÒÅÕÇÏÌØÎÉËMKL|

ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÊ, ÚÎÁÞÉÔ, É ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË WKH ÔÁËÖÅ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÊ. ðÏÜÔÏ-

ÍÕ KO| ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÁ ÕÇÌÁWKH . âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÏÔÒÅÚÏË EL Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÒÅÄÎÅÊ ÌÉ-

ÎÉÅÊ × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ WVH . ðÏÜÔÏÍÕ WELO | �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ,

ÞÔÏ OL = r

a

, OL ⊥ BC. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, O | �ÅÎÔÒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ  (ËÁË ÅÄÉÎ-

ÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÁ LO Ó ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÏÊ ÕÇÌÁ WKH).

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÒÁÄÉÕÓ  ÒÁ×ÅÎ r

a

, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

(÷.ðÒÏÔÁÓÏ×)
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áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÒÁÄÉÕÓÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, ÕËÁÚÁÎÎÙÈ

× ÕÓÌÏ×ÉÉ ÚÁÄÁÞÉ, ÒÁ×ÎÙ ÒÁÄÉÕÓÕ r

a

×ÎÅ×�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ C

a

ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ

ABC, ËÁÓÁÀÝÅÊÓÑ ÓÔÏÒÏÎÙ BC. ðÕÓÔØ l | ×ÔÏÒÁÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ Ë C

a

, �ÁÒÁÌÌÅÌØ-

ÎÁÑ BC. �ÏÞËÕ ËÁÓÁÎÉÑ l É C

a

ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ K

′
. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÔÏÞËÁ ÌÅÖÉÔ

ÎÁ �ÒÑÍÏÊ AK.

÷×ÅÄÅÍ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÏÓØ ÁÂÓ�ÉÓÓ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ

Ó l, Á ÏÓØ ÏÒÄÉÎÁÔ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ A. ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ A ÒÁ×ÎÙ (0; L), ÁÂÓ�ÉÓÓÙ ÔÏ-

ÞÅË �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÒÑÍÙÈ AK, AB, AC Ó ÏÓØÀ ÁÂÓ�ÉÓÓ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ κ; �
1

; �

2

ÓÏÏÔ-

×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. îÁÊÄÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÕÓÌÏ×ÉÅ ËÁÓÁÎÉÑ

ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ C

a

É �ÒÑÍÏÊ AB (AC) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Õ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

(x − κ)
2

+ (y − r

a

)

2

= r

2

a

;

ÇÄÅ y = L − L

�

i

x, | ËÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ, Ô. Å. ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÔÒÅÈÞÌÅÎÁ ÒÁ×ÅÎ 0.

ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ y, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÕÓÌÏ×ÉÅ

(
2κ +

2L(L − r

a

)

�

i

)
2

− 4

(
1 +

L

2

�

2

i

)
(κ

2

+ L(L− 2r

a

)) = 0;

ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ �ÏÓÌÅ Õ�ÒÏÝÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �

1

; �

2

| ËÏÒÎÉ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

(ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �)

(L− 2r

a

)�

2 − 2(L− r

a

)κ� + Lκ
2 − Lr

2

a

= 0: (1)

áÂÓ�ÉÓÓÙ �

1

; �

2

ÔÏÞÅË ËÁÓÁÎÉÑ (É �ÅÎÔÒÏ×) ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ BC,

l, AK, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÇÏ (1) Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (ÎÏ ÏÔÎÏÓÉ-

ÔÅÌØÎÏ �)

(L− 2r

a

)κ
2 − 2(L− r

a

)κ� + L�

2 − Lr

2

a

= 0: (2)

�Å�ÅÒØ ÎÕÖÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ËÁÓÁÀÔÓÑ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ×ÏËÒÕÇ

△ABC ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, Ô. Å. ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó �ÕÎËÔÉÒÎÙÍÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ

Ë ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ.

ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅÒÛÉÎ B É C ÒÁ×ÎÙ (

�

1

L

(L− 2r

a

); 2r

a

) É (

�

2

L

(L− 2r

a

); 2r

a

) ÓÏÏÔ-

×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ (1) �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÁÂÓ�ÉÓÓÁ �ÅÎÔÒÁ O Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ×ÏËÒÕÇ

△ABC ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÁ

~� =

1

2

(
�

1

L

(L− 2r

a

) +

�

2

L

(L− 2r

a

)

)
=

L− 2r

a

2L

(�

1

+ �

2

) =

L− r

a

L

κ =

�

1

+ �

2

2

; (3)

ÏÒÄÉÎÁÔÕ O ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ h, Á ÒÁÄÉÕÓ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ | R. �ÏÇÄÁ ÁÂÓ�ÉÓÓÙ

B É C Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

(x− ~�)

2

+ (2r

a

− h)

2

= R

2

;

ËÏÔÏÒÏÅ �ÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ

x

2 − L − 2r

a

L

(�

1

+ �

2

)x +

(
L − 2r

a

L

)
2

�

1

�

2

= 0:
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ðÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÑ Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ÞÌÅÎÙ ÜÔÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ É ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ (1), �ÏÌÕÞÁÅÍ

~�

2

+ (2r

a

− h)

2 −R

2

=

(
L − 2r

a

L

)
2

L(κ
2 − r

2

a

)

L− 2r

a

= (κ
2 − r

2

a

)

L− 2r

a

L

: (4)

�Å�ÅÒØ Õ�ÒÏÓÔÉÍ ÌÅ×ÕÀ ÞÁÓÔØ (4), ÕÞÉÔÙ×ÁÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ~�

2

+ (h− L)

2

= R

2

(×ÅÒ-

ÛÉÎÁ A ÌÅÖÉÔ ÎÁ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ). úÁÍÅÎÑÑ ~�

2 −R

2

ÎÁ −(h− L)

2

É ÒÁÓ-

ËÌÁÄÙ×ÁÑ ÒÁÚÎÏÓÔØ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, �ÏÌÕÞÁÅÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ h

2h = L+ 2r

a

+

κ
2 − r

2

a

L

(5)

É ÄÌÑ R

2

R

2

= ~�

2

+

1

4

(
2r

a

− L+

κ
2 − r

2

a

L

)
2

: (6)

ïÓÔÁÌÏÓØ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó �ÅÎÔÒÁÍÉ (�

i

; r

a

) É ÒÁÄÉÕÓÏÍ r

a

ËÁÓÁ-

ÀÔÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó �ÅÎÔÒÏÍ (~�; h) É ÒÁÄÉÕÓÏÍ R, Ô. Å.

(~� − �

i

)

2

+ (h− r

a

)

2

= (R+ r

a

)

2

: (7)

üÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ, Ó ÕÞÅÔÏÍ (1), (2), (3) É (6) ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ

(
�

1

− �

2

2

)
2

+

1

4

(
L+

κ
2 − r

2

a

L

)
2

= r

2

a

+ ~�

2

+

1

4

(
2r

a

− L+

κ
2 − r

2

a

L

)
2

+ 2r

a

R;

ÏÔËÕÄÁ �ÏÓÌÅ Õ�ÒÏÝÅÎÉÊ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÅÇÏ × ×ÉÄÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ R:

R =

L(L− 2r

a

) + κ
2

+ r

2

a

2L

: (8)

îÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (8)

ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÅÎ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (6).

(í.î.÷ÑÌÙÊ)

1.6. õÓÌÏ×ÉÅ. Á) äÁÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (X). äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ X > 0: P (X) > 0. äÏËÁ-

ÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÔÏ P = Q=T , ÇÄÅ Q É T | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Ó ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ-

�ÉÅÎÔÁÍÉ.

Â)* ðÕÓÔØ P | Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ÔÒÅÈÞÌÅÎ, � | ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÅÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ.

�ÏÇÄÁ ÓÔÅ�ÅÎØ Q ÎÅ ÍÅÎØÛÅ �=�.

òÅÛÅÎÉÅ. Á) ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙ-

ÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ É Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÍÎÏ-

ÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, �ÒÉÞÅÍ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ

Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÔÒÅÈÞÌÅÎÏ× ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌÅÎ. éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏ-

ÖÉÔÅÌÉ ÎÅ ÉÍÅÀÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ É �ÏÔÏÍÕ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ x +  ÇÄÅ  > 0.

ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÅÛÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ ÄÌÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÔÒÅÈÞÌÅÎÁ. äÁÌÅÅ, ÄÅÌÁÑ

ÚÁÍÅÎÕ x → � · x É ÕÍÎÏÖÁÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ÔÒÅÈÞÌÅÎ ÎÁ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÅ �′, ÍÏÖÎÏ �ÒÉ-
×ÅÓÔÉ ÅÇÏ Ë ×ÉÄÕ P (x) = x

2 − Æx+ 1. ðÒÉ ÜÔÏÍ Æ < 2 É ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ Æ > 0. üÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ

ÞÁÓÔÅÊ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P . �Å�ÅÒØ �ÒÉÓÔÕ�ÉÍ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ.
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äÏÍÎÏÖÉ× ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (x) = x

2 − Æx + 1 ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

�

P (x) = x

2

+ Æx + 1

�ÏÌÕÞÉÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ P

1

(y) = y

2

+ (2− Æ

2

)y + 1, ÇÄÅ y = x

2

. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ

ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P

1

, ËÁË ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÂÕÄÕÔ × Ä×Á ÒÁÚÁ ÂÏÌØÛÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ËÏÒÎÅÊ P .

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÏÓÔÒÏÉÍ �Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ P

1

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P

2

É Ô. Ä. éÚ-

ÎÁÞÁÌØÎÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ËÏÒÎÅÊ ÚÁËÌÀÞÅÎ ÍÅÖÄÕ 0 É �=2. ðÏÓËÏÌØËÕ ÁÒÇÕ-

ÍÅÎÔÙ ËÏÒÎÅÊ ×ÓÑËÉÊ ÒÁÚ ÂÕÄÕÔ ÕÄ×ÁÉ×ÁÔØÓÑ, ÔÏ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÛÁÇÅ ×ÏÚÎÉËÎÅÔ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P

k

, ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ ËÏÒÎÅÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÕÄÕÔ ÚÁËÌÀÞÅÎÙ ÍÅÖÄÕ �=2 É �. ÷ÓÅ

ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÂÕÄÕÔ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ

�

P

i

ÉÍÅÀÔ ÎÅÏ-

ÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Q =

∏
k−1

i=1

�

P

i

(x

2

i−1

) É T = P

k

(x

2

k−1

)

ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑÍ ÚÁÄÁÞÉ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÒÁÂÏÔÁÔØ Ó �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ Æ

i

= 2− Æ

2

i−1

É ÕÂÅÄÉÔØÓÑ Ñ×ÎÏ × ÎÁÌÉÞÉÉ ÎÅ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ.

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÕÎËÔÁ Â) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÁÑ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ ÂÌÉÚËÁ Ë

Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÊ. ëÁË É ×ÙÛÅ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ×ÉÄÁ P (x) = x

2 − Æx+1,

�ÒÉÞÅÍ Æ > 0. �ÏÇÄÁ Æ = 2 os' É ×ÅÌÉÞÉÎÁ ' (0 < ' < �=2) ÅÓÔØ ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÏÄÎÏ-

ÇÏ ÉÚ ËÏÒÎÅÊ P . úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ Æ ÍÏÎÏÔÏÎÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÏÌÏÖÉ-

ÔÅÌØÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ËÏÒÎÑ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× PT É

T ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ, Á ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ P

1

ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ËÏÜÆÆÉ�É-

ÅÎÔÏ× P , ÔÏ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ P

1

T ÔÏÖÅ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ

ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ' =

�

2

1

k

, ÔÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÓÔÅ�ÅÎØ Q ÒÁ×ÎÁ k É ÂÏÌØÛÅ k, ÅÓÌÉ

' <

�

2

1

k

. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÓÔÅ�ÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ T , ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ-

ÀÝÅÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ, ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÊ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ, ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Q = PT ÂÕ-

ÄÕÔ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÅÔØ ÏÔ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× t

k

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ T . âÕÄÅÍ Ä×ÉÇÁÔØ �ÁÒÁ-

ÍÅÔÒÙ t

k

Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ÓËÏÒÏÓÔÑÍÉ, Ô. Å. ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á �ÁÒÁÍÅÔÒÏ×

t

′
k

= t

k

+ v

k

� (� | �×ÒÅÍÑ�). ïÂÒÁÝÅÎÉÀ × ÎÕÌØ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Q

ÉÌÉ T ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÁ �ÁÒÁÍÅÔÒÙ.

ðÕÓÔØ × �ÒÏ�ÅÓÓÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÏÂÒÁÔÉÔÓÑ × ÎÕÌØ. �ÏÇÄÁ

ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÏ×ÙÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ t

i

, Á ÎÁ ÓËÏÒÏÓÔÉ v

i

ÎÁÌÏÖÉÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅ-

ÎÉÅ, ÏÚÎÁÞÁÀÝÅÅ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ. �ÏÇÄÁ ÏÎ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÎÕÌÅÍ

É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ×ÉÄ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ó ÎÕÌÅ-

×ÏÊ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔØÀ:

∑
�

i

v

i

= 0. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ: ÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ ÕÖÅ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ, Á

ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÒÏ ÎÕÌÅ×ÕÀ �ÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ

ÓÏÈÒÁÎÑÀÔÓÑ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ v

i

= 0.

âÕÄÅÍ ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÓÔÒÅÍÉÔØÓÑ ÏÂÒÁÔÉÔØ × ÎÕÌØ ËÁË ÍÏÖÎÏ

Â�ÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× T É R. óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ

ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅÍ ÔÏÌØËÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Q = RT .

ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ T (x) = 1 + t

1

x + : : : + t

k

x

k

+ · · ·+ t

r

x

r

; t

r

> 0. �ÏÇÄÁ ÍÎÏ-

ÇÏÞÌÅÎ T

1

(x) = 1+ t

1

x+ : : :+ t

k−1

x

k−1

ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ (Ô. Å. ×ÓÅ

ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ Q

1

= PT

1

ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ) É ÉÍÅÅÔ ÍÅÎØÛÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ.

ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× ÒÁ×ÎÏ ÓÔÅ�ÅÎÉ deg(T ) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ T , Á

ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× Q, ËÏÔÏÒÙÍ ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÒÁ×ÎÏ deg(Q) −
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− 1 = deg(T ) + 1 (Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ). íÙ ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ

ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÍ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ:

ìÅÍÍÁ 2. ìÀÂÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ n ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÏÔ k > n ÎÅÉÚ-

×ÅÓÔÎÙÈ ÉÍÅÅÔ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ (× ËÏÔÏÒÏÍ ÎÅ ×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÅÉÚ×ÅÓÔ-

ÎÙÈ ÎÕÌÉ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÙ | ÉÎÄÕË�ÉÑ �Ï ÞÉÓÌÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ É ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ.

÷ ÓÉÌÕ ÄÁÎÎÏÊ ÌÅÍÍÙ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ deg(T ) ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Q ÏÂÒÁÔÉÌÉÓØ × ÎÕÌØ. îÕÌÅÍ ÎÅ ÏËÁÖÅÔÓÑ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ É ÓÔÁÒÛÉÊ

ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ËÒÏÍÅ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÅÝÅ ÔÏÌØËÏ

ÏÄÉÎ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ.

ðÏËÁÖÅÍ, ËÁË ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÏÔ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÂÙÌ �ÒÅÄ�ÏÓÌÅÄÎÉÍ

(Ô. Å. �ÒÉ x

deg(Q)−1

).

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ k-Ê ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ (�ÒÉ x

k

) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Q ÞÅÒÅÚ q

k

. �ÏÇÄÁ q

k

= t

k

+

+ t

k−2

− 2 os' · t
k−1

. ðÕÓÔØ t

k

> 0 ÄÌÑ k 6 deg(Q) − 2 É t

k

= 0 ÄÌÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ

k 6= 1; deg(Q). ðÏËÁÖÅÍ, ËÁË �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ T

′
, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÕÓÌÏ×ÉÀ

ÚÁÄÁÞÉ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ �ÅÒ×ÙÅ k ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× | ÎÕÌÉ.

ðÏÌÏÖÉÍ t

′
i

= t

i

�ÒÉ i 6 k É t

′
i

= �t

i

ÅÓÌÉ i > k. ðÒÉ ÜÔÏÍ 0 6 � 6 1. ñÓÎÏ,

ÞÔÏ �ÒÉ ÔÁËÏÍ ×ÁÒØÉÒÏ×ÁÎÉÉ Õ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× q

s

ÄÌÑ s 6 k − 1 ÉÌÉ s > k + 2

ÓÏÈÒÁÎÑÀÔÓÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ, Á ÔÁËÖÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï �ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÙÍ ÎÕÌÀ�.

ðÏÓËÏÌØËÕ q

′
k+1

=� = q

k+1

− (1=� − 1)t

k+1

, ÔÏ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ t

k+1

ÔÁËÖÅ

ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ. þÔÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÞÌÅÎÁ q

k

, ÔÏ ÏÎ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ É × ËÁËÏÊ-ÔÏ ÍÏÍÅÎÔ ÓÔÁ-

ÎÏ×ÉÔÓÑ ÒÁ×ÎÙÍ ÎÕÌÀ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÅÎ �ÅÒÅÈÏÄ Ë ÓÉÔÕÁ�ÉÉ, ËÏÇÄÁ

�ÅÒ×ÙÅ k ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Q (ÎÅ ÓÞÉÔÁÑ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ) ÎÕÌÅ×ÙÅ.

÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ t

k

ÂÕÄÕÔ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÒÅËÕÒÒÅÎÔ-

ÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ: t

0

= 1; t

1

= os'; t

s

= 2 os' · t
s−1

− t

s−2

; s = 2; : : : ; deg(T ).

ðÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ T ÂÕÄÅÔ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎ �ÅÒ×ÙÍÉ k ÞÌÅÎÁÍÉ ÒÑÄÁ �ÅÊÌÏÒÁ ÆÕÎË-

�ÉÉ

1

1− 2 os'x+ x

2

=

1

(z − �z)

·
(

1

(x− z)

− 1

(x− �z)

)
;

ÇÄÅ z = os'+ i sin'.

ïÔËÕÄÁ t

k

=

1

2i sin'

(z

k − �z

k

) = sin(k')=sin(').

åÓÌÉ ×ÅÌÉÞÉÎÁ t

k

, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ, �ÅÒÅÓÔÁÅÔ ÂÙÔØ

�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ, ÔÏ ÒÑÄ

∑
t

n

x

n

, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó (k+1)-ÇÏ ÞÌÅÎÁ, ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÒ×ÁÔØ. ìÅÇËÏ

×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ×ÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ.

äÌÑ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ sin(k') = 0

ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ k = �= arg(').

(á.ñ.âÅÌÏ×)

1.9. õÓÌÏ×ÉÅ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÙÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ A, B ÒÑÄ

∑
1

|Ax
n

+By

n

| ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ. ïÂÑÚÁÎ ÌÉ ÒÁÓÈÏÄÉÔØÓÑ ÒÑÄ
∑

1

|x
n

|+ |y
n

|? A ÞÔÏ ÅÓÌÉ

A É B ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍÉ?

òÅÛÅÎÉÅ. ÷ ÕÓÌÏ×ÉÉ ÚÁÄÁÞÉ ÎÅ ÏÇÏ×ÏÒÅÎÏ, ËÁË ÔÒÁËÔÏ×ÁÔØ ÞÌÅÎÙ ÒÑÄÏ× Ó

Ax

n

+By

n

= 0. íÙ ÂÕÄÅÍ �ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÒÅÞØ ÉÄÅÔ Ï ÒÑÄÁÈ

L(A;B) =

∑

n:Ax

n

+By

n

6=0

1

|Ax
n

+By

n

|
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É

S =

∑

|x
n

|+|y
n

|6=0

1

|x
n

|+ |y
n

| =
∑

f(n) 6=0

1

f(n)

; f(n)

def

= |x
n

|+ |y
n

|:

äÌÑ Õ�ÒÏÝÅÎÉÑ ÚÁ�ÉÓÉ ÓÞÉÔÁÅÍ ÄÁÌÅÅ, ÞÔÏ ×Ï ×ÓÅÈ ÆÏÒÍÕÌÁÈ ÉÚ ÓÕÍÍ ÉÓËÌÀÞÁ-

ÀÔÓÑ ÞÌÅÎÙ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÏÄÉÎ ÉÚ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÊ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × 0.

ïÔ×ÅÔ: �ÎÅÔ� × ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ É �ÄÁ� × ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍ.

ëÏÍ�ÌÅËÓÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ. ðÕÓÔØ S ÓÈÏÄÉÔÓÑ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ÓÈÏÄÉÔÓÑ É

ÏÄÉÎ ÉÚ ÒÑÄÏ× L(q;−1). ðÏÓËÏÌØËÕ
∑

n:x

n

=0

1

|y
n

| 6
∑

1

f(n)

= S;

ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÁ L(q;−1) ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ �ÒÉ ÏÔÂÒÁÓÙ×ÁÎÉÉ ÞÌÅÎÏ× Ó x

n

= 0. ïÂÏ-

ÚÎÁÞÉÍ ÒÑÄ Ó ÏÔÂÒÏÛÅÎÎÙÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ x

n

= 0, ÞÅÒÅÚ

~

L(q), ××ÅÄ£Í

ÔÁËÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ �

n

= −y
n

=x

n

. �ÏÇÄÁ

~

L(q) =

∑
1 + |�

n

|
f(n)|q − �

n

| : (1)

ðÒÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ q ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÍÅÒÕ

�(X) =

P

�

n

∈X;x
n

6=0

f(n)

−1

P

x

n

6=0

f(n)

−1

:

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ l

0

= 1, m = 30. òÁÚÏÂß£Í Ë×ÁÄÒÁÔ Q

0

= {z : |Re z| 6 l

0

=2; | Im z| 6

6 l

0

=2} �ÒÑÍÙÍÉ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ É ÍÎÉÍÏÊ ÏÓÑÍ, ÎÁ m

2

Ë×Á-

ÄÒÁÔÏ× ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ l

1

= l

0

=m (�ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ).

äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ (m− 2)

2

×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× Q Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ� Q

+

ËÁË ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ É 8 ÓÍÅÖÎÙÈ Ó ÎÉÍ. ðÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÙÊ Ë×Á-

ÄÒÁÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ×ÈÏÄÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ × 25 �ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ�, ÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔ

ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ Q

1

ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ �(Q

+

1

) 6 25�(Q

0

)=(m− 2)

2

. ðÒÉÍÅÎÉ× ÔÕ ÖÅ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ

Ë Q

1

, �ÏÌÕÞÉÍ Ë×ÁÄÒÁÔ Q

2

É Ô. Ä. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× Q

i

Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ

ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÔÏÞËÕ q.

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÒÑÄ (1) ÄÌÑ q ÓÈÏÄÉÔÓÑ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ N

0

= {n : �

n

=∈ Q

+

1

}, N
1

=

= {n : �
n

=∈ Q

+

2

} \N
0

É Ô. Ä. éÚ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÀÔ Ï�ÅÎËÉ

∑

n∈N
k

1

f(n)

6
25

k

(m− 2)

2k

S; (n ∈ N

k

) =⇒ |q − �

n

| >
1

m

k

: (2)

÷ÙÂÅÒÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÔÁËÏÅ R, ÞÔÏÂÙ �ÒÉ |z| > R ×Ù�ÏÌÎÑÌÏÓØ (1 + |z|)=|q − z| < 2.

ï�ÅÎÉ×ÁÑ �Ï ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ ÞÌÅÎÙ Ó �

n

> R É �

n

6 R, �ÏÌÕÞÁÅÍ

∑

n∈N
k

1 + |�
n

|
f(n)|q − �

n

| 6 (2 + (R + 1)m

k

)

∑

n∈N
k

1

f(n)

6 (R+ 2)

(
25m

(m− 2)

2

)
k

S;

ÏÔËÕÄÁ �ÒÉ 25m=(m− 2)

2

< 1 ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÁ

~

L(q).
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äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÕÖÅ ××ÅÄ£ÎÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ, �ÏÌÁÇÁ-

ÅÍ f(n) = n ln

2

n (ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ S). ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

�

n

�ÏÓÔÒÏÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. òÁÚÄÅÌÉÍ Å£ ÎÁ Ä×Å �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ:

�

n

= �

(t)

s

, ÇÄÅ n = t + 2s, t ∈ {0; 1}. úÁÄÁÄÉÍ �

(1)

n

= n. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �

(0)

n

Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. úÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ �ÁÒÙ �ÅÌÙÈ

ÞÉÓÅÌ (u; v), v > 0, × �ÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ max{|u|; v} (× ÏÓÔÁÌØÎÏÍ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÑ

�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ n-À �ÁÒÕ (u

n

; v

n

), ÔÏÇÄÁ �

(0)

n

= u

n

=v

n

. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

�ÁÒÁ (u; v) ×ÓÔÒÅÔÉÔÓÑ ÎÅ �ÏÚÖÅ, ÞÅÍ ÎÁ (max{|u|; v}2)-Í ÍÅÓÔÅ.

ðÒÏ×ÅÒÉÍ ÒÁÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÏ× L(A;B) �ÒÉ ÔÁËÏÍ ×ÙÂÏÒÅ �

n

.

ðÕÓÔØ B = 0. ÷ÏÚØÍ£Í �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ n

k

= 1 + 2k. äÌÑ ÎÅ£

∑

k

1

|Ax
n

k

| =
1

|A|
∑

k

1 + |�
n

k

|
f(n

k

)

=

1

|A|
∑

k

1 + k

(1 + 2k) ln

2

(1 + 2k)

;

ÔÁË ÞÔÏ ÒÑÄ L(A; 0) ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.

ðÒÉ B 6= 0 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ a = A=B. ï�ÅÎÉÍ ×ËÌÁÄ L

v

, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÁ£Ô × ÒÑÄ �ÏÄ-

�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ n

k

= 2s

k

, ÇÄÅ s

k

ÎÕÍÅÒÕÀÔ ÔÅ �ÁÒÙ (u; v), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

|a− u

v

| < 1:

äÌÑ ÔÁËÉÈ �ÁÒ max{|u|; v} 6 vmax{1; |a|+ 1} = Cv, �ÏÜÔÏÍÕ ÉÍÅÅÍ

L

v

=

∑

k

1

|Ax
n

k

+By

n

k

| =
1

|B|
∑

k

1 + |u
k

=v

k

|
f(n

k

)|a− u

k

=v

k

| >

>
1

4C

2|B|

v=2∑

k=1

v

kv

2

ln

2

(4C

2

v

2

)

>
ln v=2

4C

2|B|v ln2(4C2

v

2

)

= 
(

1

v ln v

):

�ÁË ËÁË L(A;B) >
∑

v

L

v

, ÒÑÄ L(A;B) ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.

(í.÷ÑÌÙÊ)

1.10. õÓÌÏ×ÉÅ. æÕÎË�ÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÎÁ ×ÓÅÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ, ÂÅÓËÏÎÅÞ-

ÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ. ÷ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ (ÎÏÍÅÒ �ÒÏÉÚ-

×ÏÄÎÏÊ ÍÏÖÅÔ ÚÁ×ÉÓÅÔØ ÏÔ ÔÏÞËÉ) ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ |

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ.

òÅÛÅÎÉÅ 1

1)

. ðÕÓÔØ F

n

= {x | f (n)(x) = 0}, G
n

= R \ F
n

. äÏËÁÖÉÔÅ ×Ó�Ï-

ÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (á): åÓÌÉ f ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ

ÏÔËÒÙÔÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ �, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ ÎÅ-

�ÕÓÔÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á G

n

∩�, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ f ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ.

éÚ (á) ÌÅÇËÏ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ: �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ f ÎÅ ÍÎÏÇÏ-

ÞÌÅÎ ÎÁ R, �ÏÓÔÒÏÉÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× �

n

= (a

n

; b

n

) ⊂
⊂ G

n

, [a

n+1

; b

n+1

℄ ⊂ �

n

, �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ�ÕÓÔÏ, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÕÓÌÏ-

×ÉÀ.

ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ (á) ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ, Ô. Å. ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ n É � ÆÕÎË�ÉÑ

f | ÎÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁ �, ÎÏ ÅÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ

1)

éÚ ËÎÉÇÉ â.í.íÁËÁÒÏ×, í.ç.çÏÌÕÚÉÎÁ, á.á.ìÏÄËÉÎ, á.î.ðÏÄËÏÒÙÔÏ× �éÚÂÒÁÎÎÙÅ ÚÁÄÁ-

ÞÉ �Ï ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕ�. í.: îÁÕËÁ, 1992. ó. 294{295.
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ÍÎÏÖÅÓÔ×Á G

n

∩ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ �(x) (x ∈ �)

ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ �ÒÏÍÅÖÕÔÏË, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ: x ∈ �(x) ⊂ �, f

∣∣
�(x)

|

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ f ÎÁ Ä×Á �ÒÉÍÙËÁÀÝÉÈ �ÒÏÍÅ-

ÖÕÔËÁ | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÔÏ f | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁ ÉÈ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÉ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

ÅÓÌÉ a | ÇÒÁÎÉÞÎÁÑ ÔÏÞËÁ �(x), ÔÏ: 1) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x

k

∈ F

n

,

x

k

6= a, x

k

→ a; 2) f

(m)

(a) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ m > n; 3) f

(n)

ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÎÁ �(x).

�ÏÇÄÁ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, f

(n)

(x) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ G

n

∩�, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ.

(ä.à.âÕÒÁÇÏ)

òÅÛÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ F

n

| ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÕÌÅÊ ÆÕÎË�ÉÉ f

(n)

. ïÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÚÁ-

ÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× F

n

�ÏËÒÙ×ÁÅÔ �ÒÑÍÕÀ, Á ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÁÄÏ, ÞÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÜÔÉÈ

ÍÎÏÖÅÓÔ× ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ ×ÓÅÊ �ÒÑÍÏÊ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ: F

n

6= R �ÒÉ ×ÓÅÈ

n.

ðÕÓÔØ E

n

= F

′
n

| ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË ÍÎÏÖÅÓÔ×Á F

n

. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ

ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ ÌÅÍÍÙ:

ìÅÍÍÁ 1. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (E

n

) ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ.

ìÅÍÍÁ 2. åÓÌÉ ÎÅ�ÕÓÔÏÊ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ (a; b) ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ÎÅ-

ËÏÔÏÒÙÍ E

n

, Á ÏÄÉÎ ÉÚ ÅÇÏ ËÏÎ�Ï× a; b �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ E

n

, ÔÏ (a; b) ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ-

ÓÑ × E

m

ÎÉ �ÒÉ ËÁËÏÍ m > n.

ìÅÍÍÁ 3. ðÕÓÔØ (G

n

) | ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅ�ÕÓÔÙÈ ÏÔ-

ËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÁ �ÒÑÍÏÊ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ n < m ËÁÖÄÙÊ ÍÁË-

ÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ (a; b) × G

n

�ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó G

m

, �ÒÉÞÅÍ a = inf(a; b) ∩ G
m

,

ÅÓÌÉ a ËÏÎÅÞÎÏ, É b = sup(a; b) ∩ G

m

, ÅÓÌÉ b ËÏÎÅÞÎÏ. �ÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

⋂
G

n

ÎÅÓÞÅÔÎÏ.

ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÌÅÍÍÙ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÙ. ðÏÌÏÖÉÍ G

n

= R \ E
n

. CÏÇÌÁÓ-

ÎÏ ÌÅÍÍÁÍ 1 É 2, �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (G

n

) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÌÅÍÍÙ 3. ðÏ

ÌÅÍÍÅ 3 ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A :=

⋂
G

n

= R \ ⋃E
n

ÎÅÓÞÅÔÎÏ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÔÁË

ËÁË

⋃
F

n

= R, ÔÏ A ⊂
⋃
(F

n

\ E
n

). íÎÏÖÅÓÔ×Ï F

n

\ E
n

| ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚÏ-

ÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ÍÎÏÖÅÓÔ×Á F

n

. õ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁ �ÒÑÍÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ÓÞÅÔÎÏ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ×ÓÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ Ó ÒÁ�ÉÏ-

ÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÎ�ÁÍÉ, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ ÄÁÎÎÏÇÏ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.) éÚ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ A ⊂ ⋃
(F

n

\ E
n

) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ A

ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÓÞÅÔÎÙÍ, É ÍÙ �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ.

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÒÉ ÌÅÍÍÙ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ×ÙÛÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 1. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ: ×ÓÑËÉÊ ÎÅÉÚÏ-

ÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÕÌØ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÎÕÌÅÍ

ÅÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ. üÔÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ òÏÌÌÑ: ÍÅÖÄÕ ×ÓÑËÉÍÉ Ä×ÕÍÑ ÎÕÌÑÍÉ

ÆÕÎË�ÉÉ ÌÅÖÉÔ ÎÕÌØ ÅÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 2. äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ (a; b) ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó E

n

, a ∈ E

n

É (a; b) ⊂ E

m

�ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ m > n. îÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (a; b) ÆÕÎË�ÉÑ f ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅ�ÅÎÉ k, ÇÄÅ n 6 k < m. ïÔÓÀÄÁ f

(k)

(a) 6= 0. ïÄÎÁËÏ �Ï ÌÅÍÍÅ 1

a ∈ E

n

⊂ E

k

, ÔÁË ÞÔÏ f

(k)

(a) = 0. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 3. åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

⋂
G

n

ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ, ÔÏ ÏÎÏ

ÎÅÓÞÅÔÎÏ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ

⋂
G

n

ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ. åÓÌÉ (a; b) | ÍÁËÓÉ-

ÍÁÌØÎÙÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ × G

n

, ÔÏ ÞÉÓÌÏ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ (ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×) ÍÎÏ-

ÖÅÓÔ×Á (a; b) ∩ G
m

ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ ÒÁÓÔÅÔ Ó ÒÏÓÔÏÍ m, ÔÁË ÞÔÏ �ÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ m
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ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ Ä×Á ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ × (a; b)∩G
m

Ó ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ

ÚÁÍÙËÁÎÉÑÍÉ. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÜÔÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ, ÌÅÇËÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ ×ÅÔ×ÑÝÕ-

ÀÓÑ ÓÉÓÔÅÍÕ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× I

k

s

, 1 6 s 6 2

k

, É ÞÉÓÌÁ n

1

< n

2

< : : : , ÔÁËÉÅ,

ÞÔÏ: (1) �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ k ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ I

k

s

ÉÍÅÀÔ �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ

ÚÁÍÙËÁÎÉÑ; (2) ËÁÖÄÙÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ I

k

s

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á G

n

k

; (3)

I

k+1

2s−1

∪ Ik+1

2s

⊂ I

k

s

. ðÕÓÔØ B

k

| ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× I

k

s

, 1 6 s 6 2

k

, Á C

k

|

ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÉÈ ÚÁÍÙËÁÎÉÊ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï

⋂
C

k

ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ×ÚÁÉÍ-

ÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÓÅÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-

ÓÔÅÊ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ� É ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ËÁÎÔÏÒÏ×Õ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ. �ÁËÉÍ

ÏÂÒÁÚÏÍ,

⋂
C

k

ÎÅÓÞÅÔÎÏ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï

⋂
B

k

ÔÁËÖÅ ÎÅÓÞÅÔÎÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÚÎÏÓÔØ⋂
C

k

\
⋂
B

k

ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÓÞÅÔÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å

⋃
(C

k

\B
k

) ËÏÎ�Ï× ×ÓÅÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×

I

k

s

. �ÁË ËÁË

⋂
B

k

⊂ ⋂G
n

k

=

⋂
G

n

, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

⋂
G

n

ÎÅÓÞÅÔÎÏ.

(÷. ÷. õÓ�ÅÎÓËÉÊ)

2.2. õÓÌÏ×ÉÅ. ðÕÓÔØ P (x) É Q(x) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, �ÒÉÞÅÍ Q(0) = 0. äÏËÁ-

ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ P (Q(x)) | Þ£ÔÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÔÏ Q(x) | Þ£ÔÎÁÑ ÉÌÉ ÎÅÞ£ÔÎÁÑ

ÆÕÎË�ÉÑ.

òÅÛÅÎÉÅ. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ

ÆÁËÔÏ× �ÒÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ:

ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ Q { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. �ÏÇÄÁ

∣∣|Q(x)| − |Q(−x)|
∣∣
ÅÓÔØ ÌÉÂÏ ËÏÎ-

ÓÔÁÎÔÁ, ÌÉÂÏ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ �ÒÉ x→ ∞.

ìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ P 6= onst { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ É

∣∣|x
n

|−|y
n

|
∣∣→ ∞. �ÏÇÄÁ

∣∣|P (x
n

)|−
− |P (y

n

)|
∣∣→ ∞.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÉÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ÎÅÓÌÏÖÎÏ É Ï�ÕÓËÁÅÔÓÑ. (á.ñ.âÅÌÏ×)

3.3. õÓÌÏ×ÉÅ. (Á) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÔÁËÁÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f(x), ÞÔÏ

f(f(f(x))) = e

−x
?

(Â) �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ ÒÁÚÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ.

(×) �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á.

òÅÛÅÎÉÅ.

ïÔ×ÅÔ: Á) ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, Â) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ×) ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.

(Á) îÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. ðÕÓÔØ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f(x) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÒÁ×-

ÎÅÎÉÀ f(f(f(x))) = e

−x
. �ÁË ËÁË e

−x
×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁ, ÔÏ É f(x) ×ÚÁÉÍÎÏ

ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁ. âÕÄÕÞÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ, ÏÎÁ ÔÏÇÄÁ ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ e

−x

ÕÂÙ×ÁÅÔ, ÔÏ É f(x) ÕÂÙ×ÁÅÔ. åÓÌÉ ÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÊ | ×ÓÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ

�ÒÑÍÁÑ, ÔÏ ÜÔÏ ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ f(f(f(x))), ÔÏÇÄÁ ËÁË e

−x
×ÓÀÄÕ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ, ÚÎÁ-

ÞÉÔ f(x) | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ Ó×ÅÒÈÕ ÉÌÉ ÓÎÉÚÕ. åÓÌÉ f(x) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÓÎÉÚÕ ÞÉÓÌÏÍ ,

ÔÏ f(f(x)) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÓÎÉÚÕ ÔÅÍ ÖÅ ÞÉÓÌÏÍ, Á Ó×ÅÒÈÕ | ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ f(). ðÒÏ-

ÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. åÓÌÉ f(x) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ Ó×ÅÒÈÕ, ÔÏ f(f(x)) ÔÁËÖÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ Ó ÏÂÅÉÈ

ÓÔÏÒÏÎ. ëÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ, ÜÔÏ ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ f(f(f(x))). ïÄÎÁËÏ e

−x
ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ

Ó×ÅÒÈÕ. úÎÁÞÉÔ, ÉÓËÏÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.

(Â) �ÁËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÌÕÞ (−∞; 0℄ �ÏÄ ÄÅÊ-

ÓÔ×ÉÅÍ e

−x
ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÌÕÞ (+∞; 1℄. �ÏÔ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ

ÎÁ �ÏÌÕÉÎÔÅÒ×ÁÌ (0; 1=e℄, É Ô. Ä. ðÒÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ ÜÔÏÇÏ �ÒÏ�ÅÓÓÁ

ÚÁ�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÒÑÍÁÑ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ [A;B℄,

�ÒÉÞÅÍ 0 < A 6 B < 1, e

−A
= B, e

−B
= A. úÁÍÅÔÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ
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ÆÕÎË�ÉÉ g(x) = e

−e−x − x ÒÁ×ÎÁ e

−e−x−x − 1 É �ÒÉ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ x ÚÁ×ÅÄÏÍÏ

ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ (ÎÅÔÒÕÄÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ �ÒÉ ×ÓÅÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎ-

ÎÙÈ x). �ÁË ËÁË g(A) = g(B) = 0, ÔÏ A = B. ëÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ, e

−A
= A.

òÁÚÏÂßÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ×ÓÅ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÎÁ ÔÒÏÊËÉ. åÓÌÉ x

1

; x

2

; x

3

| ÏÄ-

ÎÁ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÔÒÏÅË, ÔÏ �ÏÌÏÖÉÍ f(x

1

) = x

2

; f(x

2

) = x

3

, Á �ÒÉ n > 3 x

n

=

= e

−x
n−3

= f(x

n−1

). þÉÓÌÁ × ÜÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ �Ï×ÔÏÒÑÀÔÓÑ, �ÏÓËÏÌØ-

ËÕ ÆÕÎË�ÉÑ e

−x
×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁ É ×ÓÀÄÕ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ. ðÏ ÔÏÊ ÖÅ �ÒÉÞÉ-

ÎÅ Ä×Å �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ ÔÒÏÅË ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. ðÏÌÏÖÉÍ ÔÁËÖÅ

f(A) = A. éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ f(x) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ×ÓÅÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎ-

ÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ, �ÒÉÞÅÍ f(f(f(x))) = e

−x
.

(×) �ÁËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. ðÕÓÔØ f(f(f(x))) = e

−x
ÄÌÑ ×ÓÅÈ ×ÅÝÅ-

ÓÔ×ÅÎÎÙÈ x. ðÕÓÔØ ÔÁËÖÅ A | (ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ) ËÏÒÅÎØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ e

−x
= x. åÓÌÉ

C | ÔÏÞËÁ ÒÁÚÒÙ×Á ÄÌÑ f(x), ÔÏ C Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÒÁÚÒÙ×Á É ÄÌÑ e

−f(x)
. îÏ

e

−f(x)
= f(f(f(f(x) = f(e

−x
), �ÏÜÔÏÍÕ e

−x
| ÔÏÞËÁ ÒÁÚÒÙ×Á ÄÌÑ f(x). áÎÁÌÏÇÉÞ-

ÎÏ, ÔÏÞËÏÊ ÒÁÚÒÙ×Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ e

−e−x
, É Ô. Ä. ëÁË �ÏËÁÚÁÎÏ × ÒÅÛÅÎÉÉ �ÕÎËÔÁ (Â),

�ÒÉ C 6= A ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ �Ï×ÔÏÒÑÀÔÓÑ. úÎÁÞÉÔ,

ÅÓÌÉ f(x) ÉÍÅÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÒÁÚÒÙ× �ÒÉ x 6= A, ÔÏ ÔÁËÉÈ ÒÁÚÒÙ×Ï× ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ

ÍÎÏÇÏ.

ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ f(x) ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÒÁÚÒÙ× �ÒÉ x = A. ðÏÓËÏÌØËÕ f(A) =

= f(e

−A
) = f(f(f(f(x)))) = e

−f(A)
, ÔÏ f(A) = A. óÌÅ×Á ÏÔ A ÆÕÎË�ÉÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×-

ÎÁ; ÅÓÌÉ × ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÎÁ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ É ÂÏÌØÛÅ, É ÍÅÎØÛÅ A, ÔÏ ÔÁÍ

×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ É ÚÎÁÞÅÎÉÅ, ÒÁ×ÎÏÅ A. îÏ ÜÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ×ÚÁÉÍÎÏÊ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ

f(x), ËÏÔÏÒÁÑ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ×ÚÁÉÍÎÏÊ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ e

−x
. åÓÌÉ f(x) < A = f(A) �ÒÉ

x < A, ÔÏ ÜÔÏ ×Ù�ÏÌÎÑÌÏÓØ ÂÙ ÄÌÑ f(f(x)) É e

−x
, ÎÏ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÅ×ÅÒÎÏ. úÎÁÞÉÔ,

f(x) > A �ÒÉ x < A. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ f(x) < A �ÒÉ x > A.

ìÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÂÏÌØÛÅÅ ÞÅÍ A, ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÏÂÌÁÓÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ e

−x
= f(f(f(x))).

ðÏÜÔÏÍÕ ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÍÅÎØÛÅÅ ÞÅÍ A, ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÏÂÌÁÓÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ f(f(x))

(Ó ÕÞÅÔÏÍ ×ÚÁÉÍÎÏÊ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ f(x)). ÷ÓÅ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ

f(x), É Ó ÕÞÅÔÏÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á f(A) = A ÜÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ

�ÒÑÍÕÀ ÎÁ ÓÅÂÑ. îÏ ÔÏÇÄÁ ÔÅÍ ÖÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÏÂÌÁÄÁÅÔ É f(f(f(x))), × ÔÏ ×ÒÅÍÑ

ËÁË e

−x
×ÓÀÄÕ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ. úÎÁÞÉÔ, ÉÓËÏÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.

(á.ëÁÎÅÌØ, ÉÚÌÏÖÅÎÏ â.æÒÅÎËÉÎÙÍ)

4.8. õÓÌÏ×ÉÅ. òÅÛÉÔÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÄÌÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ×ÅÝÅ-

ÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ:

F (x+ y) = A(x) +B(x)C(y):

òÅÛÅÎÉÅ. ðÏÓÔÁÒÁÅÍÓÑ Ó×ÅÓÔÉ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ë ÞÁÓÔÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ. ðÏ-

ÌÏÖÉÍ

F

1

(x) = F (x) − F (0); C

1

(y) = C(y)− C(0);

A

1

(x) = A(x) − F (0) +B(x)C(0): (1)

�ÏÇÄÁ F

1

(0) = C

1

(0) = 0,

F

1

(x+ y) = A

1

(x) +B(x)C

1

(y): (2)
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ðÏÌÏÖÉÍ × (2) y = 0:

F

1

(x) = A

1

(x): (3)

åÓÌÉ F

1

(x) ≡ 0, ÔÏ ÉÌÉ B(x), ÉÌÉ C

1

(y) ××ÉÄÕ (2) { (3) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎ-

ÎÙÍ ÎÕÌÅÍ. éÓ�ÏÌØÚÕÑ (1) (F (0) É C(0) ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ), �ÏÌÕÞÁÅÍ

ËÌÁÓÓÙ ÆÕÎË�ÉÊ, ÕËÁÚÁÎÎÙÅ × ËÏÎ�Å ÒÅÛÅÎÉÑ �ÏÄ ÎÏÍÅÒÁÍÉ 1 É 2.

ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ F

1

(x) 6≡ 0. ðÏÌÏÖÉÍ × (2) x = 0. ó ÕÞÅÔÏÍ (3) F

1

(y) = B(0)C

1

(y):

ëÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ, B(0) 6= 0. ðÏÌÏÖÉÍ B

1

(x) = B(x)=B(0): �ÏÇÄÁ

F

1

(x+ y) = F

1

(x) +B

1

(x)F

1

(y): (4)

éÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÓÌÏÖÅÎÉÑ:

F

1

(x + y + z) = F

1

(x+ y) +B

1

(x + y)F

1

(z) =

= F

1

(x) +B

1

(x)F

1

(y) +B

1

(x+ y)F

1

(z);

F

1

(x + y + z) = F

1

(x) +B

1

(x)F

1

(y + z) =

= F

1

(x) +B

1

(x)F

1

(y) +B

1

(x)B

1

(y)F

1

(z):

ïÔÓÀÄÁ (B

1

(x+ y)−B

1

(x)B

1

(y))F

1

(z) = 0. ðÏÓËÏÌØËÕ F

1

(z) 6≡ 0, ÔÏ B

1

(x+ y) =

= B

1

(x)B

1

(y). �ÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÓÒÅÄÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÔÏÌØËÏ

ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÙ É ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÎÕÌØ. îÏ B(0) 6= 0, É (4) �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ F

1

(x+y) =

= F

1

(x) + e

ax

F

1

(y) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ a. åÓÌÉ a = 0, ÔÏ F

1

(x + y) = F

1

(x) + F

1

(y).

óÒÅÄÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ

ÌÉÎÅÊÎÙÅ (y = kx), ÞÔÏ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ËÌÁÓÓÕ ÆÕÎË�ÉÊ 3. åÓÌÉ ÖÅ a 6= 0, ÔÏ ××ÉÄÕ

ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ F

1

(x) + e

ax

F (y) = F

1

(x + y) = F

1

(y) + e

ay

F

1

(x).

ïÔÓÀÄÁ �ÒÉ x; y 6= 0

F

1

(x)

e

ax − 1

=

F

1

(y)

e

ay − 1

=  ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ , É F

1

(x) = (e

ax− 1).

üÔÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ É �ÒÉ x = 0 (�ÏÓËÏÌØËÕ F

1

(0) = 0). ïÔÓÀÄÁ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ËÌÁÓÓ
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