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çÏÍÅÏÉÄÎÁÑ �ÌÏÔÎÏÓÔØ É ÔÅÏÒÅÍÁ ðÏÎÓÅÌÅ

á.á.ðÁÎÏ× ä. á. ðÁÎÏ×

�ÅÏÒÅÍÁ ðÏÎÓÅÌÅ | ÏÄÎÁ ÉÚ ÓÁÍÙÈ �ÒÉ×ÌÅËÁÔÅÌØÎÙÈ × �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÇÅÏÍÅ-

ÔÒÉÉ. éÚ×ÅÓÔÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á, ÎÏ, ËÁË ÓËÁÚÁÎÏ × [1℄ É

�Ï×ÔÏÒÅÎÏ × [2℄, �×ÓÅ ÏÎÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÉÎÎÙ É ÎÅÏÞÅ×ÉÄÎÙ�. ÷ÏÚÍÏÖÎÏ, ÈÏÔÑ ÂÙ

ÏÄÎÏ ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÈ ÚÄÅÓØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× ÂÕÄÅÔ Ó×ÏÂÏÄÎÏ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÔ

ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÎÅÄÏÓÔÁÔËÏ×. îÁ�ÏÍÎÉÍ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ ÔÅÏÒÅÍÙ ðÏÎÓÅÌÅ.

�ÅÏÒÅÍÁ ðÏÎÓÅÌÅ. ðÕÓÔØ ÉÍÅÀÔÓÑ Ä×Å ËÏÎÉËÉ C
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| ÌÏÍÁÎÁÑ, ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÌÅÖÁÔ ÎÁ C
0

, Á ÒÅÂÒÁ ËÁÓÁÀÔÓÑ C
1

. �Ï-

ÇÄÁ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ A

1

ÜÔÁ n-Ú×ÅÎÎÁÑ ÌÏÍÁÎÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÁ, ÔÏ ÏÎÁ

ÂÕÄÅÔ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ É �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÄÒÕÇÏÍ ×ÙÂÏÒÅ ÔÏÞËÉ A

1

ÎÁ ËÏÎÉËÅ C
0

.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ × ÔÅÏÒÅÍÅ ðÏÎÓÅÌÅ, ÉÍÅÅÔ ÅÓÔÅ-

ÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ É ×ÏÚÎÉËÁÅÔ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÉÈ É Ï�ÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÁ-

ÄÁÞÁÈ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÉ Ä×ÉÖÅÎÉÉ Ó×ÅÔÏ×ÏÇÏ ÌÕÞÁ × �ÌÏÓËÏÍ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÏÍ ÒÅÚÏ-

ÎÁÔÏÒÅ �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÌÕÞÁ ÉÍÅÀÔ ÏÇÉÂÁÀÝÕÀ (ÎÁ Ï�ÔÉÞÅÓËÏÍ ÑÚÙËÅ |

ËÁÕÓÔÉËÕ), �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÕÀ ÓÏÂÏÊ ËÏÎÉËÕ, ÓÏÆÏËÕÓÎÕÀ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÀÝÉÍ ÜÌ-

ÌÉ�ÓÏÍ [3, 4℄.

íÙ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍ ÇÏÍÅÏÉÄÎÕÀ �ÌÏÔÎÏÓÔØ ÎÁ ÜÌÌÉ�ÓÅ ËÁË ÁÆÆÉÎÎÙÊ ÏÂÒÁÚ ÒÁ×-

ÎÏÍÅÒÎÏÊ �ÌÏÔÎÏÓÔÉ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÜÌÌÉ�Ó ÎÁÓÌÅÄÕÅÔ ÍÎÏÇÉÅ Ó×ÏÊ-

ÓÔ×Á ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÜÌÌÉ�Ó, ÓÎÁÂÖÅÎÎÙÊ ÇÏÍÅÏÉÄÎÏÊ �ÌÏÔÎÏÓÔØÀ, ÎÅ

�ÒÉÔÑÇÉ×ÁÅÔ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ É ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ Ë ÜÌÌÉ�ÓÕ, �ÒÏ×ÅÄÅÎÎÙÅ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞ-

ËÉ, ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ (× ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ) ÒÁ×ÎÙÍÉ. çÏÍÅÏÉÄÎÁÑ �ÌÏÔÎÏÓÔØ ÔÁËÖÅ

ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ É ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÆÉÚÉÞÅÓËÕÀ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÀ. úÁÒÑÄ (ÚÄÅÓØ ÉÍÅÅÔÓÑ ×

×ÉÄÕ ��ÌÏÓËÉÊ� ÚÁÒÑÄ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ËÕÌÏÎÏ×ÓËÁÑ ÓÉÌÁ ÏÂÒÁÔÎÏ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÁ

ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÀ), �ÏÍÅÝÅÎÎÙÊ ÎÁ �ÒÏ×ÏÄÑÝÉÊ ÜÌÌÉ�Ó, ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÎÅÍ Ó ÇÏÍÅÏ-

ÉÄÎÏÊ �ÌÏÔÎÏÓÔØÀ. ÷×ÅÄÅÎÉÅ ÔÁËÏÊ �ÌÏÔÎÏÓÔÉ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÒÁÂÏÔÁÔØ Ó �ÁÒÏÊ ËÏÎÉË
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C
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ËÁË Ó �ÁÒÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ É Á�ÅÌÌÉÒÏ×ÁÔØ Ë ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍÕ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ

ÔÅÏÒÅÍÙ ðÏÎÓÅÌÅ ÄÌÑ �ÁÒÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ [2℄.

çÏÍÅÏÉÄÎÕÀ �ÌÏÔÎÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ É ÎÁ ÄÒÕÇÉÈ ËÏÎÉËÁÈ. óÎÁÞÁÌÁ ÍÙ ÜÔÏ

ÓÄÅÌÁÅÍ ÄÌÑ �ÁÒÙ �ÒÑÍÙÈ, Á �ÏÔÏÍ �ÏÌÕÞÉÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ-

×ÌÅÎÉÅ �ÌÏÔÎÏÓÔÉ [5℄ É ÄÌÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ËÏÎÉË. ÷ [5℄ ÄÁÎÏ �ÒÏÓÔÏÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ

Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÏÍÅÏÉÄÎÏÊ �ÌÏÔÎÏÓÔÉ ÎÁ ËÏÎÉËÁÈ. íÙ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÇÏÍÅÏÉÄÎÁÑ

�ÌÏÔÎÏÓÔØ ÎÁ ËÏÎÉËÁÈ ÉÍÅÅÔ É ÄÒÕÇÏÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-

ÎÉÅ, Á ÉÍÅÎÎÏ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Ä×ÏÑËÏ-ÌÉÎÅÊÞÁÔÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØÀ, ËÏÔÏÒÏÅ �ÏÚ×Ï-

ÌÑÅÔ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÔÅÏÒÅÍÙ ðÏÎÓÅ-

ÌÅ [6℄, [7℄.

�ÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ ÉÍÅÀÔÓÑ Ä×Å Ë×ÁÄÒÉËÉ ÏÂÝÅÇÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ Q
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L
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. �ÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ B

1

ÜÔÁ 2n-Ú×ÅÎÎÁÑ ÌÏÍÁÎÁÑ ÚÁ-

ÍËÎÕÔÁ, ÔÏ ÏÎÁ ÂÕÄÅÔ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ É �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÄÒÕÇÏÍ ×ÙÂÏÒÅ ÔÏÞËÉ B

1

ÎÁ T .
�ÅÏÒÅÍÁ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÁ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ

ÂÙÌÁ ×ÉÄÎÁ ÅÅ Ó×ÑÚØ Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ ðÏÎÓÅÌÅ. ðÏÓÌÅ ÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÍÙ �ÒÉ×Ï-

ÄÉÍ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÊ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÄÌÑ �ÕÞËÁ Ë×ÁÄÒÉË × CP

3

. ÷ ËÏÎ�Å

ÓÄÅÌÁÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÊ Ï Ó×ÑÚÉ ÍÅÖÄÕ ÇÏÍÅÏÉÄÎÏÓÔØÀ É ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏ-

ÓÔØÀ, Ï ËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÙÈ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁÈ Ó ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÍ ÂÉÌÌÉÁÒÄÏÍ É Ï ÄÒÕÇÉÈ

×Ï�ÒÏÓÁÈ.

çÏÍÅÏÉÄÎÁÑ �ÌÏÔÎÏÓÔØ | �ÅÒ×ÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï

ÔÅÏÒÅÍÙ ðÏÎÓÅÌÅ

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ ðÏÎÓÅÌÅ ÎÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÁËÔÙ:

. ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÅ �ÒÉÔÑÇÉ×ÁÅÔ,

. ÜÌÌÉ�Ó ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÅ �ÒÉÔÑÇÉ×ÁÅÔ,

. ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ Ë ÜÌÌÉ�ÓÕ, �ÒÏ×ÅÄÅÎÎÙÅ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ, ÒÁ×ÎÙ.

ðÏÓËÏÌØËÕ × ÔÒÁÄÉ�ÉÏÎÎÏÍ �ÏÎÉÍÁÎÉÉ ×ÓÅ ÜÔÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÎÅ×ÅÒÎÙ,

ÏÎÉ ÎÕÖÄÁÀÔÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÉ.

ïËÒÕÖÎÏÓÔØ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÅ �ÒÉÔÑÇÉ×ÁÅÔ

üÔÏÔ ÆÁËÔ ×ÅÒÅÎ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÎÁ�ÏÌÏ×ÉÎÕ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ × Ä×ÕÍÅÒÎÏÍ

ÍÉÒÅ ÓÉÌÁ �ÒÉÔÑÖÅÎÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÀ. ÷ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ

ÍÁÓÓÁ, ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ×ÄÏÌØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÓÏÚÄÁÅÔ ×ÎÕÔÒÉ ÎÅÅ ÎÕÌÅ-

×ÏÅ �ÏÌÅ ÓÉÌÙ ÔÑÖÅÓÔÉ. ÷Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÂÁÌÁÎÓ ÓÉÌ | Ä×Å �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖ-

ÎÙÅ ÄÕÇÉ, ×ÙÓÅËÁÅÍÙÅ ÈÏÒÄÁÍÉ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÍÉ ÞÅÒÅÚ ÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ

ÎÁ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ Ó �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÍÉ ÓÉÌÁÍÉ. üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕ-

ÅÔ ÉÚ �ÏÄÏÂÉÑ ÉÎÆÉÎÉÔÅÚÉÍÁÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ 2, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÚ

ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ
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òÉÓ. 2. òÉÓ. 3.

ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁË ÎÕÖÎÏ ÉÚÍÅÎÉÔØ ÚÁËÏÎ ÔÑÇÏÔÅÎÉÑ, ÞÔÏÂÙ É ×ÎÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ

�ÏÌÅ ÂÙÌÏ ÎÕÌÅ×ÙÍ. óÎÁÞÁÌÁ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÎÆÉÎÉÔÅÚÉÍÁÌØÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ

ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ 3 ÔÏÖÅ �ÏÄÏÂÎÙ É ÄÌÑ ÎÉÈ �ÏÓÌÅ ××ÅÄÅÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÏÂÏÚÎÁ-

ÞÅÎÉÊ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ (1). óÏÈÒÁÎÉÍ ÄÌÑ ÓÉÌ ÚÁËÏÎ ÏÂÒÁÔÎÏÊ

�ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ É ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÄÕÇÉ, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÅ �Ï ÒÁÚÎÙÅ ÓÔÏ-

ÒÏÎÙ ÏÔ ÔÏÞËÉ (ÒÉÓ. 2), �ÒÉÔÑÇÉ×ÁÀÔ ÅÅ. îÏ, ÅÓÌÉ ÄÕÇÉ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ �Ï ÏÄÎÕ

ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÔ ÔÏÞËÉ (ÒÉÓ. 3), ÔÏ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ ÄÁÌØÎÑÑ �ÒÉÔÑÇÉ×ÁÅÔ, Á

ÂÌÉÖÎÑÑ ÏÔÔÁÌËÉ×ÁÅÔ. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (1) ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ ÔÁËÏÍ �ÏÎÉÍÁÎÉÉ

ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÎÅ �ÒÉÔÑÇÉ×ÁÅÔ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ ÏÂ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÎÁÍ �ÒÉÄÅÔÓÑ ÓÌÅÄÉÔØ ÚÁ ÎÁ�ÒÁ-

×ÌÅÎÉÅÍ ÉÎÆÉÎÉÔÅÚÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÄ×ÉÇÁ d'. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÒÉÓÕÎËÕ 2. ðÒÅÄ-

ÓÔÁ×ÉÍ, ÞÔÏ ÏÄÎÁ ÈÏÒÄÁ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÄÒÕÇÏÊ ÍÁÌÙÍ �Ï×ÏÒÏÔÏÍ ×Ï-

ËÒÕÇ ÉÈ ÏÂÝÅÊ ÔÏÞËÉ. �ÏÇÄÁ ÜÔÏÔ �Ï×ÏÒÏÔ ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÕÀ ÏÒÉÅÎÔÁ-

�ÉÀ ÎÁ ÄÕÇÁÈ d'

1

É d'

2

. åÓÌÉ ÖÅ, ËÁË ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ 3, ÓÅËÕÝÁÑ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÍÁÌÙÍ

�Ï×ÏÒÏÔÏÍ ÉÚ ÓÅËÕÝÅÊ, ÔÏ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ ×ÙÓÅËÁÅÍÙÈ ÉÍÉ ÄÕÇ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÁ.

çÏÍÅÏÉÄÎÁÑ �ÌÏÔÎÏÓÔØ | É ÜÌÌÉ�Ó ÔÏÖÅ ÎÅ �ÒÉÔÑÇÉ×ÁÅÔ

üÌÌÉ�Ó Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ðÒÉ ÁÆÆÉÎÎÏÍ

ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ �ÌÏÔÎÏÓÔØ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ �ÍÁÓÓÁ ÏÂÒÁÚÁ

ÒÁ×ÎÁ ÍÁÓÓÅ �ÒÏÏÂÒÁÚÁ� �ÏÒÏÖÄÁÅÔ ÇÏÍÅÏÉÄÎÕÀ �ÌÏÔÎÏÓÔØ ÎÁ ÜÌÌÉ�ÓÅ [5℄. ðÏ-

ÓÌÅÄÎÀÀ ÔÏÖÅ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ d'. ðÏÓËÏÌØËÕ �ÒÉ ÁÆÆÉÎÎÏÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ

ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄÌÉÎ ÏÔÒÅÚËÏ×, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ, ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ, ÄÌÑ ÇÏÍÅÏÉÄ-

ÎÏÊ �ÌÏÔÎÏÓÔÉ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (1). ïÔÓÀÄÁ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,

ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÜÌÌÉ�Ó, ÓÎÁÂÖÅÎÎÙÊ ÇÏÍÅÏÉÄÎÏÊ �ÌÏÔÎÏÓÔØÀ, ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÏÖÅ ÎÅ

�ÒÉÔÑÇÉ×ÁÅÔ.

çÏÍÅÏÉÄÎÁÑ �ÌÏÔÎÏÓÔØ | É ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ Ë ÜÌÌÉ�ÓÕ ÒÁ×ÎÙ

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÇÏÍÅÏÉÄÎÕÀ �ÌÏÔÎÏÓÔØ ÎÁ ÜÌÌÉ�ÓÅ ÎÁ ÜÔÏÔ ÒÁÚ d É ÚÁ�ÉÛÅÍ ÅÅ ×

×ÉÄÅ d = k( ) ds, ÇÄÅ ds ÄÌÉÎÁ ÄÕÇÉ ÜÌÌÉ�ÓÁ. éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÇÏÍÅÏÉÄÎÏÊ �ÌÏÔ-

ÎÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÁ 1=k | ÜÔÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ

ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÔÏÞËÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ �ÒÉ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ

ÜÔÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÁ ÜÌÌÉ�Ó. ðÕÓÔØ l( 

1

) É l( 

2

) ÄÌÉÎÙ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ, �ÒÏ×ÅÄÅÎ-

ÎÙÈ Ë ÜÌÌÉ�ÓÕ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ. �ÏÇÄÁ ×ÅÌÉÞÉÎÙ l( 

1

)k( 

1

) É l( 

2

)k( 

2

) ÒÁ×ÎÙ
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m

1

l

1

l

2

A

1

A

2

 

2

B

1

;  

1

d'

2

d'

1

òÉÓ. 4.

ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ, ËÁË ÄÌÉÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ Ë ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ |

l( 

1

)k( 

1

) = l( 

2

)k( 

2

): (2)

åÓÌÉ ÔÅ�ÅÒØ ÎÁÚ×ÁÔØ ×ÅÌÉÞÉÎÕ l( )k( ) ÄÌÉÎÏÊ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÜÌÌÉ�ÓÕ, ÔÏ, ÎÁ

ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ Ë ÜÌÌÉ�ÓÕ, �ÒÏ×ÅÄÅÎÎÙÅ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ, ÂÕÄÕÔ ÒÁ×ÎÙ.

÷ÓÅ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ, ÍÏÖÎÏ �ÒÉÓÔÕ�ÁÔØ Ë ÄÏËÁ-

ÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ðÏÎÓÅÌÅ

âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂÅ ËÏÎÉËÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÜÌÌÉ�ÓÁÍÉ. îÁ ËÏÎÉËÅ C
0

××ÅÄÅÍ

ÇÏÍÅÏÉÄÎÕÀ �ÌÏÔÎÏÓÔØ d', ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏÚÄÁÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÓÉÌÏ×ÏÅ �ÏÌÅ. �Ï ÅÓÔØ ÔÁËÕÀ

�ÌÏÔÎÏÓÔØ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (1). îÁ ËÏÎÉËÅ C
1

××ÅÄÅÍ ÇÏ-

ÍÅÏÉÄÎÕÀ �ÌÏÔÎÏÓÔØ d = k( ) ds, ËÏÔÏÒÁÑ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ

× ×ÉÄÅ (2).

ðÕÓÔØ A

1

A

2

| ÈÏÒÄÁ ËÏÎÉËÉ C
0

, ËÁÓÁÀÝÁÑÓÑ ËÏÎÉËÉ C
1

, �ÒÉÞÅÍ A

1

= A('

1

) É

A

2

= A('

2

) (ÒÉÓ. 4). þÅÒÅÚ l

1

ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÏÔÒÅÚÏË ÏÔ ÔÏÞËÉ A

1

ÄÏ ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ

B

1

= B( 

1

). þÅÒÅÚ l

2

ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË, ×ÙÈÏÄÑÝÉÊ ÉÚ ÔÏÞËÉ A

2

.

îÁËÏÎÅ�, ÞÅÒÅÚ m

1

ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÏÔÒÅÚÏË ÏÔ ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ B

1

ÄÏ ÔÏÞËÉ A

2

É �ÏÌÏ-

ÖÉÍ k

1

= k( 

1

), k

2

= k( 

2

).

óÄ×ÉÎÕ× ÎÁÞÁÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ A

1

ÎÁ d' = d'

1

, ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (1) �ÏÌÕÞÁÅÍ

d'

1

l

1

=

d'

2

m

1

:

÷ Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (2) �ÏÌÕÞÁÅÍ

m

1

k

1

= l

2

k

2

:

ïÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

d'

1

l

1

k

1

=

d'

2

l

2

k

2

:

óÎÁÞÁÌÁ ÒÁÚ×ÅÒÎÅÍ ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏ

d'

1

l

1

k

1

=

d'

2

l

2

k

2

= · · · = d'

n+1

l

n+1

k

n+1

:
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ðÏÔÏÍ ÓÎÏ×Á ÓÏËÒÁÔÉÍ ÄÏ

d'

1

l

1

k

1

=

d'

n+1

l

n+1

k

n+1

:

åÓÌÉ ÌÏÍÁÎÁÑ A

1

A

2

: : : A

n+1

ÚÁÍËÎÕÔÁ, ÔÏ l

n+1

= l

1

, É k

n+1

= k

1

. ïÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ,

ÞÔÏ

d'

n+1

= d'

1

: (3)

üÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ÌÉÛØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ ÓÄ×ÉÇÏ×, ÎÏ

�ÏËÁ ÎÅ ÓÏ×�ÁÄÅÎÉÅ ÉÈ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÊ.

ðÕÓÔØ �|ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË ËÁÓÁÎÉÑ ÌÏÍÁÎÏÊ Ó ËÏÎÉËÏÊ C
1

, ÌÅÖÁÝÉÈ ×ÎÅ ÜÌÌÉ�ÓÁ C
0

(ÞÉÓÌÏ ×ÎÅÛÎÉÈ ËÁÓÁÎÉÊ). óÄÅÌÁÎÎÏÅ ÒÁÎÅÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ ÏÂ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ,

ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÄÕÇ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (3) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁ�ÉÓÁÎÏ × ×ÉÄÅ

d'

n+1

= (−1)�d'
1

:

ìÅÇËÏ �ÏÎÑÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ ÜÌÌÉ�ÓÏ× ÞÉÓÌÏ � ×ÎÅÛÎÉÈ ËÁÓÁÎÉÊ

ÄÌÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÌÏÍÁÎÏÊ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÞÅÔÎÏ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (3)

×ÅÒÎÏ É Ó ÕÞÅÔÏÍ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ. �Ï ÅÓÔØ ËÕÄÁ ÓÄ×ÉÎÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ A

1

, ÒÏ×ÎÏ ÔÕÄÁ ÖÅ

ÓÄ×ÉÎÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ A

n+1

É ÌÏÍÁÎÁÑ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ. �ÅÏÒÅÍÁ ðÏÎÓÅÌÅ �ÏÞÔÉ

ÄÏËÁÚÁÎÁ.

îÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ËÏÎÉËÉ �ÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ Ë �ÁÒÅ ÜÌÌÉ�ÓÏ×

ïÓÔÁÌÏÓØ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ, ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÓÔÉ

ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ �ÁÒÙ ÜÌÌÉ�ÓÏ×. ëÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ, Ï�ÉÓÁÎÎÁÑ × ÔÅÏÒÅÍÅ ðÏÎÓÅÌÅ, ÉÎ×ÁÒÉ-

ÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ, ÔÁË ËÁË �ÒÉ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍ

�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ ËÏÎÉËÉ �ÅÒÅÈÏÄÑÔ × ËÏÎÉËÉ É ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ × ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ. åÓ-

ÌÉ ÎÁ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÑÍÁÑ, ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑ ÎÉ ÏÄÎÕ ÉÚ

ËÏÎÉË C
0

, C
1

, ÔÏ ÏÔ�ÒÁ×É× ÜÔÕ �ÒÑÍÕÀ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ, ÓÒÁÚÕ �ÏÌÕÞÉÍ �ÁÒÕ

ÜÌÌÉ�ÓÏ×.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÌÀÂÁÑ �ÒÑÍÁÑ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ ÉÚ ËÏÎÉË

(ÒÅÞØ ÉÄÅÔ Ï ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ, �ÏÄÏÂÎÏÍ ÒÉÓ. 1 b). ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ

ðÏÎÓÅÌÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÅÝÅ ÏÄÎÏÇÏ ÔÉ�Á �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ | ÏÔÎÏÓÉ-

ÔÅÌØÎÏ �ÅÒÅÈÏÄÁ Ë Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÊ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ [1, 2℄. ðÒÉ ÔÁËÏÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ

ËÏÎÉËÉ ÌÉÛØ ÏÂÍÅÎÉ×ÁÀÔÓÑ ÒÏÌÑÍÉ | ÏÂÒÁÚ ÌÏÍÁÎÏÊ ÂÕÄÅÔ ×�ÉÓÁÎ × ÏÂÒÁÚ C
1

É

ÂÕÄÅÔ ËÁÓÁÔØÓÑ ÏÂÒÁÚÁ C
0

. îÏ ÇÌÁ×ÎÏÅ, ÞÔÏ �ÏÑ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÑÍÙÅ, ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅ

ÏÂÒÁÚÙ ËÏÎÉË, É ÚÎÁÞÉÔ Ï�ÑÔØ ÄÅÌÏ ÍÏÖÎÏ Ó×ÅÓÔÉ Ë �ÁÒÅ ÜÌÌÉ�ÓÏ×.

çÏÍÅÏÉÄÎÁÑ �ÌÏÔÎÏÓÔØ | ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ É

ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ

çÏÍÅÏÉÄÎÕÀ �ÌÏÔÎÏÓÔØ, ËÁË ÓÅÊÞÁÓ ÂÕÄÅÔ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÍÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ ÎÅ ÔÏÌØËÏ

ÎÁ ÜÌÌÉ�ÓÅ, ÎÏ É ÎÁ ÄÒÕÇÉÈ ËÏÎÉËÁÈ. �ÁË ÞÔÏ ÉÚÌÏÖÅÎÎÏÅ ×ÙÛÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï

ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÁÒÙ ËÏÎÉË É ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÊÔÉÓØ ÂÅÚ ËÁËÉÈ-ÌÉÂÏ

ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ.

ä×Å �ÒÑÍÙÅ ÎÅ �ÒÉÔÑÇÉ×ÁÀÔ

ðÕÓÔØ ËÏÎÉËÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ Ä×ÕÍÑ �ÒÑÍÙÍÉ L

1

É L

2

, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ × ÔÏÞ-

ËÅ O (ÒÉÓ. 5). ÷ÏÚØÍÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ P ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ É ×Ù�ÕÓÔÉÍ ÉÚ ÎÅÅ
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ds

1

ds

2

s

1

s

2

P

O

l

2

l

1

òÉÓ. 5.

ds

1

ds

2

s

1

s

2

P

O

l

2

l

1

òÉÓ. 6.

Ä×Å ÂÌÉÚËÉÅ �ÒÑÍÙÅ. ïÎÉ �ÅÒÅÓÅËÕÔ L

1

É L

2

�Ï ÏÔÒÅÚËÁÍ ds

1

É ds

2

. òÁÓÓÔÏÑÎÉÑ

ÏÔ ÔÏÞËÉ P ÄÏ ÜÔÉÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ l

1

É l

2

, Á ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÏÔ ÔÏÞËÉ

O ÄÏ ÎÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ s

1

É s

2

. ìÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ

×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

ds

1

=s

1

l

1

=

ds

2

=s

2

l

2

; (4)

ËÏÔÏÒÏÅ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅ ××ÅÄÅÎÉÑ �ÌÏÔÎÏÓÔÉ d' = ds=s �ÒÑÍÙÅ ÎÁ �ÌÏÓ-

ËÏÓÔÉ ÎÅ �ÒÉÔÑÇÉ×ÁÀÔ.

òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ É ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ �ÒÉÔÑÖÅÎÉÑ | Ä×Å ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÄÎÏÊ

ÍÅÄÁÌÉ

ðÒÉ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÉ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ Ó ÜÌÌÉ�ÓÏÍ, ÍÙ �ÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÇÏÍÅÏÉÄÎÁÑ �ÌÏÔ-

ÎÏÓÔØ ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÅÔ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ �ÒÉÔÑÖÅÎÉÑ (ÉÚ-ÚÁ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÌÁÎÓÁ ÓÉÌ ÓÏ

ÓÔÏÒÏÎÙ ×ÙÓÅËÁÅÍÙÈ ÄÕÇ) É ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ. óÅÊÞÁÓ ÍÙ

�ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ.

ðÕÓÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÎÁ ËÒÉ×ÏÊ ××ÅÄÅÎÁ �ÌÏÔÎÏÓÔØ d' = k(s) ds, ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÀÝÁÑ

ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ, (ÒÉÓ. 6) | ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ÄÌÉÎÙ s

1

É s

2

�ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ É

ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

k

1

s

1

= k

2

s

2

: (5)

ðÕÓÔØ ÉÚ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ P �ÒÏ×ÅÄÅÎÙ Ä×Å ÂÌÉÚËÉÅ �ÒÑÍÙÅ, ×ÙÓÅËÁÀÝÉÅ ÎÁ

ËÒÉ×ÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÄÌÉÎÙ ds

1

É ds

2

, ÎÁÈÏÄÑÝÉÅÓÑ ÏÔ P ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑÈ

l

1

É l

2

(ÒÉÓ. 6). ðÕÓÔØ ÜÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÅ O, ÎÁÈÏÄÑÝÅÊÓÑ ÏÔ ÎÉÈ

ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑÈ s

1

É s

2

. �ÏÇÄÁ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (4) É (5), ÉÚ

ËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÅÄÕÅÔ k

1

ds

1

=l

1

= k

2

ds

2

=l

2

, Ô. Å.

d'

1

l

1

=

d'

2

l

2

:

äÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ËÒÉ×ÁÑ ÎÅ �ÒÉÔÑÇÉ×ÁÅÔ, ÔÁË ËÁË ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÂÁÌÁÎÓ

ÓÉÌ. üÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÂÒÁÔÉÍÏ, �ÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÌÁÎÓÁ ÓÉÌ ÔÁËÖÅ

×ÙÔÅËÁÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ.
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áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÇÏÍÅÏÉÄÎÏÊ �ÌÏÔÎÏÓÔÉ

ðÕÓÔØ ËÏÎÉËÁ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÚÁÄÁÎÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ F (x; y) = 0, ÇÄÅ

F (x; y) = [x y 1℄A




x

y

1




:

ðÕÓÔØ × ÔÏÞËÁÈ (x

1

; y

1

) É (x

2

; y

2

) ÎÁ ËÏÎÉËÅ �ÒÏ×ÅÄÅÎÙ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ, �ÅÒÅÓÅËÁ-

ÀÝÉÅÓÑ × ÔÏÞËÅ O. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ s

1

ÏÔ O ÄÏ �ÅÒ×ÏÊ ÉÚ ÔÏÞÅË ÉÍÅÅÔÓÑ

ÆÏÒÍÕÌÁ

s

1

= 2








[x

1

y

1

1℄A




x

2

y

2

1








/∣∣∇F (x

1

; y

1

) ∧∇F (x
2

; y

2

)

∣∣



 ·
(∣∣∇F (x

1

; y

1

)

∣∣
)
:

íÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÚÄÅÓØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞÅË

ËÁÓÁÎÉÑ, Á ÄÒÕÇÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ �ÅÒ×ÏÊ ÉÚ ÎÉÈ. ðÏÜÔÏÍÕ �ÏÓÌÅ ××ÅÄÅÎÉÑ ÎÁ

ËÏÎÉËÅ �ÌÏÔÎÏÓÔÉ

d' =

ds

|∇F |
ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ ÒÁ×ÎÙÍÉ É ËÏÎÉËÁ �ÅÒÅÓÔÁÅÔ �ÒÉÔÑÇÉ×ÁÔØ ÉÚ-ÚÁ ÌÏËÁÌØ-

ÎÏÇÏ ÂÁÌÁÎÓÁ ÓÉÌ | ÜÔÁ �ÌÏÔÎÏÓÔØ ÇÏÍÅÏÉÄÎÁ.

ä×ÏÑËÏ-ÌÉÎÅÊÞÁÔÁÑ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ |

ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÇÏÍÅÏÉÄÎÏÊ �ÌÏÔÎÏÓÔÉ

ðÕÓÔØ ÎÁ ËÒÉ×ÏÊ C, ÌÅÖÁÝÅÊ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ �, ÚÁÄÁÎÁ �ÌÏÔÎÏÓÔØ d' = k ds,

ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÀÝÁÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ. îÁ ËÒÉ×ÏÊ ××ÅÄÅÍ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ, Á �ÌÏÓ-

ËÏÓÔØ ×ÌÏÖÉÍ × R

3

. ÷ R

3

�ÏÓÔÒÏÉÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï �ÒÑÍÙÈ, �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏ×ÁÎÎÏÅ ÔÏÞ-

ËÁÍÉ ËÒÉ×ÏÊ C. éÍÅÎÎÏ, × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ P ∈ C �ÒÏ×ÅÄÅÍ �ÒÑÍÕÀ, ËÏÔÏÒÁÑ �ÒÏ-

ÅËÔÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ � × ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ Ë C É ÉÍÅÅÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ � ÕÇÌÏ×ÏÊ ËÏÜÆÆÉ�É-

ÅÎÔ k(P ). ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÌÉÎÅÊÞÁÔÁÑ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ Q ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÂÕÄÅÔ Ä×ÏÑËÏ-

ÌÉÎÅÊÞÁÔÏÊ, ÔÁË ËÁË ÕÓÌÏ×ÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÁ Q ÌÅ-

ÖÁÔ É ×ÓÅ �ÒÑÍÙÅ Ó ÕÇÌÏ×ÙÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ −k(P ).

�

òÉÓ. 7.
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èÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ [2℄, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ Ä×ÏÑËÏ-ÌÉÎÅÊÞÁÔÁÑ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÜÔÏ ÌÉÂÏ ÏÄ-

ÎÏ�ÏÌÏÓÔÎÙÊ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄ, ÌÉÂÏ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ �ÁÒÁÂÏÌÏÉÄ. ïÔÓÀÄÁ, ËÓÔÁÔÉ,

ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÉÓÈÏÄÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ C | ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ËÏÎÉËÁ. é, ÚÎÁÞÉÔ, ÇÏÍÅÏÉÄÎÕÀ

�ÌÏÔÎÏÓÔØ Ó ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ É ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅÍ �ÒÉÔÑÖÅÎÉÑ ÉÚ-ÚÁ ÌÏËÁÌØ-

ÎÏÇÏ ÂÁÌÁÎÓÁ ÓÉÌ ÍÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ËÏÎÉËÁÈ.

ïÔ ËÏÎÉË Ë Ë×ÁÄÒÉËÁÍ | ×ÔÏÒÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï

éÔÁË, × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ �ÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÇÏÍÅÏÉÄÎÁÑ �ÌÏÔÎÏÓÔØ ÎÁ ËÏ-

ÎÉËÅ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ × ×ÉÄÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ �ÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Å.

ïÔ ËÏÎÉË Ë Ë×ÁÄÒÉËÁÍ

÷ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÔÅÏÒÅÍÅ ðÏÎÓÅÌÅ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÄÅÌÏ

Ó Ä×ÕÍÑ ÜÌÌÉ�ÓÁÍÉ C
0

É C
1

, ÌÅÖÁÝÉÍÉ × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ xy. îÁÄ ÜÌ-

ÌÉ�ÓÏÍ C
0

�ÏÓÔÒÏÉÍ �ÉÌÉÎÄÒ Q
0

Ó ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ ÏÓÉ z. éÓ�ÏÌØÚÕÑ

ÇÏÍÅÏÉÄÎÕÀ �ÌÏÔÎÏÓÔØ ÎÁ ÜÌÌÉ�ÓÅ C
1

, �ÏÓÔÒÏÉÍ ÎÁÄ ÎÉÍ ÏÄÎÏ�ÏÌÏÓÔÎÙÊ ÇÉ�ÅÒ-

ÂÏÌÏÉÄ Q
1

. ÷ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ðÏÎÓÅÌÅ ÄÌÑ ËÏÎÉË C
0

,

C
1

É ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÄÌÑ Ë×ÁÄÒÉË Q
0

, Q
1

, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ×Ï ××ÅÄÅÎÉÉ, ÓÔÁÎÏ×ÉÔ-

ÓÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÊ | ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ Q
1

�ÒÏÅËÔÉÒÕÀÔÓÑ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔØ xy ×

ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ Ë ÜÌÌÉ�ÓÕ C
1

, Á �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Q
0

⋂
Q

1

× ËÏÎÉËÕ C
0

.

ë×ÁÄÒÉËÉ É ÉÈ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ

÷ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å CP

3

×ÓÅ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔ-

ÎÙ. ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÕÀ Ë×ÁÄÒÉËÕ Ë ×ÉÄÕ x

1

x

2

= x

3

x

4

. �ÁËÁÑ Ë×ÁÄÒÉËÁ ÓÏ-

ÄÅÒÖÉÔ Ä×Á ÓÅÍÅÊÓÔ×Á �ÒÑÍÙÈ | �x

1

= �x

3

; �x

2

= �x

4

É �x

1

= �x

4

; �x

2

= �x

3

.

ëÁÖÄÏÅ ÉÚ ÓÅÍÅÊÓÔ× �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ CP

1

(Ó ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ

�; �) É ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ Ë×ÁÄÒÉËÉ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÒÏ×ÎÏ �Ï ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ ÉÚ ËÁÖÄÏ-

ÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ Ë×ÁÄÒÉËÁ × CP

3

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÙÍ

�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ CP

1 × CP

1

.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Å Ë×ÁÄÒÉËÉ ÏÂÝÅÇÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ × CP

3

. ðÕÓÔØ T = Q
0

⋂
Q

1

|

ÉÈ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ. þÅÒÅÚ LQ
1

ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÏÄÎÕ ÉÚ Ä×ÕÈ ÓÉÓÔÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÂÒÁÚÕÀ-

ÝÉÈ Ë×ÁÄÒÉËÉ Q
1

. üÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ CP

1

ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ,

S

2

. ëÁÖÄÁÑ ÉÚ �ÒÑÍÙÈ, ×ÈÏÄÑÝÉÈ × LQ
1

, �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ Q
0

Á, ÚÎÁÞÉÔ, É T ÒÏ×ÎÏ ×

Ä×ÕÈ ÔÏÞËÁÈ (Ó ÕÞÅÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, T = Q
0

⋂Q
1

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ä×Õ-

ÌÉÓÔÎÙÍ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ S

2

. õ ÜÔÏÇÏ ÎÁËÒÙÔÉÑ ÉÍÅÀÔÓÑ ÞÅÔÙÒÅ ÔÏÞËÉ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ

(ËÁË ÒÁÚ ÔÅ ÔÏÞËÉ, ÇÄÅ �ÒÑÍÙÅ ÉÚ LQ
1

ËÁÓÁÀÔÓÑ T ). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ T |

ÔÏÒ (�ÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ × [8℄).

÷ÔÏÒÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ ÄÌÑ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÉË, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ×Ï ××ÅÄÅÎÉÉ. òÁÓ-

ÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Å Ë×ÁÄÒÉËÉ ÏÂÝÅÇÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ Q
0

É Q
1

× CP

3

, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ �Ï

ÔÏÒÕ T = Q
0

⋂Q
1

. ðÕÓÔØ Ï�ÑÔØ LQ
1

ÏÄÎÁ ÉÚ ÓÉÓÔÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ Ë×Á-

ÄÒÉËÉ Q
1

. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÀ � ÔÏÒÁ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ: ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ p

′
É p

′′



çÏÍÅÏÉÄÎÁÑ �ÌÏÔÎÏÓÔØ É ÔÅÏÒÅÍÁ ðÏÎÓÅÌÅ 153

ÔÏÒÁ Ó ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÍÅÓÔÁÍÉ | p

′ ↔ p

′′
. ðÒÉÓÕÔÓÔ×ÉÅ ËÒÁÔ-

ÎÙÈ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ÎÁÌÉÞÉÅ Õ ÜÔÏÊ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÉ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË.

õ ÔÏÒÁ ÉÍÅÀÔÓÑ Ä×Á ÔÉ�Á ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÊ. üÔÏ ÓÄ×ÉÇ ÎÁ �ÏÌÕ�ÅÒÉÏÄ

É ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ. óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË �ÏËÁÚÙ-

×ÁÅÔ, ÞÔÏ � �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ.

îÁ Ë×ÁÄÒÉËÅ Q
1

ÅÓÔØ Ä×Å ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ L

′Q
1

, L

′′Q
1

. éÍ

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ Ä×Å ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÉ �

′
É �

′′
. ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÜÔÉÈ ÉÎ×Ï-

ÌÀ�ÉÊ �

′′
�

′
: : : �

′′
�

′
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÄ×ÉÇÏÍ ÔÏÒÁ É ÎÁÌÉÞÉÅ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÇÁÒÁÎ-

ÔÉÒÕÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. �ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ïÂÒÁÔÎÏ Ë ËÏÎÉËÁÍ

ðÏËÁÖÅÍ, ËÁË �ÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ �ÒÉ×ÏÄÑÔ Ë ÔÅÏÒÅÍÅ ðÏÎÓÅÌÅ ÄÌÑ ËÏ-

ÎÉË. ÷ÏÓ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÍ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ ÉÚ �ÕÎËÔÁ ïÔ ËÏÎÉË Ë Ë×ÁÄÒÉËÁÍ. ðÕÓÔØ ÒÁÓ-

�ÏÌÏÖÅÎÎÁÑ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ xy ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÌÏÍÁÎÁÑA

1

A

2

: : : A

n+1

, A

1

= A

n+1

×�ÉÓÁÎÁ

× C
0

É Ï�ÉÓÁÎÁ ÏËÏÌÏ C
1

. ðÏÄÎÉÍÅÍ ÅÅ ÎÁ Ë×ÁÄÒÉËÕ Q
1

ÔÁË, ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÌÁÓØ ÌÏ-

ÍÁÎÁÑ B

1

B

2

: : : B

n+1

, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÔÒÅÚËÉ B

2i−1

B

2i

ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÉÚ L

′Q
1

,

Á ÏÔÒÅÚËÉ B

2i

B

2i+1

| ÎÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÉÚ L

′′Q
1

. ìÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ: ÅÓÌÉ ÏÔÒÅÚÏË

A

i

A

i+1

ËÁÓÁÅÔÓÑ ËÏÎÉËÉ C
1

×ÎÅÛÎÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ (ÔÏÞËÁ ËÁÓÁÎÉÑ ÌÅÖÉÔ ×ÎÅ C
0

), ÔÏ

ÔÏÞËÉ B

i

, B

i+1

ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ �Ï ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÔ �ÌÏÓËÏÓÔÉ xy, ÅÓÌÉ ÖÅ ËÁÓÁÎÉÅ

×ÎÕÔÒÅÎÎÅÅ, ÔÏ B

i

, B

i+1

ÌÅÖÁÔ �Ï ÒÁÚÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ.

÷Ó�ÏÍÎÉÍ ÅÝÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÌÏÍÁÎÏÊA

1

A

2

: : : A

n+1

ÞÉÓÌÏ ×ÎÅÛÎÉÈ ËÁÓÁ-

ÎÉÊ � ÞÅÔÎÏ. ïÔÓÀÄÁ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ ÞÅÔÎÏÇÏ n ÌÏÍÁÎÁÑ ÎÁ Ë×ÁÄÒÉËÅ

ÔÏÖÅ ÂÕÄÅÔ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ, ÔÏ ÅÓÔØ B

1

= B

n+1

. îÏ ÔÏÇÄÁ ÌÏÍÁÎÁÑB

1

B

2

: : : B

n+1

ÂÕÄÅÔ

ÚÁÍËÎÕÔÁ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ×ÙÂÏÒÅ ÔÏÞËÉ B

1

, Á ×ÍÅÓÔÅ Ó ÎÅÊ ÂÕÄÅÔ ÚÁÍËÎÕÔÁ ÌÏÍÁÎÁÑ

A

1

A

2

: : : A

n+1

�ÒÉ ÌÀÂÏÍ ×ÙÂÏÒÅ ÔÏÞËÉ A

1

.

åÓÌÉ ÖÅ n ÎÅÞÅÔÎÏ, ÔÏ ÂÕÄÅÔ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ B

1

= �

z

B

n+1

, ÇÄÅ �

z

ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÌÏÓËÏÓÔÉ xy. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ B

1

ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÁÑ

ÔÏÞËÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÊ �

z

�

′
: : : �

′′
�

′
É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÜÔÏ

�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÅÓÔØ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÉ ÌÀÂÏÍ

×ÙÂÏÒÅ ÔÏÞËÉ B

1

ÂÕÄÅÔ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ B

1

= �

z

B

n+1

É, ÚÎÁÞÉÔ, �ÒÉ

ÌÀÂÏÍ ×ÙÂÏÒÅ ÔÏÞËÉ A

1

Ï�ÑÔØ ÖÅ ÂÕÄÅÔ A

1

= A

n+1

.

åÝÅ ÏÄÎÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ðÏÎÓÅÌÅ

ëÁË ÂÙÌÏ ÏÂÅÝÁÎÏ ×Ï ××ÅÄÅÎÉÉ, �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ×ÁÒÉÁÎÔ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎ-

ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ðÏÎÓÅÌÅ.

�ÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ �ÕÞÏË Ë×ÁÄÒÉË Q
�

× CP

3

. ðÕÓÔØ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ

T =

⋂
�

Q
�

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÒÏÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ 2n Ë×ÁÄÒÉË Q
1

; : : : ;Q
2n

, �ÒÉÎÁÄÌÅ-

ÖÁÝÉÈ �ÕÞËÕ. îÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ×ÙÂÅÒÅÍ �Ï ÓÉÓÔÅÍÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ

LQ
i

. ðÕÓÔØ �

i

| ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÉÍ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÉ ÔÏÒÁ T . �ÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ �ÒÏ-

ÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ �

1

· · ·�
2n

ÉÍÅÅÔ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ, ÔÏ ÜÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÅ-

ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÔÏÒÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÉÞÅÍ ÎÅ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-

ÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÌÑ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÉË.
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äÏÂÁ×ÌÅÎÉÑ

éÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔØ

ëÁË ÕÖÅ ÂÙÌÏ ÓËÁÚÁÎÏ ×Ï ××ÅÄÅÎÉÉ, ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÑ, Ï�ÉÓÁÎÎÁÑ × ÔÅÏÒÅÍÅ ðÏÎ-

ÓÅÌÅ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ �ÒÉ Ä×ÉÖÅÎÉÉ ÞÁÓÔÉ�Ù × ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÏÍ

ÂÉÌÌÉÁÒÄÅ. �ÒÁÅËÔÏÒÉÑ ÞÁÓÔÉ�Ù, Ä×ÉÖÕÝÅÊÓÑ ×ÄÏÌØ ÇÒÁÎÉ�Ù ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ, ×ÓÅ ×ÒÅ-

ÍÑ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÜÌÌÉ�ÓÁ, ÓÏÆÏËÕÓÎÏÇÏ Ó ÇÒÁÎÉ�ÅÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ. á ×ÓÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÔÒÁÅË-

ÔÏÒÉÉ, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÍÅÖÄÕ ÆÏËÕÓÁÍÉ, ÌÅÖÁÔ ÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ Ë ÓÏÆÏËÕÓÎÏÊ ÇÉ-

�ÅÒÂÏÌÅ. �ÁËÏÅ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ ÏÂÑÚÁÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔÉ

ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ.

ðÕÓÔØ (x

n

; y

n

) | �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÓÏÕÄÁÒÅÎÉÑ ÞÁÓÔÉ�Ù Ó ÇÒÁÎÉ�ÅÊ

ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ

x

2

a

2

+

y

2

b

2

= 1;

Á V

n

= (u

n

; v

n

), |V
n

| = 1 | ÓËÏÒÏÓÔØ ÞÁÓÔÉ�Ù �ÅÒÅÄ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÓÏÕÄÁÒÅ-

ÎÉÅÍ. �ÏÇÄÁ

(x

n+1

+ x

n

)(x

n+1

− x

n

)

a

2

+

(y

n+1

+ y

n

)(y

n+1

− y

n

)

b

2

= 0

É ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÏÌÅ ÎÏÒÍÁÌÅÊ

∇
(
x

2

a

2

+

y

2

b

2

)
=

(
2x

a

2

;

2y

b

2

)

ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ÓÕÍÍÁ ÎÏÒÍÁÌÅÊ, ×ÚÑÔÙÈ ÎÁ ËÏÎ�ÁÈ ÌÀÂÏÊ ÈÏÒÄÙ

ÜÌÌÉ�ÓÁ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ ÜÔÏÊ ÈÏÒÄÅ. üÔÏ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ �ÒÏÅË�ÉÑ �ÏÌÑ

ÎÏÒÍÁÌÅÊ ÎÁ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÀ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÞÁÓÔÉ�Ù ÅÓÔØ ×ÅÌÉÞÉÎÁ �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ, ÔÏ ÅÓÔØ

ÉÍÅÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ×ÉÄÁ

F (x

n

; y

n

; u

n

; v

n

) =

x

n

u

n

a

2

+

y

n

v

n

b

2

: (6)

éÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔØ É ÇÏÍÅÏÉÄÎÏÓÔØ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ËÒÉ×ÕÀ Ó ÔÅÍ ÖÅ ÓÁÍÙÍ ÍÅÈÁÎÉÚÍÏÍ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕ-

ÅÍÏÓÔÉ, Ô. Å. ËÒÉ×ÕÀ Ó ÔÁËÉÍ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ �ÏÌÅÍ N , ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÅÇÏ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ

ËÏÎ�ÁÈ ÌÀÂÏÊ ÈÏÒÄÙ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ ÜÔÏÊ ÈÏÒÄÅ. âÅÒÑ ÍÁÌÕÀ ÈÏÒÄÕ, ×ÉÄÉÍ,

ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ �ÏÌÅ ÎÏÒÍÁÌÅÊ. ðÕÓÔØ ÎÁ ËÏÎ�ÁÈ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÈÏÒÄÙ ×ÅËÔÏÒÙ

ÜÔÏÇÏ �ÏÌÑ ÉÍÅÀÔ ÄÌÉÎÙ N

1

É N

2

, Á ÄÌÉÎÙ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÏÔ ËÏÎ�Ï× ÈÏÒÄÙ ÄÏ ÉÈ

�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÉÍÅÀÔ ÄÌÉÎÙ l

1

É l

2

. �ÏÇÄÁ, ËÁË �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÒÉÓÕÎÏË 8,

l

1

N

1

=

l

2

N

2

;

ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÉÎÙ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ Ó ×ÅÓÏÍ 1=|N | ÒÁ×ÎÙ, ÔÏ ÅÓÔØ �ÌÏÔÎÏÓÔØ 1=|N | ÇÏÍÅÏ-
ÉÄÎÁÑ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÓÁÍÁ ËÒÉ×ÁÑ | ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ËÏÎÉËÁ.

æÁÚÏ×ÙÊ �ÏÒÔÒÅÔ

÷ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ (6) É �ÏÌÏÖÉÍ × ÎÅÍ

x = a 
os t; y = b sin t

u = 
os'; v = sin':
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N

1

N

2

l

2

l

1

òÉÓ. 8.

�ÏÇÄÁ ÜÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ �ÒÉÍÅÔ ×ÉÄ

F (t; ') = (a+ b) 
os(t− ')− (a− b) 
os(t+ '): (7)

úÎÁÞÉÔ, × ÆÁÚÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (t; ') ÔÏÞËÁ (t

n

; '

n

), ÓÏÏÔ-

×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÔÏÞËÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ (x

n

; y

n

) É ×ÅËÔÏÒÕ ÓËÏÒÏÓÔÉ �ÅÒÅÄ ÓÏÕÄÁÒÅÎÉÅÍ

(u

n

; v

n

), Ä×ÉÖÅÔÓÑ �Ï ÌÉÎÉÑÍ ÕÒÏ×ÎÑ ÆÕÎË�ÉÉ F (t; '). æÁÚÏ×ÙÊ �ÏÒÔÒÅÔ ÜÌÌÉ-

�ÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÙÊ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ 9, �ÏÌÕÞÅÎ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÓÌÅ-

ÄÕÀÝÅÇÏ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÏÇÏ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁ. éÚ ÎÉÖÎÅÊ ÔÏÞËÉ ÜÌÌÉ�ÓÁ × ÎÅÓËÏÌØËÉÈ

ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑÈ ÚÁ�ÕÓËÁÌÉÓØ ÞÁÓÔÉ�Ù É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÞÁÓÔÉ�Ù × ÔÅÞÅÎÉÅ �ÒÏÄÏÌÖÉ-

ÔÅÌØÎÏÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ ÎÁ ÆÁÚÏ×ÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÔÍÅÞÁÌÉÓØ ÔÏÞËÉ (t

n

; '

n

).

t

'

�

�

−�

�

òÉÓ. 9.

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ É ËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÙÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄÙ

îÁ �ÅÒ×ÙÊ ×ÚÇÌÑÄ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÒÁÓÈÏÖÄÅÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁÍÉ ÎÅ

ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ. óÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÒÉÓÕÎËÁ 9 É ËÁÒÔÉÎÙ ÌÉÎÉÊ ÕÒÏ×ÎÑ ÆÕÎË�ÉÉ (7) �ÏÄ-

Ô×ÅÒÖÄÁÅÔ ÜÔÏ. ïÄÎÁËÏ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÉÔÕÁ�ÉÑ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁÚÌÉÞÉÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É

ÂÒÏÓÁÅÔÓÑ × ÇÌÁÚÁ.



156 á.á.ðÁÎÏ×, ä. á. ðÁÎÏ×

ïÓÎÏ×ÎÏÅ Ï�ÔÉÞÅÓËÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÜÌÌÉ�ÓÁ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÞÁÓÔÉ�Á, ÏÄÉÎ ÒÁÚ

�ÒÏÛÅÄÛÁÑ ÞÅÒÅÚ ÆÏËÕÓ, ÂÕÄÅÔ �ÒÏÈÏÄÉÔØ ÞÅÒÅÚ ÆÏËÕÓÙ É �ÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÅÄÕ-

ÀÝÅÇÏ ÓÏÕÄÁÒÅÎÉÑ. úÁ�ÕÓÔÉÍ ÞÁÓÔÉ�Õ ÉÚ ÎÉÖÎÅÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÜÌÌÉ�ÓÁ ÞÅÒÅÚ �ÒÁ-

×ÙÊ ÆÏËÕÓ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ, ÏÔÒÁÖÁÑÓØ É �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ �ÒÏÈÏÄÑ ÞÅÒÅÚ ÆÏËÕÓÙ,

ÞÁÓÔÉ�Á ÂÕÄÅÔ �ÒÉÂÌÉÖÁÔØÓÑ Ë ÂÏÌØÛÏÊ ÏÓÉ ÜÌÌÉ�ÓÁ. ìÅÇËÏ Ï�ÅÎÉÔØ ÓËÏÒÏÓÔØ

ÜÔÏÇÏ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ 
 =

√
a

2 − b

2

| ÜÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ �ÅÎÔÒÁ ÜÌÌÉ�ÓÁ ÄÏ

ÅÇÏ ÆÏËÕÓÁ. �ÏÇÄÁ �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ �ÒÏÈÏÖÄÅÎÉÉ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅ ÞÁÓÔÉ�Ù ÏÔ

ÂÏÌØÛÏÊ ÏÓÉ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ �ÒÉÍÅÒÎÏ × (a+ 
)=(a− 
) ÒÁÚ.

÷ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÏÍ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ ÞÁÓÔÉ�Ù, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ

ÞÅÒÅÚ ÆÏËÕÓ, �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÜÔÏÍÕ Ó�ÅÎÁÒÉÀ. ïÄÎÁËÏ, �ÏÓÌÅ �ÒÉÖÁÔÉÑ

Ë ÏÓÉ É ÎÅÓËÏÌØËÉÈ �ÒÏÈÏÖÄÅÎÉÊ ×ÄÏÌØ ÎÅÅ ÞÁÓÔÉ�Á ÏÔÂÒÁÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔ ÂÏÌØÛÏÊ

ÏÓÉ ÜÌÌÉ�ÓÁ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÅÅ ÓÎÏ×Á �ÒÉÖÉÍÁÅÔ Ë ÏÓÉ É ÓÎÏ×Á ÏÔÂÒÁÓÙ×ÁÅÔ É ÔÁË

ÄÁÌÅÅ | ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÂÉÅÎÉÑ. äÁÄÉÍ ËÁÞÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÂßÑÓÎÅÎÉÅ ÜÔÏÍÕ Ñ×ÌÅÎÉÀ.

úÁ�ÕÓÔÉÍ × �ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ� ÂÉÌÌÉÁÒÄÅ ÞÁÓÔÉ�Õ ÞÅÒÅÚ ÆÏËÕÓ, �ÏÄÏÖÄÅÍ �Ï-

ËÁ ÏÎÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÉÖÍÅÔÓÑ Ë ÏÓÉ É ÏÂÒÁÔÉÍ ÅÅ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ. ïÂÒÁÝÅÎÎÁÑ

ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ | ÜÔÏ ÔÏÖÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ�Ù, É �ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏ ÜÔÁ

ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ ÂÕÄÅÔ �ÒÏÈÏÄÉÔØ ×ÄÏÌØ ÏÓÉ, ÎÏ ÕÖÅ ÂÕÄÅÔ ÏÔÔÁÌËÉ×ÁÔØÓÑ ÏÔ ÎÅÅ.

�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÂÌÉÚÉ ÂÏÌØÛÏÊ ÏÓÉ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ Ä×Å ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ:

ÏÄÎÁ �ÒÉÔÑÇÉ×ÁÅÔÓÑ Ë ÜÔÏÊ ÏÓÉ, ÄÒÕÇÁÑ ÏÔÔÁÌËÉ×ÁÅÔÓÑ ÏÔ ÎÅÅ. ÷ �ËÏÍ�ØÀÔÅÒ-

ÎÏÍ� ÂÉÌÌÉÁÒÄÅ ÚÁ ÓÞÅÔ ÏÛÉÂÏË ÏËÒÕÇÌÅÎÉÑ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ��ÅÒÅÓÁÄËÁ� Ó �ÒÉÔÑÇÉ-

×ÁÀÝÅÊÓÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÎÁ ÏÔÔÁÌËÉ×ÁÀÝÕÀÓÑ É ÞÁÓÔÉ�Á ÎÁÞÉÎÁÅÔ ÕÄÁÌÑÔØÓÑ ÏÔ

ÏÓÉ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ. üÔÉÍ É ÏÂßÑÓÎÑÀÔÓÑ ÂÉÅÎÉÑ. ÷ÌÉÑÎÉÅ ÏÛÉÂÏË ÏËÒÕÇÌÅÎÉÑ ÍÏÖ-

ÎÏ �ÏÄÔ×ÅÒÄÉÔØ, �ÒÏ×ÏÄÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ Ó ÕÄ×ÏÅÎÎÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ, | × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ

ÏÔÂÒÁÓÙ×ÁÎÉÅ ÞÁÓÔÉ�Ù ÏÔ ÏÓÉ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ �ÏÓÌÅ ÂÏÌØÛÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÔÒÁ-

ÖÅÎÉÊ.

ðÁÒÁ ËÏÎÉË �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ×ÉÄÕ Ä×ÕÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ

üÔÏÔ ÒÁÚÄÅÌ �ÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎ ÄÌÑ ÔÅÈ, ËÔÏ ÉÍÅÅÔ �ÒÉ×ÙÞËÕ �ÒÏÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÅË-

ÓÔÙ ÚÁÄÏÍ ÎÁ�ÅÒÅÄ | ÏÔ ËÏÎ�Á Ë ÎÁÞÁÌÕ. úÄÅÓØ ÏÂßÑÓÎÑÅÔÓÑ, �ÏÞÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÎÅ

ÞÉÔÁÔØ ÜÔÕ ÓÔÁÔØÀ, Á ÚÎÁÞÉÔ, �ÏÞÅÍÕ ÅÅ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ É ÎÅ �ÉÓÁÔØ. ÷ [2℄ ÉÍÅÅÔ-

ÓÑ �ÒÏÓÔÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ðÏÎÓÅÌÅ ÄÌÑ Ä×ÕÈ ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ.

óÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ, ÎÁÛÅ �ÅÒ×ÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓËÒÏÅÎÏ �Ï ÜÔÏÍÕ ÏÂÒÁÚ�Õ. ðÏËÁÖÅÍ,

ÞÔÏ Ä×ÕÍÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ É ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ

Ä×ÕÈ ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ ÜÌÌÉ�ÓÏ×. ó �ÏÍÏÝØÀ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ �ÒÅ×ÒÁÔÉÍ

×ÎÅÛÎÉÊ ÉÚ ÎÉÈ × ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÅÀ ËÒÕÇ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ �ÒÏÅË-

ÔÉ×ÎÏÊ ÍÏÄÅÌØÀ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ. ÷ ÜÔÏÊ ÍÏÄÅÌÉ Ä×ÉÖÅÎÉÑ | ÜÔÏ �ÒÏ-

ÅËÔÉ×ÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÅ ËÒÕÇ [2℄. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÄÎÏ�ÁÒÁÍÅÔÒÉ-

ÞÅÓËÕÀ ÇÒÕ��Õ H

1

ÓÄ×ÉÇÏ× ×ÄÏÌØ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÇÏ ÄÉÁÍÅÔÒÁ ËÒÕÇÁ. ä×ÉÖÅÎÉÑ

ÉÚ H

1

�ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÈÏÒÄÙ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÅ ÄÉÁÍÅÔÒÕ, �ÒÉ ÜÔÏÍ ÔÏÞËÉ ËÒÕ-

ÇÁ Ä×ÉÖÕÔÓÑ �Ï ÜË×ÉÄÉÓÔÁÎÔÁÍ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÍ �ÏÌÕÜÌÌÉ�ÓÁÍÉ, ËÁÓÁÀÝÉÍÉÓÑ

×ÎÅÛÎÅÊ �ÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ × ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÄÉÁÍÅÔÒÁ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ

ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÏÄÎÏ�ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕ��Á H

2

ÓÄ×ÉÇÏ× ×ÄÏÌØ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÇÏ ÄÉÁ-

ÍÅÔÒÁ. ðÕÓÔØ h

1

∈ H

1

É h

2

∈ H

2

. �ÏÇÄÁ �ÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ h

1

h

2

ÔÏÞËÁ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÄ×ÉÇÁÅÔÓÑ ×ÄÏÌØ ÍÅÒÉÄÉÁÎÁ ÀÇ-ÓÅ×ÅÒ, Á �ÏÔÏÍ ×ÄÏÌØ ÍÅÒÉÄÉÁÎÁ

ÚÁ�ÁÄ-×ÏÓÔÏË. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÁÒÙ ÔÏÞÅË x; y ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ �ÁÒÁ

�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ h

1

; h

2

, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ y = h

1

h

2

(x).
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òÉÓ. 10. òÉÓ. 11.

ðÒÉ Ä×ÉÖÅÎÉÉ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ ÜÌÌÉ�Ó �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÜÌÌÉ�Ó, ÎÏ �ÒÉ

ÜÔÏÍ ÅÇÏ �ÅÎÔÒ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × �ÅÎÔÒ ÏÂÒÁÚÁ. �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÏÞÅ×ÉÄ-

ÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÌÉ�ÓÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ×ÉÄÁ h

1

h

2

, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ

ÅÇÏ × ÜÌÌÉ�Ó, �ÅÎÔÒ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÅÎÔÒÏÍ ËÒÕÇÁ. ðÒÏ×ÅÄÅÍ ÜÔÏ �ÒÅÏÂÒÁ-

ÚÏ×ÁÎÉÅ É �ÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÄÎÏ�ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕ��Õ ÓÄ×ÉÇÏ× ×ÄÏÌØ

ÄÉÁÍÅÔÒÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ ÂÏÌØÛÕÀ ÏÓØ �ÅÎÔÒÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÜÌÌÉ�ÓÁ. ðÒÉ Ä×ÉÖÅÎÉÉ

�ÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÜÔÏÊ ÇÒÕ��Ù É ÂÏÌØÛÁÑ, É ÍÁÌÁÑ ÏÓÉ ÜÌÌÉ�ÓÁ ÕÍÅÎØÛÁÀÔ Ó×ÏÉ ÒÁÚ-

ÍÅÒÙ. îÏ ÂÏÌØÛÁÑ ÏÓØ ÄÅÌÁÅÔ ÜÔÏ ÂÏÌÅÅ ÉÎÔÅÎÓÉ×ÎÏ É × ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÜÌÌÉ�Ó

�ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÁÒÁ ËÏÎÉË ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÉ×ÅÄÅ-

ÎÁ Ë ×ÉÄÕ Ä×ÕÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, É ÔÅ�ÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÌÁÔØÓÑ ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ

ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ðÏÎÓÅÌÅ ÉÚ [2℄.
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