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�ÅÏÒÅÍÁ ðÏÎÓÅÌÅ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÙ Ä×Å ËÏÎÉËÉ �
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2

,

ÎÅ ËÁÓÁÀÝÉÅÓÑ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ. ÷ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ A
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1
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ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ ÔÏÞÅË �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �

1

É �

2

, ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÓÔÉ ÒÏ×ÎÏ Ä×Å ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ

Ë �

2

. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÌÏÍÁÎÕÀ A
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: : : A

n

A

n+1

ÔÁË, ÞÔÏÂÙ Å£ ×ÅÒÛÉ-
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i

ÌÅÖÁÌÉ ÎÁ �

1

, Á �ÒÑÍÙÅ A

1

A

2

, A

2

A

3

, . . . , A

n

A

n+1

ËÁÓÁÌÉÓØ �

2

(�ÏÄÒÁÚÕÍÅ-

×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ A

i+2

6= A

i

). ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ A

1

ÔÏÞËÁ A

n+1

ÓÏ×�ÁÌÁ Ó A

1

, Ô. Å. �ÏÌÕÞÉÌÁÓØ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ n-Ú×ÅÎÎÁÑ ÌÏÍÁÎÁÑ. �ÏÇÄÁ É �ÒÉ ÌÀÂÏÍ

×ÙÂÏÒÅ ÔÏÞËÉ A

1

∈ �

1

ÔÏÖÅ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ n-Ú×ÅÎÎÁÑ ÌÏÍÁÎÁÑ.

ïÄÎÏ ÉÚ ÎÁÉÂÏÌÅÅ �ÏÎÑÔÎÙÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× ÔÅÏÒÅÍÙ ðÏÎÓÅÌÅ �ÒÅÄÌÏÖÉÌ äÁÒ-

ÂÕ [ä℄. ïÎ ÚÁÍÅÔÉÌ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÕ ðÏÎÓÅÌÅ ÕÄÏÂÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÓÉÓÔÅ-

ÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, × ËÏÔÏÒÏÊ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ A ÚÁÄÁ£ÔÓÑ Ä×ÕÍÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍÉ Ë

ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ËÏÎÉËÅ, �ÒÏ×ÅÄ£ÎÎÙÍÉ ÉÚ ÔÏÞËÉ A. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÆÉË-

ÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ËÏÎÉËÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ËÏÎÉËÕ, �ÏÓËÏÌØËÕ �ÒÏÅËÔÉ×-

ÎÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÌÀÂÕÀ (ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÕÀ) ËÏÎÉËÕ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ×ÅÓÔÉ × ÌÀ-

ÂÕÀ ÄÒÕÇÕÀ. ÷ÙÂÅÒÅÍ ËÏÎÉËÕ, ËÏÔÏÒÁÑ × ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (x : y : z)

ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ y

2

= xz. �ÏÞËÉ ÜÔÏÊ ËÏÎÉËÉ ÉÍÅÀÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (1 : t : t

2

);

�ÒÉ t = ∞ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞËÕ (0 : 0 : 1). ëÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ × ÔÏÞËÅ (x

0

: y

0

: z

0

) ÚÁÄÁ£ÔÓÑ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ 2y

0

y = x

0

z + z

0

x, Ô. Å. t

2

x − 2ty + z = 0, ÇÄÅ t | �ÁÒÁÍÅÔÒ, ÓÏÏÔ-

×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÔÏÞËÅ (x

0

: y

0

: z

0

). þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ

�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ × ÔÏÞËÁÈ Ó �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ t

1

É t

2

, ÎÕÖÎÏ ÒÅÛÉÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ ÌÉÎÅÊÎÙÈ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ

t

2

i

x− 2t

i

y + z = 0; i = 1; 2:

òÅÛÁÑ Å£, �ÏÌÕÞÁÅÍ

2y = x(t

1

+ t

2

); z = xt

1

t

2

:

ðÒÉÍÅÒ 1. éÓÈÏÄÎÁÑ ËÏÎÉËÁ y

2

= xz × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (t

1

; t

2

) ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÕÒÁ×-

ÎÅÎÉÅÍ (t

1

+ t

2

)

2

= 4t

1

t

2

, Ô. Å. (t

1

− t

2

)

2

= 0.

ðÒÉÍÅÒ 2. ëÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ Ë ÉÓÈÏÄÎÏÊ ËÏÎÉËÅ × ÔÏÞËÅ (1 : � : �

2

) ÚÁÄÁ£ÔÓÑ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ (t

1

− �)(t

2

− �) = 0.

îÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ËÒÉ×ÙÈ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ, �ÒÏÈÏ-

ÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ n �ÒÑÍÙÈ ÏÂÝÅÇÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ.

ëÁÖÄÁÑ ÉÚ ÜÔÉÈ �ÒÑÍÙÈ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÔÁËÕÀ ËÒÉ×ÕÀ × n− 1 ÔÏÞËÁÈ, �ÏÜÔÏÍÕ ÓÔÅ-

�ÅÎØ ËÒÉ×ÏÊ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÍÅÎØÛÅ n− 1.

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 5, 2001(140{144)
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ìÅÍÍÁ (äÁÒÂÕ). õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÌÀÂÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ n−1, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ
×ÓÅ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÒÑÍÙÈ, ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ p
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| ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ (�ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅ-

ÓÅÞÅÎÉÑ ÄÁÎÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ C =
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:

�ÏÇÄÁ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (1) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ × n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ ËÁÖÄÏÊ �ÒÑÍÏÊ p

i

. åÓÌÉ

ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (1) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÔÏ ÏÎÏ ÚÁÄÁ£Ô ËÒÉ×ÕÀ

ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ n− 1. îÏ ÜÔÁ ËÒÉ×ÁÑ ÄÏÌÖÎÁ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ×ÓÅ �ÒÑÍÙÅ p
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, �ÏÜÔÏÍÕ
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÷ÙÂÅÒÅÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÒÑÍÙÈ p
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n
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Ó �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ �

1

; : : : ; �

n

. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ äÁÒÂÕ ËÒÉ×ÁÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ n− 1, �ÒÏÈÏÄÑ-
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, ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ËÏÎÉËÅ y
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òÁ×ÅÎÓÔ×Ï R(t

1

) = R(t

2

) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ R
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üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ � ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ × ÔÏÞËÁÈ Ó �Á-

ÒÁÍÅÔÒÁÍÉ �

1

(�); : : : ; �

n

(�), ÇÄÅ �

1

(�); : : : ; �

n

(�) | ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Q

n

(t) +

+ �P

n−1

(t), ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ËÒÉ×ÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ n − 1. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,

ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ R

�

(t) ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ

R
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(t) =

n∑

i=1

�
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(�)
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ÚÄÅÓØ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ �

1

(�); : : : ; �

n

(�) �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ.

1)

äÌÑ n = 3 É n = 4 ÔÅÏÒÅÍÕ ðÏÎÓÅÌÅ ÔÅ�ÅÒØ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ. ðÒÉ n = 3 ÂÅÒ£Í

ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ×�ÉÓÁÎÎÙÊ × ËÏÎÉËÕ �

1

É Ï�ÉÓÁÎÎÙÊ ×ÏËÒÕÇ ËÏÎÉËÉ �

2

. óÕÝÅÓÔ×Õ-

ÅÔ ÏÄÎÏ�ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÔÒÏÅË �ÒÑÍÙÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ËÁÓÁÀÔÓÑ ËÏÎÉËÉ �

2

É ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ËÏÎÉËÅ �

1

. ðÒÉ n = 3 ×ÓÅ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅ-

ÓÅÞÅÎÉÑ �ÒÑÍÙÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÌÏÍÁÎÏÊ, Á ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,

ÎÉËÁËÉÈ �ÒÏÂÌÅÍ Ó ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ ÓÌÉÑÎÉÅÍ ÔÏÞÅË �

i

(�) ÎÅ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ �Ï ÇÅÏÍÅÔÒÉ-

ÞÅÓËÉÍ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ.

2)

äÌÑ n = 4 ÔÏÖÅ ÎÅÔ �ÒÏÂÌÅÍ Ó ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ ÓÌÉÑÎÉÅÍ ÔÏÞÅË �

i

(�), �ÏÔÏÍÕ

ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÇÕÔ ÓÌÉÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÔÏÞËÉ �

i

(�), ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÓÏÓÅÄ-

ÎÉÍ Ú×ÅÎØÑÍ ÌÏÍÁÎÏÊ, Á ÔÏÇÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÁÓÁÎÉÅ ËÏÎÉË �

1

É �

2

. îÏ ÄÌÑ n = 4

ÕÖÅ ÎÅ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÒÑÍÙÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ

ÌÏÍÁÎÏÊ: ÄÌÑ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÁ �ÏÍÉÍÏ ×ÅÒÛÉÎ ÅÓÔØ ÅÝ£ É ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ

�ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÓÔÏÒÏÎ. þÅÒÅÚ ÜÔÉ 6 ÔÏÞÅË �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÓÔÏÒÏÎ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÁ

É ÉÈ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÎÕÖÎÏ �ÒÏ×ÅÓÔÉ ËÒÉ×ÕÀ ÓÔÅ�ÅÎÉ 3, �ÒÉÞ£Í ËÒÉ×ÁÑ, �ÒÏÈÏÄÑ-

ÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉÎÙ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÄÁÎÎÏÊ ËÏÎÉËÏÊ �. �ÁËÁÑ

ËÒÉ×ÁÑ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ËÏÎÉËÉ � É �ÒÑÍÏÊ l, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ ÔÏÞËÉ

�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÓÔÏÒÏÎ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÄÎÏ�ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï

ÞÅÔ×£ÒÏË �ÒÑÍÙÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ËÁÓÁÀÔÓÑ ÄÁÎÎÏÊ ËÏÎÉËÉ É ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÏÔÏ-

ÒÙÈ ÌÅÖÁÔ ÎÁ � É l. ÷ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ×ÅÒÛÉÎÁ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ÍÏÇÌÁ ÂÙ �ÒÉ

Ä×ÉÖÅÎÉÉ ��ÅÒÅÅÈÁÔØ� Ó ËÏÎÉËÉ � ÎÁ �ÒÑÍÕÀ l. îÏ � É l ÎÅ ÉÍÅÀÔ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ

ÔÏÞÅË ÓÁÍÏ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ.

ðÒÉ n > 5 �ÒÏÂÌÅÍÙ Ó ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ ÓÌÉÑÎÉÅÍ ÔÏÞÅË �

i

(�) É Ó �ÅÒÅÅÚÖÁÎÉÅÍ

×ÅÒÛÉÎ ÌÏÍÁÎÏÊ Ó ÏÄÎÏÊ ×ÅÔ×É ËÒÉ×ÏÊ ÎÁ ÄÒÕÇÕÀ ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÍÉ.

ðÏÜÔÏÍÕ �ÏÄÏÊÄ£Í Ë ÚÁÄÁÞÅ �Ï-ÄÒÕÇÏÍÕ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÏÍÁÎÕÀ A

1

A

2

A

3

: : : , ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ËÏÎÉËÅ �

1

, Á

Ú×ÅÎØÑ ËÁÓÁÀÔÓÑ ËÏÎÉËÉ �

2

. íÙ ÓÎÏ×Á ÂÕÄÅÍ ÚÁÄÁ×ÁÔØ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ ËÏÏÒ-

ÄÉÎÁÔÁÍÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÍÉ Ó ËÏÎÉËÏÊ �

2

. âÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ A

i

ÉÍÅÅÔ

1)

óÏ×�ÁÄÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ �

i

(�) É �

j

(�) �ÒÉ i 6= j ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ �ÒÉ ÄÁÎÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ �

×ÍÅÓÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ n-Ú×ÅÎÎÏÊ ÌÏÍÁÎÏÊ �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ (n=k)-Ú×ÅÎÎÁÑ ÌÏÍÁÎÁÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÂÈÏÄÉÔÓÑ k

ÒÁÚ. ÷ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÔÁËÏÇÏ ÎÅ ÂÙ×ÁÅÔ, ÎÏ ÜÔÏ ÔÒÅÂÕÅÔ ÏÔÄÅÌØÎÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á.

2)

÷ ÕÓÌÏ×ÉÉ ÔÅÏÒÅÍÙ ðÏÎÓÅÌÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ËÏÎÉËÉ �

1

É �

2

ÎÅ ËÁÓÁÀÔÓÑ. éÚ ÓÌÉÑÎÉÑ

Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË �

i

(�), ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÓÏÓÅÄÎÉÍ Ú×ÅÎØÑÍ ÌÏÍÁÎÏÊ, ×ÙÔÅËÁÅÔ ËÁÓÁÎÉÅ ËÏÎÉË. á ×

ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ÌÀÂÁÑ �ÁÒÁ ÓÔÏÒÏÎ ÓÏÓÅÄÎÑÑ.
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ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (�

i−1

; �

i

). ëÏÎÉËÁ �

1

ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ f(t

1

; t

2

) = 0, ÇÄÅ

f(t

1

; t

2

) = at

2

1

t

2

2

+ bt

1

t

2

(t

1

+ t

2

) + 
(t

2

1

+ t

2

2

) + dt

1

t

2

+ e(t

1

+ t

2

) + f:

÷ÙÑÓÎÉÍ, ËÁËÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ËÒÉ×ÁÑ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÌÅÖÁÔ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅ-

ÎÉÑ �ÒÑÍÙÈ A

i−1

A

i

É A

i+1

A

i+2

. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ ÉÓËÌÀÞÉÔØ �

i

ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ

f(�

i−1

; �

i

) = 0 É f(�

i

; �

i+1

) = 0.

æÕÎË�ÉÀ f ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ

f(t

1

; t

2

) = �(t

1

)t

2

2

+ �(t

1

)t

2

+ 
(t

1

) =

= �(t

2

)t

2

1

+ �(t

2

)t

1

+ 
(t

2

):

þÔÏÂÙ ÉÓËÌÀÞÉÔØ �

i

ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ

�(�

i−1

)�

2

i

+ �(�

i−1

)�

i

+ 
(�

i−1

) = 0;

�(�

i+1

)�

2

i

+ �(�

i+1

)�

i

+ 
(�

i+1

) = 0;

ÎÕÖÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔ

∣∣∣∣∣∣∣∣

�(�

i−1

) �(�

i−1

) 
(�

i−1

) 0

0 �(�

i−1

) �(�

i−1

) 
(�

i−1

)

�(�

i+1

) �(�

i+1

) 
(�

i+1

) 0

0 �(�

i+1

) �(�

i+1

) 
(�

i+1

)

∣∣∣∣∣∣∣∣
= �(�

i−1

; �

i+1

):

�ÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÒÑÍÙÈ A

i−1

A

i

É A

i+1

A

i+2

ÌÅÖÁÔ ÎÁ ËÒÉ×ÏÊ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÕÒÁ×-

ÎÅÎÉÅÍ �(t

1

; t

2

) = 0. îÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ �(t

1

; t

2

) =

= �(t

2

; t

1

) É � ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ t

1

− t

2

, �ÏÜÔÏÍÕ � ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ (t

1

− t

2

)

2

. òÁÓÓÍÁÔÒÉ-

×ÁÅÍÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅ�ÅÎÉ 4 (�Ï ËÁÖÄÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ),

�ÏÜÔÏÍÕ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ f

1

(�

i−1

; �

i+1

) = 0,

ËÏÔÏÒÏÅ ÚÁÄÁ£Ô ËÏÎÉËÕ.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ É �ÒÉ ÌÀÂÏÍ k ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÒÑÍÙÈ A

i−1

A

i

É A

i+k−1

A

i+k

ÂÕÄÕÔ ÌÅÖÁÔØ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ËÏÎÉËÅ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÕÖÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ

Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ (�Ï ËÁÖÄÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ) ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

f(�

i−1

; �

i

) = 0; f

1

(�

i−1

; �

i+1

) = 0; : : : ; f

k−1

(�

i−1

; �

i+k−1

) = 0:

íÙ ÈÏÔÉÍ �ÏÌÕÞÉÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ f

k

(�

i−1

; �

i+k

) = 0. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ ÉÓËÌÀÞÉÔØ

�

i+k−1

ÉÚ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ f

k−1

(�

i−1

; �

i+k−1

) = 0, f(�

i+k−1

; �

i+k

) = 0.

÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÉÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ 4-Ê ÓÔÅ�ÅÎÉ �(�

i−1

; �

i+k

) = 0. æÕÎË�ÉÑ

f(�

i+k−1

; t) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ �ÒÉ t = �

i+k

, ÎÏ É �ÒÉ t = �

i+k−2

.

ðÏÜÔÏÍÕ �(�

i−1

; �

i+k−2

) = 0. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ �(x; y) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ

f

k−2

(x; y), Ô. Å. ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÅÅ �

i−1

É �

i+k−2

. ïÓÔÁ£ÔÓÑ

�ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f

k

= �=f

k−2

ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ.

þÔÏÂÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÅÇÏ �

i−1

É �

i+k

, ÂÙÌÁ ÏÞÅ-

×ÉÄÎÁ, ÍÏÖÎÏ ÜÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ �ÏÌÕÞÉÔØ �Ï-ÄÒÕÇÏÍÕ. âÕÄÅÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ

ÉÓËÌÀÞÁÔØ �

i

, �

i+1

, . . . , �

i+k−1

ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ f(�

i−1

; �

i

) = 0, f(�

i

; �

i+1

) = 0,

. . . , f(�

i+k−1

; �

i+k

) = 0, �ÒÉÞ£Í ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÂÕÄÅÍ ÓÏËÒÁ-

ÝÁÔØ ÎÁ f

j

. åÓÌÉ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× f , f

1

; : : : ; f

k−1

É ÏÂÒÁÔÉÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ, Ô. Å. ÉÓËÌÀÞÁÔØ �

i+k−1

; : : : ; �

i+1

; �

i

,

ÉÚ f(�

i+k−1

; �

i+k

) = 0; : : : ; f(�

i

; �

i+1

) = 0; f(�

i−1

; �

i

) = 0, ÔÏ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕ-

ÞÉÍ ÔÏÔ ÖÅ ÓÁÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f

k

. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f

k

ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ.
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�Å�ÅÒØ �ÒÉ n > 5 ÔÅÏÒÅÍÁ ðÏÎÓÅÌÅ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÞËÉ

A

1

; : : : ; A

5

ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁÀÔ ËÏÎÉËÕ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÒÑÍÙÈ

A

i

A

i+1

É A

i+n−1

A

i+n

= A

i+n−1

A

i

ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÔÏÊ ÖÅ ÓÁÍÏÊ ËÏÎÉËÅ.

åÓÌÉ n = 2m, ÔÏ ËÒÉ×ÁÑ, �Ï ËÏÔÏÒÏÊ Ä×ÉÖÕÔÓÑ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÒÏÄÏÌ-

ÖÅÎÉÊ Ú×ÅÎØÅ× ×�ÉÓÁÎÎÏ{Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÌÏÍÁÎÏÊ, ÄÏÌÖÎÁ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÎÅ ÉÚ m ËÏÎÉË,

Á ÉÚ m − 1 ËÏÎÉË É ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÓÔÅ�ÅÎØ ÜÔÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ÒÁ×ÎÁ n − 1.

ðÏÑÓÎÉÍ, �ÏÞÅÍÕ ÏÄÎÁ ÉÚ ËÏÎÉË (É ËÁËÁÑ ÉÍÅÎÎÏ) ×ÙÒÏÖÄÁÅÔÓÑ × �ÒÑÍÕÀ.

õÒÁ×ÎÅÎÉÅ f

k

(�

i−1

; x) = 0 ÉÍÅÅÔ ËÏÒÎÉ �

i±k . åÓÌÉ k = m, ÔÏ ÜÔÉ ËÏÒÎÉ ÓÏ×�Á-

ÄÁÀÔ, �ÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f

m

ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ

ÆÕÎË�ÉÉ.

ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ

[ä℄ äÁÒÂÕ ç. ðÒÉÎ�É�Ù ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. ì.{í.: çïî�é, 1938.


