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íÉÓÔÅÒ õÉÌØÑÍ ìÏÕÜÌÌ ðÕÔÎÁÍ × 1882 ÇÏÄÕ �ÏÌÕÞÉÌ × çÁÒ×ÁÒÄÅ ÓÔÅ�ÅÎØ ÂÁ-

ËÁÌÁ×ÒÁ �Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ É × ÔÅÞÅÎÉÅ ÒÑÄÁ ÌÅÔ ×ÏÚÇÌÁ×ÌÑÌ ÇÏÓÔÅ×ÏÊ ÄÅ�ÁÒÔÁÍÅÎÔ

ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ çÁÒ×ÁÒÄÁ. ïÎ ÂÙÌ ÏÒÇÁÎÉÚÁÔÏÒÏÍ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÊ,

�ÏÌÕÞÉ×ÛÉÈ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ �ÕÔÎÁÍÏ×ÓËÉÈ. îÅ ÂÕÄÅÔ �ÒÅÕ×ÅÌÉÞÅÎÉÅÍ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×

ÎÉÈ ÏÎ Õ×ÅËÏ×ÅÞÉÌ Ó×ÏÅ ÉÍÑ.

ðÕÔÎÁÍÏ×ÓËÉÅ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÑ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÄÎÉÍÉ ÉÚ ÓÁÍÙÈ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ÉÎÔÅÌ-

ÌÅËÔÕÁÌØÎÙÈ ËÏÎËÕÒÓÏ×. éÄÅÉ, �ÏÌÏÖÅÎÎÙÅ × ÏÓÎÏ×Õ ÉÈ �ÒÏ×ÅÄÅÎÉÑ, ðÕÔÎÁÍ ÉÚÌÏ-

ÖÉÌ × ÓÔÁÔØÅ, Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÏÊ × 1921 ÇÏÄÕ. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÉÄÅÑ | ËÏÍÁÎÄÎÙÊ �ÏÄÈÏÄ,

�ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÕÞÁÓÔÎÉËÉ ÚÁÝÉÝÁÀÔ �×ÅÔÁ Ó×ÏÉÈ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÏ× É ËÏÌÌÅÄÖÅÊ. ÷Ï

ÉÓ�ÏÌÎÅÎÉÅ ÚÁ×ÅÝÁÎÉÑ ÓÕ�ÒÕÇÁ, ÍÁÄÁÍ ðÕÔÎÁÍ × 1927 ÇÏÄÕ ÕÞÒÅÄÉÌÁ ÆÏÎÄ ÄÌÑ

�ÏÄÄÅÒÖËÉ �ÒÏ×ÅÄÅÎÉÑ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÊ. ãÅÎÔÒÏÍ ÏÒÇÁÎÉÚÁ�ÉÏÎÎÏÊ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ

ÓÔÁÌ çÁÒ×ÁÒÄ, × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ðÒÅÚÉÄÅÎÔÏÍ çÁÒ×ÁÒÄÁ ÂÙÌ ì.ìÏÕÜÌÌ, ÂÒÁÔ ÍÁÄÁÍ ðÕÔ-

ÎÁÍ. îÁÄÏ ÓËÁÚÁÔØ, ×ÎÁÞÁÌÅ ÒÅÞØ ÎÅ ÛÌÁ Ï �ÒÏ×ÅÄÅÎÉÉ ÌÉÛØ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÏ-

ÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÊ, �ÒÏ×ÏÄÉÌÉÓØ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÑ �Ï ÁÎÇÌÉÊÓËÏÍÕ ÑÚÙ-

ËÕ, ÎÏ, ×ÉÄÉÍÏ, �ÏÄ ×ÌÉÑÎÉÅÍ ×ÙÄÁÀÝÉÈÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× ÏÔ�Á É ÓÙÎÁ âÉÒÇÏÆÏ×,

ðÏÊÁ, òÁÄÏ É ÄÒÕÇÉÈ ÂÙÌÏ ÒÅÛÅÎÏ �ÒÏ×ÏÄÉÔØ ÉÍÅÎÎÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÓÏÒÅ×ÎÏ-

×ÁÎÉÑ. äÖÏÒÄÖ äÜ×ÉÄ âÉÒÇÏÆ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÌ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ �ÒÉÎ�É�Ï×

ÉÈ �ÒÏ×ÅÄÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÂÁÚÉÒÕÅÔÓÑ ×ÓÑ ÜÔÁ ÒÁÂÏÔÁ:

1. óÏÓÔÑÚÁÎÉÑ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÌÉÞÎÏ-ËÏÍÁÎÄÎÙÍÉ. ëÏÍÁÎÄÁ ËÁÖÄÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉ-

ÔÅÔÁ (ËÏÌÌÅÄÖÁ) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÒÅÈ ÓÔÕÄÅÎÔÏ×, ÎÏ ÕÞÁÓÔÉÅ ÍÏÇÕÔ �ÒÉÎÉÍÁÔØ

É ÄÒÕÇÉÅ ÓÔÕÄÅÎÔÙ ÌÀÂÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ (ËÏÌÌÅÄÖÁ) óûá É ëÁÎÁÄÙ. ðÒÉ

ÜÔÏÍ �ÏÄ×ÏÄÑÔÓÑ ËÁË ËÏÍÁÎÄÎÙÅ, ÔÁË É ÌÉÞÎÙÅ ÉÔÏÇÉ.

2. ïÂÝÅÅ ÒÕËÏ×ÏÄÓÔ×Ï ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÑÍÉ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÁÓÓÏ�É-

Á�ÉÑ áÍÅÒÉËÉ | �ÒÏÆÅÓÓÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ �ÒÅ�ÏÄÁ×ÁÔÅÌÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉ-

ËÉ ÕÞÅÂÎÙÈ ÚÁ×ÅÄÅÎÉÊ ÒÁÚÎÙÈ ÔÉ�Ï×.

ðÅÞÁÔÁÅÔÓÑ Ó ÌÀÂÅÚÎÏÇÏ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ ä.áÌØÂÅÒÁ (íáá).

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 5, 2001(192{204)
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3. ðÒÉÚÁÍÉ É �ÏÏÝÒÅÎÉÑÍÉ ÏÔÍÅÞÁÅÔÓÑ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ×. ÷Ù-

ÄÅÌÑÀÔÓÑ �ÅÒ×ÁÑ �ÑÔÅÒËÁ, �ÅÒ×ÁÑ ÄÅÓÑÔËÁ É Ô. Ä.

4. ïÄÎÏÍÕ ÉÚ �ÑÔÉ ÌÕÞÛÉÈ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ �ÒÏÄÏÌ-

ÖÉÔØ ÏÂÕÞÅÎÉÅ (ÎÁ ÍÁÇÉÓÔÅÒÓËÏÍ ÕÒÏ×ÎÅ) × çÁÒ×ÁÒÄÅ.

ðÅÒ×ÏÅ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÅ ÓÏÓÔÏÑÌÏÓØ × 1938 ÇÏÄÕ, É Ó ÔÅÈ �ÏÒ ÏÎÉ �ÒÏ×ÏÄÑÔÓÑ

ÅÖÅÇÏÄÎÏ (ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅ ÓÏÓÔÁ×ÉÌÉ ÔÏÌØËÏ ×ÏÅÎÎÙÅ 1943{ 1945 ÇÏÄÙ). 4 ÄÅËÁÂÒÑ

1999 ÇÏÄÁ ÓÔÕÄÅÎÔÙ ÓÏÂÒÁÌÉÓØ × ÛÅÓÔÉÄÅÓÑÔÙÊ ÒÁÚ.

îÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÕËÏ×ÏÄÓÔ×Ï ËÏÎËÕÒÓÏÍ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔ ðÕÔÎÁÍÏ×ÓËÉÊ ËÏ-

ÍÉÔÅÔ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÔÒÅÈ ÞÅÌÏ×ÅË. ÷ ÒÁÚÎÙÅ ÇÏÄÙ × ÓÏÓÔÁ× ËÏÍÉÔÅÔÁ ×ÈÏÄÉ-

ÌÉ ÔÁËÉÅ ×ÙÄÁÀÝÉÅÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ËÁË òÁÄÏ, ðÏÊÁ, ëÁ�, ëÁ�ÌÁÎÓËÉÊ (�ÏÂÅÄÉ-

ÔÅÌØ �ÅÒ×ÙÈ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÊ), ëÅÌÌÉ, íÏÚÅÒ, âÅÌÌÍÁÎ, òÏÔÁ, ëÏËÓÅÔÅÒ. ëÏÍÉÔÅÔ

ÒÁÚÒÁÂÁÔÙ×ÁÅÔ ÚÁÄÁÎÉÑ, �ÒÏ×ÅÒÑÅÔ ÒÁÂÏÔÙ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ×, �ÕÂÌÉËÕÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ.

óÁÍÏ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÅ �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ × ÏÄÎÏ ÉÚ ×ÏÓËÒÅÓÅÎÉÊ (× �ÏÓÌÅÄÎÉÅ ÇÏÄÙ | ×

�ÅÒ×ÏÅ ×ÏÓËÒÅÓÅÎÉÅ ÄÅËÁÂÒÑ). ðÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏ �Ï ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁÍ É ËÏÌÌÅÄÖÁÍ

ÒÁÓÓÙÌÁÀÔÓÑ ÚÁÄÁÎÉÑ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÚÁÑ×ËÁÍÉ. ÷ ÄÅÎØ �ÒÏ×ÅÄÅÎÉÑ ÕÞÁÓÔÎÉ-

ËÉ ÓÏÂÉÒÁÀÔÓÑ × Ó×ÏÉÈ ÕÞÅÂÎÙÈ ÚÁ×ÅÄÅÎÉÑÈ, ÉÍ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ 6 ÚÁÄÁÞ (á1{á6)

ÎÁ ÔÒÉ ÞÁÓÁ Ó ÕÔÒÁ É 6 ÚÁÄÁÞ (÷1{÷6) ÎÁ ÔÒÉ ÞÁÓÁ �ÏÓÌÅ ÏÂÅÄÁ. îÁÂÌÀÄÁÔÅÌØ-

�ÒÅ�ÏÄÁ×ÁÔÅÌØ ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÅÔ �ÏÒÑÄÏË É ÏÔ�ÒÁ×ÌÑÅÔ ÒÁÂÏÔÙ × ËÏÍÉÔÅÔ. ë ÕÞÁ-

ÓÔÉÀ ÄÏ�ÕÓËÁÀÔÓÑ ÓÔÕÄÅÎÔÙ �ÅÒ×ÏÊ (ÂÁËÁÌÁ×ÒÓËÏÊ) ÓÔÕ�ÅÎÉ, ÓÔÕÄÅÎÔ ÎÅ ÍÏÖÅÔ

ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÔØ × ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÑÈ ÂÏÌÅÅ ÞÅÔÙÒÅÈ ÒÁÚ. éÎÔÅÒÅÓÎÏ, ÞÔÏ × ÉÔÏÇÉ (ÏÎÉ

�ÕÂÌÉËÕÀÔÓÑ × ÖÕÒÎÁÌÁÈíÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÁÓÓÏ�ÉÁ�ÉÉ áÍÅÒÉËÉ) ×ËÌÀÞÁÀÔÓÑ ÒÅ-

ÚÕÌØÔÁÔÙ ÒÅÛÅÎÉÑ ËÁÖÄÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÌÉÄÅÒÁÍÉ × ×ÉÄÅ 11-ÍÅÒÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ: �ÅÒ×ÁÑ

ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ | ÞÉÓÌÏ ÒÅÛÉ×ÛÉÈ ÚÁÄÁÞÕ �ÏÌÎÏÓÔØÀ, ÄÁÌÅÅ ÞÉÓÌÏ �ÒÏÄ×ÉÎÕ×ÛÉÈÓÑ

ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÄÏÌÀ, ÄÅÓÑÔÁÑ | ÞÉÓÌÏ �ÒÅÄÓÔÁ×É×ÛÉÈ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅ×ÅÒ-

ÎÙÅ �Ï�ÙÔËÉ ÒÅÛÅÎÉÑ, ÏÄÉÎÎÁÄ�ÁÔÁÑ | ÞÉÓÌÏ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ×, ÎÅ �ÒÅÄÓÔÁ×É×ÛÉÈ

ÒÅÛÅÎÉÊ ×ÏÏÂÝÅ. óÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÑ ÏÞÅÎØ �Ï�ÕÌÑÒÎÙ, ÅÖÅÇÏÄÎÏ × ÎÉÈ �ÒÉÎÉÍÁÀÔ

ÕÞÁÓÔÉÅ ÏËÏÌÏ 300 ËÏÍÁÎÄ É Ó×ÙÛÅ 2000 ÕÞÁÓÔÎÉËÏ×. ÷ ÒÑÄÅ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÏ× ×

ÕÞÅÂÎÙÊ �ÌÁÎ ×ËÌÀÞÅÎÙ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÅ ÓÅÍÉÎÁÒÙ �Ï �ÏÄÇÏÔÏ×ËÅ Ë ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉ-

ÑÍ. õÓ�ÅÈÉ ËÏÍÁÎÄ É ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ÓÔÕÄÅÎÔÏ× | �ÒÅÄÍÅÔ ÇÏÒÄÏÓÔÉ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÏ×

É ÆÁËÕÌØÔÅÔÏ×.

�ÅÍÁÔÉËÁ ÚÁÄÁÞ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍÉ ËÕÒÓÁÍÉ (ÁÎÁ-

ÌÉÚ, ÁÌÇÅÂÒÁ, ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ, ÄÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ, ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

É ÄÒ.). íÎÏÇÉÅ ÚÁÄÁÞÉ Ï�ÉÒÁÀÔÓÑ ÎÁ ÚÎÁÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ.

óÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞ ×ÅÓØÍÁ ÓÉÌØÎÏ ×ÁÒØÉÒÕÅÔÓÑ. îÁÒÑÄÕ Ó ÕÔÅÛÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÌÅÇ-

ËÉÍÉ ÚÁÄÁÞÁÍÉ, ÄÏÓÔÕ�ÎÙÍÉ �ÏÄÁ×ÌÑÀÝÅÍÕ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Õ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ×, ÅÓÔØ ÏÞÅÎØ

ÔÒÕÄÎÙÅ, ËÏÔÏÒÙÅ �ÏÄÄÁÀÔÓÑ ÕÓÉÌÉÑÍ ×ÓÅÇÏ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ×.

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÚÁÄÁÞÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÊ ÒÁÚÎÙÈ ÌÅÔ.

á5 (1985). äÌÑ ËÁËÉÈ �ÅÌÙÈ 1 6 m 6 10 Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

I

m

=

2�∫

0


os(x) 
os(2x) · : : : · 
os(mx) dx = 0?

A6 (1985). ðÕÓÔØ �(p(x)) = a

2

0

+ a

2

1

+ : : : + a

2

n

| ÆÕÎË�ÉÑ �ÏÌÉÎÏÍÁ p(x) =

= a

0

+a

1

x+ : : :+a

n

x

n

. îÁÊÄÉÔÅ �ÏÌÉÎÏÍ g(x) Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ

ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ g(0) = 1, �(g(x)

n

) = �((3x

2

+ 7x+ 2)

n

) ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ n.
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÷3 (1985). ðÕÓÔØ

a

1;1

a

1;2

a

1;3

: : :

a

2;1

a

2;2

a

2;3

: : :

a

3;1

a

3;2

a

3;3

: : :

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

Ä×ÁÖÄÙ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ÍÁÓÓÉ× ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, × ËÏÔÏÒÏÍ ËÁÖÄÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ

ÞÉÓÌÏ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ 8 ÒÁÚ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÁÒÙ ÉÎÄÅËÓÏ×

(m;n) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï a

m;n

> mn.

÷6 (1985). çÒÕ��Á �Ï ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ {M
i

} ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� �Ï-
ÒÑÄËÁ n ÓÏÄÅÒÖÉÔ r ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ðÕÓÔØ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

r∑
i=1

tr(M

i

) = 0, ÇÄÅ

tr | ÓÌÅÄ ÍÁÔÒÉ�Ù. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á

r∑
i=1

M

i

| ÎÕÌÅ×ÁÑ.

á3 (1986). ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÕ ÒÑÄÁ

∞∑
n=0

ar

tg(n

2 − n+ 1).

÷4 (1986). ðÕÓÔØ G(r) = min

m;n∈Z

∣∣∣r −
√
m

2

+ 2n

2

∣∣∣. äÏËÁÖÉÔÅ ÉÌÉ Ï�ÒÏ×ÅÒÇÎÉÔÅ

ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ lim

n→+∞
G(r) = 0.

÷6 (1986). ðÕÓÔØ A, B, C, D | Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù �ÏÒÑÄËÁ n Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ

ÉÚ �ÏÌÑ F, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Ù AB

′
, CD

′
| ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ É AD

′ − BC

′
= I .

úÄÅÓØ B

′
| ÍÁÔÒÉ�Á, ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ B, I | ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á. äÏËÁÖÉÔÅ

ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï A

′
D − ó

′
B = I .

á1 (1987). îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á

A =

{
(x; y) : x

2 − y

2

=

x

x

2

+ y

2

}
; B =

{
(x; y) : 2xy +

y

x

2

+ y

2

= 3

}
;

C =

{
(x; y) : x

3 − 3xy

2

+ 3y = 1

}
; D =

{
(x; y) : 3yx

2 − 3x− y

3

= 0

}
:

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A ∩B = C ∩D.

á5 (1987). äÁÎÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÌÅ G(x; y) =

(
− y

x

2

+ 4y

2

;

x

x

2

+ 4y

2

; 0

)
. äÏËÁÖÉ-

ÔÅ ÉÌÉ Ï�ÒÏ×ÅÒÇÎÉÔÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÏÌÑ: F (x; y; z) = (M(x; y; z),

N(x; y; z); P (x; y; z)) ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ

(1) ÆÕÎË�ÉÉ M;N;P ÉÍÅÀÔ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÞÁÓÔÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ �ÒÉ (x; y; z) 6=
6= (0; 0; 0);

(2) rotF = 0 �ÒÉ (x; y; z) 6= (0; 0; 0);

(3) F (x; y; 0) = G(x; y).

÷4 (1987). ðÕÓÔØ x(1) = 0;8, y(1) = 0;6 É �ÒÉ n = 1; 2; 3; : : :

x(n+ 1) = x(n) 
os(y(n))− y(n) sin(y(n));

y(n+ 1) = x(n) sin(y(n)) + y(n) 
os(y(n)):

÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ �ÒÅÄÅÌÙ lim

n→∞
x(n), lim

n→∞
y(n) ÉÌÉ Ï�ÒÏ×ÅÒÇÎÉÔÅ ÉÈ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ.
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÷6 (1987). ðÕÓÔØ F | ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏÌÅ Ó p

2

ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ, ÇÄÅ p| ÎÅÞÅÔÎÏÅ �ÒÏÓÔÏÅ

ÞÉÓÌÏ. ðÕÓÔØ S | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ (p

2 − 1)=2 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ

ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÏÌÑ, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ∈ F × ÔÏÞÎÏÓÔÉ

ÏÄÉÎ ÉÚ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a;−a ×ÈÏÄÉÔ × S. ðÕÓÔØN ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ

S Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ {2a : a ∈ S}. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ N ÞÅÔÎÏÅ.

á6 (1988). ðÕÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ A × n-ÍÅÒÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å

ÉÍÅÅÔ (n+ 1) ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÌÀÂÙÅ n ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ.

óÌÅÄÕÅÔ ÌÉ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ A = aI , ÇÄÅ I | ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, a | ÓËÁÌÑÒ?

÷4 (1988). ðÕÓÔØ ÒÑÄ

∞∑
n=1

a

n

(a

n

> 0) ÓÈÏÄÉÔÓÑ. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÁ

∞∑
n=1

(a

n

)

n=(n+1)

.

á3 (1989). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ 11z

10

+ 10iz

9

+ 10iz − 11 = 0, ÔÏ |z| = 1.

á6 (1989). ðÕÓÔØ a

n

= 1, ÅÓÌÉ × Ä×ÏÉÞÎÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÞÉÓÌÁ n ËÁÖÄÙÊ ÂÌÏË

ÉÄÕÝÉÈ �ÏÄÒÑÄ ÎÕÌÅÊ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �ÉÆÒ É 0 × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

îÁ�ÒÉÍÅÒ, a

36

= 1, �ÏÓËÏÌØËÕ 36 = 100100

2

, Á a

20

= 0, �ÏÓËÏÌØËÕ 20 = 10100

2

.

ðÕÓÔØ � = 1 + a

1

x + a

2

x

2

+ : : : | ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÓÔÅ�ÅÎÎÏÊ ÒÑÄ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 2.

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �

3

+ x�+ 1 = 0 �Ï ÍÏÄÕÌÀ 2.

÷6 (1989). ðÕÓÔØ (x

1

; x

2

; : : : ; x

n

) | ÔÏÞËÁ, ÓÌÕÞÁÊÎÏ ×ÙÂÉÒÁÅÍÁÑ ÉÚ n-ÍÅÒÎÏÊ

ÏÂÌÁÓÔÉ 0 < x

1

< x

2

< : : : < x

n

< 1 × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÍ ÒÁÓ�ÒÅ-

ÄÅÌÅÎÉÅÍ, É f(x) | ÆÕÎË�ÉÑ, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÎÁ [0; 1℄, Õ ËÏÔÏÒÏÊ f(1) = 0. ðÏÌÏ-

ÖÉÍ x

0

= 0; x

n+1

= 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ÓÕÍÍÙ òÉÍÁÎÁ

n∑
i=0

(x

i+1

− x

i

)f(x

i+1

) ÒÁ×ÎÏ

1∫

0

P (x)f(x) dx, ÇÄÅ P (x) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ n, ÎÅ

ÚÁ×ÉÓÑÝÉÊ ÏÔ ÆÕÎË�ÉÉ f(x) É ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ 0 < P (x) < 1 �ÒÉ 0 < x < 1.

A3 (1990). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ×Ù�ÕËÌÙÊ �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉË, ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ

ÉÍÅÀÔ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, É ÎÉËÁËÉÅ ÔÒÉ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ

�ÒÑÍÏÊ, ÉÍÅÅÔ �ÌÏÝÁÄØ, ÎÅ ÍÅÎØÛÕÀ 5=2.

A5 (1990). åÓÌÉ á É ÷ | Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù ÏÄÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï á÷á÷ = 0, ÔÏ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÌÉ ÷á÷á = 0?

÷4 (1990). ðÕÓÔØ G | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕ��Á �ÏÒÑÄËÁ n, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ Á

É b. äÏËÁÖÉÔÅ ÉÌÉ Ï�ÒÏ×ÅÒÇÎÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÓÌÅÄÏ-

×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ g

1

; g

2

; : : : ; g

2n

ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ

(1) ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕ��Ù ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 2 ÒÁÚÁ;

(2) g

i+1

= g

i

a ÉÌÉ g

i+1

= g

i

b �ÒÉ i = 1; 2; : : : ; 2n. (óÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ g

n+1

= g

1

.)

á3 (1991). îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ p(x) ÓÔÅ�ÅÎÉ n > 2, ÄÌÑ

ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ r

1

<

< r

2

< : : : < r

n

ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ

(1) p(r

i

) = 0 �ÒÉ i = 1; 2; : : : ; n,

(2) p

′
((r

i

+ r

i+1

)=2) = 0 �ÒÉ i = 1; 2; : : : ; n− 1.

á5 (1991). îÁÊÄÉÔÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ

y∫

0

√
x

4

+ y

2

(1− y)

2

dx

�ÒÉ y ∈ [0; 1℄.
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÷3 (1991). óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÞÉÓÌÏL ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉm É n �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, Â�ÏÌØÛÉÅL,

ÔÏ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË ÒÁÚÍÅÒÏ×m×n ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÎÁ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÉ ÒÁÚÍÅÒÏ×
4× 6 É 5× 7?

÷4 (1991). ðÕÓÔØ Ò | �ÒÏÓÔÏÅ ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

p∑

j=0

(
p

j

)(
p+ j

j

)
= (2

p

+ 1) (mod p

2

):

á3 (1992). äÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ m ÎÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÔÒÏÊËÉ ÎÁÔÕÒÁÌØ-

ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (n; x; y), ÇÄÅ ÞÉÓÌÁ m, n ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï

ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (x

2

+ y

2

)

m

= (xy)

n

.

á5 (1992). ðÕÓÔØ a

n

= 0(1), ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ ÅÄÉÎÉ� × Ä×ÏÉÞÎÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÎÁÔÕ-

ÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÞÅÔÎÏÅ (ÎÅÞÅÔÎÏÅ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ-

×ÕÅÔ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ k É m ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ a

k+j

= a

k+m+j

= a

k+m+2j

�ÒÉ 0 6 j 6 m−1.

òÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ

á5 (1985). ðÒÉÍÅÎÑÑ ÆÏÒÍÕÌÕ üÊÌÅÒÁ 
os' =

e

i'

+ e

−i'

2

, �ÏÌÕÞÉÍ

I

m

=

2�∫

0


os(x) 
os(2x) · : : : · 
os(mx) dx =

=

1

2

m

2�∫

0

(e

ix

+ e

−ix
) · : : : · (eimx

+ e

−imx

) dx =

=

1

2

m

2�∫

0

∑
e

ix(±1±2:::±m)

dx:

ðÏÓËÏÌØËÕ

2�∫

0

e

ikx

dx = 0 �ÒÉ �ÅÌÏÍ k 6= 0 É

2�∫

0

dx = 2�, ÔÏ I

m

6= 0, ÅÓÌÉ �ÒÉ

ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÅ ÚÎÁËÏ× Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (±1± 2± : : :±m) = 0.

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ m ≡ 0 (mod 4) ÉÌÉ

m ≡ 3 (mod 4). þÅÔÎÏÓÔÉ ÞÉÓÅÌ±1±2 : : :±m ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ �ÒÉ ÌÀÂÙÈ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÁÈ

ÚÎÁËÏ×, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ±1± 2 : : :±m = 0 ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÁ

ÞÅÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ 1 + 2 + : : : +m = m(m + 1)=2. üÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ ÎÁ 4

ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ m, m + 1. ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ ÞÉÓÌÏ k = m(m + 1)=4 �ÅÌÏÅ É s =

= min{t : t + (t + 1) + : : : : +m 6 k}. åÓÌÉ s + (s + 1) + : : : +m = k, ÔÏ 1 + : : :

: : : + (s − 1) − s − (s + 1) − : : : − m = 0. åÓÌÉ s + (s + 1) + : : : + m < k, ÔÏ

ÞÉÓÌÏ p = k − (s + (s + 1) + ::: +m) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ 0 < p < s − 1.

åÓÌÉ �ÌÀÓÙ ×ÚÑÔØ Õ ÞÉÓÅÌ p; s; (s+1); : : : ;m É ÍÉÎÕÓÙ Õ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ, ÔÏ �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ

ÓÕÍÍÁ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ. óÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ 1; 2; : : : ; 10 ÎÁÊÄÅÎÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÏÂÌÁÄÁÀÔ

ÞÉÓÌÁ 3,4,7,8. úÎÁÞÉÔ, ÏÔ×ÅÔ ÚÁÄÁÞÉ | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {1; 2; 5; 6; 9; 10}.
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A6 (1985). ðÕÓÔØ p(x) = a

0

+ a

1

x + : : : + a

n

x

n

(a

n

6= 0). ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

p

T

(x) = x

n

p(1=x) = a

0

x

n

+ a

1

x

n−1

+ : : :+ a

n

. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ (p

k

(x))

�

= (p

�

(x))

k

.

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× p(x) = a

0

+a

1

x+ : : :+a

n

x

n

, q(x) = b

0

+

+b

1

x+: : :+b

n

x

n

×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �(p(x)q(x)) = �(p

�

(x)q(x)). ðÅÒÅÍÎÏÖÁÑ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ p(x); q(x), �ÏÌÕÞÉÍ

�((p(x)q(x)) =

∑
a

2

i

b

2

j

+ 2

∑

i6=j
i+n−s=j+n−t

a

i

a

j

b

i

b

j

:

�Ï ÖÅ �ÏÌÕÞÉÍ É ÄÌÑ

�(p

�

(x)q(x)) =

∑
a

2

i

b

2

j

+ 2

∑

i6=j
i+n−s=j+n−t

a

i

a

j

b

i

b

j

:

ðÏÌÏÖÉÍ p(x) = x+2, q(x) = 3x+1. �ÏÇÄÁ p(x)q(x) = 3x

2

+7x+2, p

�

(x)q(x) =

= 6x

2

+ 5x + 1. ðÒÉ ÜÔÏÍ �Ï ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ ÒÁÎÅÅ �(p(x)q(x))

n

= �(p

�

(x)q(x))

n

.

�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÒÅÈÞÌÅÎ 6x

2

+ 5x+ 1 ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÎÕÖÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ.

÷3 (1985). ðÕÓÔØ, ÎÁ�ÒÏÔÉ×, �ÒÉ ×ÓÅÈ (m;n) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï a

m;n

6

6 mn. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï T

k

= {(m;n) : a
m;n

6 k}. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ |T
k

| = 8k. ó

ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ S

k

= {(m;n) : mn 6 k} ⊂ T

k

. îÏ

|S
k

| = k +

⌊
k

2

⌋
+

⌊
k

3

⌋
+ : : :+ 1 >

k

2

(
1 +

1

2

+ : : :+

1

k

)

�ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ k. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ �ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ k ÄÏÌÖÎÏ ×Ù-

�ÏÌÎÑÔØÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

k

2

(
1 +

1

2

+ : : :+

1

k

)
6 8k, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÒÁÓÈÏÄÉÍÏ-

ÓÔÉ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÑÄÁ.

÷6 (1985). ðÕÓÔØ S =

r∑
i=1

M

i

. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ tr(S) = 0. éÍÅÅÍ SM

j

=

r∑
i=1

M

i

M

j

=

= S, �ÏÓËÏÌØËÕ {M
i

} | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕ��Á �Ï ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ. äÁÌÅÅ, S

2

=

r∑
j=1

SM

j

=

=

r∑
j=1

S = rS. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÍÁÔÒÉ�Ù S ÍÏÇÕÔ ÒÁ×ÎÑÔØ-

ÓÑ ÔÏÌØËÏ 0 É r. éÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á tr(S) = 0 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ

ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉ�Ù S ÒÁ×ÎÏ 0, �ÏÓËÏÌØËÕ tr(S) ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ

ÍÁÔÒÉ�Ù S. á ÔÏÇÄÁ ÍÁÔÒÉ�Á S − rI ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ,

Ô. Å. ÏÂÒÁÔÉÍÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á S

2 − rS = S(S − rI) = 0 ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

S = 0, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.

á3 (1986). ÷ÏÓ�ÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ ÆÏÒÍÕÌÏÊ 
tg(� − �) =

1 + 
tg� 
tg �


tg � − 
tg�

, �ÏÌÕÞÁÅÍ


tg(ar

tgn− ar

tg(n+ 1)) = n

2

+ n+ 1. ïÔÓÀÄÁ

ar

tgn− ar

tg(n+ 1) = ar

tg(n

2

+ n+ 1):

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

k∑
n=0

ar

tg(n

2

+ n+ 1) = ar

tg 0− ar

tg k, ÞÔÏ ÄÁÅÔ

∞∑

n=0

ar

tg(n

2

+ n+ 1) = �=2:
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÷4 (1986). äÏËÁÖÅÍ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.

ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, �ÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ k Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á Ï�ÅÎËÁ k −
−⌊

√
k⌋2 6 3

√
k. ðÕÓÔØ p = ⌊

√
k⌋. �ÏÇÄÁ k = p

2

+ s, ÇÄÅ s < 2p+1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

k − ⌊
√
k⌋2 = s < 2p+ 1 6 3

√
k, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.

ðÕÓÔØ r > 0, m = ⌊r⌋. �ÏÇÄÁ r = m + d (0 6 d < 1). ðÏÌÏÖÉÍ n = ⌊
√
md⌋.

ï�ÅÎÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ r

2 −m

2 − 2n

2

. ðÏÌÕÞÁÅÍ

(m+ d)

2 −m

2 − 2n

2

= 2md+ d

2 − 2⌊
√
md⌋2 =

= 2(md− ⌊
√
md⌋2) + d

2 6 6

√
md+ d

2 6 6

√
r + 1:

ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÉÍÅÅÍ

G(r) 6 r −
√
m

2

+ 2n

2

=

r

2 −m

2 − 2n

2

r +

√
m

2

+ 2n

2

6
6

√
r
+ 1

r

:

ðÏÓËÏÌØËÕ lim

r→∞

6

√
r

r

= 0, ÎÕÖÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

÷6 (1986). óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Ù AB

′
ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ (AB

′
)

′
= BA

′
= AB

′
,

ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Ù CD

′
| ÞÔÏ (CD

′
)

′
= DC

′
= CD

′
. éÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á AD

′−
−BC ′

= I ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (AD

′−BC ′
)

′
= I

′
, Ô. Å.DA

′−CB′
= I . òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ

�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÂÌÏÞÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�

(
A B

C D

)
,

(
D

′ −B′

−C ′
A

′

)
, �ÏÌÕÞÁÅÍ

(
AD

′ −BC

′ −AB′
+BA

′

CD

′ −DC

′ −CB′
+DA

′

)
=

(
I 0

0 I

)
:

îÏ ÔÏÇÄÁ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

(
D

′ −B′

−C ′
A

′

)
×
(
A B

C D

)
=

(
D

′
A−B

′
C D

′
B − B

′
D

−C ′
A+A

′
C −C ′

B +A

′
D

)
=

(
I 0

0 I

)
:

ïÔÓÀÄÁ, A

′
D − C

′
B = I , ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ.

á1 (1987). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ f(z) = z

2−1=z−3i ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ
z = x+ iy. éÍÅÅÍ

Re f(z) = x

2 − y

2 − x

x

2

+ y

2

; Im f(z) = 2xy +

y

x

2

+ y

2

− 3:

ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ A ∩ B × ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ËÏÒÎÅÊ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ f(z) = 0.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ C ∩ D ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ËÏÒÎÅÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

g(z) = z

3 − 3iz − 1 = 0. ðÏÓËÏÌØËÕ z = 0 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÜÔÉÈ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÏÎÉ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ.

òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÉÔØ É ÂÅÚ �ÒÉ×ÌÅÞÅÎÉÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ,

ÎÏ ÔÁËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÉÚÑÝÎÅÅ.

á5 (1987). �ÁËÏÇÏ �ÏÌÑ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÔÁËÏÅ �ÏÌÅ ÓÕÝÅÓ-

Ô×ÕÅÔ, ÔÏ ÅÇÏ �ÉÒËÕÌÑ�ÉÑ �Ï ÌÀÂÏÍÕ ÚÁÍËÎÕÔÏÍÕ ËÏÎÔÕÒÕ, Ñ×ÌÑÀÝÅÍÕÓÑ ËÒÁÅÍ

ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ. òÁÓ-

ÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÌÏ×ÉÎÕ ÜÌÌÉ�ÓÏÉÄÁ

x

2

4

+ y

2

+ z

2

= 1, z > 0. åÇÏ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

�ÌÏÓËÉÊ ÜÌÌÉ�Ó C, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ

x

2

4

+ y

2

= 1, z = 0. ÷ÙÞÉÓÌÑÑ ÉÎ-
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ÔÅÇÒÁÌ

∮
C

G

x

dx + G

y

dy, ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ, ÞÔÏ ÏÎ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ. ðÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ

ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÕÄÏÂÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÀ x = 2 
os', y = sin'.

÷4 (1987). ðÏÓËÏÌØËÕ x

2

(1) + y

2

(1) = 1 É x

2

(n + 1) + y

2

(n+ 1) = x

2

(n) + y

2

(n)

�ÒÉ n = 1; 2; 3; : : : , ÔÏ x

2

(n) + y

2

(n) = 1 �ÒÉ ÔÅÈ ÖÅ n. ïÔÓÀÄÁ, �ÒÉ ÌÀÂÏÍ n

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÕÇÏÌ �(n) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ 
os �(n) = x(n), sin �(n) = y(n). éÚ ÄÁÎÎÙÈ

ÒÁ×ÅÎÓÔ× ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ �ÒÉÎÑÔØ �(n + 1) = �(n) + y(n) = �(n) + sin �(n),

�ÒÉ ÜÔÏÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å �(1) ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÏÓÔÒÙÊ ÕÇÏÌ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ

y = x + sinx. üÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ, �ÒÉÞÅÍ y(x) < � �ÒÉ x < �. ïÔÓÀÄÁ

ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {�(n)} ÓÈÏÄÉÔÓÑ. ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë �ÒÅÄÅÌÕ × ÒÁ×ÅÎ-

ÓÔ×Å �(n+1) = �(n) + sin �(n), �ÏÌÕÞÉÍ: sin lim

n→∞
�(n) = 0, Ô. Å. lim

n→∞
�(n) = �k. éÚ

�ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ lim

n→∞
�(n) = �. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ lim

n→∞
x(n) = −1,

lim

n→∞
y(n) = 0.

÷6 (1987). ðÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ p ÞÉÓÌÏ (p

2− 1)=2 ÞÅÔÎÏÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ P

1

�ÒÏÉÚ-

×ÅÄÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á S, É ÞÅÒÅÚ P

2

�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ×ÉÄÁ 2a

(a ∈ S). ïÔÓÀÄÁ P

2

= 2

|S|
P

1

. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ×ÉÄÁ 2a ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÔÅ-

ÍÉ ÖÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ, ÞÔÏ É ÜÌÅÍÅÎÔÙ S, Ô. Å. ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ b ∈ F

ÌÉÂÏ b, ÌÉÂÏ −b ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ 2a, (a ∈ S). ïÔÓÀÄÁ, P

2

= (−1)|S|−NP
1

= (−1)NP
1

×

ÓÉÌÕ ÞÅÔÎÏÓÔÉ |S|. ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ 2|S| = 1. ðÏÓËÏÌØËÕ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ

�ÏÌÑ F ÒÁ×ÎÁ p É 2 �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍÕ �ÏÄ�ÏÌÀ F, ÔÏ �Ï ÍÁÌÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ

æÅÒÍÁ 2

p−1

= 1. �ÏÇÄÁ 2

|S|
= 2

(p−1)(p+1)=2

= 1

(p+1)=2

= 1, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.

á6 (1988). ïÔ×ÅÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ. ðÕÓÔØ x

1

; : : : ; x

n+1

| ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ

Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A; �

1

; : : : ; �

n+1

| ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. äÏÓÔÁÔÏÞ-

ÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ

ÚÎÁÞÅÎÉÑ | ËÏÒÎÉ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ n, ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÅÓÔØ ÓÏ×�Á-

ÄÁÀÝÉÅ | �ÕÓÔØ �

n

= �

n+1

. �ÏÇÄÁ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ

L

2

×ÅËÔÏÒÏ× x

n

; x

n+1

| ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁ-

ÞÅÎÉÅÍ �

n

. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ L

n−1

(n − 1)-ÍÅÒÎÕÀ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ ×ÅËÔÏÒÏ×

x

1

; : : : ; x

n−1

. éÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ çÒÁÓÓÍÁÎÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ dim(L

n−1

∩L
2

) = 1. ðÕÓÔØ

y | ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ ÉÚ ÜÔÏÇÏ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ. ÷ÅËÔÏÒÙ x

1

; : : : ; x

n−1

; y ÌÉÎÅÊÎÏ

ÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ. ðÕÓÔØ �

1

x

1

+ : : : + �

n−1

x

n−1

+ �

n

y = 0, ÇÄÅ ÓÒÅÄÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×

ÅÓÔØ ÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ ÎÕÌÑ. ðÒÉÍÅÎÉ× Ë ÏÂÅÉÍ ÞÁÓÔÑÍ ÜÔÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á Ï�ÅÒÁÔÏÒ A,

�ÏÌÕÞÁÅÍ: �

1

�

1

x

1

+ : : : + �

n−1

�

n−1

x

n−1

+ �

n

�

n

y = 0. åÓÌÉ ÓÒÅÄÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ

ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÅÓÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ, ÔÏ ×ÙÞÔÑ ÉÚ �ÏÓÌÅÄÎÅÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ �ÒÅÄÙ-

ÄÕÝÕÀ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÕÀ ÎÁ �

n

, �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ×Ù×ÏÄÕ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒÙ x

1

; : : : ; x

n−1

|

ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ, Á ÜÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ.

÷4 (1988). òÁÚÏÂØÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁ Ä×Á ËÌÁÓÓÁ:

N

1

=

{
n : (a

n

)

1=(n+1) 6 1=2

}
; N

2

=

{
n : (a

n

)

1=(n+1)

> 1=2

}
:

äÌÑ �ÅÒ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á (a

n

)

n=(n+1) 6 (1=2)

n

, ÄÌÑ ×ÔÏÒÏÇÏ | (a

n

)

n=(n+1)

< 2a

n

.

�ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÓÈÏÄÑÔÓÑ ÏÂÁ ÒÑÄÁ

∑
n∈N

1

(a

n

)

n=(n+1)

(×ÓÅÇÄÁ) É

∑
n∈N

2

(a

n

)

n=(n+1)

(×ÓÌÅÄ-

ÓÔ×ÉÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ

∞∑
n=1

a

n

). ðÏÓËÏÌØËÕ ÞÌÅÎÙ ÒÑÄÁ

∞∑
n=1

(a

n

)

n=(n+1)

�ÏÌÏÖÉ-

ÔÅÌØÎÙÅ, ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÅÇÏ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ.
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á3 (1989). ðÏÓËÏÌØËÕ 0 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÄÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚ-

ÄÅÌÉÔØ ÎÁ z

5

. ðÏÌÕÞÁÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ 11(z

5

+ z

−5

) + 10i(z

4

+ z

−4

) = 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ

ËÏÒÎÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÅ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ z = e

i'

. ðÏÄÓÔÁ-

×ÌÑÑ É ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÆÏÒÍÕÌÙ üÊÌÅÒÁ ÄÌÑ ÓÉÎÕÓÁ É ËÏÓÉÎÕÓÁ, �ÏÌÕÞÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

11 
os 5'+ 10 sin 4' = 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ F (') = 11 
os 5'+ 10 sin4'. éÍÅ-

ÅÍ F (0) > 0, F (�=5) < 0, F (2�=5) > 0, : : : , F (9�=5) < 0. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ

ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÏ 10 ËÏÒÎÅÊ ÄÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ÎÅ

ÂÏÌÅÅ 10 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ, ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

á6 (1989). ðÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÏ 4n �ÏÌÕÞÅÎÏ ÉÚ n ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ Ä×ÕÈ ÎÕÌÅÊ, ÔÏ a

4n

=

= a

n

. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ a

2n+1

= a

n

. ðÒÉ ÜÔÏÍ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÏ 4n + 2 �ÏÌÕÞÅÎÏ ÉÚ

n ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ �ÉÆÒ 10, ÉÍÅÅÍ a

4n+2

= 0. òÁÚÏÂØÅÍ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ �(x) =

= 1 + a

1

x + a

2

x

2

+ : : : ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ: �

1

(x) = 1 + a

4

x

4

+ a

8

x

8

+ : : : = 1 + a

1

x

4

+

+a

2

x

8

+: : : = �(x

4

); �

2

(x) = a

1

x+a

3

x

3

+a

5

x

5

+: : : = x+a

1

x

3

+a

2

x

5

+: : : = x�(x

2

).

äÁÌÅÅ, ÄÌÑ Ä×ÏÉÞÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ a; b ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ a

k

= a, (a + b)

2

= a

2

+

+ b

2

�Ï ÍÏÄÕÌÀ 2. ðÏÜÔÏÍÕ �(x

4

) = (�(x))

4

, �(x

2

) = (�(x))

2

. ïÔÓÀÄÁ, �(x) =

= �(x

4

) + x�(x

2

) = (�(x))

4

+ x(�(x))

2

. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, �(x)(�

3

(x) + x�(x) − 1) = 0.

ðÏÓËÏÌØËÕ Õ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ � = 1 + a

1

x + a

2

x + : : : Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ 1, ÔÏ

�Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ, ÞÔÏ (�

3

(x) + x�(x) − 1) = 0. îÏ (�

3

(x) + x�(x) − 1) =

= (�

3

(x) + x�(x) + 1) �Ï ÍÏÄÕÌÀ 2.

÷6 (1989). ðÕÓÔØ M | Ï�ÉÓÁÎÎÁÑ × ÕÓÌÏ×ÉÉ ÚÁÄÁÞÉ n-ÍÅÒÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ. EÅ n-

ÍÅÒÎÙÊ ÏÂßÅÍ ÒÁ×ÅÎ

∫

M

dX =

1∫

0

dx

n

x

n∫

0

dx

n−1

: : :

x

2∫

0

dx

1

=

1

n!

:

úÄÅÓØ dX | ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÂßÅÍÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á í . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ U(f; x

1

; : : : ; x

n

)

ÒÉÍÁÎÏ×Õ ÓÕÍÍÕ

n∑
i=1

(x

i

− x

i−1

). éÍÅÅÍ

A(f) = å[U(f; x

1

; ; : : : ; x

n

)℄ = n!

∫

M

U(f; x

1

; : : : ; x

n

) dX:

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ (x

i

− x

i−1

)f(x

i

). ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë �Ï×ÔÏÒÎÏÍÕ

ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÉÎÔÅÇÒÁÌ �Ï x

i

Ñ×ÌÑÌÓÑ ×ÎÅÛÎÉÍ. éÍÅÅÍ

1∫

0

f(x

i

) dx

i

x

i∫

0

(x

i

− x

i−1

) dx

i−1

x

i−1∫

0

dx

1

x

i−1∫

x

1

dx

2

: : :

x

i−1∫

x

i−3

dx

i−2

1∫

x

i

dx

i+1

: : :

1∫

x

n−1

dx

n

:

üÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÒÁ×ÅÎ

1∫

0

f(x)P

(i)

n

dx, ÇÄÅ P

(i)

n

=

(1− x)

n−i

(n− i)!

· x
i

i!

. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

P

n

(x) = n!

n∑

i=1

P

(i)

n

(x) =

n∑

i=1

(
n

i

)
(1− x)

n−i
x

i

= 1− (1− x)

n

:

úÄÅÓØ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÏ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ((1−È)+È)n. ïÞÅ×ÉÄÎÏ,
ÞÔÏ �ÏÌÉÎÏÍ P

n

(x) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÎÕÖÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ.
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á3 (1990). äÏËÁÖÅÍ ×ÎÁÞÁÌÅ, ÞÔÏ �ÌÏÝÁÄØ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó

�ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 1=2. ï�ÉÛÅÍ ×ÏËÒÕÇ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ

�ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË, ÓÔÏÒÏÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍ ÏÓÑÍ. �ÏÇÄÁ �ÌÏ-

ÝÁÄØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁ×ÎÁ ÒÁÚÎÏÓÔÉ �ÌÏÝÁÄÉ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ

ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ É �ÌÏÝÁÄÅÊ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× Ó �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎ-

ÎÙÍÉ ËÁÔÅÔÁÍÉ. ðÏÓËÏÌØËÕ �ÌÏÝÁÄØ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ �ÅÌÁÑ É �ÌÏÝÁÄÉ ÔÒÅÕÇÏÌØ-

ÎÉËÏ× �ÏÌÕ�ÅÌÙÅ, ÔÏ �ÌÏÝÁÄØ ÄÁÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ �ÏÌÕ�ÅÌÁÑ É �ÏÜÔÏÍÕ ÎÅ

ÍÅÎØÛÅ 1=2.

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ × �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÅ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ Ó �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁ-

ÔÁÍÉ, ÏÔÌÉÞÎÁÑ ÏÔ ×ÅÒÛÉÎÙ. óÒÅÄÉ �ÑÔÉ ÔÏÞÅË Ó �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ-

ÍÉ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Å, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ÞÅÔÎÏÓÔÉ ÏÂÅÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. îÏ ÔÏÇÄÁ

ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ.

åÓÌÉ ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ×ÎÕÔÒÉ �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÔÏ �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉË ÒÁÚÂÉ×Á-

ÅÔÓÑ ÎÁ �ÑÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÙÈ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ, ÔÏ ÅÓÔØ �ÌÏÝÁÄØ

�ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 5=2. åÓÌÉ ÖÅ ÔÏÞËÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å, ÔÏ �ÌÏÝÁÄØ

�ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 2.

ðÒÏÁÎÁÌÉÚÉÒÕÅÍ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÓÌÕÞÁÊ. ðÕÓÔØ v

1

; : : : ; v

5

| ×ÅÒ-

ÛÉÎÙ ÄÁÎÎÏÇÏ �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ × �ÏÒÑÄËÅ ÏÂÈÏÄÁ, v

0

| ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ [v

4

; v

5

℄

Ó �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ. éÓÈÏÄÎÙÊ �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉË ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÒÅ-

ÕÇÏÌØÎÉË Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ v

3

v

4

v

0

É �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉË v

1

v

2

v

3

v

0

v

5

. ðÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ �ÌÏ-

ÝÁÄØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 1=2, �ÌÏÝÁÄØ �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 2. �ÅÍ

ÓÁÍÙÍ, �ÌÏÝÁÄØ ÄÁÎÎÏÇÏ �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 5=2, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.

á5 (1990). ðÕÓÔØ ABAB = 0. �ÏÇÄÁ (÷á)

3

= ÷(á÷á÷)á = 0. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×

ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÉ n = 2 (n| �ÏÒÑÄÏË ÍÁÔÒÉ�Ù) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (÷á)

2

=

= 0. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S ÍÁÔÒÉ�Õ ÷á. S | ÍÁÔÒÉ�Á ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ, ËÏ-

ÔÏÒÙÊ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÔÁË ÖÅ. åÓÌÉ ÏÂÒÁÚ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ S Ä×ÕÍÅÒÅÎ, ÔÏ S |

ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ É �ÏÜÔÏÍÕ S

3 6= 0. åÓÌÉ ÏÂÒÁÚ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ S ÎÕÌØÍÅÒÅÎ,

ÔÏ S

2

= S

3

= 0. ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ ÏÂÒÁÚ L Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ S ÏÄÎÏÍÅÒÅÎ. åÓÌÉ S

2 6= 0,

ÔÏ SL = L, Á ÔÏÇÄÁ É S

3

L = L, Ô. Å. S

3 6= 0. �Ï ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÍÏÖÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ,

ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÖÏÒÄÁÎÏ×Õ ÆÏÒÍÕ ÍÁÔÒÉ�. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÁÔÒÉ� ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ

Ó ÔÁËÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.

éÎÁÞÅ ÏÂÓÔÏÉÔ ÄÅÌÏ �ÒÉ n > 2. ðÒÉ×ÅÄÅÍ �ÒÉÍÅÒ ÔÁËÉÈ ÍÁÔÒÉ� �ÒÉ n = 3:

á =




0 0 1

0 0 0

0 1 0




; ÷ =




0 0 1

1 0 0

0 0 0




:

÷4 (1990). ðÏÓÔÒÏÉÍ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. åÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ

Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÇÒÕ��Ù; ÒÅÂÒÏ (p; q) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,

ËÏÇÄÁ q = pa ÉÌÉ q = pb. üÔÏÔ ÇÒÁÆ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:

(1) ÉÚ ×ÓÑËÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÉÓÈÏÄÑÔ Ä×Á ÒÅÂÒÁ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á pa = pb

ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï a = b;

(2) ×Ï ×ÓÑËÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ ×ÈÏÄÑÔ Ä×Á ÒÅÂÒÁ. ïÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÔÏ ÖÅ;

(3) ÇÒÁÆ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÉÌØÎÏ Ó×ÑÚÎÙÍ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÉÚ ×ÓÑËÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÅÓÔØ

�ÕÔØ × ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ É ÏÂÒÁÔÎÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÇÒÕ��Á �ÏÒÏÖÄÅÎÁ ÜÌÅ-

ÍÅÎÔÁÍÉ a; b.
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éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÇÒÁÆ Ó ÔÁËÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÊÌÅÒÏ×ÙÍ, Ô. Å. ÓÕÝÅÓÔ-

×ÕÅÔ �ÉËÌ, × ËÏÔÏÒÏÍ ËÁÖÄÏÅ ÒÅÂÒÏ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÏÄÉÎ ÒÁÚ. ÷Ù�ÉÓÙ×ÁÑ ×ÅÒÛÉÎÙ

× �ÏÒÑÄËÅ �ÒÏÈÏÖÄÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ �ÉËÌÁ, �ÏÌÕÞÉÍ ÎÕÖÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÅÒ-

ÛÉÎ.

á3 (1991). ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ p(x) = Ó(x − r

1

)(x − r

2

) · : : : · (x − r

n

).

ïÔÓÀÄÁ

p

′
(x) = Ó[(x − r

2

)(x − r

3

) · : : : · (x− r

n

)+

+(x − r

1

)(x − r

3

) · : : : · (x− r

n

) + : : :

: : :+(x − r

1

)(x − r

2

) · : : : · (x− r

n−1

)℄:

�ÏÇÄÁ

p

′
(

r

1

+ r

2

2

) = Ó[(

r

1

+ r

2

2

− r

2

)(

r

1

+ r

2

2

− r

3

) · : : : · (r1 + r

2

2

− r

n

)+

+(

r

1

+ r

2

2

− r

1

)(

r

1

+ r

2

2

− r

3

) · : : : · (r1 + r

2

2

− r

n

) + : : :

: : :+(

r

1

+ r

2

2

− r

1

)(

r

1

+ r

2

2

− r

2

) · : : : · (r1 + r

2

2

− r

n−1

)℄:

ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÕÍÍÁ �ÅÒ×ÙÈ Ä×ÕÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, Á �ÒÉ n > 2 ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØ-

ÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ É ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÚÎÁË, ÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

p

′
((r

1

+ r

2

)=2) = 0 ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ �ÒÉ n = 2. ïÞÅ×ÉÄÎÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ

Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ÔÒÅÈÞÌÅÎ Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ËÏÒÎÑÍÉ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÎÕÖÎÙÍÉ

Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ.

A5 (1991). ÷ÏÓ�ÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ

√
x

4

+ y

2

(1− y)

2 6 x

2

+ y(1− y);

�ÏÌÕÞÁÅÍ Ï�ÅÎËÕ

y∫

0

√
x

4

+ y

2

(1− y)

2

dx 6

y∫

0

(x

2

+ y(1− y)) dx = y

2 − 2y

3

=3:

íÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ y

2 − 2y

3

=3 ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1℄ ÒÁ×ÎÏ 1=3. �ÅÍ ÓÁ-

ÍÙÍ, ÄÁÎÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 1=3. îÏ �ÒÉ y = 1 ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

1∫

0

x

2

dx = 1=3. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÔ×ÅÔ: 1=3.

÷3 (1991). ïÔ×ÅÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ.

äÏËÁÖÅÍ ×ÎÁÞÁÌÅ ÔÁËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Á

1

; Á

2

; : : : ; Á

k

×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÅ. ìÀÂÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Â�ÏÌØÛÅÅ, ÞÅÍ kÁ

1

Á

2

· : : : · Á
k

, ÍÏÖÎÏ

�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ t

1

Á

1

+t

2

Á

2

+: : :+t

k

Á

k

, ÇÄÅ ÞÉÓÌÁ t

1

; t

2

; : : : ; t

k

ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÁ Á

1

; Á

2

; : : : ; Á

k

×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÅ, ÔÏ 1, Á ÚÎÁÞÉÔ É ÌÀÂÏÅ ÞÉ-

ÓÌÏ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ × ×ÉÄÅ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ ÞÉÓÅÌ Á

1

; Á

2

; : : : ; Á

k

.

ðÕÓÔØ m > kÁ

1

Á

2

· : : : · Á
k

É m = t

1

Á

1

+ t

2

Á

2

+ : : : + t

k

Á

k

, �ÒÉÞÅÍ ÓÒÅÄÉ ÞÉ-

ÓÅÌ t

1

; t

2

; : : : ; t

n

ÅÓÔØ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ (�ÕÓÔØ ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ t

k

< 0). óÒÅÄÉ

�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÅÓÔØ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÅÅ Á

1

Á

2

· : : : · Á
k

, �ÕÓÔØ ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅ-

ÌÅÎÎÏÓÔÉ t

1

Á

1

> Á

1

Á

2

· : : : · Á
k

. �ÏÇÄÁ t

1

> Á

2

· : : : · Á
k

. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÎÏ×ÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ

t

′
1

= t

1

− Á

k

> 0, t

′
k

= t

k

+ a

1

> t

k

. ïÓÔÁÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ t

i

ÏÓÔÁ×ÉÍ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ.
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�ÏÇÄÁ

t

′
1

Á

1

+ t

2

Á

2

+ : : :+ t

′
k

Á

k

= t

1

Á

1

+ t

2

Á

2

+ : : :+ t

k

Á

k

= m:

ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÎÕÖÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.

ðÏÓÔÒÏÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÉÚ ÄÁÎÎÙÈ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× �ÁÒÙ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÈ ÂÌÏËÏ×,

ÉÍÅÀÝÉÈ ÏÂÝÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ.

1. 20× 6 | ÉÚ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× 4× 6 É 20× 7 | ÉÚ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× 5× 7;

2. 35× 7 | ÉÚ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× 5× 7 É 35× 5 | ÉÚ ÔÅÈ ÖÅ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×

(�ÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ);

3. 42× 4 | ÉÚ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× 5× 7 É 42× 4 | ÉÚ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× 4× 6.

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, �ÏÌÕÞÁÅÍ: �ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n ÉÚ

ÄÁÎÎÙÈ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÍÏÖÎÏ ÓÌÏÖÉÔØ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÉ ÒÁÚÍÅÒÏ× 20×n, 35×n,
42× n. ðÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÁ 20, 35, 42 ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÅ, ÔÏ ÉÚ ÔÏÇÏ ÖÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ

ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ m ÉÚ ÄÁÎÎÙÈ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÍÏÖÎÏ

ÓÌÏÖÉÔØ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË ÒÁÚÍÅÒÏ× m× n, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.

÷4 (1991). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÌÉÎÏÍ (1+(1+x))

p

(1+x)

p

= (2+È)

p

(1+x)

p

. îÁÊÄÅÍ ËÏ-

ÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÜÔÏÇÏ �ÏÌÉÎÏÍÁ �ÒÉ x

p

Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ.

ìÅ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ

p∑
j=0

(
p

j

)
(1+ x)

p+j

. ïÔÓÀÄÁ, ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ

�ÒÉ x

p

ÒÁ×ÅÎ

p∑

j=0

(
p

j

)(
p+ j

p

)
=

p∑

j=0

(
p

j

)(
p+ j

j

)
:

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ x

p

ÒÁ×ÅÎ

p∑

j=0

2

j

(
p

p− j

)(
p

j

)
=

p∑

j=0

2

j

(
p

j

)
2

:

ðÒÉ 0 < j < p ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ

(
p

j

)
=

p(p− 1) · : : : · (p− j + 1)

j!

ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Ò, �ÏÓËÏÌØËÕ × ÓÉÌÕ �ÒÏÓÔÏÔÙ ÞÉÓÌÁ Ò ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔ Ó

Ò. �ÏÇÄÁ ÉÍÅÅÍ

p∑
j=0

2

j

(
p

j

)
2 ≡ (2

p

+ 1) (mod p

2

), ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

á3 (1992). ðÒÉÍÅÎÑÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï x

2

+ y

2 > 2xy, �ÏÌÕÞÁÅÍ (xy)

n > (2xy)

m

,

ÏÔËÕÄÁ n > m.

ðÕÓÔØ Ò | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, a É b ×ÙÓÛÉÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ Ò, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÄÅÌÑÔÓÑ x É

y, �ÒÉÞÅÍ a < b. �ÏÇÄÁ ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p

2am

, Á �ÒÁ×ÁÑ

ÎÁ p

(a+b)n

É ÎÅ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ ÂÏÌÅÅ ×ÙÓÏËÉÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ p. îÏ ÔÏÇÄÁ 2am = (a + b)n >

> 2an, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ n > m. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, a = b É �ÏÔÏÍÕ

x = y. ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ × ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x = y, �ÏÌÕÞÁÅÍ 2

m

x

2m

= x

2n

, Ô. Å.

2

m

= x

2(n−m)

. ïÔÓÀÄÁ, x = 2

t

. éÍÅÅÍ m = 2t(n −m). ïÔÓÀÄÁ, ÞÉÓÌÏ m ÞÅÔÎÏÅ.

ðÕÓÔØ m = 2s. éÍÅÅÍ s = t(n− 2s). åÓÌÉ n− 2s > 1, ÔÏ �ÒÏÓÔÏÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÌÁ

n− 2s Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ n É s, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ×ÚÁÉÍÎÏÊ �ÒÏÓÔÏÔÅ n
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É m. ïÔÓÀÄÁ, n = 2s+ 1 = m+ 1. ðÒÉ ÜÔÏÍ t = s, x = 2

s

= 2

m=2

. ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ,

ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ �ÒÉ m ÞÅÔÎÏÍ, n = m+ 1, x = Õ = 2

m=2

.

A5 (1992). ïÞÅ×ÉÄÎÙ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á a

2n

= a

n

; a

2n+1

+ a

2n

= a

2n+1

+ a

n

= 1.

ðÕÓÔØ ÔÁËÉÅ �ÁÒÙ ÞÉÓÅÌ k;m ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ. ÷ÙÂÅÒÅÍ ËÁËÕÀ-ÌÉÂÏ ÉÚ ÔÁËÉÈ �ÁÒ

Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ m.

ðÕÓÔØ ÞÉÓÌÏ m > 1 ÎÅÞÅÔÎÏÅ. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ a

k

= a

k+m

= a

k+2m

= 0,

�ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ

k; k +m ÞÅÔÎÏÅ, ÔÏ a

k+1

= a

k+m+1

= a

k+2m+1

= 1. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ, �ÏÌÕÞÉÍ a

k+2

=

= a

k+m+2

= a

k+2m+2

= 0, É Ô. Ä. ðÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÏ m − 1 ÞÅÔÎÏÅ, ÔÏ a

k+m−1

=

= a

k+2m−1

= a

k+3m−1

= 0. ïÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ k +m− 1; k + 2m− 1 ÞÅÔÎÏÅ, �ÏÜÔÏÍÕ

a

k+m

= 1 ÉÌÉ a

k+2m

= 1, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ.

ðÕÓÔØ ÞÉÓÌÏ m ÞÅÔÎÏÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á a

k+j

= a

k+m+j

= a

k+m+2j

ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÞÅÔÎÙÈ ÉÎÄÅËÓÏ× k + j. ðÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ a

(k+j)=2

= a

(k+m+j)=2

=

= a

(k+m+2j)=2

. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á a

[k=2℄+i

= a

[k=2℄+m=2+i

=

= a

[k=2℄+m=2+2i

�ÒÉ 0 6 i 6 (m=2) − 1. (÷ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÈ �ÒÉ k ÞÅÔ-

ÎÏÍ ÓÌÅÄÕÅÔ �ÒÉÎÑÔØ j = 2i, �ÒÉ k ÎÅÞÅÔÎÏÍ | j = 2i− 1).îÏ ÜÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ

ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ m.

îÁËÏÎÅ�, �ÒÉ m = 1 ÄÏÌÖÎÙ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á a

k

= a

k+1

= a

k+2

. îÏ

ÜÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ k; k + 1 ÞÅÔÎÏÅ.

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.


