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ðÅÒÅÄ ÕÞÉÔÅÌÑÍÉ É ÒÕËÏ×ÏÄÉÔÅÌÑÍÉ ËÒÕÖËÏ×, ÚÁÎÉÍÁÀÝÉÍÉÓÑ Ó ÓÉÌØ-
ÎÙÍÉ ÛËÏÌØÎÉËÁÍÉ, ×ÓÔÁÅÔ ×ÏÐÒÏÓ: ËÁË ÐÏÄÇÏÔÏ×ÉÔØ ÛËÏÌØÎÉËÏ× Ë ÏÌÉÍ-
ÐÉÁÄÁÍ ÉÌÉ Ë �ÓÅÒØÅÚÎÏÊ� ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ? îÅËÏÔÏÒÙÅ ÄÕÍÁÀÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÅÒ-
×ÏÇÏ ÎÁÄÏ ÐÒÏÒÅÛÉ×ÁÔØ ÚÁÄÁÞÉ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÏÌÉÍÐÉÁÄ, ÄÌÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ÎÁÄÏ
ÞÉÔÁÔØ ÎÁÕÞÎÕÀ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÕ, É ÞÔÏ ××ÉÄÕ ÐÒÉÎÃÉÐÉÁÌØÎÏÊ ÒÁÚÎÉÃÙ ÐÅÒ-
×ÏÇÏ É ×ÔÏÒÏÇÏ ÂÅÓÓÍÙÓÌÅÎÎÏ ÐÙÔÁÔØÓÑ ÄÏÓÔÉÞØ É ÔÏÇÏ, É ÄÒÕÇÏÇÏ. á×ÔÏÒ
ÜÔÏÊ ÚÁÍÅÔËÉ ÐÒÉÄÅÒÖÉ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÅÎÎÏÇÏ ÍÎÅÎÉÑ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÜÔÉ
ÐÏÄÈÏÄÙ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙ É ÐÒÉ×ÏÄÑÔ Ë ×ÒÅÄÎÙÍ �ÐÏÂÏÞÎÙÍ
ÜÆÆÅËÔÁÍ�: ÛËÏÌØÎÉËÉ ÌÉÂÏ ÞÒÅÚÍÅÒÎÏ Õ×ÌÅËÁÀÔÓÑ ÓÐÏÒÔÉ×ÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎ-
ÔÏÍ × ÒÅÛÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞ, ÌÉÂÏ ÉÚÕÞÁÀÔ ÑÚÙË ×ÙÓÛÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ×ÍÅÓÔÏ ÅÅ
ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ.

íÎÅ ËÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÓÎÏ×Õ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÓÉÌØÎÏÇÏ ÕÞÅ-
ÎÉËÁ ÄÏÌÖÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ É ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ ÍÏÔÉ×ÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÄÌÑ ÕÞÅ-
ÎÉËÁ ÚÁÄÁÞ, × ÐÒÏÃÅÓÓÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎ ÚÎÁËÏÍÉÔÓÑ Ó ×ÁÖÎÙÍÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉ-
ÞÅÓËÉÍÉ ÉÄÅÑÍÉ É ÔÅÏÒÉÑÍÉ. üÔÏ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÐÏÄÇÏÔÏ×ÉÔ ÛËÏÌØÎÉËÁ É
Ë ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÎÁÕËÅ, É Ë ÏÌÉÍÐÉÁÄÁÍ, É ÎÅ ÎÁÎÅÓÅÔ ×ÒÅÄ ÅÇÏ ÒÁÚ×ÉÔÉÀ
× ÃÅÌÏÍ; ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÂÏÌÅÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ É ÄÌÑ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÑ ÕÓÐÅÈÁ ÔÏÌØËÏ ×
ÏÌÉÍÐÉÁÄÁÈ ÉÌÉ ÔÏÌØËÏ × ÎÁÕËÅ (ÅÓÌÉ ÎÅ ÕÞÉÔÙ×ÁÔØ ÂÏÌØÛÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á
ÄÒÕÇÉÈ ÆÁËÔÏÒÏ×, ËÒÏÍÅ ÒÁÚÕÍÎÏÊ ÏÒÇÁÎÉÚÁÃÉÉ ÚÁÎÑÔÉÊ).

ëÁË É ÐÒÉ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÒÁÚ×ÉÔÉÉ ÓÁÍÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ËÁÖÄÁÑ ÓÌÅ-
ÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÍÏÔÉ×ÉÒÏ×ÁÎÁ ÌÉÂÏ ÐÒÁËÔÉËÏÊ, ÌÉÂÏ ÕÖÅ
ÒÅÛÅÎÎÙÍÉ ÚÁÄÁÞÁÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÕÞÅÎÉË, ÚÁÎÉÍÁÀÝÉÊÓÑ �ÍÏÔÉ×ÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ
ÄÌÑ ÎÅÇÏ� ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÊ (ÏÂÙÞÎÏ ÂÏÌÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ, ÎÏ ÏÂÙÞÎÏ ÓÏÄÅÒÖÁ-
ÔÅÌØÎÏÊ É ÐÏÔÏÍÕ ÏÂÙÞÎÏ ÓÌÏÖÎÏÊ) ×ÍÅÓÔÏ �ÎÅÍÏÔÉ×ÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÄÌÑ ÎÅÇÏ�
ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ (ÏÂÙÞÎÏ ÍÅÎÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ, ÎÏ ÏÂÙÞÎÏ ÑÚÙËÏ×ÏÊ É ÐÏÔÏÍÕ
ÏÂÙÞÎÏ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÊ), ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÉÍÕÝÅÓÔ×Ï × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÊ ÕÞÅÂÅ É ÎÁÕÞ-
ÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ.

ïÌÉÍÐÉÁÄÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÏÞÅÎØ ÍÎÏÇÏ, ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÉÚ ÎÉÈ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙ
ÛËÏÌØÎÉËÕ É ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÍÎÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÈ. ôÁËÉÅ
ÚÁÄÁÞÉ ÍÏÇÕÔ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÏÓÎÏ×Õ ÉÚÕÞÁÅÍÏÇÏ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ. ïÄÎÁËÏ ÒÅÛÅÎÉÅ
ÏÌÉÍÐÉÁÄÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÂÅÚ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÉÄÅÊ É ÔÅÏÒÉÊ ÎÅÄÏ-
ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÄÁÖÅ ÄÌÑ �ÞÉÓÔÏÊ� ÐÏÄÇÏÔÏ×ËÉ Ë ÏÌÉÍÐÉÁÄÁÍ (ÎÁ
ÄÏÌÇÉÈ | ÇÏÄ É ÂÏÌÅÅ | ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁÈ ×ÒÅÍÅÎÉ, ËÁË É ×ÏÏÂÝÅ ÒÅÛÅÎÉÅ
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ÓÉÀÍÉÎÕÔÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÂÅÚ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÂÏÌØ-
ÛÉÎÓÔ×Õ ÌÀÄÅÊ ÌÅÇÞÅ ÄÏÓÔÉÞØ ÕÓÐÅÈÁ ÎÁ ÏÌÉÍÐÉÁÄÁÈ (ËÁË É × ÄÒÕÇÉÈ ×É-
ÄÁÈ Ô×ÏÒÞÅÓËÏÊ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ) × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÎÅ ÓÞÉÔÁÀÔ ÕÓÐÅÈ
ÇÌÁ×ÎÏÊ ÃÅÌØÀ. óÌÏÖÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÌÅÇÞÅ ÒÅÛÉÔØ, ÅÓÌÉ ÓÐÏËÏÊÎÏ ÄÕÍÁÔØ Ï
ÓÁÍÏÊ ÚÁÄÁÞÅ, Á ÎÅ Ï ÎÁÇÒÁÄÅ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÓÌÅÄÕÅÔ ÚÁ ÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅÍ. ðÏÜÔÏÍÕ
ÛËÏÌØÎÉË, ÍÏÔÉ×ÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÂÏÌÅÅ ×ÙÓÏËÏÊ ÃÅÌØÀ, ÞÅÍ ÕÓÐÅÈ ÎÁ ÏÌÉÍÐÉÁ-
ÄÅ, ÉÍÅÅÔ ÎÁ ÜÔÏÊ ÏÌÉÍÐÉÁÄÅ ÐÓÉÈÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÉÍÕÝÅÓÔ×Ï.

ëÁË ÕÄÁÞÎÏ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ ÚÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÏÂÕÞÅÎÉÑ ÕÞÅÎÉËÏ×? üÔÏÔ ×ÏÐÒÏÓ
ÕÞÉÔÅÌÑ ÚÁÄÁ×ÁÌÉ ÓÅÂÅ ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ ÄÅÓÑÔØ ÔÙÓÑÞ ÌÅÔ [2, ÐÒÅÄÉÓÌÏ×ÉÅ], [4],
[5, Ó. 26{33], [7, ÐÒÅÄÉÓÌÏ×ÉÅ]. òÁÓÓËÁÖÕ É Ñ Ï ÞÁÓÔÉ Ó×ÏÅÇÏ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÏÇÏ
ÏÐÙÔÁ, ÎÁÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ × ÒÕÓÌÅ ÏÐÙÔÁ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ Á×ÔÏÒÉÔÅÔÏ×.

÷ íÏÓËÏ×ÓËÏÍ ÃÅÎÔÒÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ
(íãîíï) ÐÏÄ ÒÕËÏ×ÏÄÓÔ×ÏÍ Á×ÔÏÒÁ ÜÔÏÊ ÚÁÍÅÔËÉ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ËÒÕÖÏË
�ïÌÉÍÐÉÁÄÙ É íÁÔÅÍÁÔÉËÁ�. íÏÉÍÉ ÁÓÓÉÓÔÅÎÔÁÍÉ × ÒÁÚÎÏÅ ×ÒÅÍÑ ÂÙÌÉ É
Ñ×ÌÑÀÔÓÑ á. áËÏÐÑÎ, á. úÁÓÏÒÉÎ, ä. ðÅÒÍÑËÏ×, ó. óÐÉÒÉÄÏÎÏ× É é. ûÎÕÒ-
ÎÉËÏ×. üÔÏ ÓÔÕÄÅÎÔÙ ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ íÏÓËÏ×-
ÓËÏÇÏ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ, × ÐÒÏÛÌÏÍ ÐÏÂÅÄÉÔÅÌÉ íÅÖÄÕ-
ÎÁÒÏÄÎÙÈ É ÷ÓÅÒÏÓÓÉÊÓËÉÈ ÏÌÉÍÐÉÁÄ ÛËÏÌØÎÉËÏ×. âÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÉÚ ÎÉÈ
ÏÔÌÉÞÎÉËÉ, ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÎÉÈ ÕÖÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Á×ÔÏÒÁÍÉ ÎÁÕÞÎÙÈ ÒÁÂÏÔ.
áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ËÒÕÖÏË �íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ óÅÍÉÎÁÒ� Ñ ×ÅÄÕ × ÆÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅ-
ÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÛËÏÌÅ-ÉÎÔÅÒÎÁÔÅ ÉÍ. á. î. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á (óõîã íçõ) Ó 1994
ÇÏÄÁ (ÄÏ 2001 ÇÏÄÁ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏ Ó ÷. î. äÕÂÒÏ×ÓËÉÍ).

õÞÁÓÔ×Ï×ÁÔØ × ËÒÕÖËÅ �ïÌÉÍÐÉÁÄÙ É íÁÔÅÍÁÔÉËÁ� ÉÍÅÅÔ ÐÒÁ×Ï ÌÀ-
ÂÏÊ ÖÅÌÁÀÝÉÊ. ïÄÎÁËÏ ÕÒÏ×ÅÎØ ÚÁÎÑÔÉÊ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ×ÙÓÏË; ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï
ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× ÎÁÛÅÇÏ ËÒÕÖËÁ | ÕÞÅÎÉËÉ 8{11 ËÌÁÓÓÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÍÅÀÔ ÛÁÎÓ
ÐÒÏÊÔÉ ÎÁ ÷ÓÅÒÏÓÓÉÊÓËÕÀ ÏÌÉÍÐÉÁÄÕ.

áËÔÉ×ÎÏÅ ÕÞÁÓÔÉÅ × ËÒÕÖËÅ ÔÒÅÂÕÅÔ ÚÁÔÒÁÔ ×ÒÅÍÅÎÉ É ÓÉÌ, ÐÏÜÔÏ-
ÍÕ ÅÇÏ ÖÅÌÁÔÅÌØÎÏ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÔØ Ó ÒÏÄÉÔÅÌÑÍÉ É ÕÞÉÔÅÌÑÍÉ. îÁ ÚÁÎÑÔÉÑÈ
ËÒÕÖËÁ ÛËÏÌØÎÉËÉ ÕÞÁÔÓÑ ÒÅÛÁÔØ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ, ÐÏÄÏÂÒÁÎÎÙÅ ÔÁË,
ÞÔÏ × ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÉÈ ÒÅÛÅÎÉÑ É ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ ÕÞÅÎÉËÉ ÚÎÁËÏÍÑÔÓÑ Ó ×ÁÖÎÙÍÉ
ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÉÄÅÑÍÉ É ÔÅÏÒÉÑÍÉ. ÷ ÎÁÞÁÌÅ ËÁÖÄÏÊ ÔÅÍÙ ÒÅÛÁÀÔ-
ÓÑ É ÒÁÚÂÉÒÁÀÔÓÑ × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÚÁÄÁÞÉ, ÐÒÅÄÌÁÇÁ×ÛÉÅÓÑ ÒÁÎÅÅ ÎÁ ÏÌÉÍÐÉÁ-
ÄÁÈ (ÉÌÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÔÁËÏ×ÙÍ). á × ËÏÎÃÅ ÄÅÌÏ ÞÁÓÔÏ ÄÏÈÏÄÉÔ ÄÏ ÚÁÄÁÞ
ÄÌÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ. íÙ ÕÄÅÌÑÅÍ ÍÎÏÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÙÍ ÚÁÎÑÔÉ-
ÑÍ, ÒÁÚÂÉÒÁÑ ÌÉÞÎÏ Ó ËÁÖÄÙÍ ÛËÏÌØÎÉËÏÍ ÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ É ÄÁ×ÁÑ ÅÍÕ ÐÏÄ-
ÓËÁÚËÉ É/ÉÌÉ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ, Á ÔÁËÖÅ ÚÁÎÉÍÁÅÍÓÑ ÓÏ ÛËÏÌØÎÉËÁ-
ÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÒÅÛÁÀÔ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (É ×ÙÓÔÕÐÁÀÔ ÓÏ Ó×ÏÉÍÉ
ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ ÎÁ ËÏÎÆÅÒÅÎÃÉÑÈ ÛËÏÌØÎÉËÏ×). âÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ Ï ÚÁÄÁÞÁÈ
ÄÌÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, [6]. úÁÎÑÔÉÑ ËÒÕÖËÁ ÏÂßÅÄÉÎÑÀÔÓÑ × ÃÉ-
ËÌÙ ÉÚ 1{3 ÚÁÎÑÔÉÊ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ ÏÂÝÅÊ ÔÅÍÏÊ ÉÌÉ ÉÄÅÅÊ. òÁÚÎÙÅ ÃÉËÌÙ
ÐÏÞÔÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ, Á ÉÈ ÁÎÎÏÔÁÃÉÉ ÏÂßÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÚÁÒÁÎÅÅ
(ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÉÚÕÞÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÔÅ ÃÉËÌÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÛËÏÌØÎÉËÕ ÎÁÉÂÏÌÅÅ
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ÉÎÔÅÒÅÓÎÙ). îÅËÏÔÏÒÙÅ ÍÁÔÅÒÉÁÌÙ ËÒÕÖËÁ ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÙ × ÖÕÒÎÁÌÁÈ
�ë×ÁÎÔ�, �íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ�, �íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ�
É \Quantum". ÷ ÈÏÒÏÛÕÀ ÐÏÇÏÄÕ ÚÁÎÑÔÉÑ ËÒÕÖËÁ ÞÁÓÔÏ ÐÒÏ×ÏÄÑÔÓÑ Ó ×Ù-
ÅÚÄÏÍ ÎÁ ÐÒÉÒÏÄÕ.

÷ÁÖÎÏÊ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÊ ËÒÕÖËÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÙÅÚÄÎÙÅ ÛËÏÌÙ. úÁÎÑÔÉÑ
ÎÁ ÜÔÉÈ ÛËÏÌÁÈ ×ÅÄÕÔ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÕÞÉÔÅÌÑ, ÔÁÍ ÐÒÅ×ÏÓ-
ÈÏÄÎÏ ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÎ ÂÙÔ É ÄÏÓÕÇ ÛËÏÌØÎÉËÏ×. ðÒÉÇÌÁÛÁÀÔÓÑ ÔÕÄÁ ÎÁÉÂÏ-
ÌÅÅ ÁËÔÉ×ÎÙÅ ÕÞÁÓÔÎÉËÉ ËÒÕÖËÁ, Á ÔÁËÖÅ ÔÅ ÐÏÂÅÄÉÔÅÌÉ íÏÓËÏ×ÓËÏÊ É
÷ÓÅÒÏÓÓÉÊÓËÏÊ ÏÌÉÍÐÉÁÄ, ËÏÔÏÒÙÅ ÖÉ×ÕÔ × íÏÓË×Å ÉÌÉ ÂÌÉÖÎÅÍ ðÏÄÍÏ-
ÓËÏ×ØÅ É ÎÅ ÚÁÎÉÍÁÀÔÓÑ × ËÒÕÖËÅ.

ðÏÄÞÅÒËÎÕ, ÞÔÏ ÕÓÐÅÛÎÏÅ ÕÞÁÓÔÉÅ × ËÒÕÖËÅ ÎÅ ÕÞÉÔÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÉ ÆÏÒ-
ÍÉÒÏ×ÁÎÉÉ ËÏÍÁÎÄÙ íÏÓË×Ù ÎÁ ÷ÓÅÒÏÓÓÉÊÓËÕÀ ïÌÉÍÐÉÁÄÕ. îÏ, ËÏÎÅÞÎÏ,
ÏÎÏ ÐÏÍÏÖÅÔ ÕÓÐÅÛÎÏ ×ÙÓÔÕÐÉÔØ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÏÌÉÍÐÉÁÄÅ.

ðÒÉ×ÅÄÕ ÐÒÉÍÅÒ Ä×ÕÈ ÃÉËÌÏ× ÚÁÄÁÞ ÉÚ ÒÁÚÂÉÒÁ×ÛÉÈÓÑ ÎÁ ËÒÕÖËÅ. ðÅÒ-
×ÙÊ ÃÉËÌ ÐÏÄ×ÏÄÉÔ ÛËÏÌØÎÉËÁ Ë ÏÔËÒÙÔÉÀ ÌÅÍÍÙ âÅÒÎÓÁÊÄÁ. úÁÍÅÔÉÍ,
ÞÔÏ × ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÕÞÅÂÎÉËÁÈ (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÄÌÑ ÛËÏÌØÎÉËÏ×) ÉÚÕÞÅÎÉÅ
ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÊ ÌÅÍÍÙ âÅÒÎÓÁÊÄÁ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ÎÅÍÏÔÉ×ÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÐÏÎÑÔÉÊ
É ÔÅÏÒÉÉ. ëÁÖÄÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÓÅÒÉÑ ×ÙÄÁ×ÁÌÁÓØ ÛËÏÌØÎÉËÁÍ ÐÏÓÌÅ ÒÁÚ-
ÂÏÒÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ. ÷ÔÏÒÏÊ ÃÉËÌ ÐÏÄ×ÏÄÉÔ ÛËÏÌØÎÉËÁ Ë ÐÏÎÑÔÉÀ ÃÅÐÎÏÊ
ÄÒÏÂÉ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÃÅÌÙÈ ÔÏÞÅË �ÐÏÄ
ÐÒÑÍÏÊ y = �x�. äÒÕÇÉÅ ÃÉËÌÙ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × ÉÎÔÅÒÎÅÔÅ ÎÁ ÓÔÒÁÎÉ-
ÃÅ www.mccme.ru/circles/oim . (íÎÏÇÉÅ ÍÁÔÅÒÉÁÌÙ ÎÁ ÜÔÏÊ ÓÔÒÁÎÉÃÅ ÎÅ
ÐÒÅÔÅÎÄÕÀÔ ÎÁ ÏÒÉÇÉÎÁÌØÎÏÓÔØ. îÅ ×ÓÅ ÍÁÔÅÒÉÁÌÙ ÔÁÍ ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÍÎÏÊ;
ÉÍÅÎÁ ÄÒÕÇÉÈ ÓÏÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÊ ÕËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ.

âÌÁÇÏÄÁÒÀ ÚÁ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ É ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÓÐÏÓÏÂÓÔ×Ï×Á×ÛÉÅ ÕÌÕÞÛÅÎÉÀ
ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÚÁÍÅÔËÉ, í. î. ÷ÑÌÏÇÏ, ÷. î. äÏÂÒÏ×ÏÌØÓËÕÀ É ÅÅ ÎÁÕÞÎÏÇÏ ÒÕ-
ËÏ×ÏÄÉÔÅÌÑ á. á. òÕÓÁËÏ×Á, Á ÔÁËÖÅ ×ÓÅÈ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× ËÒÕÖËÁ �ïÌÉÍÐÉÁÄÙ
É íÁÔÅÍÁÔÉËÁ�.

ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ

1-Ñ ÓÅÒÉÑ.
1. óËÏÌØËÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓËÒÁÓÉÔØ ÇÒÁÎÉ ËÕÂÁ × ËÒÁÓÎÙÊ É

ÓÅÒÙÊ Ã×ÅÔÁ? òÁÓËÒÁÓËÉ, ÓÏ×ÍÅÝÁÀÝÉÅÓÑ × (ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å,
ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ.

2. îÁÊÄÉÔÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÓËÒÁÓÏË ËÁÒÕÓÅÌÉ ÉÚ n ×ÁÇÏÎÞÉËÏ× × a Ã×ÅÔÏ× (Ô. Å.
ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÓËÒÁÓÏË ×ÅÒÛÉÎ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ × a Ã×ÅÔÏ×, ÅÓÌÉ
ÒÁÓËÒÁÓËÉ, ÓÏ×ÍÅÝÁÀÝÉÅÓÑ ÐÏ×ÏÒÏÔÏÍ, ÎÅÏÔÌÉÞÉÍÙ) ÄÌÑ
(a) n = 5; (b) n = 4; (c) n = 6.
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3. îÁÊÄÉÔÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÚÁËÒÁÓÏË × a Ã×ÅÔÏ×
(a) ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÒÁÚÂÉÔÏÇÏ ÓÒÅÄÎÉÍÉ ÌÉÎÉÑÍÉ ÎÁ 4 ÒÁ×-

ÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.
(b) ÔÏ ÖÅ ÄÌÑ 9 ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×.
(Ó) Ë×ÁÄÒÁÔÁ, ÒÁÚÂÉÔÏÇÏ ÓÒÅÄÎÉÍÉ ÌÉÎÉÑÍÉ ÎÁ 4 ÒÁ×ÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÁ.
(d) ÔÏ ÖÅ ÄÌÑ 9 ÒÁ×ÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×.
4.* îÁÊÄÉÔÅ ÞÉÓÌÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ Ó×ÑÚÎÙÈ ÌÏÍÁÎÙÈ Ó

×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ p-ÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÇÄÅ p | ÐÒÏ-
ÓÔÏÅ). ìÏÍÁÎÙÅ, ÓÏ×ÍÅÝÁÀÝÉÅÓÑ ÐÏ×ÏÒÏÔÏÍ, ÎÅÏÔÌÉÞÉÍÙ.

2-Ñ ÓÅÒÉÑ.
áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÉÄÕÍÁÎÎÏÍÕ ×ÁÍÉ ÓÐÏÓÏÂÕ ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ 2 ÄÌÑ

ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ n, ÏÄÎÁËÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÇÒÏÍÏÚÄËÉÍ. ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏ-
ÓÔÏÊ (ÄÌÑ �ÏÞÅÎØ ÎÅÐÒÏÓÔÙÈ� n) ÓÐÏÓÏÂ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ 2c.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ X ÉÓËÏÍÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÓËÒÁÓÏË. îÁÚÏ×ÅÍ ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎ-
ÎÏÊ ÒÁÓËÒÁÓËÏÊ ÒÁÓËÒÁÓËÕ ËÁÒÕÓÅÌÉ ÉÚ ÛÅÓÔÉ ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÈ ×ÁÇÏÎÞÉ-
ËÏ×. ôÏÇÄÁ ×ÓÅÇÏ ÅÓÔØ a6 ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÒÁÓËÒÁÓÏË. äÌÑ ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÏÊ
ÒÁÓËÒÁÓËÉ � ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ [�] ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÎÅÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÕÀ
ÒÁÓËÒÁÓËÕ.

ðÏÓÞÉÔÁÅÍ Ä×ÕÍÑ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÞÉÓÌÏ P ÐÁÒ (�; n), × ËÏÔÏÒÙÈ n ∈ {0; 1; 2;
3; 4; 5} É � | ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÒÁÓËÒÁÓËÁ, ÐÅÒÅÈÏÄÑÝÁÑ × ÓÅÂÑ ÐÒÉ ÐÏ×Ï-
ÒÏÔÅ ÎÁ 2�n=6. ðÕÓÔØ stab� | ÞÉÓÌÏ ÔÅÈ n ∈ {0; 1; 2; 3; 4; 5}, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ
ÐÏ×ÏÒÏÔ ÎÁ 2�n=6 ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÒÁÓËÒÁÓËÕ � × ÓÅÂÑ. ôÏÇÄÁ

P =
∑
�

stab� =
∑

ÒÁÓËÒÁÓËÁÍ �

∑

{�:[�]=�}
stab[�] =

∑

ÒÁÓËÒÁÓËÁÍ �
stab� 6

stab� = 6X:

ðÒÅÄÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ
{ ÄÌÑ ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÒÁÓËÒÁÓÏË �1 É �2, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÈÓÑ ÄÒÕÇ × ÄÒÕ-

ÇÁ ÐÏ×ÏÒÏÔÁÍÉ, stab�1 = stab�2 (ÜÔÉ ÒÁ×ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ
stab[�1]), É

{ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÒÁÓËÒÁÓÏË, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏ×ÏÒÏÔÁÍÉ
ÉÚ ÄÁÎÎÏÊ ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÒÁÓËÒÁÓËÉ �, ÒÁ×ÎÏ 6

stab� .

5. äÏËÁÖÉÔÅ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.
ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÏ×ÏÒÏÔ ÎÁ 2�n=6 ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ × ÓÅÂÑ ÒÏ×ÎÏ a(n;6)

ÚÁËÒÅÐÌÅÎÎÙÈ ÒÁÓËÒÁÓÏË, ÐÏÜÔÏÍÕ P =
5∑

n=0
a(n;6). éÔÁË,

X = 1
6(a6 + 2a+ 2a2 + a3):
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6. îÁÊÄÉÔÅ ÞÉÓÌÏ
(a) ÒÁÓËÒÁÓÏË ËÁÒÕÓÅÌÉ ÉÚ n ×ÁÇÏÎÞÉËÏ× × a Ã×ÅÔÏ×.
(b) a-Ã×ÅÔÎÙÈ ÏÖÅÒÅÌÉÊ ÉÚ n ÂÕÓ.
7. óËÏÌØËÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓËÒÁÓÉÔØ × a Ã×ÅÔÏ× ÇÒÁÎÉ (a) ÐÒÁ-

×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ; (b) ËÕÂÁ? òÁÓËÒÁÓËÉ, ÓÏ×ÍÅÝÁÀÝÉÅÓÑ ×ÒÁÝÅÎÉÅÍ
(ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ.

8. óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ (Ô. Å. ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ) (ÎÅ)ÏÒÉÅÎÔÉ-
ÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× Ó 4 ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ? á Ó 5?

9.* ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ {0; 1}n → {0; 1} (Ô. Å. ÆÕÎËÃÉÉ ÁÌÇÅÂÒÙ ÌÏÇÉËÉ ÏÔ n
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ) ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ ÒÁ×ÎÙÍÉ
ÐÏÓÌÅ ÐÅÒÅÉÍÅÎÏ×ÁÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

(a) îÁÊÄÉÔÅ ÞÉÓÌÏ bn ÆÕÎËÃÉÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÌÏÇÉËÉ ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Ó
ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÏÓÔÉ.

(b) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ lim
n→∞n! bn=22n É ÎÁÊÄÉÔÅ ÜÔÏÔ ÐÒÅÄÅÌ.

10. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ ÏÂÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÐÒÉÍÅ-
ÎÑÔØ ×ÍÅÓÔÏ ÐÏ×ÔÏÒÅÎÉÑ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ 2c.

3-Ñ ÓÅÒÉÑ. ÷ÏÔ ÏÔ×ÅÔ.
ìÅÍÍÁ âÅÒÎÓÁÊÄÁ. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÙ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M É ÓÅÍÅÊ-

ÓÔ×Ï {g1 = idM; g2; : : : ; gn} ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÚÁÍËÎÕ-
ÔÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ É ×ÚÑÔÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ. îÁÚÏ×ÅÍ
ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÄÉÎ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅ×ÅÓÔÉ
× ÄÒÕÇÏÊ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÄÁÎÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ. ôÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×Á-
ÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÏ 1

n
n∑
k=1

�x(gi), ÇÄÅ �x(gi) | ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
M , ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ gi ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ × ÓÅÂÑ.

(þÔÏÂÙ ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏÔ É ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÍÅÎÅÅ ÄÏÓÔÕÐÎÙÍÉ,
ÉÈ ÏÂÙÞÎÏ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÀÔ É ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÔ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÔÅÏÒÉÉ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÈ
ÇÒÕÐÐ.)

îÁÚÏ×ÅÍ (ËÏÎÅÞÎÏÊ) ÇÒÕÐÐÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ (Ô. Å.
ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË) ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÍÐÏÚÉ-
ÃÉÉ É ×ÚÑÔÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ. äÁÌØÎÅÊÛÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÉÎÔÅÒÅÓ-
ÎÙ ÔÅÍ, ËÔÏ ÕÖÅ ÒÅÛÁÌ ÚÁÄÁÞÉ ÐÒÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ.

11. (a) ìÀÂÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ.
(b) åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ n ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ × ÇÒÕÐÐÅ G ÐÒÏÓÔÏÅ, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ

ÎÅÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ g ∈ G ÉÍÅÅÍ G = {g; g2; : : : ; gn = id}.
åÓÌÉ × ÇÒÕÐÐÅ G ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ g, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ G = {g; g2;

: : : ; gn = id}, ÔÏ ÇÒÕÐÐÁ G ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ. çÒÕÐÐÁ G ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÂÉÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ (ÜÔÏÔ ÔÅÒÍÉÎ ÎÅ ÏÂÝÅÐÒÉÎÑÔ), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÃÅÌÙÈ
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p > 1 É q > 1 É ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ g; h ∈ G ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ gh = hg, gp = id,
hq = id É G = {gkhl | 1 6 k 6 p; 1 6 l 6 q}.

12. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÂÉÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÉÚ 4 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.
13. ìÀÂÁÑ ÌÉ ÇÒÕÐÐÁ ÉÚ n ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÉÌÉ

ÂÉÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÄÌÑ (a) n = 4; (b) n = 6; (c) n = 8; (d)* n = 9;
(e) n = 10; (f)* n = 15?

14.* ôÅÏÒÅÍÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ. åÓÌÉ H | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÇÒÕÐÐÙ G (Ô. Å. ÐÏÄÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Ï ÇÒÕÐÐÙ G, ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ), ÔÏ #G ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ #H.

15.* ôÅÏÒÅÍÙ óÉÌÏ×Á. ðÕÓÔØ p | ÐÒÏÓÔÏÅ, n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ pk É ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ
ÎÁ pk+1, Á G | ÇÒÕÐÐÁ ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

(a) ÷ G ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÉÚ pk ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.
(b) þÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ ÐÏÄÇÒÕÐÐ ÓÒÁ×ÎÉÍÏ Ó 1 ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p.
(c) äÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÔÁËÉÈ ÐÏÄÇÒÕÐÐ H É H ′ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁ-

ÚÏ×ÁÎÉÅ g ∈ G, ÞÔÏ H ′ = {ghg−1 | h ∈ H}.
(d) åÓÌÉ p É q | ÐÒÏÓÔÙÅ, p < q É q − 1 ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, ÔÏ ÌÀÂÁÑ

ÇÒÕÐÐÁ ÉÚ pq ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÉÌÉ ÂÉÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ.

ãÅÌÙÅ ÔÏÞËÉ ÐÏÄ ÐÒÑÍÏÊ
üÔÉ ÚÁÄÁÞÉ ÐÏÄ×ÏÄÑÔ ÛËÏÌØÎÉËÁ Ë ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÕÍÍÙ

f�(n) =
n∑
k=1

[�k], Ô. Å. ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÃÅÌÙÈ ÔÏÞÅË �ÐÏÄ ÐÒÑÍÏÊ y = �x�. þÅÒÅÚ
[x] É {x} ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ ÃÅÌÁÑ É ÄÒÏÂÎÁÑ ÞÁÓÔÉ ÞÉÓÌÁ x, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.
ìÁÔÉÎÓËÉÅ ÂÕË×Ù ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ. áÌÇÏÒÉÔÍ ÓÔÒÏÉÔÓÑ × ÚÁÄÁÞÁÈ
2abc, ÚÁÄÁÞÁ 1 ÐÏÌÅÚÎÁ �ÄÌÑ ÒÁÚÏÇÒÅ×Á�.

1. îÁÊÄÉÔÅ f�(n) ÄÌÑ (a) ÃÅÌÏÇÏ �; (b) ÃÅÌÏÇÏ 2�; (c) ÃÅÌÏÇÏ 3�;
(d) � = a=n ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ ÃÅÌÙÈ a É n; (e) îÁÊÄÉÔÅ lim

n→∞
f�(n)
n2 .

2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
(a) f�(n) = f{�}(n) + 1

2 [�]n(n+ 1):
(b) f�(n) + f 1

�
([n�])− [nq ] = n[n�];

ÇÄÅ q | ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÏÊ ÄÒÏÂÉ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÊ ÞÉÓÌÏ �, ÅÓÌÉ
� ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ, É q = ∞ (Ô. Å. [nq ] = 0), ÅÓÌÉ � ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ.

õËÁÚÁÎÉÅ: ÐÏÓÞÉÔÁÊÔÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÃÅÌÙÈ ÔÏÞÅË × ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÅ
1 6 x 6 n, 1 6 y 6 [n�].

(c) îÁÊÄÉÔÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÕÍÍÙ f�(n). õËÁÚÁÎÉÅ:

f2=3(n) = n[2n
3 ] + [n3 ]− f3=2([2n

3 ]);
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f3=2([2n
3 ]) = 1

2 [2n
3 ]([2n

3 ] + 1) + f1=2([2n
3 ]);

f1=2([2n
3 ]) = [2n

3 ][n3 ] + [n3 ]− f2([n3 ]);

ÐÏÓËÏÌØËÕ [[x]=n] = [x=n] ÄÌÑ ÃÅÌÏÇÏ n > 0 É, ÚÎÁÞÉÔ, [
[ 2n3 ]

2 ] = [n3 ];

f2([n3 ]) = [n3 ]([n3 ] + 1):

(d) îÁÊÄÉÔÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÕÍÍÙ
n∑
k=1

{�k}.
úÁÍÅÞÁÎÉÑ. þÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 2b (ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÓÎÏ×ÁÎ ÐÒÅÄÌÁ-

ÇÁÅÍÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ) ÄÌÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÎÅÞÅÔÎÙÈ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ
p < q, � = p=q É n = (q − 1)=2 (ÔÏÇÄÁ [n�] = (p − 1)=2) ÐÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÉ
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÚÁËÏÎÁ ×ÚÁÉÍÎÏÓÔÉ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ×ÙÞÅÔÏ× [1, ×ÏÐÒÏÓ 1Â Ë
ÇÌÁ×Å II É V.2.l]; ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÂÝÅÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. óÕÍÍÁ ÉÚ 2d
×ÙÞÉÓÌÅÎÁ (ÂÏÌÅÅ ÇÒÏÍÏÚÄËÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ, ÞÅÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÊ ÚÄÅÓØ) × [3].
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