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1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ
÷ ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÅ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÒÑÄ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÉÈ ×ÅÌÉÞÉÎÙ

×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÕÇÌÏ× ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ. óÁÍÏÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÅ ÉÚ ÎÉÈ (Ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ,
ÍÅÎÅÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÅ, ÞÅÍ ÏÎÏ ÔÏÇÏ ÚÁÓÌÕÖÉ×ÁÅÔ) | ÆÏÒÍÕÌÁ çÒÁÍÁ. äÌÑ ÔÒÅÈ-
ÍÅÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ÏÎÁ ÇÌÁÓÉÔ:

ôÅÏÒÅÍÁ 1.
2

∑
e
�e −

∑
v
�v = 2�(F − 2); (1)

ÇÄÅ �e | Ä×ÕÇÒÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ ÐÒÉ ÒÅÂÒÅ e, �v | ÔÅÌÅÓÎÙÊ ÕÇÏÌ ÐÒÉ ×ÅÒÛÉ-
ÎÅ v, F | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÇÒÁÎÅÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ, ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ×ÅÄÅÔÓÑ ÐÏ
×ÓÅÍ ×ÅÒÛÉÎÁÍ É ÒÅÂÒÁÍ.
îÁÐÒÉÍÅÒ, ËÕÂ ÉÍÅÅÔ 12 ÒÅÂÅÒ Ó ÕÇÌÁÍÉ ÐÏ �=2, 8 ×ÅÒÛÉÎ Ó ÕÇÌÁÍÉ ÔÁËÖÅ
ÐÏ �=2 É 6 ÇÒÁÎÅÊ. ðÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ ÜÔÉÈ ×ÅÌÉÞÉÎ × ÆÏÒÍÕÌÕ (1) ÄÁÅÔ ×ÅÒÎÏÅ
ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï.

æÏÒÍÕÌÁ çÒÁÍÁ ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ ÂÏÌÅÅ ×ÙÓÏËÏÊ ÒÁÚÍÅÒ-
ÎÏÓÔÉ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ×ÅÌÉÞÉÎÕ ÕÇÌÁ ÐÒÉ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÁÎÉ
ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ. íÏÖÎÏ ÐÏÓÔÕÐÉÔØ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÏ: ÅÓÌÉ ÐÌÏÓËÉÊ (É ×ÍÅÓÔÅ
Ó ÎÉÍ Ä×ÕÇÒÁÎÎÙÊ) ÕÇÏÌ ÉÚÍÅÒÑÅÔÓÑ ÄÌÉÎÏÊ ÄÕÇÉ, Á ÔÅÌÅÓÎÙÊ ÐÌÏÝÁÄØÀ
ÏÂÌÁÓÔÉ, ×ÙÓÅËÁÅÍÏÊ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ, ÔÏ ÐÏÌÎÙÊ k-ÍÅÒÎÙÊ ÕÇÏÌ ÓÌÅ-
ÄÕÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔØ ÒÁ×ÎÙÍ ÐÌÏÝÁÄÉ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ k-ÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÙ. ïÄÎÁËÏ ÉÎÏ-
ÇÄÁ ÕÄÏÂÎÏ ÕÇÌÙ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÔØ, ÐÒÉÎÑ× ×ÅÌÉÞÉÎÕ ÐÏÌÎÏÇÏ ÕÇÌÁ ÚÁ ÅÄÉÎÉÃÕ.
÷ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÏ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÜÌÅÇÁÎÔÎÏÍÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ.

∗òÁÂÏÔÁ ×ÙÐÏÌÎÅÎÁ × ÒÁÍËÁÈ ÐÒÏÅËÔÁ �ðÏÌÉÜÄÒÁÌØÎÙÅ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ�, ÆÉÎÁÎÓÉÒÕÅ-
ÍÏÇÏ DFG (çÅÒÍÁÎÓËÉÍ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÓËÉÍ ÏÂÝÅÓÔ×ÏÍ).

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×ÙÐ. 10, 2006(132{150)
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ôÅÏÒÅÍÁ 2 (æÏÒÍÕÌÁ çÒÁÍÁ).
n∑

k=0
(−1)k'k = 0; (2)

ÇÄÅ 'k | ÓÕÍÍÁ (ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ) ×ÅÌÉÞÉÎ ÕÇÌÏ× ÐÒÉ k-ÍÅÒÎÙÈ ÇÒÁÎÑÈ
ÄÁÎÎÏÇÏ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ.

äÁÄÉÍ ÂÏÌÅÅ ÓÔÒÏÇÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ÕÇÌÁ. ðÕÓÔØ P | n-ÍÅÒ-
ÎÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË, Q | ÅÇÏ k-ÍÅÒÎÁÑ ÇÒÁÎØ. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÔÏÞËÕ x ×ÎÕÔÒÉ
Q É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÛÁÒ B ÍÁÌÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × x. ÷ÅÌÉÞÉÎÁ ÕÇÌÁ
ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P ÐÒÉ ÇÒÁÎÉ Q ÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÊ ÄÏÌÅ ÏÂßÅÍÁ ÛÁÒÁ B,
ÎÁÈÏÄÑÝÅÊÓÑ ×ÎÕÔÒÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P :

'Q(P ) = vol(B ∩ P )
vol(B) :

üË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÍÁÌÕÀ ÓÆÅÒÕ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × x
É ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ËÁËÁÑ ÄÏÌÑ ÅÅ ÐÌÏÝÁÄÉ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ×ÎÕÔÒÉ P .

äÁÎÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÏÑÓÎÑÅÔ ÓÍÙÓÌ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ 'n−1 É 'n × ÆÏÒÍÕ-
ÌÅ (2). óÌÅÄÕÑ ÅÍÕ, ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÕÇÌÏ× ÐÒÉ (n−1)-ÍÅÒÎÙÈ ÇÒÁÎÑÈ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ
×ÅÌÉÞÉÎÕ 1=2. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÙ ÕÓÌÁ×ÌÉ×ÁÅÍÓÑ ÓÞÉÔÁÔØ ÓÁÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË
Ó×ÏÅÊ (ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ) n-ÍÅÒÎÏÊ ÇÒÁÎØÀ, ÏÔËÕÄÁ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÎÁÈÏÄÉÍ
'n = 1. ôÅÐÅÒØ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÂÅÚ ÔÒÕÄÁ ÍÏÖÅÔ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (1)
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÆÏÒÍÕÌÙ (2).

ëÒÏÍÅ ÆÏÒÍÕÌÙ çÒÁÍÁ, ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ É ÄÒÕÇÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ
×ÅÌÉÞÉÎÁÍÉ ÕÇÌÏ× ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ, ÆÏÒÍÕÌÙ äÅÎÁ { óÏÍÍÅÒ×ÉÌÑ. ïÎÉ ÐÏ-
Ñ×ÌÑÀÔÓÑ × ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÈ ÎÁÞÉÎÁÑ Ó 4, É ÍÙ ÏÔÌÏÖÉÍ ÉÈ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ
ÄÏ ÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂÎÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ.

* * * * * *
äÌÑ ÐÏÌÎÏÔÙ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ ÄÁÄÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ É ÅÇÏ ÇÒÁ-

ÎÅÊ. îÉÖÅ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÙ ÔÁËÖÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÑ, ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÙÅ × ÄÁÌØ-
ÎÅÊÛÅÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ÷ÙÐÕËÌÙÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏÍ × Rn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁ-
ÎÉÞÅÎÎÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. íÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ n-ÍÅÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Rm ⊂ Rn
ÍÅÎØÛÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ.

÷ÓÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ × ÓÔÁÔØÅ ÂÕÄÕÔ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØÓÑ ×ÙÐÕËÌÙÍÉ. ëÁË
ÐÒÁ×ÉÌÏ, ÍÙ ÔÁËÖÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ÓÏ×ÐÁ-
ÄÁÅÔ Ó ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ ÏÂßÅÍÌÀÝÅÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. üÔÏ ×ÁÖÎÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ,
ÐÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ÕÇÌÁ ÐÒÉ ÇÒÁÎÉ.
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ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ïÐÏÒÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P ⊂ Rn ÎÁÚÙ-
×ÁÅÔÓÑ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ (ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n − 1), ÉÍÅÀÝÁÑ
ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó P É ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ P ÌÅÖÉÔ ÐÏ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÔ ÎÅÅ.
çÒÁÎØÀ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ P Ó ÌÀÂÏÊ ÅÇÏ ÏÐÏÒÎÏÊ
ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ. éÎÏÇÄÁ Ë ÇÒÁÎÑÍ ÏÔÎÏÓÑÔ ÔÁËÖÅ ÓÁÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË P É/ÉÌÉ
ÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.

ëÁÖÄÁÑ ÇÒÁÎØ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ÓÁÍÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏÍ É ÉÍÅÅÔ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ. (òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÕÓÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÕÄÏÂÎÏ ÐÏ-
ÌÏÖÉÔØ ÒÁ×ÎÏÊ −1.) çÒÁÎÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 0 | ÜÔÏ ×ÅÒÛÉÎÙ. çÒÁÎÉ ÒÁÚÍÅÒ-
ÎÏÓÔÉ n − 1 × n-ÍÅÒÎÏÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÅÇÏ ÆÁÓÅÔÁÍÉ. íÎÏ-
ÇÏÇÒÁÎÎÉË ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ ËÁË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×,
ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÆÁÓÅÔÁÍÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ.
ôÁËÖÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÙÐÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ Ó×ÏÉÈ ×ÅÒÛÉÎ. �óÁ-
ÍÙÊ ÍÁÌÅÎØËÉÊ� n-ÍÅÒÎÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË × Rn | ÜÔÏ ÓÉÍÐÌÅËÓ, ÉÍÅÀÝÉÊ
n + 1 ÆÁÓÅÔÕ É n + 1 ×ÅÒÛÉÎÕ. åÓÌÉ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÙÐÕËÌÕÀ ÏÂÏÌÏÞ-
ËÕ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÏÞÅË × ÏÂÝÅÍ ÐÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÔÏ ×ÓÅ ÇÒÁÎÉ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ
ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ, ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, ÅÇÏ ÓÁÍÏÇÏ, ÂÕÄÕÔ ÓÉÍÐÌÅË-
ÓÁÍÉ (ÐÒÉÍÅÒ: ÏËÔÁÜÄÒ, Ó ÐÏÛÅ×ÅÌÅÎÎÙÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÎÁÓÔÁÉ-
×ÁÅÍ ÎÁ ÏÂÝÅÍ ÐÏÌÏÖÅÎÉÉ). ôÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÍÐÌÉÃÉ-
ÁÌØÎÙÍ. ï ÓÉÍÐÌÉÃÉÁÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁÈ ÐÏÊÄÅÔ ÒÅÞØ × ËÏÎÃÅ ÜÔÏÊ
ÓÔÁÔØÉ.

íÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÆÏÒÍÕÌÕ üÊÌÅÒÁ ÄÌÑ
n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ. åÓÌÉ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ fk, k = 0; 1; : : : ; n
ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï k-ÍÅÒÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ ÄÁÎÎÏÇÏ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P , ÔÏ ÜÔÁ
ÆÏÒÍÕÌÁ ÇÌÁÓÉÔ:

n∑

k=0
(−1)kfk = 1: (3)

ðÏÓËÏÌØËÕ fn = 1 (ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÅÊ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ n-ÍÅÒÎÏÊ
ÇÒÁÎØÀ), ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ ÞÁÓÔÏ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÀÔ × ×ÉÄÅ

n−1∑

k=0
(−1)kfk = 1 + (−1)n−1:

÷ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× (ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ûÅÐÁÒÄÁ × ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ 3) ÍÙ
ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ üÊÌÅÒÁ × ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ËÏÇÄÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-
×ÁÅÔÓÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ÎÁ ÂÏÌÅÅ ÍÅÌËÉÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ, É fk
ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï k-ÍÅÒÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ.

âÏÌÅÅ ÂÌÉÚËÏ Ó ×ÏÓÈÉÔÉÔÅÌØÎÙÍ É ÄÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÚÁÇÁÄÏÞÎÙÍ ÍÉÒÏÍ ÍÎÏ-
ÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× ÞÉÔÁÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ ÐÏÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ ÐÏ ËÎÉÇÅ [8].
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2. æÏÒÍÕÌÁ çÒÁÍÁ ÄÌÑ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ
÷ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ 1. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ

×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:
ìÅÍÍÁ 1. äÌÑ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ � ÎÁ ÓÆÅÒÅ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ

ÒÁÄÉÕÓÁ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
S(�) = �+ � + 
 − �; (4)

ÇÄÅ S(�) | ÐÌÏÝÁÄØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, Á �, � É 
 | ×ÅÌÉÞÉÎÙ ÅÇÏ ÕÇÌÏ×.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÏÇÒÁ-

ÎÉÞÅÎ ÄÕÇÁÍÉ ÂÏÌØÛÉÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ. éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅÓÅ-
ÞÅÎÉÅÍ ÔÒÅÈ ÐÏÌÕÓÆÅÒ ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÉÈ ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅ-
ËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ. ðÕÓÔØ H1;H2;H3 | ÜÔÉ ÐÏÌÕÓÆÅÒÙ. ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÍ

H1 ∩H2 ∩H3 = �;
H1 ∪H2 ∪H3 = S2 \�′:

úÄÅÓØ S2 | ÓÆÅÒÁ, �′ | ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏ-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÕ � ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÃÅÎÔÒÁ ÓÆÅÒÙ (ÒÉÓ. 1). òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÞÁÓÔÉ, ÎÁ
ËÏÔÏÒÙÅ ÄÅÌÑÔ ÓÆÅÒÕ ÇÒÁÎÉÃÙ ÏÂÌÁÓÔÅÊ H1;H2 É H3, ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

S(H1 ∪H2 ∪H3) = S(H1) + S(H2) + S(H3)− S(H1 ∩H2)−
−S(H2 ∩H3)− S(H3 ∩H1) + S(H1 ∩H2 ∩H3)

(ÆÏÒÍÕÌÁ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ-ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ). ïÄÎÁËÏ S(Hi) = 2� ÄÌÑ i = 1; 2; 3, Á
S(Hi ∩ Hj) ÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ ÕÄ×ÏÅÎÎÏÍÕ ÕÇÌÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ � ÐÒÉ ×ÅÒÛÉÎÅ,

òÉÓ. 1. óÆÅÒÉÞÅÓËÉÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË É ÅÇÏ ÁÎÔÉÐÏÄ
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ÌÅÖÁÝÅÊ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÐÏÌÕÓÆÅÒ Hi É Hj . ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÜÔÉ É ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ
×ÙÛÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

4� − S(�′) = 3 · 2� − 2�− 2� − 2
 + S(�):
ðÏÓËÏÌØËÕ S(�′) = S(�), ÏÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (4). ¤

úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÌÏÝÁÄØ ×ÙÐÕËÌÏÇÏ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ n-ÕÇÏÌØ-
ÎÉËÁ M ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

S(M) =
n∑

i=1
�i − (n− 2)�;

ÇÄÅ �i, i = 1; : : : ; n | ×ÅÌÉÞÉÎÙ ÕÇÌÏ× ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ. (ðÏÄÓËÁÚËÁ: òÁÚ-
ÒÅÖØÔÅ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ.)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ v ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉ-
ËÁ ×ÏÚØÍÅÍ ÓÆÅÒÕ ÍÁÌÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ v. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÜÔÏÊ
ÓÆÅÒÙ Ó ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏÍ. õ×Å-
ÌÉÞÉÍ ÓÆÅÒÕ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÅÅ ÒÁÄÉÕÓ ÓÔÁÌ ÒÁ×ÎÙÍ ÅÄÉÎÉÃÅ É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ
ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ÞÅÒÅÚ Mv. ðÏ ÚÁÄÁÞÅ 1 ÉÍÅÅÍ

S(Mv) =
nv∑

i=1
�i(v)− (nv − 2)�;

ÇÄÅ nv | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÔÏÒÏÎ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ Mv, Á �i(v) | ×ÅÌÉÞÉÎÙ
ÅÇÏ ÕÇÌÏ×. ðÒÉ ÜÔÏÍ �i(v) ÒÁ×ÎÙ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ×ÅÌÉÞÉÎÁÍ Ä×Õ-
ÇÒÁÎÎÙÈ ÕÇÌÏ× ÐÒÉ ÒÅÂÒÁÈ, ÉÓÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ v, Á S(Mv) ÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ
ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ×ÅÌÉÞÉÎÅ �v ÔÅÌÅÓÎÏÇÏ ÕÇÌÁ ÐÒÉ v. ðÒÏÓÕÍÍÉÒÏ×Á× ×ÓÅ
ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÐÏÌÕÞÁÅÍ:∑

v
�v =

∑
v

∑
e⊃v

�e − �
∑
v

(nv − 2):

ðÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÏÅ ÒÅÂÒÏ e ÓÏÄÅÒÖÉÔ Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ, Ä×ÕÇÒÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ �e
ÐÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÒÏ×ÎÏ Ä×Á ÒÁÚÁ. ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÉÍÅ-
ÅÍ ∑

v nv = 2E, ÇÄÅ E | ÞÉÓÌÏ ÒÅÂÅÒ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÐÅÒÅÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ∑

v
�v = 2

∑
e
�e − 2�(E − V );

ÇÄÅ V ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ. ðÒÉÎÉÍÁÑ ×Ï ×ÎÉÍÁÎÉÅ
ÆÏÒÍÕÌÕ üÊÌÅÒÁ V − E + F = 2, ÍÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ (1). ¤

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 1 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÏ ÎÁ ÂÏÌÅÅ ×ÙÓÏËÉÅ ÒÁÚ-
ÍÅÒÎÏÓÔÉ, ËÁË ÜÔÏ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÓÄÅÌÁÔØ ÞÉÔÁÔÅÌÀ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ.

úÁÄÁÞÁ 2. ðÕÓÔØ Sn | ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÓÆÅÒÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n (ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
ÔÏÞÅË ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ 1 ÏÔ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ × (n+ 1)-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å).
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óÆÅÒÉÞÅÓËÉÍ ÓÉÍÐÌÅËÓÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ (n + 1)-Ê ÐÏÌÕÓÆÅÒÙ
ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÎÉ ÏÄÎÁ ÔÏÞËÁ ÓÆÅÒÙ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÈ ÏÂÝÅÊ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ.
ðÕÓÔØ � | ÓÉÍÐÌÅËÓ ÎÁ Sn. äÏËÁÖÉÔÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

n∑

k=0
(−1)k'k = (1 + (−1)n) vol(�)

vol(Sn) : (5)

úÄÅÓØ vol ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÂßÅÍ1), 'k | ÓÕÍÍÁ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ ÕÇÌÏ×
ÐÒÉ k-ÍÅÒÎÙÈ ÇÒÁÎÑÈ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ �. õÇÌÙ ÐÒÉ ÇÒÁÎÑÈ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏ-
ÇÒÁÎÎÉËÁ ÉÚÍÅÒÑÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÕÇÌÁÍ Å×ËÌÉÄÏ×Á ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ, ÓÍÏ-
ÔÒÉ ××ÅÄÅÎÉÅ.
æÏÒÍÕÌÁ (5) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ çÒÁÍÁ ÄÌÑ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ.
úÁÍÅÔØÔÅ, ÞÔÏ × ÎÅÞÅÔÎÙÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÈ ÐÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ × ÎÅÊ ÒÁ×ÎÁ 0. ôÁ-
ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÁÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÎÅ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÏÂßÅÍ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ
ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ ÞÅÒÅÚ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ÅÇÏ ÕÇÌÏ×.

ðÏÐÙÔËÁ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÄÁÎÎÏÅ ×ÙÛÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÆÏÒÍÕÌÙ çÒÁÍÁ ÎÁ
×ÙÓÛÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÎÁÔÁÌËÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÅÒØÅÚÎÙÅ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ (ÏÓÏÚÎÁÊÔÅ,
ËÁËÉÅ!). ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÐÏÊÔÉ ÄÒÕÇÉÍ ÐÕÔÅÍ.

3. ä×Á ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÆÏÒÍÕÌÙ çÒÁÍÁ × ×ÙÓÛÉÈ
ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÈ

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï óÏÍÍÅÒ×ÉÌÑ
ðÅÒ×ÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÆÏÒÍÕÌÙ (2) ÄÌÑ ×ÙÐÕËÌÏÇÏ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏ-

ÇÒÁÎÎÉËÁ P ÐÒÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ n ÂÙÌÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÏ óÏÍÍÅÒ×ÉÌÅÍ × [6]. ïÎÏ
ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ÜÔÁÐÏ×.

ìÅÍÍÁ 2. æÏÒÍÕÌÁ çÒÁÍÁ ×ÅÒÎÁ ÄÌÑ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ çÒÁÍÁ ÄÌÑ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ

ÓÉÍÐÌÅËÓÁ (5) ×ÅÒÎÁ ÎÁ ÓÆÅÒÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ: ÐÒÉ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ ×Å-
ÌÉÞÉÎÙ ÕÇÌÏ× ÓÉÍÐÌÅËÓÁ ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ, ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÏÂßÅÍÁ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ Ë ÏÂß-
ÅÍÕ ÓÆÅÒÙ ÔÁËÖÅ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÎÅÉÚÍÅÎÎÙÍ. éÄÅÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÏÓÔÏÉÔ ×
ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÄÁÎÎÙÊ Å×ËÌÉÄÏ× ÓÉÍÐÌÅËÓ ËÁË ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÊ ÎÁ
ÓÆÅÒÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ. ïÂßÅÍ ÔÁËÏÊ ÓÆÅÒÙ ÂÅÓËÏÎÅÞÅÎ, ÐÏÜÔÏÍÕ
ÐÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (5) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × 0.

âÏÌÅÅ ÓÔÒÏÇÏ: ÐÏÍÅÓÔÉÍ n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Rn ×ÍÅÓÔÅ Ó ÌÅÖÁÝÉÍ
× ÎÅÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÙÍ ÓÉÍÐÌÅËÓÏÍ �R × (n + 1)-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Rn+1.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÆÅÒÕ ÒÁÄÉÕÓÁ R × Rn+1, ËÁÓÁÀÝÕÀÓÑ Rn ×ÂÌÉÚÉ ÓÉÍÐÌÅË-
ÓÁ, ÓËÁÖÅÍ, × ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÅÇÏ ÔÏÞÅË. óÐÒÏÅÃÉÒÕÅÍ ÓÉÍÐÌÅËÓ ÎÁ ÓÆÅÒÕ ÐÒÉ

1)äÌÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÆÅÒÙ Sn ÍÙ ÇÏ×ÏÒÉÍ Ï ÅÇÏ ÏÂßÅÍÅ, Á ÎÅ Ï ÐÌÏÝÁÄÉ, ÐÏÓËÏÌØËÕ
×ÓÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ ÚÄÅÓØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, É ÐÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓ �, ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ × Sn;
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Rn+1 ÉÇÒÁÅÔ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÕÀ ÒÏÌØ.
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ÐÏÍÏÝÉ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÉÚ ÅÅ ÃÅÎÔÒÁ. çÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ × Rn ÐÅÒÅÊÄÕÔ ÐÒÉ ÐÒÏÅË-
ÃÉÉ × ÂÏÌØÛÉÅ ÇÉÐÅÒÓÆÅÒÙ (ÔÏÞÎÅÅ, × ÉÈ ÐÏÌÏ×ÉÎÙ), ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÂÒÁÚÏÍ �R
ÂÕÄÅÔ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÉÍÐÌÅËÓ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ �S. ôÅÐÅÒØ ÂÕÄÅÍ
Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÔØ ÒÁÄÉÕÓ ÓÆÅÒÙ, ÓÌÅÄÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÏÎÁ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ËÁ-
ÓÁÌÁÓØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Rn × ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÔÏÞÅË ÓÉÍÐÌÅËÓÁ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ
×ÅÌÉÞÉÎÙ ÕÇÌÏ× ÓÉÍÐÌÅËÓÁ �S ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ×ÅÌÉÞÉÎÁÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ
ÕÇÌÏ× ÓÉÍÐÌÅËÓÁ �R, ÏÂßÅÍ �S ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÏÂßÅÍÕ �R, Á ÏÂßÅÍ ÓÆÅÒÙ
ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. ðÏÜÔÏÍÕ × ÐÒÅÄÅÌÅ ÆÏÒÍÕÌÁ (5) ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ ×
ÆÏÒÍÕÌÕ (2). ¤

÷ÔÏÒÏÊ ÜÔÁÐ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÏÓÔÏÉÔ × ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P
ÎÁ ÓÉÍÐÌÅËÓÙ É ×Ù×ÏÄÅ ÆÏÒÍÕÌÙ çÒÁÍÁ ÄÌÑ ÃÅÌÏÇÏ P ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ ÄÌÑ
ÅÇÏ ÞÁÓÔÅÊ. ôÏ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÅ ÐÏÄÒÁÚÄÅÌÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁ-
ÔÒÉ×ÁÔØ, ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÕÔÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÇÒÁÎÅÊ ÍÎÏÇÏ-
ÇÒÁÎÎÉËÁ.

ðÕÓÔØ Q | ÇÒÁÎØ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P . ÷ÙÂÅÒÅÍ ×ÎÕÔÒÉ Q ÐÒÏÉÚ×ÏÌØ-
ÎÕÀ ÔÏÞËÕ cQ É ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÐÉÒÁÍÉÄÙ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ cQ ÎÁÄ ×ÓÅÍÉ ÇÒÁÎÑÍÉ,
ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÉÓÑ × Q. üÔÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ú×ÅÚÄÎÙÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÍÎÏ-
ÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P × ÇÒÁÎÉ Q. çÒÁÎÑÍÉ ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÇÏÓÑ ÐÏÄÒÁÚÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁÚÙ×Á-
ÀÔÓÑ ×ÓÅ ÇÒÁÎÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P , ÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ Q (É, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÅ
ÚÁÔÒÏÎÕÔÙÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ), Á ÔÁËÖÅ ×ÓÅ ÐÏÌÕÞÉ×ÛÉÅÓÑ ÐÉÒÁÍÉÄÙ É ÇÒÁÎÉ
ÜÔÉÈ ÐÉÒÁÍÉÄ.

âÕÄÅÍ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÔØ Ú×ÅÚÄÎÙÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ × ÇÒÁÎÑÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P
× ÐÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ: ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÏÄÒÁÚÄÅÌÉÍ ÐÏ ÏÞÅÒÅÄÉ ×ÓÅ
ÒÅÂÒÁ, ÚÁÔÅÍ ×ÓÅ Ä×ÕÍÅÒÎÙÅ ÇÒÁÎÉ, É Ô. Ä. ÷ ËÏÎÃÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ
× ÓÁÍÏÍ P , ×ÙÂÒÁ× ÔÏÞËÕ cP × ÅÇÏ ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÉ. òÉÓÕÎÏË 2 ÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÅÔ
ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ (ÚÄÅÓØ ÓÎÁÞÁÌÁ ÒÁÚÂÉÔÙ
ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ×ÓÅ ÒÅÂÒÁ, ÚÁÔÅÍ ×ÓÅ ÇÒÁÎÉ, ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÛÁÇ Ó ÔÏÞËÏÊ cP ÏÐÕ-
ÝÅÎ). ðÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÛÁÇÁ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÏ×ÏÅ, ÂÏÌÅÅ ÍÅÌËÏÅ ÐÏÄÒÁÚÄÅÌÅ-
ÎÉÅ P . ú×ÅÚÄÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ × ÇÒÁÎÉ ÔÅËÕÝÅÇÏ ÐÏÄÒÁÚÄÅÌÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ

òÉÓ. 2. âÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÄÒÁÚÄÅÌÅÎÉÅ ËÁË ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÙÈ Ú×ÅÚÄÎÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ
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ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ×ÙÛÅ × ÓÌÕÞÁÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ. îÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ
ÕÇÌÁ ÐÒÉ ÇÒÁÎÉ ÐÏÄÒÁÚÄÅÌÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ×ÅÌÉÞÉÎÅ
ÕÇÌÁ ÐÒÉ ÇÒÁÎÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ×ÅÌÉÞÉÎ ÕÇÌÏ× ÐÒÉ ÇÒÁÎÑÈ ÎÅ
ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ Ú×ÅÚÄÎÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ. ðÕÓÔØ 'k | ÓÕÍÍÁ ×ÅÌÉÞÉÎ ÕÇÌÏ× ÐÒÉ
k-ÍÅÒÎÙÈ ÇÒÁÎÑÈ ÐÏÄÒÁÚÄÅÌÅÎÉÑ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ
ÐÅÒ×ÙÈ ÛÁÇÏ×, '′k | ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÐÏÓÌÅ Ú×ÅÚÄÎÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ×
ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ÇÒÁÎÉ Q. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ fk(Q) ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï k-ÍÅÒÎÙÈ ÇÒÁ-
ÎÅÊ ÔÅËÕÝÅÇÏ ÐÏÄÒÁÚÄÅÌÅÎÉÑ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈÓÑ × ÇÒÁÎÉ Q, É ÞÅÒÅÚ � | ÕÇÏÌ
ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P ÐÒÉ ÇÒÁÎÉ Q. ôÏÇÄÁ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á:

'′l = 'l ÐÒÉ l > k; '′k = 'k + �(fk−1(Q)− 1);
'′l = 'l + �fl−1(Q) ÐÒÉ k > l > 0; '′0 = '0 + �:

óÕÍÍÉÒÕÑ Ó ÞÅÒÅÄÕÀÝÉÍÉÓÑ ÚÎÁËÁÍÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
n∑

k=0
(−1)k'′k =

n∑

k=0
(−1)k'k+

+ �(1− f0(Q) + · · ·+ (−1)k−1fk−2(Q) + (−1)k(fk−1(Q)− 1)):
ôÁË ËÁË f0(Q) = 1, ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ üÊÌÅÒÁ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ Q ÓÌÅÄÕÅÔ,
ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ � ÒÁ×ÅÎ 0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

n∑

k=0
(−1)k'′k =

n∑

k=0
(−1)k'k :

ôÅÐÅÒØ ÐÏÄÓÞÉÔÁÅÍ ÓÕÍÍÕ ∑n
k=0(−1)k'k ÐÏÓÌÅ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ.

îÅÔÒÕÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P , ÞÔÏ
n-ÍÅÒÎÙÅ ÇÒÁÎÉ ÐÏÌÕÞÉ×ÛÅÇÏÓÑ ÐÏÄÒÁÚÄÅÌÅÎÉÑ | ÓÉÍÐÌÅËÓÙ Ó ÎÁÂÏÒÁÍÉ
×ÅÒÛÉÎ (cQ0 ; cQ1 ; : : : ; cQn), ÇÄÅ Qk | ÏÄÎÁ ÉÚ k-ÍÅÒÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎ-
ÎÉËÁ P É Qk ⊂ Qk+1 (ÔÁËÏÅ ÐÏÄÒÁÚÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÍ,
ÅÓÌÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÔÏÞËÉ cQ ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÇÒÁÎÉ Q). ëÁÖÄÁÑ ÇÒÁÎØ
ÐÏÄÒÁÚÄÅÌÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÁÎØÀ ÏÄÎÏÇÏ ÉÌÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÓÉÍÐÌÅË-
ÓÏ×. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÕÇÏÌ ÐÒÉ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÁÎÉ ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÅ ÕÇÌÏ× ÐÒÉ
ÎÅÊ ×ÓÅÈ ÓÉÍÐÌÅËÓÏ×, ËÏÔÏÒÙÍ ÏÎÁ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

n∑

k=0
(−1)k'k =

∑

�

n∑

k=0
(−1)k'�

k ;

ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ×ÅÄÅÔÓÑ ÐÏ ×ÓÅÍ n-ÍÅÒÎÙÍ ÓÉÍÐÌÅËÓÁÍ ÐÏÄÒÁÚÄÅÌÅÎÉÑ, Á
'�
k ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÕÍÍÕ ÕÇÌÏ× ÐÒÉ k-ÍÅÒÎÙÈ ÇÒÁÎÑÈ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ �. ðÏÓËÏÌØ-

ËÕ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÓÕÍÍ ÒÁ×ÎÁ 0 ÐÏ ÒÁÎÅÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ, ÉÍÅÅÍ∑n
k=0(−1)k'k = 0 ÄÌÑ ÐÏÌÕÞÉ×ÛÅÇÏÓÑ ÐÏÄÒÁÚÄÅÌÅÎÉÑ, Á ÚÎÁÞÉÔ É ÄÌÑ ÍÎÏ-

ÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P . æÏÒÍÕÌÁ çÒÁÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.
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* * * * * *
þÅÒÅÚ 40 ÌÅÔ ÐÏÓÌÅ ÐÕÂÌÉËÁÃÉÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï óÏÍÍÅÒ×ÉÌÑ ÂÙÌÏ ÎÅ-

ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÏÞÔÅÎÏ ÏÛÉÂÏÞÎÙÍ. ÷ÅÒÏÑÔÎÏ, ÐÒÉÞÉÎÏÊ ÐÏÓÌÕÖÉÌÏ ÔÏ, ÞÔÏ
óÏÍÍÅÒ×ÉÌØ ÕÐÏÔÒÅÂÌÑÌ ÔÅÒÍÉÎ �ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË� ÄÌÑ ÐÏÄÒÁÚÄÅÌÅÎÉÊ, ×ÏÚ-
ÎÉËÁÀÝÉÈ × ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á, É ÜÔÏ ÎÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÌÏ ÐÏ×ÙÓÉ×-
ÛÉÍÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÁÍ ÓÔÒÏÇÏÓÔÉ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÑ×ÉÌÉÓØ ÎÏ×ÙÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-
ÓÔ×Á ÆÏÒÍÕÌÙ çÒÁÍÁ. ïÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ, ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÏÅ ûÅÐÁÒÄÏÍ × [7] ÏÔÌÉ-
ÞÁÅÔÓÑ ÏÓÏÂÏÊ ÜÌÅÇÁÎÔÎÏÓÔØÀ, É ÍÙ ÅÇÏ ÚÄÅÓØ ÐÒÉ×ÅÄÅÍ.2)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ûÅÐÁÒÄÁ
÷ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ÕÇÌÁ 'Q(P ) ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P ÐÒÉ

ÇÒÁÎÉ Q. çÒÁÎÉ Q ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÔØ ËÏÎÕÓ LQ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÇÉÐÅÒ-
ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ ÆÁÓÅÔ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ Q. ëÏÎÕÓ LP | ÜÔÏ ×ÓÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï
Rn, ËÏÎÕÓ ÆÁÓÅÔÙ | ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. åÓÌÉ cQ | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ
×ÎÕÔÒÉ ÇÒÁÎÉ Q, ÔÏ ÍÙ ÉÍÅÅÍ

'Q(P ) = vol(B ∩ LQ)
vol(B) ;

ÇÄÅ B | ÛÁÒ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × cQ. ÷ÙÂÒÁ× ÐÏ ÔÏÞËÅ
cQ × ËÁÖÄÏÊ ÇÒÁÎÉ Q, ÐÅÒÅÎÅÓÅÍ ËÁÖÄÙÊ ËÏÎÕÓ LQ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÔÏÞËÁ cQ
ÐÏÐÁÌÁ × ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ôÏÇÄÁ ÆÏÒÍÕÌÁ çÒÁÍÁ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ

∑

Q
(−1)dimQ vol(B ∩ (LQ − cQ)) = 0; (6)

ÇÄÅ B ÎÁ ÜÔÏÔ ÒÁÚ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÛÁÒ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. äÌÑ ÄÏ-
ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ (ÐÏÞÔÉ)
ÌÀÂÏÇÏ ÌÕÞÁ, ÉÓÈÏÄÑÝÅÇÏ ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÓÕÍÍÁ ±1, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-
ÝÉÈ ÔÅÍ ËÏÎÕÓÁÍ, ×ÎÕÔÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÜÔÏÔ ÌÕÞ, ÒÁ×ÎÁ 0. éÎÙÍÉ
ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÐÏËÒÙÔÉÅ ÛÁÒÁ B ËÏÎÕÓÁÍÉ LQ − cQ, ×ÚÑÔÙÍÉ Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-
ÝÉÍÉ ÚÎÁËÁÍÉ, ÉÍÅÅÔ × ÐÏÞÔÉ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ ËÒÁÔÎÏÓÔØ 0.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÕÞ x, ÎÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÆÁÓÅÔ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉ-
ËÁ P . ôÏÞËÉ ÛÁÒÁ B, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÔÁËÉÈ ÌÕÞÁÈ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÏÂßÅÍÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÌÕÞÉ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀ-
ÝÉÅ ÜÔÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ. óÐÒÏÅÃÉÒÕÅÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË P × ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ x ÎÁ
ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ x. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÒÏÅËÃÉÀ ÞÅÒÅÚ P x. îÅÔÒÕÄÎÏ
×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÌÕÞ x ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ËÏÎÕÓÅ LQ − cQ × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ Q = P ÉÌÉ ÅÓÌÉ ÇÒÁÎØ Q �ÏÓ×ÅÝÅÎÁ� ÌÕÞÁÍÉ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØ-
ÎÙÍÉ x (ÇÒÁÎÉ, ÐÒÏÅËÃÉÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ P x, ÏÓ×ÅÝÅÎÎÙÍÉ
ÎÅ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ). òÉÓÕÎÏË 3 ÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÅÔ ÓÉÔÕÁÃÉÀ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

2)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ûÅÐÁÒÄÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÔÁËÖÅ × ÐÅÒÅ×ÏÄÅ ÎÁ ÁÎÇÌÉÊÓËÉÊ ÑÚÙË ËÎÉÇÉ
÷. ÷. ðÒÁÓÏÌÏ×Á É ÷. í. ôÉÈÏÍÉÒÏ×Á �çÅÏÍÅÔÒÉÑ� [5]. çÏÔÏ×ÉÔÓÑ ÅÅ ÒÕÓÓËÏÅ ÐÅÒÅÉÚÄÁÎÉÅ.
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x

òÉÓ. 3. ó×ÅÔ É ÔÅÎØ. òÅÂÒÁ, ÐÏ ËÏÔÏÒÙÍ Ó×ÅÔ �ÓËÏÌØÚÉÔ�, ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÚÁ-
ÔÅÎÅÎÎÙÍÉ

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ fxk ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÓ×ÅÝÅÎÎÙÈ k-ÍÅÒÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ, ÐÏÌÏÖÉ×
fxn = 1. ôÒÅÂÕÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ∑n

k=0(−1)kfxk = 0.
äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÔÅÎÅÎÎÙÅ ÇÒÁÎÉ. ÷ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k ÉÈ ËÏÌÉ-

ÞÅÓÔ×Ï ÒÁ×ÎÏ fk − fxk . ÷ ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ ÉÈ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ
(n − 1)-ÍÅÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P x. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ üÊÌÅÒÁ ÉÍÅÅÍ

n∑

k=0
(−1)k(fk − fxk ) = 1:

÷ÙÞÉÔÁÑ ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ üÊÌÅÒÁ ∑n
k=0(−1)kfk = 1 ÄÌÑ ÍÎÏ-

ÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P , ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÔÒÅÂÕÅÍÏÍÕ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (6) ÄÏËÁÚÁÎÏ, Á ×ÍÅÓÔÅ Ó ÎÉÍ É ÆÏÒÍÕÌÁ çÒÁÍÁ.

4. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ äÅÎÁ { óÏÍÍÅÒ×ÉÌÑ
÷ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÍÕ ÓÉÍÐÌÅËÓÕ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n:

� = ∩ni=0Hi; (7)
ÇÄÅ H0;H1; : : : ;Hn | ÐÏÌÕÓÆÅÒÙ n-ÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÙ Sn. æÏÒÍÕÌÁ çÒÁÍÁ (5)
ÄÌÑ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÏÂßÅÍÏ× ÓÉÍ-
ÐÌÅËÓÁ � É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÇÏ ÅÍÕ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ �′ (ÓÍ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍ-
ÍÙ 1). ïÄÎÁËÏ ÇÒÁÎÉÃÙ ÐÏÌÕÓÆÅÒ Hi ÄÅÌÑÔ ÓÆÅÒÕ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÒÕÇÉÈ
ÏÂÌÁÓÔÅÊ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁÒÎÙÊ ÏÂßÅÍ ÞÁÓÔÅÊ,
k-ËÒÁÔÎÏ ÐÏËÒÙ×ÁÅÍÙÈ ÐÏÌÕÓÆÅÒÁÍÉ Hi, ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÁÒÎÏÍÕ ÏÂßÅÍÕ
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ÞÁÓÔÅÊ, ÐÏËÒÙÔÙÈ n+1−k ÒÁÚ. üÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÐÒÉ×ÏÄÑÔ Ë ÃÅÌÏÍÕ ÎÁÂÏÒÕ
ÎÏ×ÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÕÇÌÁÍÉ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ (ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ-
ÍÉ) ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ äÅÎÁ { óÏÍÍÅÒ×ÉÌÑ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ äÅÎÁ {
óÏÍÍÅÒ×ÉÌÑ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÑÀÔÓÑ ÎÁ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ÕÇÌÏ× ÓÉÍÐÌÉÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏ-
ÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ. îÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÓÔØ ÏÎÉ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ËÁË ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ
ÍÅÖÄÕ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ÇÒÁÎÅÊ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ÔÁËÏÇÏ
×ÉÄÁ. ïÂÏ ×ÓÅÍ ÜÔÏÍ É ÐÏÊÄÅÔ ÒÅÞØ × ÄÁÎÎÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Si ÇÒÁÎÉÞÎÕÀ ÓÆÅÒÕ ÐÏÌÕÓÆÅÒÙ Hi. çÒÁÎÉ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ
(7) ÄÏÐÕÓËÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ I | ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ-
×Á ÉÎÄÅËÓÏ× {0; 1; : : : ; n}, ÎÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÅÅ ÓÏ ×ÓÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ. ðÏÌÏÖÉÍ

FI = (∩i∈ISi) ∩�:
ôÏÇÄÁ FI | ÇÒÁÎØ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ �, ÉÍÅÀÝÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ n − |I|. çÒÁÎÉ FI
ÍÙ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ÅÅ ÌÕÎËÕ

HI = ∩i∈IHi

(ÓÒÁ×ÎÉÔÅ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ËÏÎÕÓÁ ÇÒÁÎÉ Å×ËÌÉÄÏ×Á ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ × ÐÒÅ-
ÄÙÄÕÝÅÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ). îÅÔÒÕÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÏÂßÅÍÁ ÌÕÎËÉ
Ë ÏÂßÅÍÕ ÓÆÅÒÙ ÅÓÔØ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÕÇÌÁ ÐÒÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÇÒÁÎÉ. ôÁËÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÍÅÅÍ

'l = 1
vol(Sn)

∑

|I|=n−l
vol(HI):

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÚÂÉ×ÁÀÔ ÓÆÅÒÕ Sn ÅÅ ÐÏÄÓÆÅÒÙ
Si. ëÁÖÄÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ J ⊂ {0; 1; : : : ; n} ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÏÂÌÁÓÔØ

GJ = (∩j∈JHj) ∩ (∩j =∈JHj);
ÇÄÅHj ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÏÌÕÓÆÅÒÕ, ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÕÀHj . ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÃÅÎÔÒÁ ÓÆÅÒÙ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÏÂÌÁÓÔØ GJ × ÏÂÌÁÓÔØ G{0;1;:::;n}\J .
ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ×ÅÌÉÞÉÎ

 k = 1
vol(Sn)

∑

|J |=k
vol(GJ)

(ÄÏÌÑ ÏÂßÅÍÁ ÓÆÅÒÙ, ÐÏËÒÙÔÏÇÏ ÐÏÌÕÓÆÅÒÁÍÉ Hi ÒÏ×ÎÏ k ÒÁÚ) ÉÍÅÀÔ ÍÅ-
ÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

 k =  n+1−k :
åÓÌÉ ÍÙ ÓÍÏÖÅÍ ×ÙÒÁÚÉÔØ ×ÅÌÉÞÉÎÙ { k} ÞÅÒÅÚ ÎÁÂÏÒ ×ÅÌÉÞÉÎ {'l}, ÔÏ
ÐÏÌÕÞÁÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ×ÅÌÉÞÉÎÁÍÉ ÕÇÌÏ× ÓÉÍÐÌÅËÓÁ �.

÷ËÌÀÞÅÎÉÅ GJ ⊂ Hi ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ i ∈ J .
ðÏÜÔÏÍÕ

GJ ⊂ HI ⇔ J ⊃ I:
óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ |J | = k, ÔÏ ÌÕÎËÉ HI , ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ (n − l)-ÍÅÒÎÙÍ
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ÇÒÁÎÑÍ, ÐÏËÒÙ×ÁÀÔ ÄÁÎÎÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ GJ Ó ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ
(k
l
)
. üÔÏ ÎÁÂÌÀ-

ÄÅÎÉÅ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÓÕÍÍÁÒÎÙÊ ÏÂßÅÍ (n − l)-ÌÕÎÏË ÞÅÒÅÚ ÏÂßÅÍÙ
ÏÂÌÁÓÔÅÊ GJ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

'n−l =
n+1∑

k=l

(k
l

)
 k : (8)

(îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ l = n ÉÍÅÅÍ '0 =  n + (n+ 1) n+1.)
úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ  n+1 = vol(�)= vol(Sn). äÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á ××ÅÄÅÍ ÄÏÐÏÌÎÉ-

ÔÅÌØÎÕÀ ×ÅÌÉÞÉÎÕ
'−1 = vol(�)

vol(Sn) :

ôÏÇÄÁ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (8) ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ×ÓÅÈ l ÏÔ 0 ÄÏ n+ 1 É ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ
ÓÉÓÔÅÍÕ ÉÚ (n+ 2) ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ  0;  1; : : : ;  n+1.
åÅ ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÉÔØ ÐÕÔÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ, ÎÁ-
ÞÉÎÁÑ Ó  n+1. ïÄÎÁËÏ ÅÓÔØ ÐÒÉÅÍ, ÐÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÊ ÒÅÛÉÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ ÂÙÓÔÒÅÅ
É ÚÁÐÉÓÁÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÕÇÌÁÍÉ × ÂÏÌÅÅ ÚÁÐÏÍÉÎÁÀÝÅÊÓÑ ÆÏÒÍÅ.

õÍÎÏÖÉÍ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ× (8) ÎÁ tl É ÐÒÏÓÕÍÍÉÒÕÅÍ ÐÏ l ÏÔ 0 ÄÏ
n+ 1. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

n+1∑

l=0
'n−ltl =

n+1∑

k=0
 k(t+ 1)k:

ðÒÏÉÚ×ÏÄÑ ÚÁÍÅÎÕ t→ t− 1 É ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-
ÀÝÉÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ t, ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ

 k =
n+1∑

l=k
(−1)l−k

( l
k

)
'n−l ÐÒÉ k = 0; 1; : : : ; n+ 1: (9)

ðÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÏÔÓÀÄÁ ÐÒÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á  k =  n+1−k ÓÏÏÔ-
ÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÕÇÌÁÍÉ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÅÒÅÎÅÓÅÎÙ
ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ× ÓÌÕÞÁÊ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÍÙ ÜÔÏ ÄÅÌÁÌÉ ÐÒÉ
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÌÅÍÍÙ 2, ÐÒÉÂÌÉÚÉÔØ Å×ËÌÉÄÏ× ÓÉÍÐÌÅËÓ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍ ÎÁ
ÓÆÅÒÅ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ×ÅÌÉÞÉÎÁ '−1, ÒÁ×ÎÁÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ
ÏÂßÅÍÁ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ Ë ÏÂßÅÍÕ ÓÆÅÒÙ, ÏÂÎÕÌÑÅÔÓÑ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÍÉ ÄÏËÁÚÁÎÁ
ôÅÏÒÅÍÁ 3 (óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ äÅÎÁ { óÏÍÍÅÒ×ÉÌÑ ÄÌÑ ÓÉÍÐÌÅË-

ÓÁ). ðÕÓÔØ 'k, k = 0; : : : ; n, | ÓÕÍÍÁ ×ÅÌÉÞÉÎ ÕÇÌÏ× ÐÒÉ k-ÍÅÒÎÙÈ ÇÒÁÎÑÈ
n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ � (ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÌÉ Å×ËÌÉÄÏ×Á). ÷×ÅÄÅÍ ÔÁËÖÅ
ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ

'−1 =
{ vol(�)

vol(Sn) × ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ,
0 × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.
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òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

'(t) =
n+1∑

k=0
'n−ktk

É ÐÏÌÏÖÉÍ '(t− 1) = ∑n+1
k=0  ktk =  (t). ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

tn+1 (t−1) =  (t): (10)
éÌÉ, × ÂÏÌÅÅ Ñ×ÎÏÍ ×ÉÄÅ,

 k =  n+1−k ÐÒÉ k = 0; 1; : : : ; bn2 c : (11)

îÁËÏÎÅÃ, × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ×ÅÌÉÞÉÎ 'k:
n+1∑

l=k
(−1)l−k

( l
k

)
'n−l =

k∑

l=0
(−1)k−l

(n+ 1− l
k − l

)
'l−1 ; (12)

ÔÁËÖÅ ÐÒÉ k = 0; 1; : : : ; bn=2c.
ðÒÏÁÎÁÌÉÚÉÒÕÅÍ, ÓËÏÌØËÏ ÎÏ×ÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÓÏÏÔÎÏÛÅ-

ÎÉÑÈ äÅÎÁ { óÏÍÍÅÒ×ÉÌÑ. íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ b(n+ 2)=2c ÒÁ×ÅÎÓÔ× (12)
ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ.3) ïÄÎÁËÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄÌÑ k = 0 ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÒÁ-
×ÅÎÓÔ×Õ  0 =  n+1 É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÆÏÒÍÕÌÅ çÒÁÍÁ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ
(8) ÐÒÉ l = 0; 1 É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (11) ÓÌÅÄÕÅÔ:

'n−1 =
n+1∑

k=1
k k = n+ 1

2

n+1∑

k=0
 k = n+ 1

2 'n ;

ÞÔÏ ×ÐÏÌÎÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 'n = 1 É 'n−1 =
= (n + 1)=2 (Õ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ n + 1 ÆÁÓÅÔÁ, É ÕÇÏÌ ÐÒÉ ËÁÖÄÏÊ ÒÁ×ÅÎ 1=2).
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÓÌÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÉÚ ÓÉÓÔÅÍÙ (12)
ÍÏÖÎÏ ÉÓËÌÀÞÉÔØ ÏÄÎÏ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, Á ÏÄÎÏ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ× (ÆÏÒ-
ÍÕÌÁ çÒÁÍÁ) ÂÙÌÏ ÎÁÍ ÕÖÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ. éÔÏÇÏ ÍÙ ÉÍÅÅÍ bn=2c − 1 ÎÏ×ÙÈ
ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ. ÷ �ÏÓÑÚÁÅÍÙÈ� ÓÌÕÞÁÑÈ n = 2 É n = 3 ÍÙ,
ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÉÞÅÇÏ ÎÏ×ÏÇÏ; × ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÈ 4 É 5 ÉÍÅÅÔ-
ÓÑ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÎÏ×ÏÍÕ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ. ÷ÍÅÓÔÅ Ó ÆÏÒÍÕÌÏÊ çÒÁÍÁ
ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÒÁ×ÅÎÓÔ×:

{
'0 − '1 + '2 − 3

2 = 2'−1 ;
2'1 − 3'2 + 5 = 0

ÐÒÉ n = 4;
{'0 − '1 + '2 − '3 + 2 = 0;

'2 − 2'3 + 5 = 0 ÐÒÉ n = 5:

3)äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ × ÜÔÏÍ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÕÄÏÂÎÏ ÐÅÒÅÊÔÉ ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ 'l Ë ÐÅÒÅÍÅÎ-
ÎÙÍ  k.
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ôÅÏÒÅÍÕ (3) ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÓÉÍÐÌÉÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎ-
ÎÉËÁ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÍÐÌÉ-
ÃÉÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÅÇÏ ÇÒÁÎÉ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ ÅÇÏ ÓÁÍÏÇÏ,
Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÉÍÐÌÅËÓÁÍÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 4 (óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ äÅÎÁ { óÏÍÍÅÒ×ÉÌÑ ÄÌÑ ÓÉÍÐÌÉÃÉ-
ÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ). ðÕÓÔØ P | n-ÍÅÒÎÙÊ ÓÉÍÐÌÉÃÉÁÌØÎÙÊ
ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË (ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÌÉ Å×ËÌÉÄÏ×). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ fk, k = 0; 1,
: : : ; n, ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÅÇÏ k-ÍÅÒÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ, ÞÅÒÅÚ 'k ÓÕÍÍÕ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ
×ÅÌÉÞÉÎ ÕÇÌÏ× ÐÒÉ k-ÍÅÒÎÙÈ ÇÒÁÎÑÈ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÏÌÏÖÉÍ f−1 = 1 É

'−1 =
{ vol(P )

vol(Sn) × ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ,
0 × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ

'(t) =
n+1∑

k=0
'n−ktk;

f(t) =
n∑

k=0
fn−k−1tk

É ÐÏÌÏÖÉÍ

'(t− 1) =
n+1∑

k=0
 ktk =  (t);

f(t− 1) =
n∑

k=0
hktk = h(t):

ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
tn+1( (t−1) + h(t−1)− 1) =  (t) + h(t)− 1: (13)

÷ ÂÏÌÅÅ Ñ×ÎÏÍ ×ÉÄÅ,
 k −  n+1−k = hn+1−k − hk ÐÒÉ k = 1; : : : ; bn2 c ;
 0 −  n+1 = hn+1 − h0 + 1:

(14)

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á × (14) ÒÁ×ÎÙ 0 ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ
üÊÌÅÒÁ É çÒÁÍÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÙÂÅÒÅÍ ×ÎÕÔÒÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ÔÏÞËÕ cP É ÒÁ-
ÚÏÂØÅÍ P ÎÁ n-ÍÅÒÎÙÅ ÓÉÍÐÌÅËÓÙ | ÐÉÒÁÍÉÄÙ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ cP É ÆÁÓÅ-
ÔÁÍÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÓÎÏ×ÁÎÉÊ. ðÏÄÓÞÉÔÁÅÍ ÓÕÍÍÙ ×ÅÌÉÞÉÎ
ÕÇÌÏ× ×ÓÅÈ ÓÉÍÐÌÅËÓÏ× ÐÒÉ ÇÒÁÎÑÈ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. õÇÌÙ ÐÒÉ ×ÅÒÛÉ-
ÎÁÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÉÚ ÕÇÌÏ× ÐÒÉ ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÓÉÍÐÌÅËÓÏ×, ÐÒÉ
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ÜÔÏÍ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÅÝÅ ÕÇÌÙ ÓÉÍÐÌÅËÓÏ× ÐÒÉ ÉÈ ÏÂÝÅÊ ×ÅÒÛÉÎÅ cP . ÷ÍÅÓÔÅ
ÏÎÉ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÐÏÌÎÙÊ ÕÇÏÌ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÍÅÅÍ

∑

�
'0(�) = '0 + 1:

÷ÏÏÂÝÅ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k ÏÔ 0 ÄÏ n−1 ÕÇÌÙ ÐÒÉ k-ÍÅÒÎÙÈ ÇÒÁÎÑÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎ-
ÎÉËÁ ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÉÚ ÕÇÌÏ× ÐÒÉ k-ÍÅÒÎÙÈ ÇÒÁÎÑÈ ÓÉÍÐÌÅËÓÏ× ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ.
ëÁÖÄÁÑ ÉÚ ÎÅ ÕÞÔÅÎÎÙÈ ÐÒÉ ÜÔÏÍ k-ÍÅÒÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ ÓÉÍÐÌÅËÓÏ× ÎÁÔÑÎÕÔÁ
ÎÁ ×ÅÒÛÉÎÕ cP É ÎÅËÏÔÏÒÕÀ (k − 1)-ÍÅÒÎÕÀ ÇÒÁÎØ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ. óÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÕÇÌÙ ÇÒÕÐÐÉÒÕÀÔÓÑ × fk−1 ÐÏÌÎÙÈ ÕÇÌÏ×. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

∑

�
'k(�) = 'k + fk−1 ÐÒÉ k = 0; : : : ; n− 1:

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,
∑

�
'n(�) = fn−1 ;

∑

�
'−1(�) = '−1 :

ïÂÏÚÎÁÞÁÑ '-ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÄÌÑ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ � ÞÅÒÅÚ '�(t), ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÒÁ×ÅÎ-
ÓÔ×Õ

∑

�
'�(t) = '(t) + f(t)− 1:

ôÅÏÒÅÍÁ 4 ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 3 Ë ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÓÉÍ-
ÐÌÅËÓÏ× �. ¤

úÁÄÁÞÁ 3. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ h(t) ÄÌÑ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ.

ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ h ÔÁËÖÅ ÏÂÌÁÄÁÀÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ
ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ, ÐÏÄÏÂÎÙÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ  k =  n+1−k ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ  . üÔÉ
ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ, ÞÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÕÇÌÁÍÉ
ÓÉÍÐÌÉÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ, É ÉÍÅÎÎÏ ÉÈ ÉÍÅÀÔ × ×ÉÄÕ, ÇÏ×ÏÒÑ Ï
ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÈ äÅÎÁ { óÏÍÍÅÒ×ÉÌÑ.

ôÅÏÒÅÍÁ 5 (ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ äÅÎÁ { óÏÍÍÅÒ×É-
ÌÑ). ðÕÓÔØ P | n-ÍÅÒÎÙÊ ÓÉÍÐÌÉÃÉÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ
ÞÅÒÅÚ fk, k = 0; 1; : : : ; n, ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÅÇÏ k-ÍÅÒÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ É ÐÏÌÏÖÉÍ
f−1 = 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

f(t) =
n∑

k=0
fn−k−1tk
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É ÐÏÌÏÖÉÍ

f(t− 1) =
n∑

k=0
hktk = h(t):

ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
tnh(t−1) = h(t): (15)

÷ ÂÏÌÅÅ Ñ×ÎÏÍ ×ÉÄÅ,
hk = hn−k:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ 4. ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÓ ÉÎÔÅ-
ÒÅÓÕÀÔ ÔÏÌØËÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÇÒÁÎÅÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÒÅÄÉ ÍÎÏ-
ÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× ÄÁÎÎÏÇÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÇÏ ÔÉÐÁ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÁËÏÊ, ×ÅÌÉÞÉÎÙ
ÕÇÌÏ× ËÏÔÏÒÏÇÏ ÌÅÇËÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÉÌÉ ÏÃÅÎÉÔØ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÕÄÁÞÎÏÇÏ ×Ù-
ÂÏÒÁ ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÔÅÏÒÅÍÙ 4 ÂÕÄÕÔ ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÎÕÖÎÙÅ ÎÁÍ ÓÏÏÔÎÏ-
ÛÅÎÉÑ.

ðÕÓÔØ P | ÄÁÎÎÙÊ Å×ËÌÉÄÏ× ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË × Rn. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ n-ÍÅÒ-
ÎÕÀ ÓÆÅÒÕ, ËÁÓÁÀÝÕÀÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Rn ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÅ ÍÎÏÇÏ-
ÇÒÁÎÎÉËÁ P , É ÓÐÒÏÅÃÉÒÕÅÍ P ÎÁ ÓÆÅÒÕ ÉÚ ÅÅ ÃÅÎÔÒÁ. åÓÌÉ ÒÁÄÉÕÓ ÓÆÅÒÙ
r ÍÁÌ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÊÓÑ ÐÒÉ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË PS ÚÁÎÉÍÁÅÔ ÐÏ-
ÞÔÉ ×ÓÀ ÐÏÌÕÓÆÅÒÕ, ÏÂÒÁÝÅÎÎÕÀ Ë ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ Rn. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ
ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ÕÇÌÏ× ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P ÐÒÉ ×ÓÅÈ ÇÒÁÎÑÈ ÒÁÚÍÅÒ-
ÎÏÓÔÅÊ ÏÔ 0 ÄÏ n− 1 ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë 1=2 ÐÒÉ ÓÔÒÅÍÌÅÎÉÉ ÒÁÄÉÕÓÁ ÓÆÅÒÙ Ë 0.
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

lim
r→0

'k = 1
2fk ÐÒÉ k = 0; : : : ; n− 1:

úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ limr→0 '−1 = 1=2 É 'n = 1 ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ×ÅÌÉÞÉÎÙ
ÒÁÄÉÕÓÁ. ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

lim
r→0

('(t) + f(t)− 1) = t
2f(t) + 1 + f(t)− 1 =

( t
2 + 1

)
f(t);

ÇÄÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ËÁË ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ËÏÜÆ-
ÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

lim
r→0

( (t) + h(t)− 1) = t+ 1
2 h(t):

ôÏÇÄÁ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (13) ÓÌÅÄÕÅÔ

tn+1 t−1 + 1
2 h(t−1) = t+ 1

2 h(t);

ÏÔËÕÄÁ ÎÁÐÒÑÍÕÀ ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (15). ¤
ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ äÅÎÁ { óÏÍÍÅÒ×ÉÌÑ ÂÙÌÉ ×ÐÅÒ×ÙÅ ÄÏ-

ËÁÚÁÎÙ óÏÍÍÅÒ×ÉÌÅÍ × [6], ÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ
ÔÅÏÒÅÍÙ 4. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÕÐÏÍÑÎÕÔØ, ÞÔÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ óÏÍÍÅÒ×ÉÌÑ ÂÙÌÉ
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×ÄÏÈÎÏ×ÌÅÎÙ ÒÁÂÏÔÏÊ äÅÎÁ [2]. äÅÎ ÄÏËÁÚÁÌ ÔÅÏÒÅÍÕ 3 ÄÌÑ n = 4 É n = 5,
ÕËÁÚÁ× ÔÁËÖÅ ÎÁ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ n. íÅ-
ÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ äÅÎÁ { óÏÍÍÅÒ×ÉÌÑ ÄÏËÁÚÁÎÙ ÔÁËÖÅ × ÓÔÁÔØÅ [4]
ÄÌÑ �Ë×ÁÚÉÓÉÍÐÌÉÃÉÁÌØÎÙÈ� ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× | n-ÍÅÒÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉ-
ËÏ×, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅ ÇÒÁÎÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÍÅÎØÛÅÊ ÌÉÂÏ ÒÁ×ÎÏÊ n−2 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ
ÓÉÍÐÌÅËÓÁÍÉ.

5. äÒÕÇÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÕÇÌÁÍÉ

ëÒÏÍÅ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÇÏ ÕÇÌÁ ÐÒÉ ÇÒÁÎÉ Q ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P , ÍÏÖÎÏ ÒÁÓ-
ÓÍÏÔÒÅÔØ ÔÁËÖÅ É ×ÎÅÛÎÉÊ ÕÇÏÌ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ËÏÎÕÓ
NQ(P ) ÇÒÁÎÉ Q ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ P ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

NQ(P ) =
{∑

aini | ai > 0
}
;

ÇÄÅ ni | ×ÎÅÛÎÉÅ ÎÏÒÍÁÌÉ Ë ÆÁÓÅÔÁÍ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍ ÇÒÁÎØ Q. üË×É×Á-
ÌÅÎÔÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ: ×ÏÚØÍÅÍ ÔÏÞËÕ x ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÉ ÇÒÁÎÉ Q É ÒÁÓ-
ÓÍÏÔÒÉÍ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Rn, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ x | ÂÌÉÖÁÊÛÁÑ ÔÏÞËÁ
ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P . üÔÉ ÔÏÞËÉ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï x+NQ(P ). îÅÔÒÕÄÎÏ
×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÏÎÕÓÁ NQ(P ) ÒÁ×ÎÁ dimP − dimQ. ÷ ÞÁÓÔÎÏ-
ÓÔÉ, ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ËÏÎÕÓÙ ×ÅÒÛÉÎ ÉÍÅÀÔ ÐÏÌÎÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ. éÚ ×ÔÏÒÏ-
ÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÎÅÛÎÅÇÏ ÕÇÌÁ ÎÅÔÒÕÄÎÏ Õ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ËÏÎÕÓÙ
×ÅÒÛÉÎ ÐÏËÒÙ×ÁÀÔ ×ÓÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÐÅÒÅÓÅËÁÑÓØ ÌÉÛØ ÐÏ ËÏÎÕÓÁÍ ÍÅÎØ-
ÛÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ×ÅÌÉÞÉÎÕ ×ÎÅÛÎÅÇÏ ÕÇÌÁ
ÐÒÉ ÇÒÁÎÉ Q ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

�Q(P ) = vol(B ∩NQ)
vol(B) ;

ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
∑
v
�v(P ) = 1; (16)

ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ×ÅÄÅÔÓÑ ÐÏ ×ÓÅÍ ×ÅÒÛÉÎÁÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P . ÷ ÓÌÕÞÁÅ
ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ÆÏÒÍÕÌÁ (16) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÍ ÁÎÁÌÏ-
ÇÏÍ ÆÏÒÍÕÌÙ çÁÕÓÓÁ { âÏÎÎÅ ÄÌÑ ÓÆÅÒÙ.

îÁËÏÎÅÃ, ÕÐÏÍÑÎÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, ×Ï×ÌÅËÁÀÝÉÅ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ É ×ÎÅÛÎÉÅ
ÕÇÌÙ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ. îÁ ÜÔÏÔ ÒÁÚ ÐÕÓÔØ P | ÐÏÌÉÜÄÒÁÌØÎÙÊ ËÏÎÕÓ (ÐÅ-
ÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔ). çÒÁÎÉ ËÏÎÕÓÁ P , Á ÔÁËÖÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ É ×ÎÅÛÎÉÈ
ÕÇÌÏ× ÐÒÉ ÇÒÁÎÑÈ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÉÔÅÒ íÁËÍÁÌÌÅÎ
ÄÏËÁÚÁÌ × [3] ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
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∑

Q
'0(Q)�Q(P ) = 1;

∑

Q
(−1)dimQ'0(Q)�Q(P ) = 0;

∑

Q
(−1)dimQ�0(Q)'Q(P ) = 0;

ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ×ÅÄÅÔÓÑ ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ ÐÏ ×ÓÅÍ ÇÒÁÎÑÍ ËÏÎÕÓÁ P , Á ÎÁÞÁ-
ÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ËÁË ÇÒÁÎØ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ËÏÎÕÓÏ×. ïÔÍÅÔÉÍ,
ÞÔÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÐÏÌÉÜÄÒÁÌØÎÙÊ ËÏÎÕÓ | ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÓÆÅÒÉÞÅ-
ÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË (ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÇÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÓÏ ÓÆÅÒÏÊ S Ó ÃÅÎÔÒÏÍ
× ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ). ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÅÌÉÞÉÎÁÍ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÕÇÌÏ× '0(Q) ÏÔ×Å-
ÞÁÀÔ ÏÂßÅÍÙ ÇÒÁÎÅÊ S ∩ P , Á ×ÎÅÛÎÉÅ ÕÇÌÙ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ×ÎÅÛÎÉÍÉ ÕÇÌÁÍÉ.
åÓÌÉ ÓÌÏÖÉÔØ ÐÅÒ×ÏÅ É ×ÔÏÒÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á íÁËÍÁÌÌÅÎÁ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÏ-
ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, ×Ï×ÌÅËÁÀÝÅÅ ÔÏÌØËÏ ÇÒÁÎÉ ÞÅÔÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ
ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ. üÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÍ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÆÏÒÍÕ-
ÌÙ çÁÕÓÓÁ { âÏÎÎÅ ÄÌÑ ×ÙÓÛÉÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÆÏÒÍÕÌÙ çÁÕÓÓÁ { âÏÎÎÅ É ÆÏÒÍÕÌÙ çÒÁÍÁ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÙ
× ÇÌÁ×Å 7 ËÎÉÇÉ [1]. ôÁÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÓÌÕÞÁÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ×
× ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ.

á×ÔÏÒ ÐÒÉÚÎÁÔÅÌÅÎ ü. â. ÷ÉÎÂÅÒÇÕ, í. î. ÷ÑÌÏÍÕ É ÷. ÷. ðÒÁÓÏÌÏ×Õ ÚÁ
ÃÅÎÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ.
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