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ï ÐÒÁ×ÉÌÁÈ ËÏÎËÕÒÓÁ
÷ÎÉÍÁÎÉÀ ÓÔÕÄÅÎÔÏ× ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÄÏÍÁÛÎÉÊ ËÏÎËÕÒÓ.

ðÏÄÏÂÎÙÅ ËÏÎËÕÒÓÙ ÐÒÏ×ÏÄÉÌÉÓØ ÎÅÏÄÎÏËÒÁÔÎÏ × ÐÒÏÛÌÏÍ. (îÁÐÒÉÍÅÒ,
Ï ËÏÎËÕÒÓÅ 2001{2002 ÇÇ. ÓÏÏÂÝÁÌÏÓØ × �íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÉ�,
×ÙÐ. 7, 2003, Ó. 177{181.) óÒÅÄÉ ÉÈ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× ÅÓÔØ ËÁË ÎÅÄÁ×ÎÉÅ, ÔÁË É
ÏÞÅÎØ ÄÁ×ÎÉÅ ×ÙÐÕÓËÎÉËÉ ÍÁÔ-ÍÅÈÁ. éÄÅÑ ËÏÎËÕÒÓÁ (× ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÏÌÉÍÐÉ-
ÁÄ) × ÒÅÛÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞ, × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ, ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÓËÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ, ËÏÔÏÒÙÅ
ÎÅ ÒÅÛÁÀÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÐÒÉÅÍÏÍ, Á ÔÒÅÂÕÀÔ ÓÅÒØÅÚÎÙÈ É ÎÅÓÐÅÛÎÙÈ ÒÁÚÄÕ-
ÍÉÊ. ëÏÎËÕÒÓ ÐÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ ÐÏÄ ÜÇÉÄÏÊ óÁÎËÔ-ðÅÔÅÒÂÕÒÇÓËÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉ-
ÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÝÅÓÔ×Á. ïÂÝÅÓÔ×Ï ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÖÀÒÉ É ×ÙÄÅÌÑÅÔ ÄÅÎÅÖÎÙÅ ÐÒÉÚÙ
ÄÌÑ ÎÁÇÒÁÖÄÅÎÉÑ ÐÏÂÅÄÉÔÅÌÅÊ.

÷ ËÏÎËÕÒÓÅ ÍÏÇÕÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÕÞÁÓÔÉÅ ÓÔÕÄÅÎÔÙ ×ÓÅÈ ËÕÒÓÏ×. éÔÏÇÉ
ÓÒÅÄÉ ÐÅÒ×ÏËÕÒÓÎÉËÏ× ÐÏÄ×ÏÄÉÌÉÓØ ÏÔÄÅÌØÎÏ. äÏÐÕÓËÁÌÉÓØ ËÏÌÌÅËÔÉ×ÎÙÅ
(ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÔÒÅÈ ÞÅÌÏ×ÅË) ÒÁÂÏÔÙ.

îÉÖÅ ÐÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÚÁÄÁÞ ËÏÎËÕÒÓÁ 2004{2005 ÇÇ. ÷ ÐÒÅÄÌÁÇÁ-
ÅÍÏÍ ÓÐÉÓËÅ ÉÍÅÀÔÓÑ ÚÁÄÁÞÉ ÒÁÚÌÉÞÎÏÊ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ, ÏÔ ÓÒÁ×ÎÉÔÅÌØÎÏ ÎÅ-
ÓÌÏÖÎÙÈ ÄÏ ÎÅÒÅÛÅÎÎÙÈ ÐÒÏÂÌÅÍ. õÞÁÓÔÎÉËÉ ÍÏÇÕÔ ×ÙÂÒÁÔØ ÚÁÄÁÞÉ ÐÏ
×ËÕÓÕ É ÐÏÄÁ×ÁÔØ ÒÅÛÅÎÉÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÚÁÄÁÞ, ÄÁÖÅ ÏÄÎÏÊ. ðÒÉÎÉÍÁ-
ÀÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÞÁÓÔÅÊ ÚÁÄÁÞ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÉÚ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÕÎËÔÏ×.

c© ó.-ðÅÔÅÒÂÕÒÇÓËÏÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÝÅÓÔ×Ï, ðïíé òáî, íÁÔ-ÍÅÈ óðÂçõ, 2004

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×ÙÐ. 10, 2006(206{209)
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õÓÌÏ×ÉÑ ÚÁÄÁÞ
úÁÄÁÞÁ 1. äÁÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ⊂ R ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÍÅÒÙ ìÅÂÅÇÁ. æÕÎËÃÉÑ

f : R→ R ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏ ÐÒÉ ×ÓÅÈ x ∈ R É ÐÒÉ ×ÓÅÈ a ∈ A

f(x− a) = f(x) + f(a)− 1:

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f(x) ≡ 1.
úÁÄÁÞÁ 2. æÕÎËÃÉÑ f : (−1; 1) → R ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ É ÄÌÑ ÌÀ-

ÂÏÇÏ k = 0, 1, 2, . . . ÔÏÞËÁ x = 0 | ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ f (k)(x).
äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

∀" > 0 |f ′|1+" = o(f) ÐÒÉ x→ 0 :
úÁÄÁÞÁ 3. äÁÎÙ ÞÉÓÌÁ 0 < a < b. õÂÙ×ÁÀÝÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ

y(x) : [0; 1] → [0; 1] ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ xa − xb = ya − yb. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
∫ 1

0

ln y
x dx = − �2

3ab :

úÁÄÁÞÁ 4. ÷ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÕÚÌÁÈ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÉ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÒÁÓÐÏ-
ÌÏÖÅÎÙ ÔÏÞÅÞÎÙÅ ÉÓÔÏÞÎÉËÉ Ó×ÅÔÁ, Á × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ | ÔÏÞÅÞÎÙÅ ÚÁÓÌÏÎËÉ. éÓ-
ÔÏÞÎÉËÉ Ó×ÅÔÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ Ë×ÁÄÒÁÔÎÕÀ ÐÏÄÒÅÛÅÔËÕ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ M , Á ÚÁÓÌÏÎËÉ |
Ë×ÁÄÒÁÔÎÕÀ ÐÏÄÒÅÛÅÔËÕ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ N (ÓÔÏÒÏÎÙ ×ÓÅÈ ÒÅÛÅÔÏË ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍ ÏÓÑÍ). éÓÔÏÞÎÉË É ÚÁÓÌÏÎËÁ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.

÷ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÎÅÚÁÎÑÔÙÈ ÔÏÞÅË ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁÂÌÀÄÁÔÅÌØ. îÁÂÌÀÄÁÔÅÌØ
×ÉÄÉÔ ÉÓÔÏÞÎÉË Ó×ÅÔÁ, ÅÓÌÉ ÎÁ ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÍ ÉÈ ÏÔÒÅÚËÅ ÎÅÔ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ÚÁÓÌÏÎËÉ.
ðÒÉ ËÁËÉÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÈ M=N ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÒÅÛÅÔÏË É ÎÁÂÌÀÄÁÔÅÌÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ
ÔÁËÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÂÌÀÄÁÔÅÌØ

Á) ÎÅ ×ÉÄÉÔ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÉÓÔÏÞÎÉËÁ Ó×ÅÔÁ?
Â) ÎÅ ×ÉÄÉÔ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÉÓÔÏÞÎÉËÁ Ó×ÅÔÁ ×ÎÕÔÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÕÇÌÁ

Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ × ÔÏÞËÅ, ÇÄÅ ÏÎ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ?
úÁÄÁÞÁ 5. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ T ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ T = {z ∈ C : |z| = 1}.

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f : T → T , ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ
ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ h : T → T (ÍÏÖÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÍÉ h) ÎÁÊ-
ÄÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ nk, ÞÔÏ

∫

T
|fnk(t)− h(t)| dt→ 0 ÐÒÉ k → +∞:

(úÄÅÓØ fnk | ÏÂÙÞÎÏÅ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÅ × ÓÔÅÐÅÎØ.)
úÁÄÁÞÁ 6. Á) äÁÎ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ a, b, c É ÐÒÏÔÉ×Ï-

ÌÅÖÁÝÉÍÉ ÕÇÌÁÍÉ �s, �s, 
s. õÇÌÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ a, b, c ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ
ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ �, �, 
. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

�s − � 6 (�s − �) + (
s − 
):

Â) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÌÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÎÁ Ä×ÕÈ ÓÆÅÒÁÈ ÒÁÚ-
ÎÙÈ ÒÁÄÉÕÓÏ×? äÌÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ É ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ?
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úÁÄÁÞÁ 7. Á) äÁÎ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (x; y), ÉÍÅÀÝÉÊ × ÔÏÞËÅ (0; 0)
ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÕÌØ (Ô. Å. P (0; 0) = 0 É P (x; y) 6= 0 × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÏËÏÌÏÔÏÊ
ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ (0; 0)). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ n É
×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ C > 0, ÞÔÏ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ ×ÅÒÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

|P (x; y)| > C(x2 + y2)n: (∗)
Â) îÁÊÄÉÔÅ ÏÃÅÎËÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÑ n = n(k), k → +∞, ÔÁËÏÇÏ ÞÔÏ

ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (∗) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× P ÓÔÅÐÅÎÉ k.
úÁÄÁÞÁ 8. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ n-ÚÎÁÞÎÙÅ ÞÉÓÌÁ × k-ÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ (ÐÅÒ-

×ÏÊ ÃÉÆÒÏÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ É 0). îÁÚÏ×ÅÍ ÞÉÓÌÏ ÈÏÒÏÛÉÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÅÇÏ ÓÏ-
ÓÅÄÎÉÅ ÃÉÆÒÙ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 1. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n-ÚÎÁÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ A
ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ f(A) ËÁË ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÃÉÆÒ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ × ÎÅÍ ÚÁÞÅÒË-
ÎÕÔØ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉ×ÛÅÅÓÑ ÞÉÓÌÏ ÓÔÁÌÏ ÈÏÒÏÛÉÍ.

Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ c > 0 ÎÁÂÌÀÄÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ Ñ×ÌÅÎÉÅ ËÏÎ-
ÃÅÎÔÒÁÃÉÉ:

1
kn

∑

A
|f(A)=n− c| → 0; ÐÒÉ n→ +∞;

ÇÄÅ ÓÕÍÍÁ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ×ÓÅÍ n-ÚÎÁÞÎÙÍ ÞÉÓÌÁÍ.
Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ k = 3 ËÏÎÓÔÁÎÔÁ c ÒÁ×ÎÁ 1=3−√5=15.
×) ðÏÌÕÞÉÔÅ ËÁË ÍÏÖÎÏ ÌÕÞÛÉÅ ÏÃÅÎËÉ ÄÌÑ c ÐÒÉ k > 3.
úÁÄÁÞÁ 9. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ × ÚÁÍËÎÕÔÏÍ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ËÒÕÇÅ D

É ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ ÎÁ ÅÇÏ ÇÒÁÎÉÃÅ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ × ÔÏÞËÁÈ a É b, ÐÒÉ-
ÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ IntD, ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÍÁËÓÉÍÕÍÙ.

Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f ∈ C2(D), ÔÏ × IntD ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÝÅ ÏÄÎÁ (ÏÔÌÉÞÎÁÑ
ÏÔ a É b) ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÁÑ ÔÏÞËÁ f .

Â) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÐÕÎËÔÁ Á), ÅÓÌÉ f ∈ C1(IntD)?
úÁÄÁÞÁ 10. úÁÍËÎÕÔÙÅ ÎÅÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÇÌÁÄËÉÅ ËÒÉ×ÙÅ × R2 Ó ËÒÉ-

×ÉÚÎÏÊ ÍÅÎØÛÅ 1 ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÐÌÁ×ÎÙÍÉ.
Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ËÒÕÇ ÒÁÄÉÕÓÁ 2.1 ÎÅÌØÚÑ ×ÐÉÓÁÔØ ÐÌÁ×ÎÕÀ ËÒÉ×ÕÀ ÄÌÉ-

ÎÙ ÂÏÌØÛÅ 100. îÁÊÄÉÔÅ ÂÏÌÅÅ ÒÁÚÕÍÎÕÀ ÏÃÅÎËÕ Ó×ÅÒÈÕ ÄÌÉÎÙ ÐÌÁ×ÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ,
ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÐÏÍÅÓÔÉÔØ × ÜÔÏÔ ËÒÕÇ.

Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ËÒÕÇ ÒÁÄÉÕÓÁ 2.2 ÍÏÖÎÏ ×ÐÉÓÁÔØ ÐÌÁ×ÎÕÀ ËÒÉ×ÕÀ ÓËÏÌØ
ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ ÄÌÉÎÙ.

×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ ` > 2�, ÞÔÏ × ËÒÕÇ ÒÁÄÉÕÓÁ 2.2
ÎÅÌØÚÑ ×ÐÉÓÁÔØ ÐÌÁ×ÎÕÀ ËÒÉ×ÕÀ ÄÌÉÎÙ `.

Ç) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÐÌÁ×ÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ, ÌÅÖÁÝÉÅ × ËÒÕÇÅ ÂÏÌØÛÏÇÏ
ÒÁÄÉÕÓÁ, ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ × ËÌÁÓÓÅ ÐÌÁ×ÎÙÈ ËÒÉ×ÙÈ?

úÁÄÁÞÁ 11. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ cn ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ ëÁÔÁÌÁÎÁ: cn =
= 1

n+1
(2n
n

)
. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

det




c0 c1 c2 : : : cn
c1 c2 c3 : : : cn+1
c2 c3 : : : : : : cn+2
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
cn cn+1 cn+2 : : : c2n


 = 1:
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úÁÄÁÞÁ 12. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ m, n ∈ N ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÎÅÐÒÅ-
ÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f : Sn−1 → Rm É ÔÏÞËÉ x1, x2, . . . , xn−m+2 ÎÁ ÓÆÅÒÅ Sn−1, ÞÔÏ
ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏ×ÏÒÏÔÁ U ∈ SO(n), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ

f(Ux1) = f(Ux2) = · · · = f(Uxn−m+2):

Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f : S2 → R2 É ÄÌÑ ÌÀ-
ÂÙÈ ÔÏÞÅË x1 É x2 ÎÁ ÓÆÅÒÅ S2, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏ×ÏÒÏÔ U ∈ SO(2), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ
f(Ux1) = f(Ux2).

×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f : S2 → R ÎÁÊÄÕÔÓÑ
ÔÒÉ ÔÏÞËÉ x1, x2 É x3 ÎÁ ÓÆÅÒÅ S2, Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ËÏÎÃÁÍÉ ÏÒÔÏ×, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ
f(x1) = f(x2) = f(x3).

Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f : S2 → R É ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ
ÔÒÅÈ ÔÏÞÅË x1, x2 É x3 ÎÁ ÓÆÅÒÅ S2, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏ×ÏÒÏÔ U ∈ SO(3), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ
f(Ux1) = f(Ux2) = f(Ux3).

Ä) äÏËÁÖÉÔÅ ÅÝÅ ÄÌÑ ËÁËÉÈ-ÎÉÂÕÄØ m, n É ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÊ ÉÚ k = n −m + 1
ÔÏÞÅË x1, . . . , xk ÎÁ ÓÆÅÒÅ Sn−1 É ÌÀÂÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f : Sn−1 → Rm,
ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏ×ÏÒÏÔ U ∈ SO(n), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ

f(Ux1) = f(Ux2) = · · · = f(Uxk):

úÁÄÁÞÁ 13. Á) îÁÚÏ×ÅÍ ×ÙÐÕËÌÙÊ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË
× Rn ÓÌÁ×ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÎÁ ÓÆÅÒÅ Sn−1 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÁÑ ÍÅÒÁ �, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ÐÒÉ
×ÓÅÈ x ∈ Rn

‖x‖ =
∫
|〈x; y〉| d�(y);

ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ ‖·‖ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ ÎÏÒÍÁ, ÐÏÒÏÖÄÁÅÍÁÑ ÜÔÉÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏÍ. äÏËÁÖÉÔÅ,
ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË ÓÌÁ×ÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉÎÃÉÐ
ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÑ: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÏÞÅË x1, x2, . . . , xk ∈ Rn É ÌÀÂÙÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ
�1, �2, . . . , �k ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ, ÞÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ∑�i|〈xi; y〉| > 0 ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÄÌÑ
ÌÀÂÏÇÏ y ∈ Rn, ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ∑�i‖xi‖ > 0.

Â) ïÓÔÁÎÅÔÓÑ ÌÉ × ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ×ÍÅÓÔÏ
ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ×ÚÑÔØ ÌÀÂÏÅ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ×ÙÐÕËÌÏÅ ÔÅÌÏ?

úÁÄÁÞÁ 14. ðÕÓÔØ F | ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ [0; 1], �2 | ÅÇÏ ÄÉÓÐÅÒÓÉÑ, Á �4 |
ÞÅÔ×ÅÒÔÙÊ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

�4 + 3�4 6 �2;

ÐÒÉÞÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÌÉ ÒÁÓ-
ÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ âÅÒÎÕÌÌÉ.


