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ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÓÕÐÅÒÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

é. é. âÏÇÄÁÎÏ× ç. ò. þÅÌÎÏËÏ×

÷ ÜÔÏÊ ÚÁÍÅÔËÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 5.9Á) ÉÚ ÚÁÄÁÞÎÉËÁ �íÁ-
ÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ�. îÁÐÏÍÎÉÍ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ:

÷ ËÌÅÔËÁÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÌÅÎÔÙ ÚÁÐÉÓÁÎÙ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØ-
ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÓÒÅÄÎÅÇÏ
ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÒÅÈ ÓÏÓÅÄÅÊ ÓÌÅ×Á É ÔÒÅÈ ÓÐÒÁ×Á. äÏËÁÖÉ-
ÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ ÒÁ×ÎÙ.

æÏÒÍÁÌØÎÏ ÞÉÓÌÁ, ÚÁÐÉÓÁÎÎÙÅ × ËÌÅÔËÁÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÌÅÎ-
ÔÙ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÌÉÂÏ ËÁË ÆÕÎËÃÉÉ Z→ R ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÃÅÌÙÈ
ÞÉÓÅÌ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÌÉÂÏ ËÁË ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ × ÏÂÅ
ÓÔÏÒÏÎÙ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ

: : : ; f−n; : : : ; f−1; f0; f1; : : : ; fn; : : :
íÙ ×ÙÂÉÒÁÅÍ ×ÔÏÒÏÊ ÓÐÏÓÏÂ É ÄÁÌÅÅ ÇÏ×ÏÒÉÍ ÔÏÌØËÏ Ï ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-
ÓÔÑÈ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ F | ÎÅÐÕÓÔÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÃÅÌÙÈ ÞÉ-
ÓÅÌ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÕÌÑ, ÐÒÉÞÅÍ ÞÉÓÌÁ × F ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ
× ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÉ. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ an ÎÁÚÏ×ÅÍ F -ÓÕÐÅÒÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ,
ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

an > 1
|F |

∑

f∈F
an+f :

îÁÐÒÉÍÅÒ, {−1;+1}-ÓÕÐÅÒÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ | ÜÔÏ
ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÓÕÐÅÒÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÎÁ Z1 ÆÕÎËÃÉÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ. åÓÌÉ F -ÓÕÐÅÒÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅÏÔÒÉ-
ÃÁÔÅÌØÎÁ, ÔÏ ÏÎÁ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ.

úÁÄÁÞÁ 5.9Á) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, × ËÏÔÏÒÏÍ
F = {−3;−2;−1; 1; 2; 3}. äÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÙ ÐÒÉ×ÏÄÉÍ ÔÏÌØËÏ
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÞÁÓÔÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ. ïÂÝÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÏÌÕÞÁÅÔ-
ÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×ÙÐ. 10, 2006(232{235)
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âÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ × ÏÂÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÞÉÓÅÌ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ×ÅË-
ÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÐÏËÏÍÐÏÎÅÎÔÎÏÇÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ
É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ÞÌÅÎÏ× ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ. úÁÄÁÄÉÍ ÎÁ ÜÔÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ X ÓÄ×ÉÇÁ ×ÌÅ×Ï: X(an) = (bn), ÇÄÅ
bn = an+1.

îÁÓ ÂÕÄÕÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ X ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ
ÏÐÅÒÁÃÉÊ: ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÅÓÔØ ÉÈ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒ X2 ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (cn) × (cn+2); ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×
ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ × ÓÕÍÍÕ ÅÅ ÏÂÒÁÚÏ×, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÐÅÒÁÔÏÒ
X2+2X+1 ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (cn) × (cn+2+2cn+1+cn); ÞÉÓÌÏ �
ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ËÁË ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÞÌÅÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ
ÎÁ �. ëÁÖÄÙÊ ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÓÏ×ÐÁ-
ÄÁÅÔ Ó ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, Ô. Å. ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× P (X) É
Q(X) ÅÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ PQ(X). îÁÐÒÉÍÅÒ, X2 +3X+2 = (X+1)(X+2), Ô. Å.,
ÐÏÄÅÊÓÔ×Ï×Á× ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ X + 1, Á ÚÁÔÅÍ
X + 2 (ÉÌÉ ÎÁÏÂÏÒÏÔ), ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÏÔ ÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ËÁË ÐÒÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÉ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ X2 + 3X + 2.

îÁ ÜÔÏÍ ÑÚÙËÅ ÕÄÏÂÎÏ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÍÎÏÇÉÅ ÐÏÎÑÔÉÑ. ôÁË, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÒÅËÕÒÒÅÎÔ Ó ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ un+k = a0un+a1un+1 + · · ·+ak−1un+k−1
| ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

Xk(un) = (a0 + a1X + · · ·+ ak−1Xk−1)(un);
ÉÌÉ, ÐÒÏÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÐÒÏÓÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÏÂÎÕÌÑ-
ÅÍÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ Xk − ak−1Xk−1 − · · · − a1X − a0, Ô. Å. ÅÇÏ ÑÄÒÏ. ïÔÓÀÄÁ,
ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÑ ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏÌÕ-
ÞÉÔØ ÏÂÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÙ.

õÓÌÏ×ÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 5.9Á) ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÔÅÐÅÒØ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ×ÉÄÅ. äÁÎÁ
ÔÁËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (an) ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÞÔÏ

6an+3 > an + an+1 + an+2 + an+4 + an+5 + an+6;
ÉÌÉ, ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ

P (X) = 1 +X +X2 − 6X3 +X4 +X5 +X6

Ë ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (an) ÄÁÅÔ ÎÅÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.
ôÒÅÂÕÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ (an) ÅÓÔØ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ.1)

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ P (x) = (x − 1)2Q(x), ÐÒÉÞÅÍ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ Q(x)
ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙ.2) äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ ÄÌÑ

1)ðÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (X) ÎÕÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-
ÝÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ F ×ÏÚ×ÒÁÔÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (F -ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ).

2)áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï É ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ F -ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÄÏËÁ-
ÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÏ×ÔÏÒÑÅÔÓÑ ÐÏÞÔÉ ÄÏÓÌÏ×ÎÏ.
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ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× xk+r − 2xk + xk−r, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ P (x) = (x6 − 2x3 + 1) +
+ (x5 − 2x3 + x) + (x4 − 2x3 + x2). äÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÉÄÁ
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ:
xk+r − 2xk + xk−r = xk−r(xr − 1)2 = (x− 1)2xk−r(xr−1 + xr−2 + · · ·+ 1)2:

äÁÌÅÅ, ËÏÒÎÉ Q(z) ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÎÅ ÒÁ×ÎÙ 1, Ô. Å. Q(z) 6= 0 ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ
ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ z, |z| = 1. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, |P (z)| > |6z3|−1−|z|− |z2|− |z4|−
−|z5|− |z6| = 0, ÐÒÉÞÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÍÏÖÅÔ ÄÏÓÔÉÇÁÔØÓÑ ÌÉÛØ ËÏÇÄÁ ÞÉÓÌÁ 1
É z ÉÍÅÀÔ ÒÁ×ÎÙÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ, Ô. Å. z = 1. îÏ Q(1) 6= 0 ÉÚ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ
ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ×.3)

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ Q(X)(an) = (bn). ôÏÇÄÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ (bn) ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ÜÌÅ-
ÍÅÎÔÏ× (an) ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ
(Á ÉÍÅÎÎÏ, Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Q); ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÓÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (bn) ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ, ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (dn) =
= (X − 1)2(bn) = P (X)(an) ÎÅÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ (bn) ÐÏÓÔÏ-
ÑÎÎÁÑ. ðÕÓÔØ (cn) = (X − 1)(bn), ÔÏÇÄÁ (dn) = (X − 1)(cn). ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ
ÐÏÌÕÞÁÅÍ dn = cn+1 − cn 6 0, Ô. Å. (cn) ÎÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ck 6= 0. åÓÌÉ ck < 0, ÔÏ É ×ÓÅ cl 6 ck < 0 ÐÒÉ l > k. ôÏÇÄÁ
bl+1 − bl 6 ck ÐÒÉ l > k, Ô. Å. bl Ó ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÅÍ l ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÕÂÙ×ÁÅÔ
ÈÏÔÑ ÂÙ ÎÁ |ck|; ÜÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÁË ËÁË (bn) ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ,
ÅÓÌÉ ck > 0, ÔÏ ÐÒÉ ×ÓÅÈ l < k Ó ÕÍÅÎØÛÅÎÉÅÍ l ×ÅÌÉÞÉÎÁ bl ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ
ÈÏÔÑ ÂÙ ÎÁ ck, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ. éÔÁË, ck ≡ 0, ÞÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ (bn)
ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ.

ôÁË ËÁË ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ qi ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Q(x) É ÞÌÅÎÙ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-
ÓÔÉ (an) ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ, ÔÏ bn = q0an+q1an+1+· · · > q0an, Ô. Å. an 6 bn=q0 =
= b0=q0, É ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (an) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ. äÁÌÅÅ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ-
ÍÅÎÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Q(X) Ë ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÕÍÎÏÖÁÅÔ ÅÅ
ÎÁ Q(1). ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Q(X)(an) ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ É Q(1) 6= 0,
ÔÏ ÉÚ (an) ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÅÓÔØ ÐÏÓÔÏÑÎÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ c = b0=Q(1)
É ÐÏÌÕÞÉÔØ ÔÁËÕÀ (ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ!) ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ a′n = an − c, ÞÔÏ
Q(X)(a′n) = (0).

òÅÛÅÎÉÅ ÈÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ÚÁËÏÎÞÉÔØ ÔÁË. íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ, ÞÔÏ (a′n) ÅÓÔØ ÌÉ-
ÎÅÊÎÁÑ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÁ, Õ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅÔ ËÏÒ-
ÎÅÊ, ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÒÁ×ÎÙÈ 1. ðÒÉÍÅÎÉ× ÏÂÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÒÅËÕÒÒÅÎ-
ÔÙ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ (a′n) ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ
×ÉÄÁ (R(n)�n), ÇÄÅ � ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÒÎÅÊ Q(x), Á R(n) | ÍÎÏ-
ÇÏÞÌÅÎ. ëÁÚÁÌÏÓØ ÂÙ, ÐÏÓËÏÌØËÕ |�| 6= 1, ÔÏ ÔÁËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

3)ðÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÄÌÑ ÐÒÏ-
ÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ F -ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ. ÷ ÜÔÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ,
ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ ÉÚ F ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ.

äÁÌØÎÅÊÛÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÏÐÉÒÁÀÔÓÑ ÎÁ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á F -ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, Á ×
ÏÓÔÁÌØÎÏÍ ÏÔ ×ÉÄÁ F ÏÎÉ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ.
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ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÌÉÛØ ËÏÇÄÁ a′n ≡ 0. üÔÏ É × ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ×ÅÒÎÏ, ÎÏ ÉÚ×ÅÓÔ-
ÎÙÅ ÎÁÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÏÓÎÏ×ÁÎÙ ÎÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÔÏÎËÉÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÈ Ó
ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÒÏÎÅËÅÒÁ.

ðÏÜÔÏÍÕ ÚÁ×ÅÒÛÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÅÓËÏÌØËÏ ÉÎÁÞÅ (É ÐÒÏÝÅ).
íÙ ÄÏÌÖÎÙ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ, ÐÒÉÍÅÎÑÑ Q(X) Ë ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ

ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÎÅÌØÚÑ ÐÏÌÕÞÉÔØ (0). òÁÚÌÏÖÉÍ Q(x) ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ
ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ; ÔÏÇÄÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏ ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ ÔÁËÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅ-
ÌÑ X−�, ÇÄÅ |�| 6= 1 (ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ
ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ × ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ, ÔÏ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÓÒÁÚÕ
ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ). ïÄÎÁËÏ X −�, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÏÂÎÕÌÑÅÔ ÌÉÛØ ÐÏÓÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ×ÉÄÁ un = �nu0, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉ |�| 6= 1 É u0 6= 0 ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ,
ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÏÈÏÖÉÍÉ ÍÅÔÏÄÁÍÉ ÌÅÇËÏ ÒÅÛÁÅÔÓÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÚÁÄÁÞÁ
7.11 ÉÚ ÚÁÄÁÞÎÉËÁ �íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ�. îÁÐÏÍÎÉÍ ÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ:

BÓÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ A0Xn+A1Xn−1+· · ·+An = 0
ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ 1. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {vk=A0uk+n+
+A1uk+n−1 + · · ·+Anuk} | ÓÈÏÄÉÔÓÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {uk} ÔÏÖÅ ÓÈÏÄÉÔÓÑ.

äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÎÁ ËÌÁÓÓÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ
×ÅÒÎÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (1 − aX)(1 + aX + a2X2 + : : : ) = 1, ÅÓÌÉ
|a| < 1.
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