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÷ ÓÔÁÔØÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ×ÏÐÒÏÓÙ, ÚÁÔÒÏÎÕÔÙÅ × [3], Á ÔÁËÖÅ ÐÒÉ-
×ÏÄÉÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 8.4 ÉÚ ÚÁÄÁÞÎÉËÁ �íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓ×Å-
ÝÅÎÉÑ�.

1. ÷×ÏÄÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ
îÁÐÏÍÎÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ P | ÔÏÞËÁ × ÐÌÏÓ-

ËÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, A1, B1, C1 | ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÏ×, ÏÐÕ-
ÝÅÎÎÙÈ ÉÚ ÔÏÞËÉ P ÎÁ ÐÒÑÍÙÅ BC, CA, AB ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ôÏÇÄÁ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉË A1B1C1 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÅÄÁÌØÎÙÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏÍ ÔÏÞËÉ P ÏÔÎÏÓÉ-
ÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC. ðÒÑÍÙÅ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉÎÕ ÄÁÎÎÏÇÏ
ÕÇÌÁ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ ÜÔÏÇÏ ÕÇÌÁ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ
ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ ÕÇÌÁ. ïËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÌÅÖÁÔ
ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÅÇÏ ×ÙÓÏÔ É ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÏÔÒÅÚËÏ×
ÏÔ ×ÅÒÛÉÎ ÄÏ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ×ÙÓÏÔ (ÏÒÔÏÃÅÎÔÒÁ), ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏËÒÕÖ-
ÎÏÓÔØÀ üÊÌÅÒÁ ÉÌÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ ÄÅ×ÑÔÉ ÔÏÞÅË ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ÔÅÈ ÔÅÏÒÅÍ ÉÚ [3], ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÎÁÍ
× ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÅ. öÅÌÁÀÝÉÅ ÍÏÇÕÔ ÎÁÊÔÉ ÉÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á × [3], ÄÌÑ ÞÅÇÏ
× ÓËÏÂËÁÈ ÐÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ ÎÏÍÅÒÁ ÜÔÉÈ ÔÅÏÒÅÍ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ × [3].

ôÅÏÒÅÍÁ 1 (7). ðÕÓÔØ P | ÔÏÞËÁ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÁÑ ÎÁ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖ-
ÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC. ôÏÇÄÁ ÐÒÑÍÙÅ, ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ
ÐÒÑÍÙÍ PA, PB, PC ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÇÌÏ× A, B, C ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ,
ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ P ′.

ôÏÞËÉ P É P ′ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÏÔÎÏ-
ÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ.

÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ P ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, ÔÏ ÐÒÑÍÙÅ, ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÐÒÑÍÙÍ PA,
PB, PC ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÇÌÏ× A, B, C, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ
ÃÅÎÔÒ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ É ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÅÇÏ ×Ù-
ÓÏÔ ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ.
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ôÅÏÒÅÍÁ 2 (9). ðÕÓÔØ P É P ′ | ÔÏÞËÉ, ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, Á A1B1C1 É A′1B′1C ′1 | ÐÅÄÁÌØÎÙÅ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÉ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË. ôÏÇÄÁ ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× A1B1C1 É A′1B′1C ′1
ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

ôÁË ËÁË ÃÅÎÔÒ O ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ É ÔÏÞËÁ H ÐÅ-
ÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÅÇÏ ×ÙÓÏÔ ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÙ, ÔÏ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ÓÒÁÚÕ ÖÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ,
ÞÔÏ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÓÔÏÒÏÎ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ É ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÅÇÏ ×Ù-
ÓÏÔ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ AH1, BH2, CH3 ×ÙÓÏ-
ÔÙ ÎÅÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC. ôÏÇÄÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ AH2H3,
BH3H1, CH1H2 ÐÏÄÏÂÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ ABC Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÐÏÄÏÂÉÑ
| cosA|, | cosB|, | cosC| ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ AH2H3, BH3H1, CH1H2 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ
ÕÍÅÎØÛÅÎÎÙÍÉ ËÏÐÉÑÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-
×ÁÔØ ÔÏÞËÉ, ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØ-
ÎÉËÏ× ABC, AH2H3, BH3H1, CH1H2.

ôÅÏÒÅÍÁ 3 (10). ðÕÓÔØ A1, B1, C1 | ÐÒÏÅËÃÉÉ ÔÏÞËÉ P ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÙ
(ÉÌÉ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÓÔÏÒÏÎ) BC, CA, AB ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC; P1, P2, P3 |
ÔÏÞËÉ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ P ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÅÒÅÄÉÎ ÓÔÏÒÏÎ B1C1, C1A1, A1B1
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ A1B1C1; H1, H2, H3 | ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ×ÙÓÏÔ AH1, BH2, CH3
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC. ôÏÇÄÁ ÔÏÞËÉ P , P1, P2, P3 ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ
ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍ ABC, AH2H3, BH3H1, CH1H2 ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÅÎÎÏ.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. ðÕÓÔØ A1, B1, C1 | ÐÒÏÅËÃÉÉ ÔÏÞËÉ P ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÙ
(ÉÌÉ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÓÔÏÒÏÎ) BC, CA, AB ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC; H1, H2, H3 |
ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ×ÙÓÏÔ AH1, BH2, CH3 ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC. ôÏÇÄÁ ÔÏÞËÉ P1, P2,
P3, ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÅ Ó ÔÏÞËÏÊ P ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍ
AH2H3, BH3H1, CH1H2, ABC, ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ Ó ÏÒÔÏÃÅÎÔÒÁÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×
AB1C1, BC1A1, CA1B1.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2 (5). ðÕÓÔØ H1, H2, H3 | ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ×ÙÓÏÔ AH1, BH2,
CH3 ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC; ÔÏÞËÉ P , P1, P2, P3 ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ
ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍ ABC, AH2H3, BH3H1, CH1H2 ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ôÏÇÄÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË P1P2P3 ÒÁ×ÅÎ ÐÅÄÁÌØÎÏÍÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ
A1B1C1 ÔÏÞËÉ P ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, ÐÒÉÞÅÍ ÓÔÏÒÏÎÙ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÏ× P1P2P3 É A1B1C1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ 4 (11). ðÕÓÔØ P | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ × ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, ÎÅ ÌÅÖÁÝÁÑ ÎÁ ÅÇÏ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ; AH1, BH2,
CH3 | ÅÇÏ ×ÙÓÏÔÙ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ × ÔÏÞËÅ H; E1, E2, E3 | ÓÅÒÅÄÉÎÙ
ÏÔÒÅÚËÏ× AH, BH, CH; P1, P2, P3 | ÔÏÞËÉ, ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÅ Ó
P ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× AH2H3, BH3H1, CH1H2, ABC ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÅÎÎÏ. ôÏÇÄÁ ÐÒÑÍÙÅ E1P1, E2P2, E3P3 ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÁËÏÊ ÔÏÞËÅ K
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ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÕÀ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÏÐÉ-
ÓÁÎÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÐÅÄÁÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÔÏÞËÉ P ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC.

2. ðÒÑÍÙÅ óÉÍÓÏÎÁ
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÀ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÕÀ ÎÁ ÒÉÓ. 1. ðÒÏ×Å-

ÄÅÍ ÞÅÒÅÚ ÏÒÔÏÃÅÎÔÒ H ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÐÒÑÍÕÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÔ
ÏÐÉÓÁÎÎÙÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× AH2H3, BH3H1, CH1H2 × ÔÏÞËÁÈ
Pa, Pb, Pc ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.

ôÁË ËÁË \PaHH2 = \PcHH2 = \PbHB, Á \AH2H3 = \CH2H1 =
= \H1BH3, ÔÏ ÔÏÞËÉ Pa, Pb, Pc ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× AH2H3, BH3H1, CH1H2. ðÕÓÔØ P | ÔÏÞËÁ, ÏÄÉ-
ÎÁËÏ×Ï ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÁÑ Ó ÔÏÞËÁÍÉ Pa, Pb, Pc ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×
ABC, AH2H3, BH3H1, CH1H2; Ha, Hb, Hc | ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑ-
ÒÏ×, ÏÐÕÝÅÎÎÙÈ ÉÚ ÔÏÞËÉ P ÎÁ ÐÒÑÍÙÅ BC, CA, AB ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.
ôÏÇÄÁ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 1 ÔÏÞËÉ Pb, Pc, Pa ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ Ó ÏÒÔÏÃÅÎÔÒÁÍÉ
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ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× HaBHc, HaCHb, HcAHb ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, Ô. Å. BPb ⊥ HaHc,
CPc ⊥ HaHb, APa ⊥ HbHc. îÏ \BPbH = \CPcH = \APaH = 90◦ ËÁË ×ÐÉ-
ÓÁÎÎÙÅ ÕÇÌÙ, ÏÐÉÒÁÀÝÉÅÓÑ ÎÁ ÄÉÁÍÅÔÒÙ ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÏ× BH3H1, CH1H2, AH2H3, ÐÏÜÔÏÍÕ HaHc ‖ PbH, HaHb ‖ PcH,
HbHc ‖ PaH. ÷ÓÐÏÍÎÉ×, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ Pa, Pb, Pc, H ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ,
ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ É ÔÏÞËÉ Ha, Hb, Hc ÔÁËÖÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. ëÒÏ-
ÍÅ ÔÏÇÏ, HaHb = PaPb, HbHc = PbPc, HcHa = PcPa ËÁË ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖ-
ÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÏ× PaHbHaPb, PcHbHcPb, PaHcHaPc. ôÁËÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2 ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï É × ÓÌÕÞÁÅ ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÐÅÄÁÌØÎÏÇÏ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. éÔÁË, ÍÙ ÐÒÉÛÌÉ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ: ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ
ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÏ×, ÏÐÕÝÅÎÎÙÈ ÉÚ ÔÏÞËÉ, ×ÚÑÔÏÊ ÎÁ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÎÁ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÙ ÉÌÉ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÓÔÏÒÏÎ, ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ
ÐÒÑÍÏÊ.

üÔÁ ÐÒÑÍÁÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ óÉÍÓÏÎÁ.
ôÅÏÒÅÍÁ 5. ðÒÑÍÁÑ óÉÍÓÏÎÁ ÔÏÞËÉ P ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ

ABC ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÕ ÏÔÒÅÚËÁ PH, ÇÄÅ H | ÏÒÔÏÃÅÎÔÒ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÎÁÛÅÊ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÉ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÏÊ
ÎÁ ÒÉÓ. 1. íÙ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌÉ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ PaPbPc ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ ÐÒÑÍÏÊ óÉÍÓÏ-
ÎÁ ÔÏÞËÉ P , ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÏÊ Ó ÔÏÞËÁÍÉ Pa, Pb, Pc ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ABC, AH2H3, BH3H1, CH1H2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ
ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 3 ÔÏÞËÉ Pa, Pb, Pc ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÔÏÞËÅ P ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
ÓÅÒÅÄÉÎ ÏÔÒÅÚËÏ× HaHb, HbHc, HaHb. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÐÒÑÍÁÑ óÉÍÓÏ-
ÎÁ HbHcHa ÔÏÞËÉ P ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÏÔÒÅÚËÏ× PPa, PPb, PPc,
Á, ÚÎÁÞÉÔ, É ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÕ ÏÔÒÅÚËÁ PH (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ PaPbPc
ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ H). ¤

äÁÌÅÅ, ÐÕÓÔØ P ′b | ÔÏÞËÁ, ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÁÑ Pb ÏÔÎÏ-
ÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ BH3H1. ôÏÇÄÁ \P ′bHPb =
= 90◦, Ô. Å. P ′bH ⊥ PbH, ÎÏ P ′bH ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ ÐÒÑÍÏÊ óÉÍÓÏÎÁ ÔÏÞËÉ P ′,
ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÏÊ ÔÏÞËÅ P ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖ-
ÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÌÕÞÅÎÏ
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ðÒÑÍÙÅ óÉÍÓÏÎÁ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ

ÔÏÞÅË ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ.
ðÕÓÔØ ÔÏÞËÁ P Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÐÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ ÐÏ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖ-

ÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÕÇÌÏ×ÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ !. ôÏÇÄÁ ÕÇÌÏ-
×ÙÅ ÍÅÒÙ ÄÕÇ BP É BPb ÒÁ×ÎÙ É \BHPb = 1

2^BPb = 1
2!t. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ,

ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ PaPcHPb ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ ×ÏËÒÕÇ ÔÏÞËÉ H ÐÏ ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ Ó ÐÏ-
ÓÔÏÑÎÎÏÊ ÕÇÌÏ×ÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ !=2. ðÒÑÍÁÑ óÉÍÓÏÎÁ ÔÏÞËÉ P , ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁÑ
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ÐÒÑÍÏÊ PaPb, ÔÁËÖÅ ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ Ó ÕÇÌÏ×ÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ !=2 ÐÏ ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌ-
ËÅ ×ÏËÒÕÇ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÃÅÎÔÒÁ ×ÒÁÝÅÎÉÑ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,
ÅÓÌÉ ÒÁÄÉÕÓ OP ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÕÇÌÏ×ÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ !, ÔÏ ÐÒÑÍÁÑ
óÉÍÓÏÎÁ ÔÏÞËÉ P ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÕÇÌÏ×ÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ −!=2.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. ðÒÑÍÁÑ óÉÍÓÏÎÁ ÔÏÞËÉ P , ÌÅÖÁÝÅÊ ÎÁ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ ÐÒÑÍÙÍ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞ-
ÎÙÍ ÐÒÑÍÙÍ PA, PB, PC ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓ ÕÇÌÏ× A, B, C ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÏ×ÅÄÅÍ ÏÔÒÅÚËÉ APa, BPb, CPc. ôÁË ËÁË ÏÔ-
ÒÅÚËÉ AH, BH, CH Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÄÉÁÍÅÔÒÁÍÉ ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÏ× AH2H3, BH3H1, CH1H2, ÔÏ \APaH = \BPbH = \CPcH = 90◦
É ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÔÒÅÚËÉ APa, BPb, CPc ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ. îÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÞËÉ P ,
Pa, Pb, Pc ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ABC,
AH2H3, BH3H1, CH1H2, ÔÏ ÐÒÑÍÙÅ APa, BPb, CPc ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÐÒÑ-
ÍÙÍ AP , BP , CP ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓ ÕÇÌÏ× A, B, C ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
ABC. ïÓÔÁÌÏÓØ ÔÏÌØËÏ ×ÓÐÏÍÎÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ PaPcHPb ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ ÐÒÑ-
ÍÏÊ óÉÍÓÏÎÁ ÔÏÞËÉ P . ¤

éÓÐÏÌØÚÏ×Á× ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2 ÍÏÖÎÏ
ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3. ðÒÑÍÁÑ óÉÍÓÏÎÁ ÔÏÞËÉ P , ÌÅÖÁÝÅÊ ÎÁ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ ÐÒÑÍÙÍ, ÉÚÏÇÏÎÁÌØ-
ÎÙÍ ÐÒÑÍÙÍ PA, PB, PC ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÇÌÏ× A, B, C ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
ABC.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÐÕÔÎÏ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÏÞËÉ P ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖ-
ÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÐÒÑÍÙÅ, ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÐÒÑÍÙÍ PA, PB, PC
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÇÌÏ× A, B, C ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ. âÕÄÅÍ
ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÏÊ
ÔÏÞËÅ. ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ P ′, ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÔÏÞËÅ P , ÌÅÖÁ-
ÝÅÊ ÎÁ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÁ.
÷ÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ, Ô. Å. ÔÏÞËÁ P , ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÏÊ ÔÏÞ-
ËÅ P ′, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ
ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4. ðÒÑÍÙÅ `a, `b, `c, ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ ÐÒÑ-
ÍÙÍ `′a, `′b, `′c ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÅ,
ÌÅÖÁÝÅÊ ÎÁ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

îÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ôÅÏÒÅÍÁ 6. ðÕÓÔØ ÐÒÑÍÁÑ `, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ

ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÁ Ó ÐÒÑÍÙÍÉ `a,
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`b, `c ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ABC, AH2H3, BH3H1, CH1H2. ôÏÇÄÁ
ÐÒÑÍÙÅ `a, `b, `c ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÅ, ÌÅÖÁÝÅÊ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ
ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ E | ÃÅÎÔÒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ, Á H | ÏÒ-
ÔÏÃÅÎÔÒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC; E1, E2, E3 | ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÏÔÒÅÚËÏ× AH, BH,
CH. ðÒÏ×ÅÄÅÍ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ E ÐÒÑÍÕÀ `1, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÕÀ `, Á ÞÅÒÅÚ ÔÏÞ-
ËÉ E1, E2, E3 | ÐÒÑÍÙÅ `a, `b, `c, ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÅ Ó ÐÒÑÍÏÊ
` ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ABC, AH2H3, BH3H1, CH1H2. ðÏÓËÏÌØ-
ËÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ AH2H3, BH3H1, CH1H2 ÐÒÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ × ÔÒÅÕÇÏÌØ-
ÎÉËÉ, ÇÏÍÏÔÅÔÉÞÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ ABC, ÔÏ ÐÒÑÍÙÅ `a, `b, `c ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÙ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ E1E2E3 ÐÒÑÍÙÍ `′a, `′b, `′c, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ ÐÒÑ-
ÍÏÊ `1 É ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÍ ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ E1E2E3. ðÏÜÔÏÍÕ ×
ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4 ÐÒÑÍÙÅ `a, `b, `c ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÅ, ÌÅÖÁÝÅÊ ÎÁ
ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ E1E2E3, ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÅÊ Ó ÏËÒÕÖÎÏ-
ÓÔØÀ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC. ¤

ôÅÏÒÅÍÁ 7. ðÕÓÔØ P | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC; AH1, BH2, CH3 | ÅÇÏ ×ÙÓÏÔÙ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ×
ÔÏÞËÅ H; E1, E2, E3 | ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÏÔÒÅÚËÏ× AH, BH, CH; P1, P2, P3 | ÔÏÞ-
ËÉ, ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÅ Ó P ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× AH2H3,
BH3H1, CH1H2, ABC ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ôÏÇÄÁ ÐÒÑÍÙÅ E1P1, E2P2, E3P3
ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÁËÏÊ ÔÏÞËÅ K ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC,
ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÕÀ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÐÒÑÍÁÑ óÉÍÓÏÎÁ ÔÏÞËÉ P ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A1, B1, C1 ÐÒÏÅËÃÉÉ ÔÏÞËÉ P
ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÙ BC, CA, AB ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, \CAB = �, \ABC = �,
\BCA =  (ÒÉÓ. 2). ôÁË ËÁË P2 É P3 | ÏÒÔÏÃÅÎÔÒÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× A1BC1
É B1CA1 (ÓÍ. ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1), ÔÏ

\P2A1P3 = \P2A1C + \P3A1C = 90◦ − \C1P2A1 + 90◦ −  =
= 180◦ − \C1P2A1 − :

îÏ \C1P2A1 = \C1PA1 ËÁË ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÕÇÌÙ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ
PA1P2C1, Á \C1PA1 + \C1BA1 = 180◦, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË
PA1BC1 ×ÐÉÓÁÎÎÙÊ (\PA1B + \PC1B = 90◦ + 90◦ = 180◦). ðÏÜÔÏÍÕ

\P2A1P3 = (180◦ − \C1P2A1)−  = \C1BA1 −  =
= 180◦ − � −  = � = \E2KE3 = \P2KP3:

éÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÕÇÌÏ× P2KP3 É P2A1P3 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ P2, K, A1, P3
ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ P3,
B1, P1, K ÔÁËÖÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.
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äÁÌÅÅ, ÔÁË ËÁË ÔÏÞËÁ C1 ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ óÉÍÓÏÎÁ A1B1, ÔÏ \B1C1P+
+ \PC1A1 = 180◦, ÎÏ \B1C1P = \A1P2P3, \A1C1P = \B1P1P3 ËÁË ÕÇÌÙ
Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ, Á ÉÚ ×ÐÉÓÁÎÎÙÈ ÞÅÔÙÒÅÈ-
ÕÇÏÌØÎÉËÏ× A1P2P3K É B1P1P3K ÎÁÈÏÄÉÍ

\P3KA1 = 180◦ − \A1P2P3 = 180◦ − \B1C1P = \PC1A1;
\P3KB1 = 180◦ − \B1P1P3 = 180◦ − \A1C1P = \PC1B1:

ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ \B1KP3 + \P3KA1 = \PC1A1 + \PC1B1 = 180◦,
ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ K ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ óÉÍÓÏÎÁ A1B1. ¤

ðÒÑÍÙÅ óÉÍÓÏÎÁ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÏÐÉÓÁÎÎÙÍÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ ÂÅÓËÏ-
ÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÐÅÄÁÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÐÏÜÔÏ-
ÍÕ ÔÅÏÒÅÍÁ 7 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 4, É, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÜÔÉ ÔÅÏÒÅÍÙ
ÍÏÖÎÏ ÏÂßÅÄÉÎÉÔØ × ÏÄÎÕ:

ôÅÏÒÅÍÁ 8. ðÕÓÔØ P | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ × ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØ-
ÎÉËÁ ABC; AH1, BH2, CH3 | ÅÇÏ ×ÙÓÏÔÙ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ × ÔÏÞËÅ H;
E1, E2, E3 | ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÏÔÒÅÚËÏ× AH, BH, CH; P1, P2, P3 | ÔÏÞËÉ, ÏÄÉ-
ÎÁËÏ×Ï ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÅ Ó P ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× AH2H3, BH3H1,



250 å. ä. ëÕÌÁÎÉÎ

CH1H2, ABC ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ôÏÇÄÁ ÐÒÑÍÙÅ E1P1, E2P2, E3P3 ÐÅÒÅÓÅ-
ËÁÀÔÓÑ × ÔÁËÏÊ ÔÏÞËÅ K ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, ÞÅÒÅÚ
ËÏÔÏÒÕÀ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÏÐÉÓÁÎÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÐÅÄÁÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÔÏÞ-
ËÉ P ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC.

ôÅÏÒÅÍÕ 8 ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:
ôÅÏÒÅÍÁ 9. ðÕÓÔØ P | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ × ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØ-

ÎÉËÁ ABC; AH1, BH2, CH3 | ÅÇÏ ×ÙÓÏÔÙ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ × ÔÏÞËÅ H;
E1, E2, E3 | ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÏÔÒÅÚËÏ× AH, BH, CH; O | ÃÅÎÔÒ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC; `1, `2, `3 | ÐÒÑÍÙÅ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÐÒÑ-
ÍÏÊ OP É ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ E1, E2, E3 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ; `′1, `′2, `′3 |
ÐÒÑÍÙÅ, ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ `1, `2, `3 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ E1E2E3. ôÏ-
ÇÄÁ ÐÒÑÍÙÅ `′1, `′2, `′3 ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÁËÏÊ ÔÏÞËÅ K ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÕÀ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÏÐÉÓÁÎÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÐÅ-
ÄÁÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÔÏÞËÉ P ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC.

ôÅÏÒÅÍÁ 10. ðÒÑÍÙÅ óÉÍÓÏÎÁ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÔÏ-
ÞÅË P É P ′ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ É ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÅ, ÌÅÖÁÝÅÊ ÎÁ ÏËÒÕÖ-
ÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, ÐÒÉÞÅÍ ×ÔÏÒÙÅ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÜÔÉÈ
ÐÒÑÍÙÈ Ó ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ üÊÌÅÒÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÎÃÁÍÉ ÅÅ ÄÉÁÍÅÔÒÁ, ÐÁÒÁÌ-
ÌÅÌØÎÏÇÏ PP ′.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 7 ÐÒÑÍÙÅ óÉÍÓÏÎÁ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØ-
ÎÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÔÏÞÅË P É P ′ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÅ K, ÌÅÖÁÝÅÊ ÎÁ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC.

îÏ, ËÁË ÂÙÌÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ ×ÙÛÅ (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1), ÐÒÑÍÙÅ óÉÍ-
ÓÏÎÁ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÔÏÞÅË ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ
K1K ′

1 | ÄÉÁÍÅÔÒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ, ÇÄÅ K1 É K ′
1 | ×ÔÏÒÙÅ ÔÏÞËÉ ÐÅ-

ÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ óÉÍÓÏÎÁ ÔÏÞÅË P É P ′ Ó ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ üÊÌÅÒÁ (ÒÉÓ. 3).
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÑÍÕÀ óÉÍÓÏÎÁ ` ÔÏÞËÉ P . ôÏÞËÁ K ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÜÔÏÊ

ÐÒÑÍÏÊ Ó ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ üÊÌÅÒÁ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ
E1P1, E2P2, E3P3, ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÈ Ó ÐÒÑÍÏÊ OP ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× AH2H3, BH3H1, CH1H2, ABC (O | ËÁË ×ÓÅÇÄÁ ÃÅÎÔÒ ÏÐÉ-
ÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC). ÷ÔÏÒÁÑ ÔÏÞËÁ K1 ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ
ÐÒÑÍÏÊ óÉÍÓÏÎÁ ` ÔÏÞËÉ P Ó ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ üÊÌÅÒÁ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ ÓÏÇÌÁÓÎÏ
ÔÅÏÒÅÍÅ 5 Ó ÓÅÒÅÄÉÎÏÊ ÏÔÒÅÚËÁ PH, ÇÄÅ H | ÏÒÔÏÃÅÎÔÒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
ABC.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÔÏÞËÁ K ′
1 ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÓÅÒÅÄÉÎÏÊ ÏÔÒÅÚËÁ P ′H, É, ÔÁËÉÍ

ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÉÁÍÅÔÒK1K ′
1 ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÒÅÄÎÅÊ ÌÉÎÉÅÊ ÔÒÅ-

ÕÇÏÌØÎÉËÁ PHP ′ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÎ ÄÉÁÍÅÔÒÕ PP ′. ¤
úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ P ′ | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ, ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ

ÔÏÞËÅ P . ôÏÇÄÁ ÔÏÞËÁ K1, ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÁÑ Ó ÓÅÒÅÄÉÎÏÊ ÏÔÒÅÚËÁ PH,
ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÁ Ó P ′ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ E1E2E3 (ÓÍ.
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òÉÓ. 3.

ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2{4). ôÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ ÓÞÉÔÁÔØ ÐÒÑÍÕÀ óÉÍÓÏÎÁ ` ÔÏÞËÉ P ÏÂÝÅÊ
ÐÅÄÁÌØÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ ÔÏÞÅË P É P ′, ÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ 9 ÂÕÄÅÔ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Á É
ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ P ′.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÞËÏÊ ôÅÂÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊ-
ÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, × ËÏÔÏÒÏÊ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÐÒÑÍÙÅ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÏ× AH2H3, BH1H3, CH1H2, ÇÄÅ H1, H2, H3 | ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ×ÙÓÏÔ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3. ðÕÓÔØ ÐÒÑÍÁÑ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ
ÅÇÏ ÏÐÉÓÁÎÎÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ × ÔÏÞËÁÈ P É P ′. ôÏÇÄÁ ÐÒÑÍÙÅ óÉÍÓÏÎÁ ÔÏÞÅË
P É P ′ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÅ ôÅÂÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4. ðÒÑÍÙÅ óÉÍÓÏÎÁ ËÏÎÃÏ× ÄÉÁÍÅÔÒÁ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖ-
ÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÇÏ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒ ÅÇÏ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏ-
ÓÔÉ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÅ æÅÊÅÒÂÁÈÁ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ,
Á ÐÒÑÍÙÅ óÉÍÓÏÎÁ ËÏÎÃÏ× ÄÉÁÍÅÔÒÏ×, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒÙ ×ÎÅ×ÐÉ-
ÓÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ×Ï ×ÎÅÛÎÉÈ ÔÏÞËÁÈ æÅÊÅÒÂÁÈÁ ÜÔÏÇÏ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.
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ôÅÏÒÅÍÁ 11. ðÕÓÔØ P É P ′ | ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÔÏÞ-
ËÉ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, K | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ
ÐÒÑÍÙÈ óÉÍÓÏÎÁ ÔÏÞÅË P É P ′, ÌÅÖÁÝÁÑ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØ-
ÎÉËÁ ABC, K1 É K ′

1 | ×ÔÏÒÙÅ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ óÉÍÓÏÎÁ ÔÏÞÅË
P É P ′ Ó ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ üÊÌÅÒÁ, KH | ÔÏÞËÁ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÏÒÔÏÃÅÎÔÒÕ
H ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ K.

ôÏÇÄÁ ÐÒÑÍÁÑ óÉÍÓÏÎÁ ÔÏÞËÉ KH ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ ÄÉÁÍÅÔÒÕ K1K ′
1

ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÒÉÓ. 3. ðÕÓÔØ K | ÔÏÞËÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ

üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, Á KH | ÔÏÞËÁ, ÇÏÍÏÔÅÔÉÞÎÁÑ K Ó ÃÅÎÔÒÏÍ
ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ H É ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ 2.

ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ, ÐÒÑÍÙÅ KE1, KE2, KE3 ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÙ ÄÉÁÍÅ-
ÔÒÁÌØÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ PP ′. ðÏÜÔÏÍÕ É ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÉÍ ÐÒÑÍÙÅ KHA, KHB,
KHC ÔÁËÖÅ ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÙ ÜÔÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. îÏ, ËÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅ-
ÎÉÅ 2), ÐÒÑÍÁÑ óÉÍÓÏÎÁ ÔÏÞËÉ P ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ ÐÒÑÍÙÍ,
ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÐÒÑÍÙÍ PA, PB, PC. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ óÉÍÓÏ-
ÎÁ ÔÏÞËÉ KH ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ ÄÉÁÍÅÔÒÕ PP ′, Á, ÚÎÁÞÉÔ, É ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÍÕ
ÅÍÕ ÄÉÁÍÅÔÒÕ K1K ′

1 ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC. ¤

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 5. ðÕÓÔØ TH | ÔÏÞËÁ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÏÒÔÏÃÅÎÔÒÕ ÏÔÎÏÓÉ-
ÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ ôÅÂÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. ôÏÇÄÁ ÐÒÑÍÁÑ óÉÍÓÏÎÁ
ÔÏÞËÉ TH ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ ÐÒÑÍÏÊ üÊÌÅÒÁ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 6. ðÒÑÍÁÑ óÉÍÓÏÎÁ ÔÏÞËÉ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÏÒÔÏÃÅÎÔÒÕ
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÅÇÏ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÉ æÅÊ-
ÅÒÂÁÈÁ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒÙ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ É
ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5. ðÕÓÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ABC É A′B′C ′ Ó ÏÒÔÏÃÅÎÔÒÁ-
ÍÉ H É H ′ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ üÊÌÅÒÁ.

ôÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ ËÁËÉÅ-ÌÉÂÏ Ä×Å ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ óÉÍ-
ÓÏÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ c ËÁËÉÍÉ-ÌÉÂÏ Ä×ÕÍÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÅÒ-
ÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÍÉ ÐÒÑÍÙÍÉ óÉÍÓÏÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ A′B′C ′, ÔÏ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ
É ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ óÉÍÓÏÎÁ ÜÔÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ëÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 10, ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÉÅ ÐÒÑÍÙÅ
óÉÍÓÏÎÁ P1K É P2K ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ABC É A′B′C ′ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍÉ
óÉÍÓÏÎÁ ËÏÎÃÏ× ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÄÉÁÍÅÔÒÏ× ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÏ× ABC É A′B′C ′, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ÉÚ ÄÉÁÍÅÔÒÁ P1P2 ÉÈ ÏÂÝÅÊ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÇÏÍÏÔÅÔÉÑÍÉ Ó ÃÅÎÔÒÁÍÉ × ÔÏÞËÁÈ H É H ′ É ËÏÜÆÆÉ-
ÃÉÅÎÔÏÍ 2 (ÒÉÓ. 4).
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îÁÞÎÅÍ ×ÒÁÝÁÔØ ÜÔÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÄÉÁÍÅÔÒÙ ×ÏËÒÕÇ ÃÅÎÔÒÏ× ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ × ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÓÔÏÒÏÎÕ Ó ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÕÇÌÏ×ÏÊ
ÓËÏÒÏÓÔØÀ, ÔÏÇÄÁ Ó ÔÏÊ ÖÅ ÕÇÌÏ×ÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ É × ÔÕ ÖÅ ÓÔÏÒÏÎÕ ÂÕ-
ÄÅÔ ×ÒÁÝÁÔØÓÑ É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÜÔÉÍ ÄÉÁÍÅÔÒÁÍ ÄÉÁÍÅÔÒ P1P2 ÏÂÝÅÊ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ABC É A′B′C ′. ðÒÑÍÙÅ óÉÍÓÏÎÁ ËÏÎ-
ÃÏ× ×ÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ ÄÉÁÍÅÔÒÏ× ÂÕÄÕÔ ÐÒÏÈÏÄÉÔØ ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÏÔÒÅÚËÏ×,
ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÜÔÉ ËÏÎÃÙ Ó ÔÏÞËÁÍÉ H É H ′ (ÄÌÑ ËÏÎÃÏ× ÄÉÁÍÅÔÒÁ ÏÐÉ-
ÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC | Ó H, Á ÄÌÑ ËÏÎÃÏ× ×ÔÏÒÏÇÏ
ÄÉÁÍÅÔÒÁ | Ó H ′), Ô. Å. ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ P1 É P2.

îÏ, ËÁË ÂÙÌÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ ÒÁÎÅÅ, ÐÒÑÍÙÅ óÉÍÓÏÎÁ ËÏÎÃÏ× ÐÁÒÁÌÌÅÌØ-
ÎÙÈ ÄÉÁÍÅÔÒÏ× ÂÕÄÕÔ ×ÒÁÝÁÔØÓÑ ×ÏËÒÕÇ ÔÏÞÅË P1 É P2 × ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖ-
ÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ Ó ÕÇÌÏ×ÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ × Ä×Á ÒÁÚÁ ÍÅÎØÛÅÊ ÓËÏÒÏÓÔÉ ×ÒÁÝÅÎÉÑ
ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÄÉÁÍÅÔÒÏ×.

éÔÁË, ÐÒÑÍÙÅ óÉÍÓÏÎÁ ËÏÎÃÏ× ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÄÉÁÍÅÔÒÏ× ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ABC É A′B′C ′ × ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ
ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ, Á ÚÁÔÅÍ ÎÁÞÉÎÁÀÔ ×ÒÁÝÁÔØÓÑ ×ÏËÒÕÇ ÏÄÎÉÈ É ÔÅÈ ÖÅ ÔÏÞÅË
P1 É P2 × ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÓÔÏÒÏÎÕ Ó ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ ÕÇÌÏ×ÙÍÉ ÓËÏÒÏÓÔÑÍÉ É
ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ × ÌÀÂÏÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ.

âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ: ÐÕÓÔØ O É O′ | ÃÅÎÔÒÙ ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÏ× ABC É A′B′C ′. ôÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË P É P ′, ÌÅÖÁÝÉÈ
ÎÁ ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ABC É A′B′C ′, ×ÅËÔÏÒÙ OP É
O′P ′ ÓÏÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÙ, ÔÏ ÐÒÑÍÙÅ óÉÍÓÏÎÁ ÔÏÞÅË P É P ′ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ. ¤

3. ëÁÓÁÎÉÅ ÐÒÑÍÙÈ óÉÍÓÏÎÁ Ó ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ üÊÌÅÒÁ
ÄÁÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ

îÁÐÏÍÎÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÆÁËÔ, Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÓÌÅÄÓÔ×É-
ÅÍ ÔÅÏÒÅÍ 2 É 9.

ðÕÓÔØ P É P ′ | ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC. ôÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ ÐÒÑÍÁÑ PP ′ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ
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ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÔÏ ÏÂÝÁÑ ÐÅÄÁÌØÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË
P É P ′ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC.

÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ P ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
ABC, ÐÒÑÍÙÅ, ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÐÒÑÍÙÍ PA, PB, PC, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ, Ô. Å.
ÔÏÞËÁ P ′ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÁ, Á ÏÂÝÁÑ ÐÅÄÁÌØÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË P
É P ′ ×ÙÒÏÖÄÁÅÔÓÑ × ÐÒÑÍÕÀ óÉÍÓÏÎÁ ÔÏÞËÉ P . ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ (ÓÍ.
ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ ÐÏÓÌÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 10), ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ P ′ ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ óÉÍÓÏÎÁ ÔÏÞËÉ P Ó ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ üÊ-
ÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÁÑ Ó ÓÅÒÅÄÉÎÏÊ ÏÔÒÅÚËÁ PH, ÇÄÅ H |
ÏÒÔÏÃÅÎÔÒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC.

÷ÔÏÒÁÑ ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ óÉÍÓÏÎÁ ÔÏÞËÉ P Ó ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ
üÊÌÅÒÁ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ E1P1, E2P2, E3P3,
ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÒÑÍÏÊ OP ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÇÌÏ× E1, E2, E3 ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
E1E2E3 (ÚÄÅÓØ, ËÁË É ÒÁÎØÛÅ, E1, E2, E3 | ÔÏÞËÉ üÊÌÅÒÁ, Ô. Å. ÓÅÒÅÄÉÎÙ
ÏÔÒÅÚËÏ× AH, BH, CH). ðÒÑÍÁÑ óÉÍÓÏÎÁ ÔÏÞËÉ P ÂÕÄÅÔ ËÁÓÁÔØÓÑ ÏËÒÕÖ-
ÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÜÔÉ
Ä×Å ÔÏÞËÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ, Á ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÑ-
ÍÙÅ, ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÐÒÑÍÙÍ AP , BP , CP ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÇÌÏ× A, B, C
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, ÂÙÌÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ OP .

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÐÒÑÍÁÑ OP ÄÏÌÖÎÁ ÐÒÏÈÏÄÉÔØ ÞÅÒÅÚ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ
ÕÄÁÌÅÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ P ′, Ô. Å. É × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÑÍÁÑ PP ′ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ
ÃÅÎÔÒ O ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC.

ôÅÏÒÅÍÁ 12. óÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÐÒÑÍÙÈ óÉÍÓÏÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØ-
ÎÉËÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÔÒÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ËÁÓÁÀÔÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÜÔÏÇÏ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. ôÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÇÏ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÁ. åÓÌÉ �, �,  | ×ÅÌÉÞÉÎÙ ÕÇÌÏ× ÄÁÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
(� < � < ), ÔÏ ÓÔÏÒÏÎÙ ÜÔÏÇÏ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÏÂÒÁÚÕ-
ÀÔ Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÕÇÌÙ, ÒÁ×ÎÙÅ
( − �)=3, (� − �)=3, ( − �)=3.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ AL | ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÁ ÕÇÌÁ BAC, N | ÔÏÞËÁ,
ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÁÑ P , K | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ AL É PN ,
1=2^áP = '1 (ÒÉÓ. 5). ðÒÑÍÙÅ AP É OP ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÇÌÁ
BAC ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ \PAK = \PKA. ðÏÓËÏÌØËÕ PN |
ÄÉÁÍÅÔÒ, ÔÏ \PAN = 90◦ É \APK = \APN = 90◦ − \ANP = 90◦ − '1 É,
ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÑ, ÞÔÏ \PAK = \PKA, ÎÁÊÄÅÍ

\PAK = 1
2(180◦ − \APK) = 1

2(180◦ − (90◦ − '1)) =

= 1
2(90◦ + '1) = 45◦ + 1

2'1 :
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òÉÓ. 5.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,

\PAK = \PAB + \BAL = 1
2^PB + 1

2\BAC =

= 1
2^APB −

1
2^AP + 1

2� =  − '1 + 1
2�:

ðÏÜÔÏÍÕ 45◦ + '1=2 =  − '1 + �=2, ÏÔËÕÄÁ 3'1=2 =  + �=2 − 45◦,
'1 = 2=3( + �=2)− 30◦ = 2=3 + �=3− 30◦.

ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÎÁÊÄÅÍ ÅÝÅ Ä×Å ÔÏÞËÉ R É Q, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÈ ÐÒÑÍÙÅ
óÉÍÓÏÎÁ ËÁÓÁÀÔÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC. ïÎÉ ÏÐÒÅÄÅ-
ÌÑÀÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ '2 = 1=2^BK = 2=3� + �=3 − 30◦, '3 = 1=2^CQ =
= 2=3� + =3− 30◦ (ËÁË ×ÓÅÇÄÁ, ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ � < � < ).

îÁÊÄÅÍ ÕÇÌÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ PQR:

\PQR = 1
2^PR = 1

2^PB + 1
2^BR =  − '1 + '2 =

=  − (2=3 + 1=3�− 30◦) + 2=3�+ �=3− 30◦ =
= =3 + �=3 + �=3 = (�+ � + )=3 = 180◦=3 = 60◦:

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, \PRQ = \QPR = 60◦.
éÔÁË, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË PQR ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÊ. ðÏÓËÏÌØ-

ËÕ ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ P1, Q1, R1 ÐÒÑÍÙÈ óÉÍÓÏÎÁ ÔÏÞÅË P , Q, R Ó ÏËÒÕÖ-
ÎÏÓÔØÀ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÅÒÅÄÉÎÁÍÉ ÏÔÒÅÚËÏ× PH,
QH, RH, ÇÄÅ H | ÏÒÔÏÃÅÎÔÒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, ÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ PQR
É P1Q1R1 ÇÏÍÏÔÅÔÉÞÎÙ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË P1Q1R1 ÔÁËÖÅ ÒÁ×-
ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÊ.
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òÉÓ. 6.

îÁÊÄÅÍ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ PR É AC ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× PQR É ABC.
äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏ×ÅÄÅÍ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ R ÈÏÒÄÕ RD, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÕÀ AC (ÓÍ.
ÒÉÓ. 6). ôÏÇÄÁ

\PRD = 1
2^PD = 1

2^AP −
1
2^AD = 1

2^AP −
1
2^CR =

= 1
2^AP − (1

2^BC −
1
2BK) = '1 − (�− '2) =

= 2=3 + 1=3�− 30◦ − (�− (2=3�+ �=3− 30◦)) =
= 2=3 + �=3− 30◦ − �=3 + �=3− 30◦ =

= (+�+�)=3 + =3−�=3− 60◦ = 180◦=3 + (−�)=3− 60◦ = (−�)=3:
áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ QR É AB, PQ É BC ÒÁ×ÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÅÎÎÏ (� − �)=3 É ( − �)=3.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÈÏÄÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 12 ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ, ÞÔÏ
ÎÁ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÒÏ×ÎÏ ÔÒÉ
ÔÏÞËÉ, ÐÒÑÍÙÅ óÉÍÓÏÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ËÁÓÁÀÔÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØ-
ÎÉËÁ, ÐÒÉÞÅÍ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØ-
ÎÉËÁ. äÁÎÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 8.4 ÚÁÄÁÞÎÉËÁ
�íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ� (×ÙÐ. 9, 2004, Ó. 246). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
ÐÏÐÕÔÎÏ ÍÙ ÐÒÉ×ÅÌÉ ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÍÅÓÔÏ ÔÏÞÅË P ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ PP ′,
ÇÄÅ P ′ | ÔÏÞËÁ, ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ P , ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖ-
ÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÕÂÉËÏÊ íÁË-ëÜÑ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.
éÚ ÔÅÏÒÅÍ 2 É 9 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËÕÂÉËÁ íÁË-ëÜÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ
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òÉÓ. 7.

Ó ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÍÅÓÔÏÍ ÔÏÞÅË P , ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÐÅÄÁÌØÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ
ËÏÔÏÒÙÈ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

ôÁË ËÁË ÐÒÑÍÙÅ óÉÍÓÏÎÁ ÔÏÞÅË P , Q, R ÇÄÅ P , Q, R | ×ÅÒÛÉÎÙ ÒÁ×ÎÏ-
ÓÔÏÒÏÎÎÅÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØ-
ÎÉËÁ ABC, ËÁÓÁÀÔÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÔÏ ÔÏÞËÉ
P , Q, R ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ËÕÂÉËÅ íÁË-ëÜÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁ-
ÚÏÍ, ËÕÂÉËÁ íÁË-ëÜÑ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÏÐÉÓÁÎÎÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
× ÔÒÅÈ ÔÏÞËÁÈ, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÄÎÕ ÉÚ ÐÒÑÍÙÈ óÉÍÓÏÎÁ, ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ÏËÒÕÖÎÏ-
ÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÄÁÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ × ÔÏÞËÅ M (ÒÉÓ. 7). ðÕÓÔØ ÜÔÁ ÐÒÑ-
ÍÁÑ óÉÍÓÏÎÁ ` Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ óÉÍÓÏÎÁ ÔÏÞËÉ P , ÌÅÖÁÝÅÊ ÎÁ ÏÐÉÓÁÎ-
ÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, É ÐÕÓÔØ ÒÁÄÉÕÓ OP ÐÏ×ÅÒÎÕÌÓÑ ÐÒÏ-
ÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ ÎÁ ÕÇÏÌ � ÔÁË, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ P ÐÒÉÎÑÌÁ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ P ′.

ôÏÇÄÁ × ÓÉÌÕ ÇÏÍÏÔÅÔÉÞÎÏÓÔÉ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
ABC É ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ ÐÅ-
ÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ×ÙÓÏÔ H ÐÒÑÍÁÑ óÉÍÓÏÎÁ `′ ÔÏÞËÉ P ′ ÂÕÄÅÔ ÐÒÏÈÏÄÉÔØ ÞÅÒÅÚ
ÔÏÞËÕ M ′ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ ^MM ′ = �. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ËÁË ÕÖÅ
ÎÅÏÄÎÏËÒÁÔÎÏ ÇÏ×ÏÒÉÌÏÓØ, ÐÒÑÍÁÑ `′ ÐÏ×ÅÒÎÅÔÓÑ ×ÏËÒÕÇ ÔÏÞËÉ M ′ ÎÁ ÕÇÏÌ
�=2, Ô. Å., ÅÓÌÉ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ÈÏÒÄÕ M ′N , ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÕÀ `, ÔÏ \KM ′N = �=2 É
^KN = �. äÕÇÉ M ′M É MN ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÉÁÍÅÔÒÁ LM ,
ÐÏÜÔÏÍÕ ^NM = ^MM ′ = � É ^KM = ^KN + ^NM = � + � = 2�.

éÔÁË, ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6. ðÕÓÔØ M | ÔÏÞËÁ ËÁÓÁÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ óÉÍÓÏÎÁ ÐÒÏÉÚ-

×ÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÅÇÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ üÊÌÅÒÁ. ôÏÇÄÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ
ÐÒÑÍÁÑ óÉÍÓÏÎÁ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÅÇÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ üÊÌÅÒÁ
× ÔÏÞËÁÈ K É Q ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ K É Q ÌÅÖÁÔ ÐÏ ÒÁÚÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÔ
ÄÉÁÍÅÔÒÁ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÇÏ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ M É ^KM = 2^MQ.
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4. ï ËÕÂÉËÅ íÁË-ëÜÑ É ËÒÉ×ÏÊ ûÔÅÊÎÅÒÁ
÷ ÜÔÏÍ ÐÕÎËÔÅ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÚ [3].

ôÅÏÒÅÍÁ 13 (12). éÚÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÑÍÏÊ `, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅ-
ÒÅÚ ÃÅÎÔÒ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC É ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ
ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÑÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÁ, ÏÐÉÓÁÎÎÁÑ ÏËÏÌÏ ÜÔÏ-
ÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÐÒÉÞÅÍ ÁÓÉÍÐÔÏÔÁÍÉ ÜÔÏÊ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÒÑÍÙÅ
óÉÍÓÏÎÁ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ ` Ó ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ ÔÒÅÕÇÏÌØ-
ÎÉËÁ ABC.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÁÒÕ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ óÉÍÓÏÎÁ, ÏÄÎÁ
ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÄÁÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, Á
×ÔÏÒÁÑ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒ ÜÔÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ (ÒÉÓ. 8). ôÏÇÄÁ ÜÔÉ ÐÒÑ-
ÍÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÁÍÉ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ �, ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏ-
ÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC É ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÅÊ Ó ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÑÍÏÊ `,
ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒ O ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC
ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÔÏÊ ÁÓÉÍÐÔÏÔÅ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÌÅÖÉÔ ÃÅÎÔÒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ
ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. ðÒÑÍÁÑ ` ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ P ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÇÉ-
ÐÅÒÂÏÌÙ � Ó ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, ÃÅÎÔÒ O ÜÔÏÊ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ P ′, ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÔÏÞËÅ P ,
ÐÏÜÔÏÍÕ ÔÏÞËÉ P É P ′ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ËÕÂÉËÅ íÁË-ëÜÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC.
åÓÌÉ ×ÒÁÝÁÔØ ÐÒÑÍÕÀ ` ×ÏËÒÕÇ ÔÏÞËÉ O ÐÏ ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ, ÔÏ ÐÒÑÍÁÑ
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óÉÍÓÏÎÁ ÔÏÞËÉ P ÎÁÞÎÅÔ ×ÒÁÝÁÔØÓÑ ÐÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ (ÓÍ. ÎÁÞÁ-
ÌÏ ÐÕÎËÔÁ 2), ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ ÂÕÄÅÔ ×ÒÁÝÁÔØÓÑ É
ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁÑ ÅÊ ÐÒÑÍÁÑ.

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ ` ÐÅÒÅÓÅÞÅÔ ÇÉÐÅÒÂÏÌÕ �, Ñ×ÌÑÀÝÕÀÓÑ ÅÅ
ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × Ä×ÕÈ ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ P É P ′ (ÒÉÓ. 9). ôÁË
ËÁË ÐÒÑÍÁÑ ` ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
ABC, ÔÏ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ P É P ′ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ËÕÂÉËÅ íÁË-ëÜÑ
ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. îÏ ÐÏÓÌÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÏÇÏ ÐÏ×ÏÒÏÔÁ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÐÒÑ-
ÍÏÊ ` ×ÏËÒÕÇ ÔÏÞËÉ O ÔÏÞËÁ P ′ ÂÕÄÅÔ ÍÁÌÏ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÏÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ
ÕÄÁÌÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ, ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÕÀ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÁ �, Á ÔÁË-
ÖÅ ÅÅ ÁÓÉÍÐÔÏÔÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÃÅÎÔÒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
ABC É ÔÏÞËÕ ËÁÓÁÎÉÑ ÜÔÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó ÐÒÑÍÏÊ óÉÍÓÏÎÁ ÔÏÞËÉ P . éÚ
ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ ×ÙÔÅËÁÅÔ

ôÅÏÒÅÍÁ 14. ëÕÂÉËÁ íÁË-ëÜÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÉÍÅÅÔ
ÔÒÉ ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÃÅÎÔÒÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ
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ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ É ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÞÅÒÅÚ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊ-
ÌÅÒÁ Ó ÐÒÑÍÙÍÉ óÉÍÓÏÎÁ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÀÀ ÇÉÐÅÒÂÏÌÕ � É ÉÚ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ
ÔÏÞËÉ I ÜÔÏÊ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ ËÁË ÉÚ ÃÅÎÔÒÁ ÐÒÏ×ÅÄÅÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÐÒÏÈÏÄÑ-
ÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒ O ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ � (ÒÉÓ. 10). ðÕÓÔØ D | ÔÏÞËÁ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ,
ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÁÑ I, Á ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ I É ÒÁÄÉÕÓÏÍ
ID ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÔÕ ×ÅÔ×Ø ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÌÅÖÉÔ ÅÅ ÃÅÎÔÒ I, × ÔÏÞ-
ËÁÈ A É B, C | ×ÔÏÒÁÑ ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó ÄÒÕÇÏÊ
×ÅÔ×ØÀ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ �.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ. ïÐÕÓÔÉÍ ÉÚ ÔÏÞËÉ D
ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ AB ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÅÒÅÓÅÞÅÔ ÇÉÐÅÒÂÏÌÕ × ÔÏÞËÅ
H. ôÏÇÄÁ H | ÏÒÔÏÃÅÎÔÒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ADB É ÔÏÞËÁ H ′, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞ-
ÎÁÑ H ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÃÅÎÔÒÁ O ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ, ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÜÔÏÊ ÇÉÐÅÒÂÏÌÅ.
ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÃÅÎÔÒ O ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ � ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏËÒÕÖ-
ÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ADB, ×ÐÉÓÁÎÎÏÇÏ × ÜÔÕ ÇÉÐÅÒÂÏÌÕ (ÓÍ. ÌÅÍ-
ÍÕ 1 × [3]), Á ÏÐÉÓÁÎÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÇÏÍÏÔÅÔÉÞÎÁ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ H É ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 2, ÔÏ ÔÏÞËÁ H ′ ÓÏ×ÐÁ-
ÄÁÅÔ Ó ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ADB
Ó ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÊ �, Ô. Å. Ó ÔÏÞËÏÊ C. îÏ ÔÏÇÄÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØ-
ÎÉËÁ ICDH ÄÅÌÑÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ O ÐÏÐÏÌÁÍ É, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
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ICDH | ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ. ôÁË ËÁË CI ‖ DH, Á DH ⊥ AB, ÔÏ É CI ⊥ AB.
ðÏÓËÏÌØËÕ I ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÇÉÐÅÒÂÏÌÅ �, ÏÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ I | ÏÒÔÏÃÅÎÔÒ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁABC. ÷ÓÐÏÍÎÉ×, ÞÔÏ I | ÃÅÎÔÒ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ÏÒÔÏÃÅÎÔÒ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ
Ó ÃÅÎÔÒÏÍ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC |
ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÊ.

éÔÁË, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ×ÐÉÓÁÎÎÙÊ × ÇÉÐÅÒÂÏÌÕ � É ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ
ÏËÏÌÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ I, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ðÏÎÓÅÌÅ (ÓÍ. [4, Ó. 166]) ÔÁËÉÈ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ: ÚÁ ×ÅÒÛÉÎÕ A ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ
ÌÀÂÕÀ ÔÏÞËÕ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ, ÌÅÖÁÝÕÀ ×ÎÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ I É ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ÞÅÒÅÚ A
ÐÒÑÍÙÅ ÄÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÊ × ÔÏÞËÁÈ B É C. ôÏÇÄÁ ÐÒÑÍÁÑ BC
ÂÕÄÅÔ ËÁÓÁÔØÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ I (ÒÉÓ. 10).

ôÅÏÒÅÍÁ 15. ðÕÓÔØ I | ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ ÎÁ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ
ÇÉÐÅÒÂÏÌÅ �, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒ F ÜÔÏÊ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ. ôÏÇÄÁ ÁÓÉÍ-
ÐÔÏÔÙ ËÕÂÉË íÁË-ëÜÑ ×ÓÅÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ×ÐÉÓÁÎÎÙÈ × ÇÉÐÅÒÂÏÌÕ � É
ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÏÌÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ I, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ, Á ÉÈ ÔÏÞËÉ
ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ FI.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC, ×ÐÉÓÁÎÎÙÊ × ÇÉ-
ÐÅÒÂÏÌÕ � É ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ ÏËÏÌÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ I. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ üÊ-
ÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒ F ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ � ÏÄÎÏ×ÒÅ-
ÍÅÎÎÏ ÓÏ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ I ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÔÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ
æÅÊÅÒÂÁÈÁ ÜÔÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ËÁÓÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÅ F É, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÏÞ-
ËÁ F ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÔÏÞÅË æÅÊÅÒÂÁÈÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC. ïÔÓÀÄÁ
ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÃÅÎÔÒ E ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÌÅÖÉÔ ÎÁ
ÐÒÑÍÏÊ FI, ÎÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 14 ÃÅÎÔÒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔ ËÕÂÉËÉ íÁË-ëÜÑ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØ-
ÎÉËÁ.

äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, ×ÐÉÓÁÎÎÏÇÏ × ÇÉÐÅÒÂÏÌÕ � É ÏÐÉÓÁÎ-
ÎÏÇÏ ÏËÏÌÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ I, ÇÉÐÅÒÂÏÌÁ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ
ÐÒÑÍÏÊ OI, ÇÄÅ O | ÃÅÎÔÒ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC.
ôÁË ËÁË ÐÒÑÍÁÑ OI ËÁÓÁÅÔÓÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ � × ÔÏÞËÅ I, ÔÏ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ
ÃÅÎÔÒÙ ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ABC ÌÅÖÁÔ ÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØ-
ÎÏÊ Ë ÇÉÐÅÒÂÏÌÅ � × ÔÏÞËÅ I, Á ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ ÜÔÏÊ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ
Ó ÐÒÑÍÙÍÉ óÉÍÓÏÎÁ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ó ÏÐÉÓÁÎÎÙÍÉ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ABC.

ðÒÉÍÅÎÉÍ Ë ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ ABC ÇÏÍÏÔÅÔÉÀ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ F , ÐÅÒÅ×Ï-
ÄÑÝÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ üÊÌÅÒÁ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ × ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ I. ôÏÇÄÁ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁA1B1C1, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÜÔÏÊ
ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ, ÓÏ×ÐÁÄÅÔ Ó ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ I, Ñ×ÌÑÀÝÅÊÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ üÊÌÅ-
ÒÁ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ×ÐÉÓÁÎÎÏÇÏ × ÇÉÐÅÒÂÏÌÕ � É ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ
ÏËÏÌÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ I. ôÁË ËÁË, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ ÂÕÄÕÔ
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ÐÒÑÍÙÍÉ óÉÍÓÏÎÁ ÏÂÏÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÔÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 5 ÓÏ-
×ÐÁÄÕÔ É ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÐÒÑÍÙÅ óÉÍÓÏÎÁ ÜÔÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉ-
ËÏ×. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÏ×ÐÁÄÕÔ ÔÁËÖÅ ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ óÉÍÓÏ-
ÎÁ ÜÔÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× Ó ÉÈ ÏÂÝÅÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ üÊÌÅÒÁ É ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 14
ÓÏ×ÐÁÄÕÔ ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ ÉÈ ËÕÂÉË íÁË-ëÜÑ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ABC
ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× A1B1C1 ÇÏÍÏÔÅÔÉÅÊ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ F , ÔÏ ÁÓÉÍ-
ÐÔÏÔÙ ÉÈ ËÕÂÉË íÁË-ëÜÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ. ¤

ëÒÉ×ÏÊ ûÔÅÊÎÅÒÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÒÅÈÒÏÇÁÑ ÇÉÐÏÃÉËÌÏÉÄÁ, Ô. Å. ËÒÉ×ÁÑ,
ÏÐÉÓÙ×ÁÅÍÁÑ ÔÏÞËÏÊM ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉÕÓÁ r, ËÏÔÏÒÁÑ ËÁÔÉÔÓÑ ÐÏ ÏËÒÕÖ-
ÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉÕÓÁ 3r ÂÅÚ ÓËÏÌØÖÅÎÉÑ, ×ÓÅ ×ÒÅÍÑ ËÁÓÁÑÓØ ÅÅ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 16. ðÕÓÔØ S É S1 | ËÏÎÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉÕÓÏ×
3r É r ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, K | ËÒÉ×ÁÑ ûÔÅÊÎÅÒÁ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏ-
ÓÔÉ S, ËÁÓÁÀÝÁÑÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S1 × ÔÏÞËÅ M . ôÏÇÄÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ Ë ËÒÉ-
×ÏÊ ûÔÅÊÎÅÒÁ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ S1 × Ä×ÕÈ ÔÏÞËÁÈ N É P ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ
^PM = 2^NM .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S2 ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÒÁÄÉÕÓÁ r, ËÁ-
ÓÁÀÝÕÀÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S1 ×ÎÅÛÎÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ × ÔÏÞËÅ M É ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S
×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ × ÔÏÞËÅ M1 (ÒÉÓ. 11). ëÒÉ×ÁÑ ûÔÅÊÎÅÒÁ, ÕËÁÚÁÎÎÁÑ ×
ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÔÒÁÅËÔÏÒÉÅÊ ÔÏÞËÉ M ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S2 ÐÒÉ ËÁÞÅÎÉÉ

�
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E

O′

M ′
1 M1M

K
M ′
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S2

S′2

òÉÓ. 11.



ï ÐÒÑÍÙÈ óÉÍÓÏÎÁ, ËÒÉ×ÏÊ ûÔÅÊÎÅÒÁ É ËÕÂÉËÅ íÁË-ëÜÑ 263

×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S2 ÐÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S ÂÅÚ ÓËÏÌØÖÅÎÉÑ.
ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ S2 ÐÏÓÌÅ ÐÏ×ÏÒÏÔÁ ÐÒÉÎÑÌÁ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ S′2
É ÓÔÁÌÁ ËÁÓÁÔØÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ S1 É S × ÔÏÞËÁÈ N É K ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ,
ÐÒÉ ÜÔÏÍ \KEM1 = �, ÇÄÅ E | ÃÅÎÔÒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ S É S1, Á ÔÏÞËÉ M É
M1 ÐÅÒÅÛÌÉ × M ′ É M ′

1.
ôÁË ËÁË K | ÃÅÎÔÒ ÍÇÎÏ×ÅÎÎÏÇÏ ×ÒÁÝÅÎÉÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S′2, ÔÏ ×ÅËÔÏÒ

ÓËÏÒÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ M ′, ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÐÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÅÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ, ÓÏ×ÐÁ-
ÄÁÀÝÅÊ Ó ËÒÉ×ÏÊ ûÔÅÊÎÅÒÁ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ ÐÒÑÍÏÊM ′K. îÏ \NM ′K =
= 90◦, ËÁË ×ÐÉÓÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S′2, ÏÐÉÒÁÀÝÉÊÓÑ ÎÁ ÅÅ ÄÉÁÍÅÔÒ
NK, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÑÍÁÑ M ′N Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ËÒÉ×ÏÊ ûÔÅÊÎÅÒÁ ×
ÔÏÞËÅ M ′. ðÕÓÔØ P | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ M ′N Ó ÏËÒÕÖÎÏ-
ÓÔØÀ S1, Á O′ | ÃÅÎÔÒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S′2. éÚ-ÚÁ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÑ ÓËÏÌØÖÅÎÉÑ ÄÕÇÁ
KM1 ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S ÒÁ×ÎÁ ÄÕÇÅ KM ′

1 ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S′2: ^KM1 = ^KM ′
1

ÉÌÉ � · 3r = � · r, ÏÔËÕÄÁ � = \KO′M ′
1 = 3� = \M ′O′N .

äÁÌÅÅ, ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× PEN É M ′O1N
×Ù×ÏÄÉÍ, ÞÔÏ \PEN = \M ′O′N = 3�, ÏÔËÕÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ: \PEM =
= \PEN − \MEN = 3�− � = 2� É, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ^PM = 2^NM . ¤

éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 12, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 6 É ÔÅÏÒÅÍÙ 16 ×ÙÔÅËÁÅÔ
ôÅÏÒÅÍÁ 17. ïÇÉÂÁÀÝÅÊ ÐÒÑÍÙÈ óÉÍÓÏÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØ-

ÎÉËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÒÉ×ÁÑ ûÔÅÊÎÅÒÁ, ËÁÓÁÀÝÁÑÓÑ ÅÇÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ×
ÔÒÅÈ ÔÏÞËÁÈ.

îÁ ÒÉÓ. 12 ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ÅÇÏ ÏÐÉÓÁÎÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ,
ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ üÊÌÅÒÁ É ËÒÉ×ÁÑ ûÔÅÊÎÅÒÁ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

÷ Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍ 14 É 17 ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 7. áÓÉÍÐÔÏÔÙ ËÕÂÉËÉ íÁË-ëÜÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØ-

ÎÉËÁ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ Ó ÏÓÑÍÉ ËÒÉ×ÏÊ ûÔÅÊÎÅÒÁ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.
ïÂÏÚÎÁÞÉÍ, ËÁË ×ÓÅÇÄÁ, ÞÅÒÅÚ H ÏÒÔÏÃÅÎÔÒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC. ôÏÇÄÁ

ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÓÔÏÒÏÎ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ABC, ABH, BCH, CAH É ÐÏÜÔÏÍÕ ÜÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ÉÍÅ-
ÀÔ ÏÂÝÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ üÊÌÅÒÁ.

ïÔÍÅÔÉÍ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á, ÞÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ABC, ABH, BCH,
CAH ÉÍÅÀÔ ÔÁËÖÅ ÏÂÝÕÀ ËÒÉ×ÕÀ ûÔÅÊÎÅÒÁ, Á ÉÈ ËÕÂÉËÉ íÁË-ëÜÑ |
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÂÝÉÅ ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ.

ðÒÉ×ÅÄÅÍ × ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÊ ÆÁËÔ. ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ,
ÐÒÑÍÙÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÅÌÑÔ ÕÇÏÌ ÎÁ ÔÒÉ ÒÁ×ÎÙÅ ÞÁÓÔÉ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÔÒÉÓÅË-
ÔÒÉÓÁÍÉ ÜÔÏÇÏ ÕÇÌÁ. ôÅÏÒÅÍÁ íÏÒÌÅÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÒÉÓÅËÔÒÉÓÙ ÕÇÌÏ×
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÐÒÉÌÅÖÁÝÉÅ Ë ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÒÅÈ ÔÏÞËÁÈ,
Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ
Ï ÔÅÏÒÅÍÅ íÏÒÌÅÑ ÓÍ. [2] É [1]). îÁÚÏ×ÅÍ ÜÔÏÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏÍ
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íÏÒÌÅÑ. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÔÏÒÏÎÙ ÅÇÏ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÁ íÏÒÌÅÑ É ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ
ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ËÒÉ×ÏÊ ûÔÅÊÎÅÒÁ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÓÏ-
ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ.
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