
� ������� �����	�
��������
������������� �������

����� �"! #%$&�'�"()#

*,+.-0/)10243

57698:5<; =0>?>?@



���������
	
����
��������������������

������� �"!$#�%'&)( *
( &+�-,/.�0�1-�"2435( �)( &�.$!$6��"7$�'8�( �)(
&:9 0�;�<>=�( 35( ?@0-�"<BA �"7C?�( D5( ?E��,"�"<$!BFHG��JI@�
K)( =�(
L:��%-7M%-2'N5( N5( O+0�1P9�QR�"!$#�%4ST( K)(VUR� !$�W0�1 FX���W0-%-2YN5( Z�(
U�%-!E,"[$� !E[B.$!$%-2\35( 35(V]^7E�-,"%_0-%-2Y&)( &)( `:% A %-2'35( a
(
K+� 2-.$!bN5( ]5( K�%_0-%-2-1-�"2YST( ]5( K�%@,/.$!E,/#$.$<YN5( �)(
c .Bd�%-e:.$7M%-2\&)( =�( fg� 7$;��-.$!>O5( hi( Z)jR�"!$#�%'O5( &)(

kmlonmpEqmr5sutwvBxMnoy{zo|otm}$&)(E=�( c .Bd�%-e:.$7M%-2
~ zMp��{�wv$y�twvwzwnotE��}$=�(E35($&:9 0�;�<
� xMtwv��itwvBxMnoy��o�o��}
� �E�P���@�{�4�$�B�P�@�B���Y�+�4���E�B� �B���E�P�������E� �����Y�+�/�����Y���>�E���
� �u�E�-�$�J���$�-� �"�$�J�@�-�$�J���J¡E�B�P�$���¢���E�B� �B�P£w� ¤@�$��¥E¦
§�¨^©oª¬«w}^w®�¯�°B±B²$³-´P�µ�µ¶w· � ±�¸

¹Cº/»�¼P½¿¾ÁÀP»�¼_Â�¼P½'¾ÄÃWÅ ¼_Â�Æ�Ç�È É�Æ�¼_À_¼_Ê5ÃWÉWÂ�Ç�Ç�ËÍÌ�Î_»�ÉÏ½�Î_»-Ç�Ð�É"ÃÑÈ ¼_ÒP¼^Ó�Â�¼-ÃÑÀ_ÉÑÔ�ÉWÆ�Ç Õ-Ö
À�ÂJÎ"×"Ø ÉÚÙPÉ_Û/Ó�¼-ÃÑÀ"ÕPÔ�ÜWÆ�Æ�¼P½\Ó�Â�¼-Å/ÙPÉÏ½�Î_½'ÃW¼_À_Â�ÉÏ½MÉWÆ�Æ�¼_Ê�½�Î_»�ÉÏ½�Î_»-Ç�È�Ç$Û¶Ó�¼P½MÉÑÔ�ÜWÆ)Ý�Ç�ÈPÙ�ÃW»�Î"Þ
»�ÉWÊY¼\½�Î_»�ÉÏ½�Î_»-Ç�Ð�É"ÃÑÈ�Ç-ß4À_¼_Ó�Â�¼-ÃWÎ"ß�È�Â�Ç�ÓJ»�¼_Ò_ÂJÎ¶àmÇ�Ç$áEÂJÎ"×"Ø ÉÚÙbËÍÌ�Î_»�ÉÏ½�Î_»-Ç�Ð�É"ÃÑÈ�Ç�Êb½MÇ�ÂJÖ
ÃW¼-ÃW»�Î¶À/ÙPÉWÆ�Ç-×�ÃW»�Î_»�ÉWÊ$Û@Ó�¼-ÃÑÀ"ÕPÔ�ÜWÆ�Æ�â{ß'Ø ÉãÕ-»�ÉÚÙ-ä_Æ�¼-ÃW»-Ç'å�æBç�è Â@ÅPÎ¶È�Ç$Û@Ó�ÉWÂ�À_â:½iàmÇPÙJØ-ÃW¼_À¶Þ
ÃÑÈ�ÇJ½�½MÉWØ-ÎÏÙPÕ-½éÇ¿À_â�Ø-Î¶ê:Ô�ÇJ½�ÃÚÕ�Â�ÉÑ×Ïè¶Ù-äP»�Î_»�Î_½ìë�æ$å�æBí+¼/Ù�½M¼_ÒP¼_Â�¼_ÀPÎ�Ç�î)æEï�æBð:¼_ÆJ»-Â ÕPÞ
Ò_Ç�ÆJÎY»-Â�Ç�Ø ÝJÎ_»-â{ßCÒP¼ Ø ¼_ÀJÛ�È ¼ »�¼_Â�â�É\Æ�É\ÂJÎ_ÃÏÃW½�Î_»-Â�Ç�ÀPÎÏÙ-ÇJÃÑä¿àmÇPÙJØ-ÃW¼_ÀPÃÑÈ�ÇJ½gÈ ¼P½MÇJ»�É/»�¼P½
Ó�¼�À_Æ�ÉÏ½�Î_»�ÉÏ½�Î_»-Ç�Ð�É"ÃÑÈ�ÇJ½bÓ�Â�Ç�Ð�Ç�ÆJÎ_½{æJ¹éÂJÎ"×"Ø ÉÚÙPÉ^ËÍð:Â�¼-Å/ÙPÉÏ½Mâ�½�Î_»�ÉÏ½�Î_»-Ç�Ð�É"ÃÑÈ ¼_ÒP¼)¼-Å_ÂJÎ"Þ
×"¼_ÀPÎ¶Æ�Ç Õ-Ö�Ó�Â�ÉWØ-ÃW»�Î¶À/ÙPÉWÆJÎ
Ó�Â�¼_Ò_ÂJÎ_½�½�Î¿ËÍÌ�Î_» ñ�È ¼/Ù-ä_Æ�Ç�ÈJÖÑÛBÀ\È ¼ »�¼_Â�¼_Ê4ÃÑÀ_ÉWØ ÉWÆ�âgÀ_¼ ÉWØ Ç�Æ�¼
¼-ÃÑÆ�¼_À_Æ�â�É^ÃÑÀ_ÉWØ ÉWÆ�Ç Õ
Ç-×�½�Î_»�ÉÏ½�Î_»-Ç�È�Ç$Û�Æ�É/¼-Å"ßP¼ Ø ÇJ½Mâ�É�Ø¶ÙPÕ
À_â�Ó�è ÃÑÈ�Æ�Ç�È ¼_À5½�Î_»�ÉÏ½�Î_»-Ç�Ð�ÉÑÞ
ÃÑÈ�Ç-ß>ñ�È ¼/ÙBÛoÎ¿è Â�¼_À_ÉWÆ�äY»-Â�É"Å ¼_ÀPÎ¶Æ�Ç�ÊCÓ�¼YÈJÎ¶ò^Ø ¼_Êé»�ÉÏ½MÉ�×/Î Ø-Î¶Ü/»�ÃÚÕb¼-Å_ÂJÎ"×ÏÝJÎ_½MÇ>×/Î Ø-Î/Ð$æ
ïmÂ�ÉWØ Çì½�Î_»�ÉWÂ�ÇJÎÏÙP¼_À¿Ó�¼4ÇJÃW»�¼_Â�Ç�Ç>¾óÂJÎ"×/½Mâ{ñ�ÙPÉWÆ�Ç Õ4¼YÓ�ÉWÂ�À_â{ßC½M¼-ÃÑÈ ¼_ÀPÃÑÈ�Ç-ß>½�Î_»�ÉÏ½�Î"Þ
»-Ç�Ð�É"ÃÑÈ�Ç-ßb¼/Ù-ÇJ½MÓ�ÇJÎ Ø-Î"ßBæwð:¼P½MÇJ½M¼'ÀPÃWÉWÒP¼\º/»�¼_ÒP¼JÛEÇJ½MÉ/É/»�ÃÚÕ4Â Õ�ØYÃW»�Î_»�ÉWÊ$ÛwÓ�¼-ÃÑÀ"ÕPÔ�ÜWÆ�Æ�â{ß
Õ Â�È�ÇJ½bÇ
Ç�ÆJ»�ÉWÂ�É"ÃÑÆ�â:½>½�Î_»�ÉÏ½�Î_»-Ç�Ð�É"ÃÑÈ�ÇJ½>à�Î¶ÈJ»�Î_½bÇ�½MÇ�Æ�ÇJÎ_»-ê�ÂJÎ_½4¾ÁÂJÎ"×ãÙ-Ç�Ð�Æ�â:½>Ø ¼¶Þ
ÈJÎ"×/Î_»�ÉÚÙ-äPÃW»-ÀPÎ_½¿À_â�Ó�è ÈPÙP¼-ÃW»-Ç�Ð�É"Å_â{ñ�ÜWÀPÃÑÈ�Ç-ßR½MÆ�¼"ò�É"ÃW»-ÀJÛPÓ�¼/Ù-Æ�¼P½Mè�Â�ÉÑñ�ÉWÆ�Ç�ê¢¼-Å ¼-Å¶Ô�ÜWÆ-Þ
Æ�¼_Ê5×/Î Ø-Î/Ð�Ç
Ì�ÎÏÙ-ä_à�Î_»�»-Ç$Û Æ�É/¼"ò�Ç�Ø-Î¶Æ�Æ�¼P½Mè�ÒPÉ/¼P½MÉ/»-Â�Ç�Ð�É"ÃÑÈ ¼P½MèRÀ_¼_Ó�Â�¼-ÃÑè@Û ÈJÎ_ÃWÎ¶ê:Ô�ÉÏ½Mè ÃÚÕ
ñ�Ç�Â�Ç�Æ�âì½MÆ�¼_ÒP¼_è ÒP¼/Ù-ä_Æ�Ç�ÈJÎ�Û/Ý�ÉÚÙ-â:½4»�¼_Ð�ÈJÎ_½¿ÆJÎ�ºãÙ_Ù-Ç�ÓJÃW¼_Ç�Ø-Î"ßBÛ¶Ó�¼ Ø-ÃÑÐ�Ü/»-è^Ð�ÇJÃHÙ�Î)ËÍÃÑÐJÎ_ÃW» Þ
Ù-Ç�À_â{ß5Å_ÇPÙPÉ/»�¼_ÀPÖÑæ

ôÏõBö�÷ùø_FHú û-û�ú@ü¶ý_FWü¶ú_FÚþ
©

=Cÿ)3)=ì*���ü¶ú-ú��\�B(
&�;��$��,/#CIB� !$!$%-��%',"6�%-7$!$.$#E���$%JIMI@�"7���� !b�-7E� !E[$%-e
`:%@,¶,/.$<E,/#�%-��%¿hb%-!wIB��hb��!wIB� e:�"!E[$�¶0�1-!$;�d4O),¶,Ñ0-�/I@%-2�� !$.$<
� !$%-e:�"7	�$7M%��"#E[$�\ú-ý_FXûBüÏFWü�
�û���þ�



����������	�
�����

��������������������������� �!��"
ë�æJç�æ@ïm¼-ÃÑÇ�ÆJÃÑÈ�Ç�Ê
#�$&%(' )+*-,.*0/�1�)�243657'98�2:/0*!; æ+æ�æ+æ�æ�æ+æ�æ+æ�æ+æ�æ�æ+æ�æ+æ�æ+æ�æ�æ+æ�æ+æ�æ+æ�æ�æ+æ <
ÌYæJç�æ@ïmÉWÀ_Â�ê�È
= 1:>@?�2:5:A0?0BC>D'E5:/�1�F�1�G:*0HI%�)+J-KML�NPODN9QR'E?�1�)+J:G æ�æ+æ�æ+æ�æ+æ�æ�æ+æ�æ+æ�æ+æ�æ�æ+æTS�U
ÌYæ�V�æJÌ\¼_ÆJÎ_ÃW»-â�Â@ÃÑÈ�Ç�Ê
WYX *�)�G�Z�1�F�Z[/0*�\I$&%�G�2�)�]�\ æ+æ�æ+æ�æ+æ�æ�æ+æ�æ+æ�æ+æ�æ�æ+æ�æ+æ�æ+æ�æ�æ+æ�æ+æ�æ+æ�æ�æ+æTS�^
¹�æJÌYæ�_wÇ-ßP¼P½MÇ�`�¼_ÀJÛ-¹�æJ¹�æ0amÃÑÓ�ÉWÆJÃÑÈ�Ç�Ê
bD%(c9F:BR% X *�)�G�Z�1�F�Z[/0*�%.)�2:57c9%�2:H4Bd*�Z�1�F�%[HIZ[/�2e]@$&2:HI%�$&2:H4*0/�2gf�h:ij\-k:1�G�1�F�NPl æ+ænm0S
¹�æJÌYæ�_wÇ-ßP¼P½MÇ�`�¼_À
o62�p�$RBCqr)�%[?0*�]s1ItE%('9F:Bu\I$&1�Z[/�1�F�Z[/0*�\I$&2:HI%�$&2:H4*0A�%�Z[/0*�\v1�)+*�$Rt�*�2�G�2e\ æ+æ�æ�æ+æw<�S

x �����zy|{����e"|��}������������������|�4�~��"����E��{:��"|�:�C���
¹�æH¹�æ���Ô�ÉWÆ�È ¼
W Z[?�1�F:?0BR%ztE1:?�]0H4*�]@/�'E*0t�HI1:k�'92 X *0* æ�æ+æ�æ+æ�æ+æ�æ�æ+æ�æ+æ�æ+æ�æ�æ+æ�æ+æ�æ+æ�æ�æ+æn��U
å�æJð�æJ¹{Î¶Â�Æ�¼_ÀPÃÑÈ�Ç�Ê
�6'E*0t�HI1:k�'92 X *�]�*~HI%�17'E*�]sZ�)�1��@?�1�Z[H4* æ�æ+æ�æ+æ�æ�æ+æ�æ+æ�æ+æ�æ�æ+æ�æ+æ�æ+æ�æ�æ+æ��+S
� æJ¹�æ�å:É"ÃW»�ÉWÂ�ÉWÆ�È ¼
Q�)+k:17'E*0Hz$R*0A�%�Z[/0*�%zt:'91�8�)�%�$RB�HI%�17'E*0*@A0*�Z�%�) æ+æ�æ�æ+æ�æ+æ�æ+æ�æ�æ+æ�æ+æ�æ+æ�æ�æ+æ��+�
��æJë�æJí�Î¶ÅPÎ_»PÕ ÆJÃÑÈ�Ç�Ê
= 2:HI%�$&2:H4*0/�2r'92�p�G�%�)�%[?0*�]�Z�%[/�'9%[HI2 æ�æ+æ�æ+æ�æ+æ�æ�æ+æ�æ+æ�æ+æ�æ�æ+æ�æ+æ�æ+æ�æ�æ+æ S�S��

�.{��jy|{���{����I{I�e�0��"P{��&}E�R"|�������eyE�+�d���|����������������{:�@�������������������
ï�æJí�æPî+Î¶Æ�Ø ¼
� A�2�Z[Hz)+*�F:BR%�8:*�)�%[H4B æ�æ�æ+æ�æ+æ�æ+æ�æ�æ+æ�æ+æ�æ+æ�æ�æ+æ�æ+æ�æ+æ�æ�æ+æ�æ+æ�æ+æ�æ�æ+æ S�m��
å�æJå�æJë:Æ�Ø Â�É/ÉWÀJÛ�¹�æ�ë�æ � Ø Ç�Æ
QR'E* X $&%[H4*0A�%�Z[/0*0>g$R*0?0*�$R5�$�/�F�2�G7'92:H4*0A0?�1:> X 17'�$RB�* Z X %('E*0A�%�Z[/0*�%./�1�G:B�æ�æ+æ S�U�U
¹�æ���æ�ç�ÉÚÙPÉWÆ�ä_È�Ç�Ê$Û�ë�æJë�æ��$Î_ÃHÙ�Î¶ÀPÃÑÈ�Ç�Ê
o6%[q4%[?0*�%D1�8�1�8:�4�[?0?�1:>vp�2�G�2:A0*v= 2�)+J X 2:H4H4* Z.tE1�$&1:�zJ��Y/�1�$Rt0)�%[/�Z[?�1:>@��k�*0tE%('Ei
8�1�)+*0A�%�Z[/�1:>��zH�'E*0k:1:?�1�$&%[H�'E*0* æ�æ+æ�æ�æ+æ�æ+æ�æ+æ�æ�æ+æ�æ+æ�æ+æ�æ�æ+æ�æ+æ�æ+æ�æ�æ+æ Se<�S

�.�e ¡�e���!��y|��"9}|�������������������������|����¢.£r���+�
ë�æ�¤:æ�ë�Ù-ÇJ½M¼_À
L�Z7]0/�1�%.)+*@A�%�8:BCq4��F�Z[/�1�%.$R?�1�� %�Z[HIF�1vF:BCt�5:/�)�1E; æ�æ+æ�æ+æ�æ+æ�æ�æ+æ�æ+æ�æ+æ�æ�æ+æ S����
ÌYæ î)æ��JÉWÂ�À_ÉWÂ
¥¦*�'E*0?�24$R?�1:k:1:5:k:1�)+J�?0*0/�2 æ+æ�æ+æ�æ+æ�æ�æ+æ�æ+æ�æ+æ�æ�æ+æ�æ+æ�æ+æ�æ�æ+æ�æ+æ�æ+æ�æ�æ+æ S:�:U

�§"P{0¨[�����C�d������������������������{:�0{I{0¨:"|�[©�{�����y����
bª'91:k�'92�$C$&2�«(= 2:H4qz/�1�)+J�?0*0/+¬>æ+æ�æ+æ�æ�æ+æ�æ+æ�æ+æ�æ�æ+æ�æ+æ�æ+æ�æ�æ+æ�æ+æ�æ+æ�æ�æ+æ S�^�U
 �+®��e�0y��&�@"|�[©+®��7� æ�æ+æ�æ�æ+æ�æ+æ�æ+æ�æ�æ+æ�æ+æ�æ+æ�æ�æ+æ�æ+æ�æ+æ�æ�æ+æ�æ+æ�æ+æ�æ�æ+æ~m0S�¯
�.{������r�+©+®���y����
æ�æ+æ�æ+æ�æ�æ+æ�æ+æ�æ+æ�æ�æ+æ�æ+æ�æ+æ�æ�æ+æ�æ+æ�æ+æ�æ�æ+æ�æ+æ�æ+æ�æ�æ+æ~m0S��



�����������	�
 ���

���� �� ���	�
 ���
���

��������� �	
	���� �����	���	 � �	 ��	�� �����	���	 ��	�	���

�� ����� �	���	�����	� ��������

�� �� ������	�


� ��
��	 ���� 
��� ���	����  ���!���"�� ��	���" #�	� $���	
�%����"����� � ���	 %�	%���� IHES��� ��	���� %�� �������	� &'���� �
��	�� (�"��� )����"�*� �������� ���� "����
�+ ��	���� %�� ��
�,
���"�� &#�����-����� �������	 )����"�*� �����	 $���	 �./0/���� 
/
-�������"	 1/ 2	"����/ 3� 	"� �"����� � ���4��	���� ���	 �%�,
���"���� � -�����	 &The Mathematical Intelligencer*� V/ 56� 7�� ���.� �/ 558
5.� ���	���"� ���	 %�	��	�� -���9 ����-�	��� ��	�� ��	���"��:
�- ������ ��"� � %������	���� ����  �
��� ��	���"� (/ )����"�/
;�� �� %����� �� �"�" ���� 	%	�� ���
�	� �"�
� ��<	��
� �����	
�	 ���	���	/ 1�	���" )����"� +  �"!��� ��� �%���	�� �	 %��	4�,
�� 	�� ������ �=o��4�� ������ �	
	�� � �%�		�� �	�� �"�-	�� >�9��	��
��� ?�����/ (� �����	 ��� ��<	� %� %����"�/

�� ������	 
� ����������� ���
� 
 ���
�
� �����

� ��@A 
��� 
��%%� ������9  ���!���"�9 ��	���"�� �� %�	��-,
��� %���-�"�� 3"��� (������ 2�%	��<	�� ���	���� "����9 ���� >�,
��	 �	���� '�� �	������ '�� ��<	����	� >��� $���� � $��� B	����	�
�	��������	 	�� "�" �
�� %�	%��������� ��	���"� �� C���!��� ���,
���� �� %	�	���� ��	� D�� ���"�� � ����9 	<	 ���������/ F��� ���

��IHES � ��������	
�� ��	�	
	� ����� ��
���� ����������� �������������
��� �������� �	� ����� ���� �� ���	��� ��	���	���!�� "��	�� � !�	���� #��	 �
$��$�	$ ����� �% ��	� ��	�$���� ���&�����'

�����������	
� ��
�������� ���� �� ��� �� ����������



���� �� ���	�
 ���
��� �

���� �	 ���"� ������	� �� ������	���� ��������� ��"�����������
�� �  ����<	��"� �����	���	� � �	�-������� ������� ����� � %�	,
��	��	� " %��������� �����	��� ����	��� �"��	���	�"�
� ��"���/

G�� ��
���������� ������� %���4������ �������� ����	 �����	,
��� + "���	"����
� ����� ������9 ��"���� ��%��"�	��9 %�� 	��,
��� %�	�������� ���	���� � �	� �%���	����� ���� ������ �	"�	��
#���4��	��� �� 	� �	 �	�		 D� �	"�	 ����� �9������� + �� �� D��
��-	�/ ����� %�	�������� ����� ���������� ���-�� �9 ��
�� 4�,
������ ��9/ #� ����� �� �	����� �� ����� �9 %����"���� "����� %��,
%	���� ���� 
	�	���� (/ )����"�� ������4�� �� %������ 
����� (��,
�� %	�	� "� 	� 
�	 �
�� 
��%%� %����
� ����-���� ������	 "��
�J 
	,
�	��� %���������� ����	 �	 ��	����� ��%	9���� � �����	����� ���,
	
��	�"�� � �"��	�"�� �	��������� � 
��%���� �%������4	���� �
�������� � $����"�� "��%���� � K������� 	
�  ������ ��� ����� �	�	
 ���"�,
�	�	�"��� � �������"�� �"������	�

L
iN ���� �%���"��:

L
akiNO�

���"������� 	
� �	�����	 %����9�-�	��	J �%���	����� D� ��	���,
!�������� ��� ���
���	� %����-�	��	� (/ )����"� ������ %�� 	�����
��	���	�����	
�P� Q���	���	� (��"�
���/ �%���	�� � �����	�����
D�� �	���� 	�� ����	��� �"�" � �� ���
�9 ���
�9 �	
	���9 � )����"��:
%�� �	����	� %��	�	��� (���� ���� D�9 ���" ��"�"�� "����� ����

	�	���� �� �	 ������-��/

R� &������	��	 ��	� ��	���"�* �����"��� ������� � ������ D��,
������� ����������/ �������� ����� ���� �%�	�	�	��

�� 
������ !	�� ��"��: &��� %�����	 ��������� ��	� ����	�	����
��	���"� � !	���*J

5� ����	 %���!�%�: 	������ � %�����  ��������!�� ��	���"� ��
�����	 	���� ���-	��J ���	��������J ��
����� � ��������,
������J ����-	��	 ��	
�� ����		 � ���	
� " �������J "���	���
���� %����� &���"���*J

���' #��	 � �	�����	� �	� �(�� ��$ ��	 ������ ��
��� 	���� � ������	��� ����
���	�	��	!��� ��� �
���!��� �������������$ )� 	� ����$ !�! ���	� �� &���"
%�
� !�	���!�*�  �	�� �� �$%����	 !�! �� &����+��!�� ��	�����$� 	�! � ���,��� !
���&���!�� �%��������$� )�� %����	� � �����	���*� �� ���
!����� � ����� ���	�-
	��	��� � �
��$��'

��Nancago . Nancy / Chicago� � 0�!��� ����	�� ���� 1
���!� ���
,2��� ���%���
3�� 4��������� 	
�� �� 
���� � ������ ������� ���� 5' ���� '

��1
���!�� ��!� �� ���� ����� ����� )�� ����������,6*7 
	�� ����������	 ��	�-
��	���!�� �!�,����� �,���� ����� �� ��	�����, 89-��	���� ��%��	�� ��������
�!�,����� ����	 ����%��	� � ��� �� � �� �� �	�� ����'



� �� �� �	�������

@� ���		 �������	 ��	
� ��"�� ������� ��������	��� � "�" � U�,
"�����J

W� �
����	��	 � �%���" "���	��9 %�����J

A� ���"��� ��"��� �������	 ���� � ��%��"��/

Q-	 � ��@� 
��� � ����	����	 &3�����* ���� %�������� %	���	
��%��"�/ K���� �	 %�	"�������� �9�� � �	�"���"� ���	�������� � 
���
����� 1������ �����/ #	���	 -	 %���	��	���	 
��� �����	��������
�	������� �� ��� �����"���� ����	� �	�-�������� ����	���"�� ��%	,
9�� �����/ #�4�� %	�	���� �� �������	 ���"� ����� � %������		 � %�,
��4�����	 &�	"�	��	 ���	���* ����
 �"������� ��	����� ����	����
� �� �	��� ��
���/

�� �
������� � �
����������

#�	-�	 �	� %p����-�� ��4 ����"�� � &-����* (�"��� )����"� +
�	�"���"� ���� � 	
� ����	��	/ $���	��	 ������ 	
� 9���"	�������	�
D� + �����"�����  ��������!��� ���	��������� ��
�����/

#	���	 ��%��"� ���	�-��� �"����4� ���
����	���� &X����"!�� "
�%��	��	��� �����
� ��"��*� ������������ �� ����: &(�������
��"� ����
�	 ��	���"� � ����9 	<	 ����� � ��<	 %����	 ��"���	��,
��� h� � � i ���� �	�	 !	��� �������� ������	 %������ %��������	�� �
����4����	 ����� ����	�	���� ��	���"� h� � � i D� %����� %�	���,
��	�� � ��"��������� �������� � ����� � ��	�� �����"�� � � � */ ���		
�� ��-�� %���	��: &#������ �%���� ����-	��� ����	�� �"������,
�	�"�� � �����"��� h� � � i ��� D�
� ���	�4	��� �	��9����� ����� -	
�����-���� �	���� ����4�� ������ ����9 %����� � %���!�%�� � � � */

3� ����	 %���!�%� � %����� ���������� ��	����	�"�� ��
�,
"��� 	���	� ���-	�� � %���������� �����"��� %����	� 
���	���J
�� �9 �����	 ������ ����� �%���
��� 	���� �	�	��	���9 � "��,
%�	"���9 ���	�� � ��4� ��	� + ��  	�	�!������	 � ��	
������	 ��,
����	��	 �%�� D�� ��%�������� �������	���	 ��-	 �	���� � K�����
%�����  ����� � ����� ������/ )��		 %������� � &(�������* )��,
��"� ���	�� ��-	 %����"������ �	%���	���	��� %� �9 ����"��� %	,
�	����J �����
� �������� �����-���	 %�	�������	 �	��"��� %	�	����
��/ >/ Q�%	��"�
��� %��	�<	���	 � ��	 ������ �����
��� � �"-	 %	,
�	��� ���� )����"� &>�9�	"��� ��	���"�* � "���	����� " �	�

����-&���"
%!� � :El(ements de Math(ematique;� ������ 	�!� � �� :de Math(ematiques;7
����	������ ���� ����+��!����	 ����	�� ��� ��	���	�!�'



���� �� ���	�
 ���
��� �

>/ >/ F�%������ �%����"������	 �� ����� �	��� -������ &1�	����	,
�"�	 %����	�	��	*��/ 1� -	 �	��	��� " ��4	�� -���	�%������ )����"�/

 � !"
�� ��������

$���	��	�"�� ��%	9 %	���9 "��
 ��"�� )����"� �	 %���<	� "
��	��4	��� ������%�������� 
��%%�: ��%����� � %	���	 %���	��	�,
��	 
��� ����� %�4�� � ����	���� D���������/ 3��� �%�����������
�������	 ����� "����: " 
��%%	 )����"� %����	��������� � ��������
'/ ��"���	� K/ ?��	���� '/,F/ $�4���� #/ 2���D��� '/,#/ 2	��� �%�,
������ ���		 2/ 3��	��	�
 � F/ B���!/

Q���4	��	  ��������� ����!�� � 
��%%	 %���	�� " �	"����� ��,
�	�	���� � 	<	 ���	 �����/ ?����� ���"�"�� �����	���� �� ����!���
%������� �	�� �����"��� ���������� �� 	-	
����	 �	���� � �����
����	 �� ��	���	�������"�� %��	�	-�	 ��� ����-�	��� ���	�-���� �
"��"�	��9 	"��� ��	�	���9 ���� � �9 %	�	�������/ 2������� %��,
���-��� ��� �	�<	����� ������� � %�����������J %� �	�	 ����  �,
�������9 ��%	9�� ����4����� "��	��� 	�� � ���� �� �� %��� �� ��	�	,
��� D  	"������ �����/ � �	�	���	 %���	���9 " 
��%%	 %����	��,
������ &�	�� �����*: >/ )��	��� C/ )���� >/ ?��	���"� #/ $���	�
2/ F	�
 � �-/ Y	�/

X�	� )����"� ������� %��	-��� � ����	���	�"�� ������������
�� ���"�� �����	 �� C���!��/ Z�	�� 
��%%� %��	%	��� ����	�����
"���	��	 %��� ��  ���!���"�9 ����	���	�9 � � CNRS��/ X� ������9
 ����<	��� �����"��� %��	%	��� �������� �	������  �
�����  ���,
!���"�
� ��	����	�"�
� ��	���4�	��/ ;�� �	����	 ��	�� 
��%%�
)����"�� "�" �������������	 ��<	��	� %������ 	������4��	 %�������	
�� ��	9 �	����9 ��	����	�"�9 �����9� �	�"!�� �� �� "��
� )����"�
�	���� �	���������� + � �	��������� � >�
��� �� �������� ���-�	�,
��
� ���4	��� � �	"����9 ��	����	�"�9 !	���9 � 2B> � � 2��	,
�"�� 2���	 � !	���/

#���	��		 �	 %��	4��� %����"�!�� ��"��� )����"� �� ����"��
���"	 � �	�	���	 4	���	���9 
���� � ����%���� " ��	����� ��	,
��� 
��%%� �� ������ ������9 ���	�"�9 ��	���"��� ����	��� ��
��	�� ��	�����
� 1�	����	�"�
� $��
�	���� %��9����4	
� � 1��"�	

���� ������	 
����	� � ����� 5���	�!	
�� ��	���	�!� )�������  &���"
%!���
<' �' =��!���* >> ?�	���	���!�� �����2����� @8� ABD9 �' 3' BBFAAG'
�� �� �������� J &
������	� � 	��� ���������� ��	���	�!�' )�� �����
 	�	 �
�' 1
���!�'* K�� ��' 3' AAGFAAD'

��CNRS � ��"����� ��� L��	� ��
���� ����������� �	�-	� ����� ����� �	�-
�� �!�������!�� ��	�	
	��'



� �� �� �	�������

� ��00 
���/ Y�
�� ��%�������� "�" D"�����
����� ����� &�	�����,
�	
�* �����"��� >���	�� ����� �����%��4	
� � �	"!������ ��"�����
����"�� � � �����9 �-����9�� �" � �-	 �����4�� �� 
��%%� %� ���,
���� ��� � �!������ %�	���������� 	<	 "���	��	�"�	 ��	�	��� '��
��<	����	� ��	�	��� %��%�
���������� "����	 �����"���"�	 ��
����
�� ��	����	�"�	 ����������	 ��� �� D�� + ��-	�/ G���"� � �
��4,
�	� ����"�������� ��	����	�"�� �����	-� �	�� ����4	 ����%����
�	 4��: &	�	��	���,������	* ����!�� ����"�� ��	���"� �"�������
���4"�� "�	%"���� ����  ���������	�"�	 ��
���� ����� ����9 ���
��� ��
�� ���	�� 	<	/

G���"� ��-	 ����	 ���"�	 %������"� �����"���� %���%���� ��,
%���� 	
� ������	/ �� ���"�� �����	 ���� %��"��	�"� ��	9 ������9
���� %� ��	���"	 � %	���� � %���	���9 %� �	���	���	 
��� %�,
�	%	��� ���	����� � ������  ��������!��� ��� � �� ��� ���� �	%	,
�� %�9���� ��  ��������,�����"���"�� ���	��� %����� "�" %�������
D� %��!	�� %����9���� �	���������/

#� $���
��� %�
�	 ������

G %	����	 ���!�	� )����"� ���	 ���
� �	
	��/ ^ ����"�-� ��	��
��4� �� ������� �����		 �
������4���� �� �9�� ��� %��	�%��� ��
�%���	 �������9 �������� �� �9 �����	����� ������� �	����/

&�
 $��� �'��
���� G��� �� ����� �����9 ���� ��"��
)����"� + ��� %�����<	���� ��	
��������� ��	�	 ;�����/ '��� ��<	,
����	� ������ ������� "���"� ��	�	���� ��"�%��� D�
� ���� � "��!	
����"���9 
���� ���� %����	�� ��%�����	 ��	�	���� �	����/ ��<	����	�
� � ��	�� ��9����4���� � ���!�		 ����9 ����	�"�9 ���� �������� ��
!	��� 
�� ��� ���� �����	���� ��	����	�"�� ������ %������� �,
����� D��� �	�	
"��� ����/

Z	�	� 
��� " ������	����� ���"�� �� %���	� �� �����"���"�� �����
�� 2�	���	���� ���	 �5 �%� ����� ��	��� 
��%%�� D"�	�%����� ���	,

� ����/ #	���	 ����-�	��	 %�����4�� �� ��	������ �	�	�/ 2��	�� �
������9 "�	���9 � ����4�� 
������� %��
���� �� � ��	�� 	�<	 �	 ����	
���4		� "�����	 ���� � 
���� �� ���� ���
��	�4���� "����/ ����%���
%���	�	���� %���	� �� ����%�	���� �	�-������ ��� 
�����4	
��� ���,
�� �	��	� ��<	����	� ��� �	�"� "����	�"��/ #	���	 -	 ����%�	��	
���	�4����� �"�� �!	�"��: &1	�� D��� ����� + ��	��P*� %���	 �	
�
%����	 ��4���%����	 ���"� ��"�%���� � ��	���� �����	����� �
��"�  ��������� ���� �%����	�� � "����/ X �" ���	�4����� ��	 ����,
���!�� ����%�	���/ G��-	���� ��<	����	 �������� � ���� "������



���� �� ���	�
 ���
��� �


�	 �� %����	���� ���	 " ������ �������� %���	����� 	
� �����	�,
���� D"�	�%��� ��"�%���/

1�-�� %�	������ �	�	 	
� �-��� "�
�� ��	�� ��"�%��� �� ������,
-�� �� ��4� ���	��"�� "��"� %	%�� � ��%��"�: &R�	�� %�"���� %��9
%���	��	
� ����� ��<	����	/*

(���������� � )��� ������� � ��A0 >/ �	���� ������ �� ������,
	�	� � �	��%����9 ���	��� 
��%%� )����"�� ���-�� ���� ��%�������
A6 �	J D� ��������� �� �������� ���" 	
� �������	�"�
� ��"���	���
�� 
��%%�/ G���"� �� �	
� ���� ��9���� ���9� � ��� �� &������	 ���,
"�*� �	����� %�%�����4�	 
��%%�� �����	�� 	
� ��
��� � ����4	: D�
��-�� ���� ��	��� � %����� ����	���� � ������� %�	����������,
��� ��"���	��	 �� &%�� 	����������� �	"��%		�����*/ Y����� ����
�	��� �	�-���� � "���	 ��	9 ���� �����	-�� ��	�� "����9 �-	 !����
>/ ?��	���"J �� �	��� ��	�� �������: �- ��	�� 9�	���� 	�� ���	-��
%������
� %�����/ #�D��� �� ����%�	��	� ���	�� ��	�	����� �� %��,
���� ����
� �� ������9 �� �	�����	 )����"� �� ��	��� � �	���%���
�������	�� ���� %�	����� ��"�����"� ������ ��%������� �������� ��
��� %���	����	��� ����" �	���� �	 	��	 ��� ��"����� � � ��	��
"�" ���		 ������	 �-	 ����	� ��%������ � ��-	 %	�	���� ���4��/

)	���� �	���P $�
�� ��"��� ��"�������� �� ����� � �� �"������ -	�,
��� ��	���� ��	-�����������
� ����
��4�: %���	���	 �A ���� ��,
"�����" �� �	���� ��	9 ���4�	�	�� "���	 �	���� �	� �	������	���� �9�,
�	�P Y�"�� �������� �� ��� �	��!� �� ���	
� %���	����	�� ���� ��
�!��8������	�	� 
��%%� )����"� ��� ��
��� �� 	<	 ����� �� %�� �	,
%��
������/ 2�	��	 ��	��� �� ��	�� ����	 �	 %�����4�� ��	�	���
��<	��� ��������
� � ����	����� ���%���� ����%�� ���� %��������
��4� �	�"���"� %��-	� + >���	 �	��� ������ �� �� ����	 � ����,
�	-�� + %���� �"�	 �- ������ ����� ���� � (�"��� )����"�/

*� +
�� � ,�
���������� "���
���-� � �����	 %���	���9 
�,
��� � 2B> ���� �%����"����� ��	����	�"�� D�!�"��%	���/ � 	<	 ��,
����� %����� �"����	 �����	 �
�� 	�<	 ������� ��	��"���"�� ��,
	���" ;������ )���� "������� � �������� ���� %����	�� ����
��	��� �����	�/ G� ��%����: &(/ )����"� + "���	"����� %�	������

��%%� ������9  ���!���"�9 ��	���"��� ���������9�� ����	���"��
�	�	������� � � � � */ Z	�	� �	�"���"� ��	� %���	 ��9��� "��
� � ��	
�� %������ ��"������	 %�����: &��� -�<	 ���4��� "���/ (/ )����"�*/

X �	����	����� �	
"� %�	������� � "�"�� 4�"	 ��� �	���� )�,
��� "�
�� �	�	� %��� �	��!	� %������ � �	 	������� -�����	 ��	��,
���� �	!	���� �� ���� ��	�	���� �����: &;/ )��� + "���	"�����



�� �� �� �	�������

%�	������ 
��%%� ������9 ��	��"���"�9 ��	���"��� ���������9��
����	���"�� �	�	�������/ � ����	 ����	��	�� h� � � i� ����"� � ��,
�����������	 �	������ ���������	����� " ��� -	 ��		�� 
�����
�4��"� � "���	��� F	��	 @/5 � � � */

� "��!	 �	!	���� ����� %��%���: &(/ )����"� �Q���	���	 (��"�,

��*/ ������� � �	��� �� �	�	� �	�"���"� �	 ���� �������  ���!��,
�"�� "���	
� ��"�	��	 -�������� ��	� "�" �����	 �	"��%		���	 �����
� ������� � >�	��"	� %����� %����-�� )����"�/

.� +��/�������� 
/���
�����

1� �-	 ��	���� ������	 ��"�� )����"� �� ���� ����-	��� ��,
	����	�"�9 ���� �� ��<	� ���	 � ��%���������	 �	"����9 	
� ����
"�" ��	���"�� ��  ���!���"�9 ����	���	�9/ G���"� + ��%�	"� ��,
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����% � 	����� ����%	��	��� � ��0��� �4"1 ����� �� ����C�	 	����> ���"
�����1 ���&���� �������% ����% -���	����� ������� (����1������
� ������� � ��	�� ����C�	 ������	��� 	����� ����%	��	��� 	����>
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�� ����������� 
���&�%  	�� !� ���	���� 6��$ � ���� ���� .������
�������� 0	� ������ .���������� ���$�% ����	$# ��% �%��� 
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�� �����0������ ��� ��������� 0���� � 0	� ��� �>�� �� �����1��%	
�����&� �� �����>� =��	��$ t� ����!�	% � ��	������ FN � l� N U lG�
� ���	��$ t� < � ��	������ FPN � l� PN U lG� -	� �����	 �� 
�����
cosx cos y V )cos)xUy*Ucos)x�y**�P � sin x cos y V )sin)xUy*Usin)x�y**�P�

����!��� 0	� ��% �%���� x � )�	� 	* ������%�	% �� ���$��� ����
���� �� �������	�# max

m�n
jSm)x� t�* � Sn)x� t�*j � Ba ��� max

m�n
jSm)x� t�*�

�Sn)x� t�*j � Ba� ��	$ ������ x � )�	S 	*� =���C�	% n � l� ��% ��	�����
jSn)x� p*j � 9a� 2���	��� 0	� ��% �>���� y ���� �� 0��� cos y � cos Py
�� �����> � ��P ) 	� �����	 �� 
������ cos Py V P cos� y � �*� /����
�������� ������%�	% ���� �� �������	�# j cosNxj � ��P ��� j cos PNxj �

� ��P� ��������!��� ��������� 0	� ����	 ��	� ������ �� ��1� (����
SN�n)x� t�*� SN�n��)x� t�* 0����� �����0���� t�  �������� �	 N � n ��
N Un � 	�0�� x �������	  Sn)x� p* cosNx � ��	��� �� �����> � 9a�P V
V Ba� 7������0�� ��������	% ��0�� j cos PNxj � ��P�

������� 	�0�� c�� � � � � cs �� �	����� F��S �G 	��� 0	��� 	"����	��	�
 	�1 	�0�� ��������� ��$ �	������ ����!�� ri)x�N* V t�)x � ci� N* �
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	��	��$��� qk�� V qk)� U )rk�� U r�k��*�P* V qk U rk���P U r�k���P U R�
��� R V )qk � �*)rk�� U r�k��*�P� �������� qk � � � rk�� U r�k�� �� ���"
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�� I� V FPl U ��MkG� ���	��$ �	����� < � ��O�������� I� ��	�������
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��� � ������� Q5�	���	��� � (((@ �� �3 ��	R� �������� � ���P �����
���	�%���� ��	����� ���� 	���� PB ����� ��������	% P� ���� )���$��
���� 	��$�� 5� 7� 6�����	$�� < PB ����*� �  	� ������	��$ ��� ����>"
D���% ������ � ���� ����� �!� �� ���� ��� 	���0���� ��%	��$��	��

5� ����!�� ���$ � 	�������0���� 	������ ����	�����	� ���"
	�%����� ��� �%����  ������ 	������� ����	�����	� ���	�%���� <
��% �����$�� ������	��1 ������ � ��� �� 	�!� ����%���� ����� 	���0�"
	�� 6� (� ���	�%���� ��!�� ���	� � F�G� 5� �	����� 0�	�	��% 	��!�
� ������ ����� ���	�%���� Q� ���1 ����	�1 �� 	�������� � 	�������"
0���� �������R )�� F9G*�

W���	��% 	������ Y������ �	���!���	� 0	� ��	���� ���������
������ ���#����� ��	��	��� �� ��� 	#������ =�������� 0	� ���	�%
������	�% �����% <  	� ���!�	��� ��������
��� ����!��	�� /����"
�� Y������ �������	 ����D���� �� ��0�� ���	���	� �>��� ������"
��	�# �%��� ������!�	�� ��������� ���	���	�� Rn� ��������
���

��� Sn��� ����	 ����������� �	�%D�� �� ���1 ��������	� ,���� 	����
���� ��������� �	���	������ F� � F� ��	��������� R

n �	��	�	�����

�	 �� �	�	������ ����� 	�����	�	� ����	 �	��	����� ���������� ���"
���� �	���!����� <  	� ��$�� 0�	��� ��0�� 	������ ����	���"
��	� ���	�%����� ��	���% �	���������	 �%�$ ��!�� 	�������0���"
�� ���	���� ��������$���� ������	��� ������!�	�� ��������� ���"
	���	�� )��� ����������� 
���* � ��� ���������%�

'����������� 	������ ���	�%���� ����$���	 ���%	�� ������ �	�
�	�	��
 	�������0����� ���	���	��� 5� �� ����� ����	$ ��D���
����������%� � ������0��% ��0��� �	���	�1 ������!�	� ���������1
���	���	��

��	$ X < �	���	�� ������!�	�� �����	�� =��$�����% &��$ �
X )��� ���	� 4"&��$* <  	� ����0��� ���!�	�� 	�0�� � X � ��!���
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�� ��	���1 �������� &���� 0���� /���> &��$ ����� �������	$ ���

�����$��> ���� 	�0�� �� X  &����� �� 

�&���	���� 7������0���
�"&��$ ��� P"&��$ � X <  	� ��������	$ �����	��������1 �	������
)��	��		����� 	������$�����*� &������ ��!�D�1 � X � ��!���� �� ��"
	���1 �������� &���� 0���� ,���� 
�����$��� ��������	$ �"&���� <
 	� �������% ������� ������� ����!�C����% ���!�	��� ��1 �����	�"
�������1 �	������� ��!�D�1 � X � � ��������	$ P"&���� <  	� ��"
�����% ������� ������� ����!�C����% ���!�	��� ��1 �����	��������1
	������$������ ��!�D�1 � X � )=�������� 0	� �������% ������� �������
����!�C����% ���!�	��� Y � <  	� ���!�	�� 
�����$��1 ��� ����
n�y� U n�y� U � � �U nsys� ni �Z� yi � Y �*

'����� �"&��� <  	� 4"&��$� �������%���% 	��# �����&� �����	���"
������� �	����� FaS bG )��� a � b < 	�0�� �����	�* <  	� 
�����$��%
�����	$ b � a )Q����& ���� ��0���R*� � �����&� ���� ����� ����
�����&� 7������0��� �����&� �����	���������� 	������$���� abc <  	�
�"&��$ FaS bGU FbS cGU FcSaG� � �����&� ��������$��� P"&��� �������%�	% ��
�������	��

�"&��$  ������� �����&�� �������	% &����	�� �������� �"&����
��!�	 �>��% ������	�% ������%� 	� �	$ �"&��$ ���� Fa�S a�G U Fa�S a�G U
U � � �UFan��S anGUFanS a�G� =�	����� ���%	$� 0	� �"&���� <  	� � 	�0��	�
���� ������	�1 ������1  &����� �� 

�&���	����

�"&��$ �������	% &�������
� ��� ��� %��%�	% �����&�� ����	����
P"&���� /�� ��� �����&� �>���� �����	���������� 	������$���� %��%�	"
% ������	�� ������� �� ������	��$��� �"&������ 	� � ������ &�������
�������� &����	�� -��������	��� ������ ������ ����� ����� �  	��
����>0��	% ��!������ ���	�� ����C������ ���� �����	��� �����&��

�%��� �� �"&��� %��%�	% �"�����&��H �	��	 �����	 �	 ����	��"
������� �	���	��� ���!�	�� X � =�������� ��� X <  	� �% �����	$
��� ���	�����	$ ������ 	� �	��	 ����!�	����� ���	����� ������ �"
	��&��� ����� &��� �� %��%�	% �����&��� ��	���%�	 �������	�% ���"
��	$� ��	$ p < 	�0�� �� �����	�� X < ���������� �� p� @���	���
������	�> ������> c � X � ��1��%D�> ������ p� =�������� ����� ����"
��� c ��!�	 ��	$ �����&� 	������$����� ����!�D��� p � ���� ���	���"
��	�� /���� c �� %��%�	% �"�����&�� � X � K����	��0���  	� �0�������
+�% 
�����$���� ������	��$	�� ����	��� 0	� ��!���� �"&���� z � X
��!�� ��	��	� &���� 0��� < 0��� �����	�� &���� ������ 	�0�� p�
W��% � ���� ���$������ ����D���%� �� ����� ������	$  	� 0��� 	��!�
������	� ��������� �"&���� z � 4"&���� p� -	� 0��� ��!�� ��������	$�
��������� 	��� ��	$ z V Fa�S a�GU � � �UFanS a�G < ������	�% ������% � X �
�������� ��0 �� p� �� ���1��%D�� 0���� ������� a�� � � � � an ������� z�
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a�

a�

a�

a�

a�

a� p � ��

���� ��

� ��!��� 	�0�� �����0���% ��0�  ������� �������� 0��� �� �� ��"
��>D��� �������# ��� ����� FaiS ai��G ��������	 ��0 ����� ������� 	�
	�0�� �����0���% ���������	% ��> �� � ���	����� ��0�� < ���� ��
X��� �����	�� ������� z ������ p �������%�	% ��� ���� ��>"����
�����& �� ��� 	�0��� �����0���% )�� ��� �*� 6���� ����	$� 0	�  	�
0��� ������	�� ���������� )��� �� ���%�	% ��� ���D���� ��0�* � 0	�
���� ����������� �������	 � 	���� 0	� �� �������� ��� Q0���� ���"
��	��R� -	� !� ����������� ����	% ��% �>���� �"&����� �� ��%��	��$��
%��%>D���% ������	�� ��������

�0������� �����&� �>���� 	������$���� � X )	� �	$ 	������$�����
�� ����!�D��� 	�0�� p* �����	 4 �����	�� ������ p� -	� �����	 �� ���"
���� ���� ����������%� ����$��>D��� �����0���%  ��0���# ��0� �1�"
�%D�� �� 	�0�� ��� 	������$���� � �� ���1��%D�� 0���� �������� ����
����D� �� ��������	%  	������$������ ���� ��������	% �����  ���"
�% 	�������� ���0�� ���� 	�0��� �����0���% ��������>	% ���	�"
������!��� ������ � ��� ����	����	� 0��� �����	�� �>��% �"�����&�
� X �����	 4 �����	�� ������ p� (������	��$��� ������% c� ��% ��	����
0��� �����	�� ������ p �	��0�� �	 ���%� �� %��%�	% �"�����&���

/���� �������� ��	��������� ����>D�� ������������ +�� �"&����
������>	% �	�	�	�������� ��� �1 �����	$ %��%�	% �����&��� K�����
&��	�	�	��
 H�)X* ���	���	�� X <  	� ������ ����� ��������0��1
�"&������ W���� ������� ��� Z� <  	� ������ �"&������ � B� < ����"
�� �"�����&� 	� H� V H�)X* <  	� 
��	�������� Z��B�� =��� ����"
������� ������ H�)X* �� ���� 	�������0��� ��������	���# �� ����
������ ��0��� ��������
��� �	���	�� ���!�	�� �� �����	� ���>	
������
��� ������ ���������� =� ���� ���� ��!�� 	�� ����������	$
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������������ 0	� 	�������0���% ��������	��	$ ����� ��������� 	�"
��	 �0�������# ��� ����������� &���� ���� ����	����	$ �� ���!�����
� X �	����� � 	������$����� � ��������$��� ����������� �	����!���%

������������ �	����� ��� 	������$���� � X � K����� &���� ���  	��
�����0���>	%� �� ��!�� ������	$� 0	� ������ ��������� �	�>	% 	�"
�� !��

7������0��� ����������% ��!�� ��	$ ��% �>��1 ��������	���
��	$ X < �	���	�� ���!�	�� � Rn� +�% �>���� &����� k ���������
������ Ck ��1 k"&���� ���	���	�� X ��� �������> ������� ����"
��� ����!�C����> ���� �����	���������� k"������� ���������� ��"
!�D��� � X )��� k � 4 � k � n ������ Ck ����	% � ���>*� .��
� ���$��� �������%>	% �����0��� �����	�� 
 # Ck � Ck��� ������
k"&���o� Zk � ������ k"�����& Bk � ������ ��������� Hk V Zk�Bk�
-	� ����������� �������	 �����0��� ����
���&��� =�������� ���"
	� ���!����1 �������� ��!�� ����	����	$ ����������� ��������
��� 	� �	$ ����������� �	����!���% 
������������ ������� � ��"
������ ���	���	�� ) 	�	 ���1�� �������	 � 	�������0��� ������"
��	��� 	�����*� ����������� �	����!���% ��!�� ������	$ �� ����"
���� ������� < �� ��������$��� �������� �������������� K���"
�� &���� ���  	�� ���%>	%� �� ������ ��������� �	�>	% 	���
!��

/����$ �� ��!�� 
����������	$ 	�������0���> 	������ ����"
	�����	� ���	�%�����

#� ���	�!����� ������� �
�"��
������� ������	��� )�����%

�����������*� (���� F� � F� ) �	��	�	����� ��������� ��	�������

����!�� � Rn� *	��� �� �	�	������ ����� ��	�	����� ������ �	�	�	�

��
+ ����� ��	����� ������ Hk)Rn n F�* � Hk)Rn n F�* ��	�	���� ���

��#	� k�

-	�	 �����$	�	 ����D��	 	������ ������������ ��	���	���
+!� 7��������� )�999;��:�*� ���������> �� � ��PP ����� 7��������
���	� ��������$��1 ������	�1 ���!�	� � Rn ����	����� ���!�	"
��� ��������
��� ���� ����� � ���	� ������
���� ����� � ���� 
���"
�������� �����	�� 0��� ,�		� ) 	� ����	���� 0������� 1����	���"
	��� ����� ���������*�

/���� ��������  ��!��� ������	��� ������!����� � Rn� ��!��
�%��	$ ����� 	�������0���� ��������	�# ������ ��������� �������"
��%� -	� ������ ������
�� 	�� ���������� ������� �	�	�	�	��
 ��"
��	��������� ������	�� K����� ����������� ���� ������� � ����"
	����� � �4"� ���� ��������� 7� =� .����������� � +!� 7�����������
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-	� ������ ��!�� ��������	$ �����0���� �������� ���� �� ��1 ��
������ ��!��

�%��% 4"&��$ %��%�	% 4"&������ ��	$ X < �	���	�� ���!�	��
��������� ���	���	��� 4"&��$

P
x�X nxx %��%�	% 4"�����&�� 	���� �

	��$�� 	����� ����� ��% �%��� �%���� ��������	� V ���!�	�� X ��"
�� �� 

�&���	��

P
x�V nx �� ��� 	�0��� �� V ����� ���>� =������

4"&��$
P

x�X nxx ������$���	
� ���
P

x�X nx V 4� ��	$ ZZ� < ������ ���"
���C����1 4"&����� (�����$����� ���������� ������ �	�	�	��
 ZH�)X* <
 	� 
��	�������� ZZ��B� ������ ������C����1 4"&����� �� ���������
4"�����&� L�� X ����	 n ��������	� 	� H�)X* < �������% �������
������  n ������>D���� � ZH�)X* < �������% ������� ������  n � �
������>D����

��� k �V 4 �������� ZHk V Hk�
+���� �	���> 
����������� 	������ ��0��� ��% Q���	����RS ���O"

%����% ��% �	��$��1 �� ����� ���!��

#� ���	�!����� ������� �
�"��
������� ������	��� )�	�"
��% 
�����������*� (���� F ) �	#������	� �������	� �	���	�����	

� Rn� G V R
n n F ) ��	 �	�	������� "�� ��#	�	 ��	�	 k ������$�����

������ �	�	�	��
 ZHk)G* ��	�	���� ������ �	�	�	�	��
 � �	���������
�	�������� Hn�k��

c )F *�

������%%  	� 	������ ��� k V 4� ����0��� 	���� ���	���# ��� F <
������	� ��!�D�� � Rn� 	� 0��� ��������	 ���!�	��RnnF �� �����&�
���$�� ����� �������� �������� ������ Hn��)F *� � 0�	��	�� ��� F

��������
�� )n� �*"������ 
���� 	� ������ ����������� Hn��)F * ���"
���
�� ������ Z&���1 0���� 	�� 0	� F ��������	 Rn �� ��� ����	��
�	��	�� 	��!�� 0	� ������	 F �� ��������	 Rn )	� �	$ ����	 �%����
����������* 	���� � 	��$�� 	����� ����� ������ Hn��)F * ������%� 5�!"
�� ������	$� 0	� �������� ������ �������$�� 	�����# ���	���	��
)Sn��*F ��1 ����������1 �	����!���� �� F � )n � �*"�����> 
���
Sn��� �����C����� �	�	������ ��	������ �%���� /���� �������� ���"
���	 F ��������	 Rn 	���� � 	��$�� 	����� ����� ����	���� �	����!����
f # F � Sn�� ���$�% ������	$  ��	�%���� �	����!����� g # F � Sn��

����������� ��	�� � ���	���	�� )Sn��*F )�� (� 7���������*� L��
F ��������	 Rn� 	� � ��0�	�� f ��!�� ��%	$ &��	���$��> �����&�> ��
������!����> � Rn 
���  &��	��� p� ��� p < ��������$��% 	�0���
��������!�D�% �����"���� ������0����� ��������	� ���!�	�� Rn n F �

.���	��� ��	$ � ������	��$	�� 	�������0���� 	������ ����	���"
��	� ��!�	 0���� ��������0���� ���%	�% �������� � 	�0��� ������"
��	��$��	�� ,���	
 �	������<  	� ��������	��$��	$ �������1 �����
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Ck � �������
����� dk # Ck � Ck��� 	���1� 0	� dk��dk V 4 ��� ��1 k�
��	$ Zk V fx � Ck # dkx V 4g < ������ ���	� � Bk V dk��)Ck��* <
������ ������ '��	�������� Hk V Zk�Bk <  	� ������ �	�	�	��
 ����
���� k ����	��������� ��������� =�������� ��������� 	�������0�"
���� ���	���	�� <  	� ��������� ����	����� ��������� �%������� 
������ ���	���	���� 7������0�� �������%>	% ��&����� ���������
-	� �� �D�	�� 	� !� ����� 0	� � &����� ��������� 	��$�� ������"
&�% ����� ���%�	% �� ����	��># �������
���� 	k ���	��>	 �� Ck �
Ck�� � ������	���%>	 ��	������> 	k��	k V 4� �  	�� ��0�� �����%	 �
��&����1� �������&�1 � ����������%1�

L	�	������ ������� �������%>	% ���%	�% ����������� � 
��"
	����������� ��	$ K < &����� ��������K � < ��� ����������� K �� <
��	��		��>D�� 
��	���������� /���� ��������� ��������� K� K� �
K �� �%���� ��������	��$��	$> �������
�����

� � � � Hn��)K��* � Hn)K�*� Hn)K*� Hn)K ��*� Hn��)K �*� � � � �

���0��  	� ��������	��$��	$ �	���� 	� �	$ %��� ��!���� �������"

���� �������	  ������� �������D���� )� ����� �0������ �� ������
 	��� �	���!����% ������# QX�	�	��$ ���!�� ���� � 	��$�� ���� ��� �
���� !���� �������	$ �� ��	��� �� ���&�R�* � ��0�� ��&����1 ���"
������ ��	��		��>D�% ������� �	���� �	����	�������	��� �	�	�	�
�	��
 ����	 ���

� � � � Hn��)K��*� Hn)K�* � Hn)K*� Hn)K��* � Hn��)K�*� � � � �

��	$ 	����$ X < �����$�� ������	��� ���	���	�� )��������� �	"
���	�� ��� ������	�� ������!�	�� ��������� ���	���	��*� ������"
���� ����% F�G� ������ �	�	�	�	��
 � �	��������� �	�������� Hk

c )X*
���	���	�� X � '������� k � 4� ��	$ [k)X* < ������ ��1 �	����"
!���� �� Xk�� � Z)��� ����1"���� ������ ����������	�*� -	������
�	����!���% � � [k)X* <  	� ������	�� ���!�	�� ��1 x � X � 	�"
��1� 0	� ��% �%��� ����	��	� U 	�0�� x �����	% x�� � � � � xk � U 
�)x�� � � � � xk* �V 4� ��	$ [k

c )X* < ������ ��1 � � [k)X*  ������	���
���	����� [k

�)X* < ������ ��1 � � [k)X*  ��	�� ���	����� '��"
	�������� Ck

c )X* V [k
� )X*�[k

�)X* �������	% �����	
 k������� �	���

� �	��������� �	���������

.������0��� �������
��� 	k # [k)X*� [k��)X* �������%�	% 
��"
�����

)	k�*)x�� � � � � xk��* V
k��X
i��

)��*i�)x�� � � � � \xi� � � � � xk��*�
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��� ������ \ ��� ������� ����0��	� 0	� ��� �����	 �����	�	$� =�"
������� ��� � � [�)X*� 	� 	�� �������%�	% 
������� )	��*)a� b� c* V
�)b� c*��)a� c*U�)a� b*� K������
��� 	k �� �����0����	 ���	��� � ��	�"
�� �	����!��	 [k

c )X* � [k��
c )X* � [k

�)X* � [k��
� )X*� ��� ����1��� � 
��"

	��������� ��������	 �������
��� ����� ��&���� Ck
c )X* � Ck��

c )X*�
��	���� �� ������0��� ��"���!���� 0���� 	k�

K������
��� 	k��	k ����� ���># � 
������ ��% 	k��	k� ��!��� ����"
���� ���� �)x�� � � � � \xi� � � � � \xj� � � � � xk��* �1���	 ��� ����  ���	�������!"
���� �������� (������	��$��� ������ ��&���� Ck

c )X* ���	�  �������0"
���� �������
������ 	k ������>	 ��&����� ������� C�

c )X*� K�����
�����������  	��� �������� � ������>	% �������� �����������  ���"
���	���� ���	��%�� ���	���	�� X �

��	$ F < ������	�� ������!�	�� � X � G V X nF � ������0���� ��"
&���� �������%�	  �����
��� ��������� C�

c )X*� C�
c )F *� %��� ��	�����

� ����	���� ����  ��������	�� �������� C�

c )G* �� � 0�	��	�� ����	
	� !� ����������� F�G� �������>D�% ������% 	�0��% ��������	��$��	$
����������� ����	 ���

� � � � Hn��
c )F *� Hn

c )G*� Hn
c )X*� Hn

c )F * � Hn��
c )G*� � � � �

( ����D$>  	�� ��������	��$��	� ��!�� ��0���	$ ����������� 
������	���� ���	��%�� ��������� ���	���	�� Rn� ��������	%� 0	�
������ Hk

c )R
n* ������% ��� k �V n � ������
�� Z��� k V n� -	� ���	��

��� n V 4� � ��D�� ��0�� ������	% �	>�� 	��� ��	$ X < ������"
	�� �������	���	�� � Rn� F < �����0��% ����������	$� W� 	����
0	� ����	�0�0��% ������	�
���&�% ���	���	�� X ��������
�� ��"
��� ������	%� 0	� Hk

c )X* V 4 ��� ��1 k� /�0��% ��������	��$��	$
����������� ���� )X�F * ����!�	 ���� ����

4 � Hk
c )F *� Hk��

c )X n F * � 4�

/�� ��� F ��������
�� Rn��� � X n F ��������
�� Rn� �� ������ 0	�
Hk

c )R
n��* ������
�� Hk��

c )Rn*� 	�� 0	� �C� ����	% � ��0�> 	�0���
��	$ 	����$ F < ������	�� ������!�	�� � Rn� G V Rn n F < ���

����������� /�0��% ����������0���% ��������	��$��	$ ���� )Rn� F *
����!�	 ���� ����

Hk
c )R

n*� Hk
c )F * � Hk��

c )G*� Hk��
c )Rn*�

��� k �V n� n�� �� ���%� 	�%	 ����� �	���� �����	 ������
��� Hk
c )F * 	V

Hk��
c )G*� =� ��% �>���� �����	�������� 	�������0����� n"������� ���"

��������% M )� 0�	��	�� ��% �	���	��� ���!�	�� � Rn* ������ ��"
��������� Hk

c )M* ������
�� ������ ��������� Hn�k)M* )��	�	�����
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��	
������	��� (������� F�� 	������ ���PG*� 2��$ ���>	% � ���� Q��"
�������  ������	���� ���	��%��R� ��	���� ��% ������������ ����"
��>	  �����%������ /���� �������� ������ Hk��

c )G* � Hn�k��)G* ���"
���
��� � �� ���1���� � 	��������� ������
���� Hk

c )F * 	V Hn�k��)G*�
��� k V n � �  	� ���!����� ��!���	% � ����	���� ����
���&��# ��
	�0��� ��������	��$��	�

4 � Hn��
c )F *� Hn

c )G*� Hn
c )R

n* 	VZ� Hn
c )F * V 4

� ������
���� ����	�����	� �������� Hn
c )G* 	V H�)G* �����	 ���"

���
��� Hn��
c )F * 	V ZH�)G*�

/���� �������� �� ������ ����	�����	$ ���	�%���� �� ����	���"
��	� ��������� X	� ����	% ������
���� ��������� 	� �������� �	�"
	������ ������	��$	�� ����$���	 ��0�� �������1 ����� � �1 ��������"
���� -	� ���%	�%� ����C����� 
���&����� ��	���	�0���� ������ � 34"�
����� ����������� ��������0���> �����	��> � ����������� �������"
��� ������ � ����>	 &��	���$��> ���$ � ���������� ��	������  	�1
�������� ��	���	���� W����� 	����% ��0���� ���>0C����% � ���	��	 ��"
D��� ���%	�% �#����	
 �����	���� ��C�	 �	�	������ ��O%����� ���%"
	�% ����������� 	�������0����� ���	���	��� � 	����� ��0��� ��!��
����	$ �� F�� PG� /������ �� ������
���� Hk

c )M* 	V Hn�k)M*� ��	���%
	����$ �������	% 	������� ��������� �� �������� 
����������� ���"
0�# ���$ ����������� ���� ������	��� ��	% ��� ��%	���	�% ���� ���
���	�� � 
����������� �������� 
����������� �����	�� 0��� ,�		��
+�����	��$	�� 	������ ����	�����	� ��������� ��������� �� ��0"
��1� ����!��� � FPG � � ���������%1 L� K� (��%����� � ����� ���������
���� F�G � FPG�

=�� Q������������������R ���1�� � ����	�����	� ���	�%���� ��"
	��C������	 �����	��0���> �D��	$  	�� ����	�����	�� 5�!�� 	��
������
��� ��!�� ZHk)Rn n F * � Hn�k��

c )F * ����	 �����	��0���� �"
	��������� � ��!�	 ��	$ ����!�� � 	������1 Q��&������% &�����R� (
��������� ������� ��&������% �� �!� �	��0���$� ����� ���!����
���%	�� 0��� �����	�� �"&���� ������ 	�0�� �� �����	�� � ��D��
��0�� )&���0�������* ����� ��&������% ��!�� ���������>D���% k"
� )n � k � �*"&������ � Rn �������%�	% ��� ����� �����0���% ������
�� &�����  &��$>� �����&�� ��	���� %��%�	% ������ &���� ���  	��
����� �����0���% ��!�� Q��1��%D���% � ��D�� ����!����R �����"
��>D���% k" � )n � k*"������� ��������� �������	% ������ �� �
�������	� �	 �����	�&��� � � ��0�� ��������$��1 &���� ���� ��>"
���� �����&� �����������	$�
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L�� F < ������	��� ���� �� ) V ��O�������� ����0���� 0��� ��"
������* � Rn� 	� ��� ����	���1 �������	��$��1 ��������!���%1 � F
������ �����������Hn�k��)F * ��!�� �	�!��	��	$  ������� �������"

����� �� Hn�k��)F * � Z� W�����
��� ��!�� ZHk)Rn n F * � Hn�k��

c )F *
�������	 	���� ����>D�� �������# ��!���� &���� c � ZHk)Rn n F *
���	���%�	% �������
��� Hn�k��)F * � Z� ��	���� ��!���� )n�
�k� �*"&���� �� F ��	���	 ��� ����� ��&������%  c� � ��D�� ��0��
�����	��0���% ��	�����	�&�% 	�������0���� 	������ ����	�����	�
���	�%���� �%����  ��������� ������ Q	������� ����	�����	� ���"
	�%����R < 	������� ����	�����	� ��% �����$�� ������	��1 �������1
������

������0�� 0���� T ���$	������	����> ������ ���������1 0����
�����1 �� �����> �����&�� ��� ������
��> ������ R�Z� -	� < ���"
���	��% 	�������0���% ������� +�% ��������$��� �����$�� ������	���
�������� 	�������0���� ������ G ������0�� 0���� G� ������ ��1 ��"
��������1 �������
����� �� G � T� �����C����> 	��������� ��������"
��� 1�����	� �� ������	��1 ���!�	��1� /���� G� < �����$�� ���"
���	��% ������� ������� ���������% ����	������ ��% G� W���	% �	�"
	������ �������
��� �� G � G��� /������ ����	�����	� ���	�%����
��% �����$�� ������	��1 ����� �	���!���	� 0	�# )�*  	�	 �������
���
%��%�	% ������
����� 	�������0���1 �����S )P* ����1�� �	 G � G�

�	���������	 ��������������0��� ��	��		��� ��!�� ������	���� �
�����	���� ��������� ��������# ������ G� ������	�� 	���� � 	��$��
	����� ����� G �����	�� )� �������	*� =�������� ����	������� %��%"
>	% ������ &���1 0��� Z� ����!��	$ T� � ������ R ���	��	��$"
��1 0��� ����	����� ��� ���� ���%	�� ����	������ �� ���	�%����
������ ������%�	  ������ 	�0�� �����% ����	����	$ �%�� '��$� �
�������������� '��$� �� ��%���# � ��D�� ��0�� Q�������������� '�"
�$�R �	����!��	 ���� ��� 
���&�� �� �����$�� ������	��� ������ G

� 
���&�� �� G�� -�����	����� ����!���� 	������ ����	�����	� ��%
�����$�� ������	��1 ����� ��!�� ���	� � F:G�

��	$ 	����$ F < ������	��� ������!�	�� � Rn� /���� �������
����	�����> � �����	��� ������ ����������� Hk)F *� ��!�� ��	��"
���	�����	$ ��� Q������ ���������  �� 

�&���	��� � TR ���!�	��
F � ������0��  	� ������	��> ������ 0���� Hk)F�T*� -�����	� ����"
�� Hk)F�T* ����	���%>	% Q&������  ������	���� �� 

�&���	���R�
������!������ � ���$ ������ ����� ����	��	� ������	� F � =� ���"
��%$ � ��	���� ���!�� ���$� 0	� ��!�� �	�	������ ������� ������"
��	$ Q����� ��&������%R ��!�� k"&������ � RnnF �  �����	��� ������
Hn�k��)F�T*� -	�	 ����� ��&������% ��������	 ���0���% � T�
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��� ����������� ��������� �	���	�1 ���!�	� ���������1 ���"
	���	� �� ���$������$ ���� &��%��  &���0�������� �� 

�&���	�"
��� 7������0�� ��!�� ��������	$ &��� � ���������  �� 

�&���	��� �
��������$��� �������� ������ A� � 	��!� �����������  �� 

�&���	���
� A < ��%  	��� ��� ����������� ��&���� ���� ����	����	$ 
���&��
� ���0���%�� � A�

#� ���	�!����� ������� �
�"��
������� ������	��� )	��	$%

�����������*� (���� F ) �	������ ����!�
 � Rn� G V R

n n F )

��	 �	�	������� "�� ��#	
 �#����	
 ������ A � ��	�	 ����� k ������

��������� ������������� ��	
������	��� ����� ��������	
 �����	

ZHk)G�A* � �	������	
 �����	
 Hn�k��)F�A�* V )Hn�k��)F�A**��

5� �� ����� ����� �������� ��O%�%	$ ���  	�� 	������ ��� ��"
������	$ �C�� � ������0��% ����	����� ����������

������ �� ��	$ ] < �	���	�� ���!�	�� �� �����	�� c< �"&���
� ]� 5� ������� 0	� ����>D�� ������ ����1����� ��% 	���� 0	��� c ��"
�� �"�����&�� � ]# ��� p < 	�0�� �����	�� �� ��!�D�% � X � 	� c ��
��1���	 ������ p )	� �	$ �����	 4 �����	�� ������ p*� -	� ������ 	��"
!� � ��	�	�0��� -	�	 
��	 �������	  �����	����� ������	��$	��� ��
��!�	 ����	����	$% � ��� 0�	��� ��0�� 	������ ����	�����	��
�� ��!�� � 	����� 
���&�� ����������� ������������ ��	$ ] 
 C �
f < 
���&�%� �������
��% � ]� L�� �"&��� c � ] 	����� 0	� ��% �>���
	�0�� p � C n ] &��� c �� ��1���	 ������ p� 	� c %��%�	% �"�����&��
� ] � ��	��� ��	�����

R
c
f)z* dz ����� ���> )	�� ��� �� ����� ����

��	������� �� �����&�� 	������$������ &������ ������!����1 � ]*�

������ �� ��	$ F < ������	 � Rn� ����!�D�� ����0��� 0��� s
�%���1 ��������	 F�� � � � � Fs� � ��	$ G V RnnF < ��� ����������� /����
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������� ���0��� 	����� /�� �� /�������%� /�������0���% ��������
5# =����� ��99� (� �4;P��

FPG 3���	� '� /����% ��0���� 5�# 5��� ��99�

F�G '	����� 0� 7�������0���% 	�������% � 	����% ��0���� 5�# W��"��
���	�� ��	"��� �����

FBG 4	��	�	�	� .� -� W�������� 	����� 5�	���	��� � ��1������ 5�#
=����� ��93�

F3G 4	��	�	�	� .� -�� �	���  � /� -�����	� 	����� 
���&�� � 
���"
&�����$���� �������� 5�# =����� ��9��

F�G 1���� 5� /����% ��������� � ������������ 5�# 5��� ��9��

F:G 1	����  � +���	�����	$ ���	�%���� � 	������ �����$�� ���"
���	��1 �������1 ������ 5�# 5��� ��94�

F9G (	������� 6�  � W�������� ���0��� 	����� /�� �� /�������%� /�"
������0���% �������� 5�# =����� ��99�

F�G `5=� ��99� /� B�� ���� ��

F�4G �	����	 .� *�� ���� "� 3� .�� ����	���0���� 	��������� 5�#
=����� ��9��

F��G .��������� � ����������%1 _ ��� ���� 7� =� A��%���� 5�# =��"
��� �����

F�PG 7������ 8� /� � ��1�����	� �>�� �%��� '��$� 
���&�� �� ���"
� L�)L*� /���� /���� 5�	� W�"	� 7= K((@� ��9�� /� 9�� (� 3�;3��
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 ����� ��������� �������������� ������! ��� ������	 �� �����	 ������
�� �������� 
������������ ��"�������� M ��"�	 �������! ����������!
�������� �� ��� ������ NP�
����	!  ��� ���� ������ ��������� 
���
����
"���! ��� �� ���������

	
������ IG

����� � $ � �
���� 
 
	%�� G� � G�� &�	�����	 �	��	 #���

�����!���! � ����	 m �� � ��%�� �� � �	 �����

� �������
�

�	������
��

'� P �"���	� ��������� �	�	�������� � �� 
��%	���	 U � �����!�

	� H ; �G� � �����	� (��� ���� V�

)� V �"���	� �������� "�� 	 � �����	� 	�� P�

*� +��� 	 ; >� �� P �����	� V �	�	�������� �� � ��������
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������� 
�����
���� ��#����4��! ������� "��#� H � 
�����������! 
�������� �����
���������� �� ��"� > � 0 
�������� IG� ?�������.�� ������ MV�
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��� ������ ������������� �� ��	����� ��������.�	 ������ ������
�� �� ����� ! ������� 
���������� �����

������ �������� � ��������������� � ������ ���"�������� ��� �
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����� � 
������������ 
������������ C������� �����������	 � �����	
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������� ����
��� ����� ��
������	 
�������� ������#���4�� �����	 ��������! 
��
������ 
��	�� ������#���4�� 
�� ������ 8����� <�� 
����������"�

��������� ����� ������ ���	����� 
�������� IG �������� ��! ��� ���
"����� P! 
�������	 � �������� ��
����������"� � ��� ������#��� �!
�������� �� 
������������� ������ ������ 
�������� IG ����� ��
����
������! ����.� "�����! ����� ��"�� �������������� � ������ ���"�����
����! � ������� ��"����� P �������� ���� ���	������ C� ��� ������� 

��������	 
������� IG! ��� � ����������� 
������ 
���������! ��



�� �� �� �����	
��

�##�������& ������� ���������� 4�����! ������� ������� ����.����
� �� �� ����� ����� �##������� �������� ���	�� 
��������� % ����
�� ������� ��
�������	 �����������	 � �����	 ��������

������ ���	
���


)>+ 4����� 0� ��� -��������� 5� ��� &��	������� -� 0�� 6�	��� -� -�

5��
��"��#�� � ���������� ����� ?�& ?$L$! >TT2�
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)0+ Blum M�� Micali S� How to generate crytographically strong sequences of
pseudo�random bits ]] SIAM J� Comput� V� ��! No X! >TIX� P� I/31IFX�

)X+ Goldwasser S�� Micali S�� Racko8 C� The knowledge complexity of inter�
active proof systems ]] SIAM J� Comput� V� ��! No >! >TIT� P� >IF1*3I�

)/+ Goldreich O�� Micali S�� Wigderson A� Proofs that yield nothing but their
validity or all languages in NP have zero�knowledge proof systems ]]
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)F+ H9astad J� Pseudo�random generators under uniform assumptions ]]
Proc� **nd Annu� ACM Symp� on Theory of Computing� >TT3� P� 0T/1
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)2+ Impagliazzo R�� Luby M� One�way functions are essential for complexity
based cryptography ]] Proc� 03th Annu� Symp� on Found� of Comput�
Sci� >TIT� P� *031*0/�

)I+ Impagliazzo R� � Levin L�� Luby M� Pseudo�random generation from one�
way functions ]] Proc� *>st Annu� ACM Symp� on Theory of Computing�
>TIT� P� >*1*X�

)T+ Impagliazzo R�� Rudich S� Limits on the provable consequences of one�way
permutations ]] Proc� *>st Annu� ACM Symp� on Theory of Computing�
>TIT� P� XX1F>�

)>3+ Yao A�C� Theory and applications of trapdoor functions ]] Proc� *0rd
Annu� Symp� on Found� of Comput� Sci� >TI*� P� I31T>�
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��� ��������� ������ ����� ������ ���� ������
������ 	����� �������	�	� ��������������	�� ������	������ �����
�	���� � ��� ����! "���� � �#���! $�����! %�&�'�	� � ������ ������
(�� ���������� � 	����� )  ����	��� �������� ��'���� ��� �����
	�* ���	����#! 	�������� ��+��'������ ���	����#! ���������� &��'�*
�� ��� 	������� ������* ����! ��*�(����� �����'�* ���&�(���#
� ���� ,�+ ����	������� ��(�� ���+���! ��� 	�� ������ ���� �����+���
����������� � �������� �	� ����������! &������� 	 ���	�- �������
+������� ��������� �� � '������� ��������������- ��.! ������	��
��� �� �������������� 	������� ������ ���� ����(�	�-� ������ &���
���� � 	����� �����	������ ��+	����� .� ������ +������� +���� �'�
�� �������������� ������� ������ ����! ������� �	�+��� � �������
��� �������� ������������� /� ������� ������ ��������� ���&���
��*�(����� ��'���# ��� ����	�* ���	����#! 	�������# 	 ���* ��
��&��������* ����! 	�������# � ��'0������! ��*�(����� ��� ����	�*
���&�(���# � ��� �����* 	������	�

������������ ��'��� � )��������� ������	� �	�+� �������
����������� 	� 	�� � ��� ���	������# ������������ 1������� &�+
��* � ��	�������� ��������� ��� 2� ��	���� � ��'� ��	���� ������	
��(�� �������	��� ��&� ��� ���3���� ������&���� 3��* ���� ��� ���
��
� ��.! � �����&�! �������� 	�����-��� )�� �����3��! ��� �����
�����  ���3��! ������0����� �� ���(���	� 3��* ����� ��0� )�� �����
������	����� ���	���� 	 ��������� �� ������	 ������ ����� 4����
����! ���#����� ���� ��	�������* ������������ �&����	�	����� �����
��(�����- ��������* ��������������	�* +���� 5��� 6789:�

1� 	�+��(����� ��. ���-� ������0����� �����3�� ;��*������ ��+�
&�	��� �����- 3� ��	�- ������	��������� �� &��� �����������#
���� � '� ��	��� ��(��# ����# &�� �������� .� &���� ������� 	
�����#'��! ��� 	�� '� ������ 3��� ���� ������3������ � �� 	���
���� ����'� ���������� +�������� 5���(��! ��*��������� �����������
���: ���� m� ����� (� ���	��� &���� ���	��	����� � ����! �������
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� ���� f5x: �������	��� ��&�# ���&
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;�����#'�# '� � ������ ���� = '� � +����� 5��� 6>9:! ����	����	��
�� ���&��(���- f < x � x ? k 5mod m: ��� ���������  ������	�����
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� >BCD ��! ��� 679! ��������3� E� E�	���! F� 2���� � G� F�����
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������ �����+����� ������� '� ��	����! �����	'�� ��+	���� �� ����
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��� f��5x: �����	���� ������ ��+��'���# 	 	����������� ����'����
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� �����#'�� �� &���� �����������! ��� ������� +����� � )�����
�������  ������ ������ ����� ��* (�! ��� *��� &� �+���������� �
���� �� ��������� ��&� )��  ����! �� ������� � ����� 689�

;���� m � e ���������� ����� "���3�� f ! ����+�-
�� �*��� RSA!
�������� ����-
�� �&��+��

f < x� xe 5mod m:� 5>:

�� ���'� ��	�� ���&
���� a O f5x: ���������� ��'��� ���	�����

xe � a 5mod m:� 57:

;�� ��������* ���	��* �� m � e )�� ���	����� ����� ������	����� ���
'���� x�

�� ����! ���&� ������� )�� ���	�� � �&P������! ��� ��(�� ��#��
��'����! ��� �����&����� ���� ��������������	��  ���3��! ��� ��+��
	�����  ���3�� �#���� ���  ���3�� ����������� ��������� m �&�+���
������ �5m: � ��	������ �������	� 3��* ���� �� ����+�� �� > �� m!
	+����� ������* � m� ��� �5>: O > � �5pr: O pr��5p � >: �� -&���
�������� ���� p � ����������� r� 4���� ����! �5ab: O �5a:�5b: �� -�
&�* ���������* 	+����� ������* a � b� ��� �	�#��	� ��+	��-� ����
	������� +������� �5m:! ��� �+	����� ��+�(���� ���� m �� �������
�����(�����

��� ����+���� ������� e 	 ���	����� 57: 	+����� ����� � �5m:! ��
���	����� 57: ����� ������	����� ��'����� �� ����! ���&� ��#�� ���!
�������� 3��� ���� d! ���	��	���-
�� ���	���

de � > 5mod �5m::� > � d � �5m:� 5K:

����� ���� ��
���	���! �������� 5e� �5m:: O >! � ������ ������	���
��� /���� � ���� ���	��� 5a� b: &���� �&�+�������� ���&��'�# �&
�#
������ ���� a � b� 4���������� ������� �#���! ��� 689! ��	��(����!
��� �� ��(���� ���� x! 	+����� �������� � m! 	��������� ���	�����
x��m� � > 5mod m: �! ����	������!

ad � xde � x 5mod m:� 58:

����� �&��+��! 	 �������(���� 5a�m: O >! ������	����� ��'���� ���	�
����� 57: ��(�� &��� ��#���� 	 	���

x � ad 5mod m:� 5Q:

��� ����������� �������(���! ��� ����m ������� �+ ��+����*
������* �����(����#! �� ���	����� 5Q: &���� 	��������� � &�+ �������
�(���� 5a�m: O >� ��#��	������! �&�+����� r O 5a�m: � s O m�r� �����



�� �� �� �������	
�

�5m: ������ �� �5s:! � �+ 57: ������! ��� 5x� s: O >� ;���&�� 58:! ������
���� ��*���� x � ad 5mod s:� F ����� ����! ����� x � N � ad 5mod r:�
;����	'���� ���	����� 	 ��� 5r� s: O > ��-� ��� 5Q:�

"���3�� 5>:! �������� 	 ������� RSA! ��(�� &��� 	������� ������
����� &������ 4�� )�� ������! �� �&����� ���� ��(�� ;��� �������
�'�! ��� �&������ � f5x:  ���3�� f�� < x � xd 5mod m: 	���������
�� ��� (� ���	���! ��� � f5x:! �'� � +�����# ����+���� ������� e
�� d� ����� �&��+��! ��  ���3�� 5>: &���� 	������� ���+����� 	�'�
�	�#��	� �: � &:�

�� 	��������  ���3�� 5>: ���������� +���� �'� ���� e � m�
M����� ��� �����	�-� �������# �-� �� '� ��	����� F 	�� �� 	��
������� �&�����#  ���3�� ���&����� +���� ���� d! ��� � �	����� ����
�������! � ������� ���� ��0�� 	 ������ 	:� 4�+���� &�! ������ �� �����!
+��� ���� m! ��+�(��� ��� �� ������� �����(����! 	������� +����
� ����
�- �+	�����* ���	� +������� �5m: �! ������3! � ����
�- 5K:
��������� ��(��� ���� d� ��� '��� )���� 	�������� ����� &��� ����
�+�	��� ���������� &�����! +� ���-������ ���	���� M����� ��+�(��
��� ���� m �� ������� ���(���� � �����	��� ���&��� ���������-
����� 	�������#� � ������ ���� �������� �� ��������-- �0� ������-
� �� ����� �������	��� ������ 	 ������� �������* 7N ��! )  ����	��#
������� ��+�(���� ���������* ���� �� ���(���� ��� � �� ��#����
4������! ��(��! ����&���� 	�� ������� ���� ��

p
m! �! ��� �� ��* m!

��#�� ���&����� ��+�(����� 1�! �����	��! ��� �������	� ������* 	
)��� �����(����! �������������� ��	�� 7

p
m � 5lnm:��! ��� 6Q9! �� Q! ���

*����! ��� ��� m! +�����	����� >NN ����������� 3� ����! ��#�0���� ��
����� 8 �>N�� ������* ����! �� ������� ����0���� ����� m ��� ��+�(��
��� ��� �� ���(����� T���� ���&�� �������� ����+�	�-�! ��� �����-�
����! 	�����-
��� ����� �����# 	 �������! �� ��+�(���� ����
m � >N�� ����� �����&�� �� ������� �����(���� �����&����� �� �����!
��� >N�� ��� M+	����� � &��� )  ����	��� �����&� ��+�(���� 3��*
���� �� ���(����! ��� ������# ����&�� ������* ������#! �� � ���
��&���-� ����� �������� ����� �&��+��! ��+	���� ������ .� $�������
	���� ����	�����

F	���� �*��� RSA �����(�� 	�&����� ���� m 	 	��� ����+	����
��� �	�* ������* ���(����# p � q! �������� �������	�* �� 	�������
��� ���

�5m: O �5pq: O 5p� >:5q � >:� 5U:

�� ������	����� ���	�� �� 	�&�� ����+���� ������� e 	 ���&��(����
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�� ������� ������ ���� ��

5>: ����

5e� p� >: O 5e� q � >: O >� 5C:

M���! �3�! +���������	����� 	 ������+�3�� '� ��	����# ���������
� ����
�- �*��� RSA! 	�&����� �	� ���������� &��'�* ������* ����
p � q� ;������(�� �*! ��� ��*���� ����m O pq� /���� 	�&������� ����
e! ���	��	���-
�� ���	��� 5C:! 	��������� � ����
�- 5U: ���� �5m:
� � ����
�- 5K: = ���� d� %��� m � e ��&���-���! ���� d ��������
���������� ������ -&�# ��(�� �����	��� +�'� ��	����� � ����
�-
5>: ���&
���� ������+����� )��# �������! � ������+���� ���� ���(��
���'� ��	�	��� �* � ����
�- 5Q:�

�� �-����3�� �	���� ������ E�	���! 2���� � F����� +�'� ���
	�� ����� �����&�� ��������- ����#���-  ��+�� V����� ��� �����
������� �&��+�� 5aON>! bON7! � � � ! zO7U! ���&�ONN: &�� +������� 	
	��� 3���� ���� x! � +���� +�'� ��	��� � ����
�- ���&��(���� 5>:
���

m ����������	�	�����	��
���		
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�	�����������������
��	�
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�����	���
	����
	������
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�	���	�

�
�����	
������

� e O BNNC� ��� �	� ���� &�� ���&���	���! ������ �����������
���&
����! ��� m O pq! ��� p � q = ������� ����! +�����	����� ���
��	����	���� U8 � UQ ����������� +������� ;��	���! ��� ���'� ����
����	����	�-
�� ���&
����

f�x �
���
���	���������		���
�����������
��	�
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&�� �&�
��� ������� 	 >NNW�

��� ������� +�	��'���� ������ >C �� 	 >BB8 ��! ��� 6U9! �����
D� Atkins! M� Gra[! A� K� Lenstra � P� C� Leyland ���&
�� � ���'� ��	��
 ��+�! �����(����# 	 679� T���� &�� 	������� 	 +����	�� ������ 6U9!
� ����	����	�-
�� ���� p � q ���+���� ��	����

p ���
���
�����	���
�
��	��
��

���
������		������
���	���

�����		�

q ���	�
���
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�����������		���
�	

�
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��������

M�������-
���� ����� ��#�� ����� 	�������# 	 ��&��� 6U9� /����
(� �� �������! ��� )��� +����������# ��+����� 5��+�(���� �� ����
(���� >7B�+������� ����������� ����: &� ��������� &������� ���
���+�	���- �������� ��+�(���� ���� �� ���(����! ��+�	������

��The magic words are squeamish ossifrage� ��������� 	����
� ���� 	
������
�
�� ��
����� � ���� 	
 ��� �����
��� ���������� ������
squeamish � ����������� 	������������� 
�������� 
ossifrage � !
	� "��� 	��#� ��	� ��	�$%
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������� �	����������� ��'���� ��������� 	�������# �����&�	��
���������* �������	� � ��&���! 	�+��	�	'�#�� �������� �	������
�������! � �����(�	'�#�� ���� ����	��������# ������������# ����
����	�� �������� 77N ���#! �� ��&��	����* �����* �����	�	�� ����
UNN ���	�� � �������� >UNN �����-����	! �&P����0����* ����- Inter�
net� 1�����3! �������! ��� ������ 	 >NNW &�� �������� 	 Free Software
Foundation�

T�������� 	�'� �*��� RSA ���	�� ��� 	������	! ������� �� � ���
���&��� �&������ ��(�� 1�������! ��� ���	����� 	�������� � &��'��
�� ������! 	��� ����������� �������������� �&��������� �� ��+	����
�������(��� ���� ��+����� �� UQ ���������* +����	� 4�� 	�������
�������� ������� &��'�* ����� %�� +����� &�����# ������� 	����
����� � ��� ����� ��(��� 	����������� +������ $�� 	+��� &��'��
������� ����� 4��! ��������! ��������� ������� ���� 	 UQ ���������*
+����	� V�
���	�-� � ������ �����&� ��'���� ���	����� 57:� ����! ���
� ��(�� ��#�� ��'���� 57:! �� 	������ ��������# ����+���� d �� ��
��+���� ���� m �� ������� �����(����! �� �
0� ������ )�� ���������
�� &�����! 	�� ������� RSA ��+	��	������ 1�	�����! ������- �����
���#�� 	 ���	� � ������ 	�������

1����� � ���3�� /� >C ��! ���'��'�* ��(�� ��&���3���� ��&��
679 � 6U9! ����� ��� � �� ���� ���'� ��	��� �����(����- �	������ RSA
 ��+�� 4������! )�� 	���� �'� ���	����� ����	��(����� ���#����� ���
����� RSA! �� 	�� (� ���������� �&���������� 1�(� �� �&����� ����
���������� ���&���! 	�+����-
�� ��� ��'���� �����������* ���	�
����#�

.� �� &���� �&��(����! ��� 	������� ��� ���������� ��#��	�� �
&��'��� 3���� ������! ����������� ������- �&�������� � +������
�����# ���(�� �� 4���� 6C! �� 89� /������ �����! ��� &��'�� ����
	����� ��(�� ��+&��� �� ����'�� &���! � �������� �����-��� ��(��
�������	��� ��� (�! ��� �� ��������� � 3� ����! ����� ���	���� 	����
����� 	�����- �� &������ 4������! �� )���� ��(�� ���3������ ����
������� V�+���� � ������ ���������� '������ ��������������� ��(�
���3������ �+��� �����������	���� �� 	�������# � &��'��� ���
����� g��(�� +���� �	� �+ ��* = PARI � UBASIC� ��� �+��� �	�&����
������������-���� M� ����3�- � ���! ��� �* ������� 	 ���+�	����!
��(�� ��#�� 	 ����� 6>B9�



�����������
�� ������� ������ ���� ��

�� ������� ��������������� 	�������

V�(����� ��������	 ������ ���� �&���� ������� �+������ ����
����	�� ��� ���������* �����3�# 5��(���#! 	�������#! ����(���# �
�����# � ��������:! ���&*�����* �� 	�������� 	��* ��#��	�#! �����
�������* ���������� �������! )�� ���������� �� �����	��� 	������
����! �����	�-
�* 	 	��������*� q���! ��� �������(��� �	� ���+����
��* ���� +��������� ��(���! ��� �	� ����+�����*! *��� ��� )��� �
	 ���! � 	 ������ ����� 	��������� �'� ���� ��� ���������� ����
��3��� ;�)���� ������ �����	�-� �
0� � 	������ ����! �	��� ��� �
��� ��+�	����� &���	�� �����3���! �� �� �3���	�� �������	� ���&*��
����* �����3�# � 3� ���� N � >! 	 �	�����# +����� ����� ��� +�	����
�� ���������	����# +�����! �� 3��# �	���� � ����

1� ���	�# 	+��� �������� ���(� ��(����! ��� �����3�� ����(����
� ������ �����	��	�-��� �� ��(����� � �����3��� ��(���� � 	����
������ x���#���# ���� ������+�	���! ��� ����(��� ���� +���������
��(���! ��� �����	��� �*� � ��#��	��������� (�! 	�������� ��(��
������+�	��� ���! ��� �� ����(���� �� ������ &��'�* ���� �������
&���� �� ������� &��'� &���	�* �����3�#! ��� �� ��(����� � ����� 6D9
�����	����� ������� 20��*��� { 2��������! ����	����# �� ��� ��+�	��
���� &������ ����&��+�	���� "����! � ���&�-
�# O5n lnn lnln n: &����
	�* �����3�# �� ����(���� �	�* n���+�����* �	�����* ����� �����
(� �������	�� &���	�* �����3�# ��(�� �&�#���� ��� 	�������� ���
���� � �������� �	�* �	�����* ����! +�����	����* �� &���! ��� n
3� ����� �� ���	����� �������! ��� ��(���� n���+�����* �	�����*
���� ���&��� O5n: &���	�* �����3�#�

$�	��� 	 )��# ������ � ��(����� ��������	! �� &���� ����� 	 	��
�� �������	� ��� ���������* �����3�#� ;�� ���������� )  ����	��*
��������	 � �&��(����� 	��*��* �3���� ��(����� �&���� *	����� ���
�����	��* ������# ��# �&���� ����������! ������# �������(�� ����
����� "�����+�3�� (� )��* ������# ���&����� �'� �����! ����� ����
��0�� �& �������	�� �������� �� ����+������	� ��(��* �3���� ��(�
������ ,��� �������� �  �������� �&��(����� )��* 	������	 ��� 	
������ 6B9�

;��	���� ������ ������� ���������� &�����* ��������	 � �3���
���� �* ��(������ /���� � 	 �����#'�� �� �� &���� ������(�	�����
 ��������� �������� ��������	! �������� 	 ���	�- ������� �&P������
���� 	��������* ��#��	�#�

V���-
�# ������� 	������� ad 5mod m: +� O5lnm: ��� �����
�����* �����3�#� ;�� )���! �������! �������������! ��� ����������
���� a � d �� ���	��*���� �� 	������ m�
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�� ������� ���������� ad 5mod m:�
�� �
�������� d � ������� ������� �������� d O d	7

r?� � �?dr��7?
� dr� ��� di�  �	
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������ ��(�� ��������� 	�����������# �������! �����-
�# ���

���	��� ���� �� ������*�
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M+ ���+������ 	�'� ������! ��� �����	��� ���� �� &���� ���������
��� �����	��� ���� ������������ 	�������� '���	 >{K � 	����������-
�� &��'�# 8��� F 	���������� �� ��������� ��� ���� k ��	������# ��
���	��*���� 8�k ! �� �� �&�	��� ����� &������

.��� �����(� �����������	����# ������� ���������� �����	�
��* ����! ���-
�# ��(����� O5ln�N:! ������ ����	���	���� ��� ���
+������ +�	���� �� ������+����# 	 ������
�� 	���� ��� ��+�	����#
���'������# ������+� E������ V������ )���� �������� ����������
���	����� ���	�� 	: � 
: �� 	��* 3��* ���� a� 7 � a � CN ln�N �
��� ��� ��������&��� a �+ ���+������ �����(���� ����'����� ����
�+ ���	�# 	: �� 
:! ���� N �����	���� � �����	��� ����� ��� &����
������� �� �������- �������� ����� ;������� 	�+��(�����! �������!
���� ���	��������

1������� ��������� �������! ��� 6Q9! ���&*������ ��  �������	�
�� ���'������# ������+� E������ T�� ������&���� ��� � 	 �����#'���
;���� m � 7 = 3��� ����� "���3�� � < Z� C ��+�	����� *�������
��� ����*� �� ����- m! �� ������ *���������! ��� )��  ���3��
���������� � �������� m! ������ �� ��� ����� �� ����*! 	+�����
������* � m! � �����������	��! �� �� �� -&�* 3��* u� v 	������
���� ��	����	� �5uv: O �5u:�5v:� �� ��(���� m ��
���	��� ��	�� �5m:
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*��������	 ����*�� T�� �&��+�-� ������ �� ����(���-� ���������
)������� )��# ������ �	����� ��� ��+�	����# ��	��# *������� �	!
��	��# > �� 	��* ����*! 	+����� ������* � m! � N �� �������* 3��
�* ����*� ;������� *�������� ��+�	����� ��� ������� ��� )������
�����������	��# ������ *��������	�

V ��(��� *��������� ��(�� &��� �	�+��� ��� ��+�	����� L� ����
3�� ����*� =  ���3�� ����������� ����������� s! ������0����� ���

��� L5s� �: O
�X
n��

�5n:
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� V���� )���� ���� ��������� 	 �&���� Re s �

� > � ��(�� &��� ����������� �����(��� �� 	�- ���������- ����

������ V���-
�� ������'���� L5s� �	: O �5s:
Y
pjm

5> � p�s: �	�+�	��� L�

 ���3�-! ��	���-
�- ��	���� *��������! � �+���� ���3��# E�����

�5s: O
�X
n�	

>

ns
� E��'������� ������+� E����� ��	��(����! ��� ��������

��� ��� 	��* L� ���3�# ����*�! ������(����� 	 ����� N � Re s � >!
�(�� �� �����# Re s O �

� � � ������
�� 	���� �� ����+��� ��(� ������#�
'��  ���� )��# ������+� = ����������� ������+� E�����! ��	��(���
-
�� ����# (�  ��� � ���* �+���� ���3���

� >BQ7 �� F����� � ����
�- ���'������# ������+� E����� ����+�!
��� �� ��(���� �������� ���� q ��
���	��� �	���������# ��	���� a!
���	��	���-
�# ����	����	�� 7 � a � CN ln� q� 4�������� CN &�� ���
������� ��+����� M����� )�� ��	��(����� � �(�� 	 ����	� ��������
.����� � >BQC �� ,���(��� ����+� ��
���	�	���� ������ ��	�����
&�+ �����+�	���� ���'������# ������+� E�����! �� � *��'�# �3����#

7 � a � q
�

�
p
e ? ! ����	���	�# ��� -&�� ���(�������  � q! &��'��

��������# �����3�! +�	���
�# �� �

F������ .���� ����3������� ��������� �� �������� Q! ���
��� ��������� � ��� ����
�- ��	��(����� � ���! ��� ���� N = ���
���	���! ��������� �� ������+����- ���'������- ������+� E����� � ���
���� ��(�� &��� ��	������ � �� 	���� ��� 	�����������# ������� Q
��0�� ��	��'���� ���	����# ��	�� �� �����	��* ����� 1������� ��
�������	�� �3���� ��(�����! �� �������� �� ��&����� 	���� ���	��
�	���������

#� &	� ������ ,��
�� '����� ����	

.� �� &���� �����	��� +���� ������- )��# +�����! �����������
�&�������� � ����� 6C9 � �&+���� 6>N! >>9� 4������ (�! &��'�� �������
���� ��(�� ������� ���	������� &������ ;�� )��� ��(�� �&��������
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�* ����#��� ������������ 	 +������� �����+��� 	������ � �����	���
����� ����� &� 	����# �����������# ���� ������� '� ��	���� RSA�
1��&��� )  ����	��� ������	�� ���������� ������* ���� �	�����
�������� ���� �3���	����� ���� ������� "�����

�����	 �� ����' N � S ) ��-���� ���
��'�� ������ N � > O
2 S �R� �
���� ��� ��$���� �
������ �������� q ����� S ��+�������
 ���� ����� a ������ ���

aN�� � > 5mod N:� 5a
N��
q � >� N: O >� 5>N:

3���� ��$��� �
����� �������' p ����� N ���������
��� �
�����

p � > 5mod 7S:�

��	 	�������� ;���� p = ������# ������ ���� N ! � q = ���
������# ������ S� M+ ���	�# 5>N: ������! ��� 	 ��� 	�����	 Fp �����
	���	� ������'����

aN�� O >� a
N��
q �O >� ap�� O >� 5>>:

T&�+����� &��	�# r ������� )������ a 	 �����������	��# ������
��� Fp � ;��	�� �	� �+ ������'���# 5>>: �+����-�! ��� q 	*���� 	 ��+�
�(���� �� ������� ���(���� ���� r 	 ������� ����# (�! ��� � 	 ��+�
�(���� N � >! � �������� = ��� p � > ������ �� r� ����� �&��+��!
��(��# ������# ������ ���� S 	*���� 	 ��+�(���� p � > 	 �������
�� ����'�#! ��� 	 S! ��� ��� p� > ������ �� S� 4���� ����! p� > �0�����
������� 7 ����+����

���������� *��� ������� ������� ���
��� # � R � 8S ? 7� ��
N ) �
����� �����"

��#��	������! ����� N ��	������ ����+	�����- �� ����� �	�* ����
���* ����� 4�(��� �+ ��*! ������� ��	��(����- ������� 7! �� ����'�!
��� 7S?>� 1� ����� 57S?>:� � N O SR?> � 8S�?7S?>� ;����	������
� ����+�	��� �����	���

;���(�� ������! ��� � ����
�- ��������� ��	��(�����! ���� &���
'�� ������� ���� S! ��(�� ��������� ��
���	���� &��'�� �������
���� N � ��&���� �� )���� ����#��� �&��+�� �0����� ���� R �� ����
��(���� S � R � 8S?7 � ���(�� N O SR?>� /���� ���	���� ���� N
�� �������	�� ���* ������* ������#! ��+���	 ��� �� ���� �������
����I �������� N ��������� �������	� ��+ � ����
�- �������� Q�
��� ��� )��� 	��������! ��� N = �����	��� ����! ������ 	�&����
��	�� +������� R � ����� ��	������ 	��������� ��� ������ ����� ��
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��* ���! ���� �� &���� ��#���� ���� N ! 	����(�	'�� ��������� ����
������ Q ���������� ����� ��+� � )��� ����� ���	����� ����(�� ��
��! ��� N = ������� ����! � ������ ���������� ����+��� �������� �
����
�- �����	 ������� 7�

�� )���� ��(�� ����#��� �&��+�� 	�&����� ���� a! > � a � N ! �
���	����� �� ���� 	���������� ������'���#

aN�� � > 5mod N:� 5aR � >� N: O >� 5>7:

��� ��� 	�&������ a )�� ������'���� 	�����-���! ��! ������� ����
��	�- �+ ������� 7! ��(�� ��	��(����! ��� ���� N �������� ��� (�
)�� ���	�� ����'�-���! ��(�� 	�&���� ������ +������� a � ��	������
)�� �����3�� �� ��* ���! ���� ����� ���� �� &���� �&����(����

;������(��! ��� ����������� ���� N ��#��	������ �	����� ����
����� /�������� 	�������! ���� ���� ����0���� ����&����� ���� a! ���
�� �� &���� ��#���� �����! �� �������� &���� 	������� ���	�� 5>7:�
/������! ��� �� �������� ���� N ���	�� ���	�� 5>7:! ������� ���#
������� "����! &���� 	��������� 	������ �� (� ���� a! �� ������* ���
��'����� 	����� ���	�� 5>7:! ���	��	���-� ���	����- aR � > 5mod N:�
4�� �+	�����! ���	����� xR O > 	 ��� 	�����	 FN ����� �� &��� R ���
'���#� T��� �+ ��* x O >� ;�)���� �� �����(���� > � a � N ������� ��
&��� R�> ����! �� ������* �� 	�����-��� ���	�� 5>7:� ��� �+�����
��! ���! 	�&���� ����#��� �&��+�� ���� a �� �����(���� > � a � N !
��� ������� N ��(�� � 	����������- &��'�#! ��� >�O5S��:! ��#�� ���
�� a! �� �������� &���� 	������� ���	�� ������� 7! � ��� ����+���!
��� N ��#��	������ �	����� ������� ������

/������! ��� ����������� ����� �����&�� ������� ���� N &����
���	��	����� ����	����	� N � S�! �� �� &���� +�����	����� 	�	�� &���
'�� �������	�� 3� �! ��� ��*����� ������� ���� S� /�����	 ������
���� S �� ��#������ ������� ���� N � ��	����	 � )��� ��	�� S 	��
���+����� 	�'� ��#��	��! ��(�� ��������� �
0� &��'�� ������� �����
1���	 � ���������&��� �������� ����! ���(��! +���������� >N ��������
���� 3� ���� 5�������� ��� ��(�� ���	�����! ��������! ������� ��
�������� ��&����� ������� ����:! � ��	����	 ���+����- ���3�����
����������� ���� ��+! ��(�� ��������� ������� ���� ��(��# 	�����
���

T&����� ������ ��������� ������������� 	������! 	�+����-
�� 	
�	�+� � ��*�(������ ���� R! ���	��	���-
��� ����	����	�� S � R �
8S ? 7! � ������! ��� N O SR ? > = ������� ����� ;��(�� 	����! ���
����� ������� ����*�! ����+����# �
0� 	 >DKB ��! ���������� 7Sn ? >!
n O >� 7� K� � � � �����(�� &���������� �������	� ������* ����� 1�� �����
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����-� ������� ����! �(�
�� ������� �� ����� ����������� T3����
�������'��� �������� ���� 	 ��� ���������# ���������� &�� ����
���� 	 >B88 �� @���G�������� V���	����	�-
�� ������� ��	��(����!
��� �������'�� ������� ���� 	 ��� ���������# ���������� 7Sn ? >
�� ���	��*���� SC ! ��� C = ��������� ���������� &��'�� �&��-����
����������� � �������(���� ����	���	���� ���'������# ������+� E��
���� ��(�� ����+���! 6>K! ���� 7C79! ��� �������'�� ����� ������� ����
�� ���	��*���� c5: � S�
� ��� -&�� ���(������� �

����� �&��+��! 	 ������
�� 	���� ������* ������������* �������#
�� ��
���	�	���� �������� ���� N O SR?>! S � R � 8S?7 �� ��
���
�	���� ��� �� ����� ���� 	�������# �� ��. ����+�	���! ��� �������
���� 	 ��� ���������# ���������� 	������-��� ���������� &�+�� � �0�
������ g������� 	 )��# �	�+� ������+� � ��
���	�	���� &�����������
�������	� ������* ���� q � ���	���! ��� ���� 7q ? > ���(� �������!
�� �� ������� �	����� �(� ���	�# ��� �����������

T���� 	�(�� 	 �	�+� � �����	����� ������� ���������� ������*
���� ���(� 	����� � ���������� ��(�� ��������� �������� ������
	 ��� ���������# ����������� ���� �&���	'���! ��� ��� ��������� R
���� N O SR?> �����	���! ��(�� ����-
�� +������� R 	+��� ��	���
R ? 7 � ��#��	�	��� ��� ����! ���� �� &���� ��#���� ������� ���� N �
M ��� ���������� ��(�� ��������� �������� ������ 	 ���������� 	��
���! ��� ����(�� &����� ��������� ��(��� ���� N � ;���&�� ����
R �� ���� �������! ��� �� ��������� �� ������� ���� N ���(����
��'��� ������ � &��� ������� 	������ � ���������� ��(�� ��������
�� �������� ������ pn � pn
� 	 ���������� ���� ����+��� �'�! ���
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�
p
��
��
�
n

�
! ���! �������! �� ����� *���'� �� ��'�* 3��#�

������ � ��� ��
���	��� ��� ��+�	����� ������+� 4������ 5>BKU ��:! ���
pn
��pn O O5ln� pn:! ��-
�� 	���� ��������- �3����� ;������� ����#
(� ��+����� ������ � �+ ���'������# ������+� E������ ���������
�� ��. ����+�	�-�! ��� ������� ���� 	 ��� ���������* ����������*
������(��� ���������� ������

� ������	� ����� �&��(����� 	 )��� ������ ��������0�� ����-
��<
��� ������� �� 	���! ��� �������'�� ������� ����! � ���(� ����������
��(�� ��������� �������� ������ 	 ���������� 7Sn ? > ��� S � n �
� 8S?7 �3���	�-��� 	������# O5ln� S:! �� ��������� �*��� ����������
&��'�* ������* ���� ����� �����������- �3���� ��(������ 4���
�� ����! �������� �� �������	�� ������������* �3���� 	������ ��&���
��������	! ������	�-
�* ������� ���� 	 ��� ���������* ��������
���* �� ���	������� &��'�# ��+�����-! �� �������� )�� ��������
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��&���-� 	���� ���	��	��������� 1� �&����� ����������� �����-�
���� &�+ ���&�* +����� 	������ �������� ����� �����&�� ������� ����
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4������! �����& ����������	���� ������* ���� �� �����+�	���� 	
�*��� RSA ��(�� &��� �����	��! � ���� ������� ���� ��(�� &��� 	
�������� ����� *���'� ��������0������� ��� 	����� ��� ����������
��* ���(����# 	 ��&��� ��������	� �������! ��������� �*��� ������
���� ����� 	����3�#� ��� )�� 	������ ���������	�-��� 	 ������ 6>89�

1�����3! �������! ��� ��
���	�-� ������ ���������� &��'�* ����
���* ����! �����+�-
�� �� ����� ������� ������ N�>! �� � ������
� ���� N?>!N�?>!N��N?>� � ����	� �* �(�� �����+�	���� �����
��	���������# 3��* ����! ���	��	���-
�* ���#��� ������������
���	������ ��+����* �������	� T������! ��� ������	��������� an!
���� ������# ��������	�-� 	  �������	�� ���# ������� "����! ���
���	��� ��'���� ������������� ���	����� ���	��� ������� un
� O aun!
u	 O >�

(� &	� '������� ,��
� ���� �	 '����"

���� ��������� ������ 	 �������	��* +���� �������
��� � �������

��� ������	� 4���� �� ������ ������� ���� N ! �� �&����� �������
��# �����������# �� ����3��# � ���! 	�+����-
�# 	 ���3���� �������
����� 1�������! ����# �� ����3��# �	����� +����� ������* ������#
���� N � >� ��� �� ����3�� ������ �&������ ����+������	� �������
�� N �

� )��� ������ �� ����������� �'�! ��� ��� +����� ��������� ���
�� N ! ��������! 	�&������ ����#��� �&��+�� �� �������� �����(���
��! � ���&����� ������	��� ��� ��������! �� ����+���! ��� ��� �	�����
�����	���� ��� +����� +� ������������ �������	� �����3�# ��'���
���+����# 	 �� K �������.����� T�����! ����	���	���� ����������
� ��� ����
�- ��	��(����� +�	���� �� ������+����# ���'������# �����
��+� E������ ��� ���� N 	����(�� ��������� ��������� Q �� >NN
��+����* +������# ��������� a! ��! ���	�������! ��(�� ��	��(����!
��� ��� �	����� ������� � 	����������- &��'�#! ��� > � 8��		� ���
	���������� ����� &�+�� � �����3�! ������ 	�0� (� ����	��� ��������-
���� �������� �� �������� ���� N � � �����#'�� 	 )��� ������ ��
&���� �������! ��� +������� ���� N �	����� �������! � ��� ���&�����
�'� ����+��� )���

� ������
�� 	���� �+	����� �����������	����� �������� ��+���
��# ��(����� �� ����+������	� �������� ����� .� ������	���� ���
���&��� �� ����� �+ ��*! �����(����� 	 >BDK �� 	 ��	������# ��&���
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F������! ;������3� � E���� 6>Q9� �� ����+������	� �������� ��
���������� ���� N )��� ������� ���&��� 5lnN:c lnlnlnN ��� �������
���* �����3�#� /���� c = ��������� ���(������� �&��-���� ������
������ "���3�� lnlnlnN *��� � �������! �� 	�0� (� 	�+������� � ������
N ! ��)���� ������� �� �	����� ������������� 1� 	�0� (� ��� �����
�������� ����+�3�� ��+	��-� ���������� &����� �������	��� ����
�� ��������� V�
���	����� ���	��'����	�	���� � ����
���� 	 ���	��
�������# 	������ �������� &�� 	������ 	 ��&���* }� G������ �
F� 4���� 6>U! >C9� .� &���� ��+�	��� �����	����# ��(� ������� ����
������ F������ { G�������

� ����	� �������� �(�� �����+�	���� ���	����# ���� ���# ���
����� "����! �� 	 ���3�* 3��* ���� �����	�* ���#! �� �� ���#!
����(�0����* ��� ���� Q ������ �p O e��i�p = ������� �+ >� ;����
q = ������� ���0����� ���� � c = ���	��&��+��# ������ �� ����- q!
�� �� �&��+�-
�# )����� �����������	��# ������ ��� Fq ! �������
3������� �� ��(���� 3���� ���� x! �� ���
����� �� q! ��(�� �����
����� ��� ������! indq x � Z�5q � >:Z! ��+�	����# ���(� ����
����
����
�	���! � ����
�- ���	����� x � cindq x 5mod q:� E��������� ����
�	� ������* ���� p� q � ���	���! ��� q � > ������ �� p! �� �� ������
�� p��

V���-
��  ���3��! ������0����� �� ���(���	� 3��* ����!

�5x: O

�
N� ��� qjx�

�
indq x
p � ��� 5x� q: O >

�	����� *��������� �� ����- q � ������� )���� *�������� ��	�� p�
V����

�5�: O �
q��X
x��

�5x:�xq �Z6�p� �q9

��+�	����� �����# $������ "����������� ��(� ������� K �������	���
��&�# ����� ���# ������� "����! �����+����# 	 �������� F������
{ G�������

�����	 !� ����' N ) ��-���� �
����� ������ 5N� pq: O >" 3����
� ���' � Z6�p� �q9 ���������� �
�����

�5�:N � �5N:�N � �5�N : 5mod NZ6�p� �q9:�

��� ��� ����*��&� ����* p� q ���	����� �+ ������� K ����'�����!
��(�� ��	��(����! ��� N �����	��� ����� � �����	��� �����! ���
���	����� 	���������! ��� ��0�� ��������- �� ����3�- � 	�+��(��*
������* ������* ���� N � V�&��	 ����- �� ����3�- �� ��+����*
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p� q! 	 ���3� ���3�	 ���0���� ������	���! ��� N ����� �'� ���� ������#
������ � �	����� ��������

� ����� p O 7 ���� ���	�����! ��� ���	����� �+ ������� K ��	���
����� *���'� �+	������� 	 )���������# ������ ���� ���	����-

q
N��
� �

�
q

N

�
5mod N:� 5>K:

���

�
q

N

�
= ��� ��+�	����# ���	� q��&�� }���'� �+	����� ���(�! ���

�������� ���	����� 	��������� �� ����� �� ������* q! �� � �� -�
&�* 3��* q! 	+����� ������* � N � /������ ���(�! ��� �� 	��������
���	�� q��&� ��
���	��� &�����# �������! ����	����# �� +����� 	+��
������� $����� �! 	 ��������� �����! ����&��# �������� �	���� 	��
������� ���&��'��� �&
��� ������� V���-
�# ������ ����+�	���!
����� �&��+�� 	���������� ��������* ���	����# ���� 5>K: ��0�� �����
����- �� ����3�- � 	�+��(��* ������* ������* ���� N �

-����� ./� 0�����	1� ;���� N = ���������� ����! 5N� U: O >!
�� �������� 	������� ���	�����

a
N��
� �

�
a

N

�
5mod N:� ��� a O �>� 7� K� 5>8:

� ����� ���� � ��������� 3��� ����� b �����

b
N��
� � �> 5mod N:� 5>Q:

4�� �(� ���+�	����! ��� �������N ���	����� 5>8: 	�����-��� ��
-&��� a! 	+����� �������� � N ! � ���	����� 5>Q: �+������! ��� b ����
���	��&��+��# ������ �� ����- N � 4������	� ���	��&��+��* �����#
��	�� �5N � >:! �� �� ���������� 	����� ����� �&��+��! ���� b � ����
	��� 5>Q: ��� ������� N ��(�� &��� ��#���� ���������� &����� � ���
��
�- ����#���� 	�&��� � ������-
�# ���	���� 5>Q:�

����(��! ��� �+ 	���������� 5>8{>Q: ������! ��� ��(��# ������
r ���� N ���	��	����� ������ �+ ���	����#

r � > 5mod 78: �� r � N 5mod 78:� 5>U:

1� �����'�� �&
�����! ��(�� �������! ��� r = ������� ����� �	����
������ �&�+������� N � > O u � 7k ! r � > O v � 7m! ��� u � v = ���0�����
����� M+ 5>Q: � ���	����� br�� � > 5mod r: ������! ��� m � k� ����!
������� 5>8:! 	�����-��� ����-
�� ���	������
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�
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�
O > ��� a O �>� 7� K! �!

����	������! r � > 5mod 78:� ��� (� m O k! �� �����
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r � N 5mod 78:� ���� 5>U: ����+����

M� ����3�� ������ ���� ��������� � 	 ����� ����+	����* ����
���* ���� p � q � ���+������ 	�'� �	�#��	����

T��'�� 5����� ���&�: �*��� �������� F������ { G������ �� ����
	���� �������� N <

>: 	�&���-��� ��+����� ������� ���� p�� � � � � pk � ��+����� ����
���� ���0����� q�� � � � � qs �����! ���

�: �� ��(���� j 	�� ������� ������ ���� qj � > �����(����
����� p�� � � � � pk � qj � > �� ������ �� �	����� �������� ����I

&: S O 7q� � � � � � qs �
p
N �

7: �� ��(��# ���� 	�&�����* ���� p! q ���	������ �����! ����&�
��� ���	����- �+ ������� K� ��� N �� ���	��	����� ��������&� �+
)��* �����	 = ��� �����	���� � �����	��� �����

K: ����������� �� ����� &��'�� ���(���	� ����! � �������� ����
�� � ����� &��� ���	���� ������� ������ N � F ������! ��(��# ����
���# ������ r ���� N ��(�� ���	��	����� ���	����- 	���

r � N j 5mod S:� N � j � T O p� � � � � � pk�
8: ���	�������! �����(�� � ��#������ ���(���	� ������ N � ���

� ��� )��� ������ �� �&����(���! ��	��(������! ��� N = �������
�����

��� ���� N �����	���! ��� �&�+������ ����� ������# ������ r!
����'�#

p
N � S! ������# ��� �����(���� ����� 	�+��(��* �������	�

M����� �� )��� �	�#��	� ����	��� ���������� ������ 8: ���������

-������ ��� 	�&���� ����-
�� ���(���	� ������* ����

fpg O f7� K� Q� Cg � fqg O fK� C� >>� K>� 8K� C>� 7>>g�
�� ����� �����&�� ������� ���	����� �������� ���� N � D�Q � >N���

T������! ��� 	 ��&��� 6>Q9 �� �������	���� �����+�	���� �� ���	�
����� ������� K! � +���� 	+�������� �� ��������* 	�����	 � ���
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��+�	����� ����� q��&�� V���� q��&�

J5��� ��: O �
q��X
x��

��5x:��5>� x:

����������� �� �	�* *��������	 ��� �� �� ����- q� ��� *��������
���-� ������� p! �� ����	����	�-
�� ����� q��&� �������(�� ���3�
Z6�p9� ;������� ���� p! �����	�-
�� 	 ��������! ���	������� ��	���
��! �� 	�������� � ������� q��&� ����+	������ 	 ���* ��
���	����
����'�# �������! ��� 	�������� � ������� $������ ��� ��	��� ����
����! �� ������# ����� q��&� ��������������� �� 	�������#� ;��
���� �O �	 	��������� ����������� ������'����

J5��� ��: O
�5��: � �5��:
�5�� � ��: �

�	�+�	�-
�� ����� $����� � ������� q��&� � ��+	��-
�� ����������
���	����� ������� K 	 �������* ���� q��&� 5��� 6>U9:� ���! ��� p O K �
q O C ����	����	�-
�� ���	�����! ����	���	�� �� ������* N ! �����
��* �� 7! K! C! ��������� 	��

5�K� � 7:6
N
� 9 � 5K� ? >:6

�N
� 9 � � 5mod NZ6�9:�

��� � O e��i�� � � = ��������# ������ ��&������# �+ >�

� >BD8 �� 	 ��&��� 6>C9 &�� 	������ ��
���	����� ���	��'����	�	����
	 �������! ��+	��	'�� ��	�&������� �� ���&�	���� ���������� ����
q� > �� �	������ ������* ����� � ��+������! ��������! 	�&��	 ����
T O 7� � K� � Q � C O QN8N � 	+�	 S ��	��� ����+	�����- ������* ���� q
� ���	���! ��� T ������ �� q � >! ������ S � >�Q � >N��! ��� ��+	����
����+�	��� �������� ���� N ! +�����	����* �����# ���������* +����	�
;�� )��� 	�������� &���� ���	������� 	 ���*! ����(�0����* �������
�+ > �������# >U! B! Q � C�

.�# ����������# �����-��� � ���3������� Pentium�>QN! ���+����
����+�3��# )���� �������� �� �+��� UBASIC! ����+� �������� +����
��	������ UQ ����������� +������! &��'��� �+ ������* ���� 	 ����
���� E�	����! 2����� � F������ 5��� ����� >: +� D ������� V��	�����
)��* D ������ � >C ��! �����&�	�	'�*�� �� ��+�(���� �� ���(����
�����(������ 	 ������� ����! �������! 	���������

T������! ��� �3���� ��(����� )���� �������� �������	��� ���
&�# ������- +����� �����������# ������ ����� 4�� �(� ���+�	����!
�������	� �����3�# �3���	����� 	������# 5lnN:c lnlnlnN � T����� �����
	����	�-
�� ���� S � T ! 	�+����-
�� 	 ���3���� ����+������	�! ��
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����� &��� �	�� ���+��� 	 +�	�������� �� N � ����+��� �'� ��
���	��
	���� ���� S � T ! �� ������* ����������� �3����� �������! ���� 	����
��������# 	������ ��������! ����+�	�-
�# �������� �������� ����
N c 	����������- &��'�# >� 7�k +� O5k5lnN:c lnlnlnN : ��� ���������*
�����3�#� F 	 �������(���� ���'������# ������+� E����� )�� �3����
��(����� ��(�� &��� ������� ��� )  ����	�� ���+����* S � T �

2� &	� �	���	���	*� ���	���� ����	 �	 ��������

.� �'� ������ �������� )��# ����! ������ �������# � ������ 6C!
>D! >B9� V���� �����* ��������	 ��+�(���� �� 	�&���� �� ���- ��+�
	����! ������� ���	�� � ��+�(���- ����! �����(������ RSA�

;������ )  ����	��* �����&�	 ��+�(���� 3��* ���� �� ���(��
��� +�����-��� �(� ����� ��	��� ��� +����� ��������	�� 	���-
�*�
�� ��0���* 	 �&���� ������ ����� �������� "���� &� ���	�#! ���
�����(� �������	��� ��+������� ���� N 	 	��� ��+����� �	�����
��	 N O x� � y�! � +����! 	������ 5N� x� y:! ���������� ��#�� ������
	�����# ������ N � T� (� �����(� � �����&! ��+	��-
�# ��#��
���&����� �������	����� ��� ��+������� ���� ����� �	� �� ����� ���
���-
���� �� 	������ ���(����! )��� �����& ��+	���� ���������
�* &������! ��� ������# ����&�� ������#� G�(���� �&���� 	�������
�� ��! ��� ��� ����� ���*��� ���������� ������� ���	�����
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����$�"� !���	� '� �� �� ��� ����
�#
����	 ����$ ��
�� 1 �����
����$�"� !����$=

@� 5����
�


X
n��

1

n�n3 1��n 3 4�
�

17� C#
������ ��� x 3 y 3 z� xy 3 yz 3 xz� xyz B ,��"� ������ '� �� ��
��
�� ���$� ��� ����� x� 3 y� 3 z� B ,����=

11� 2�!�#��$� ��� ����� 1 3
p
4 3

p
8 � �

p
4 3

p
; 	
�	��	 !���	�� ������
"�

����������
 � ,��"�� !�*&&�,��������

����  ��� 
�����
���� �����

�� 7��"���	�� ��	�� � �"������ ��� �����

��  �!��1��	
� � ����!�����	
� ������-�

�� E�"�-1.���� ��	���

�� ,	�����- 
������ ��$��� @����(�������C� E���	
���> �	-��� ���<
$����� �! RAxB ��!��$��
	- �� ������� � ������
�� ���1�
���
� RAxB�

#� 3��$�����
����	��- ����� ���"���	��$� ��	���

&� F����
����	��� 	�	� (���1���-�

������� �����

1� �"������$ �1 3 i��

��

4� 5���� ����#
������ � ����� 
��� !����� ������� n �# ����� a�

8� D�!�� �������� �� �� ����$ ����� z� ���� jz � ij � 7�;=



���

:� 5���� ��������� �������$��� ������� �# RExF� ��	 !������� ����� 1 3 i�
4 � 8� i �"�� �" !���	���

;� 2�!�#��$� ��� ��� ���
� ��� z� ��	 !����"�Re�1�z� > 1� ���$ �!�� ����$
��# ���!��

6� D�!�� #������	 �� �� ��������$ ����#
������ 
��� ������	��� �� ���!�
h4� 7i �� 
��%�� ���
��$���� ��������$��!�� 
��������� 
 �!�� ����$
���������� ������� � ,������ 
 7=

<� 5� !�����!���� ����!���� ���" ���!� a � b� G�� �����	��	 �� z� ��	 !��
���"� �z � a���z � b� B ����� ������ �����=

��!� �������	���
�� "�#��� �����	�����


�� D���	
�������

�� '�!������- 	 "��
�����-���

�� '�!������-�

�� E���
���-�

#� 0���� ��:
����

&� 3��($������ D�	���-�

+� 4���(�� ���:����� � �	��:������

/� G���1���� "���	
�������

2� H.�
�� � ���.�
�� "���	
�������

�?� '�!��1���� "���	
������ � "���!������� �������

������� �����

1� 0!��$!� �	��#����"� ����� ����� �� 
 �
��� #����� ,�&�� A � �� ������
 �� 7=

4� 0!��$!� ��%���� 
 �������$�"� ������ ����� ���
�����

xyz > 4 � 8 � ; � < � 11=

8� 0!��$!� ��(���
��� �	��#����"� ������ �����
����"� �# ,�&� 1� 4� 8� :�
; �!� ��	 
����� �� ������ ��#��� 
 !����"� ,�&�� ; �� ����� �� �	���
�����=

:� 0!��$!� ��%���� ����� ���
����� x� 3 x� 3 � � �3 xk > l 
 ,��"� �������
,����$�"� ������=

;� 5���� ����� 
��� ����� n��� ����!� �������$��!� ���!��	 � �����"��
���������

6� 5���� #��!���������� ����� 
��� ����� n��� ����!� �������$��!� ���
�!��	 � �����"�� �������� �C


n �C�
n 3C�

n 3 � � � ��



��������� ���	
������� ���

<� 2�!�#��$� ��� ����� ��#������ ,����� ���� ����$���� ����� n �� �������
�"� ,��"� ���� ����$�"� �������"� ��
�� ����� ��� ��#������ �� ��#�
����"� ,��"� ���� ����$�"� �������"�� ����	��! �������"� ��������	
����(���
���"���

A� 0�(���
��� �� ���������
!� <�*���������� ��� ���
�� ���(�	 ���	�
��! 8:=

@� 2�!�#��$� ��� 
�	!�	 ������	 ���������
!� �� �� �"�$ �������
���� 


��� ����#
�����	 ���������
�! 
��� �i� j� k�� ��� !����"� i �� j� j �� k�
k �� i� � �����$�"� ����� ������	 �� ������

�� ������

���� $����� ���%��	�

�� E�.�
�� ���1�	
���

�� D���!������� � 	(��� 	�.�
�� ���1�	
��

�� %	��A ��	�������9 �B 	�.�
��9 
� ��I�������� A � B ����������A�

�� 3������ 7��
���50����
���� @����(�������C�

#� D����� ��	�.�
��$� ���1�	
���

&� 3������ 7��
��� @��- �	-��$� ���1�	
�� 	(��	
�(�
 ���1�	
��
������� �����	
�C�

+� '���������	
� "�-��� � "��	��	
��

������� �����

1� D�!� ��(����$ ����� ��� ���
� 
��� ������"
�"� &��!,�� �� ����#�
!�=

4� 2�!�#��$� ��� A�A ��
����(��A� ���� AB��� ���
� 
��� ���!�����"�
�������
����$������ ����� � �����,�

8� 2�!�#��$� ��� !��� � !
����� �� 
����������	��� ��
����(�"�

:� 2�!�#��$� ��� ��� ���
� �����
����$�"� ����� ��
����(�� ��� ���
�
����,�����$�"� ������

����  ��������	������	� � �������

�� D����� "�	������
�����	
��

�� %���	
�����	
� "�������

�� 3������ � ��(� �������������

�� D����� 	(��9 ��!��	
�9 "���!������- � ��	
��$��

#� D����� �
������- "���!�
������ � 	
�"����� �(������



���

������� �����

1� 2�!�#��$� ��� ���� x�n 3 y�n � 7� �� xn 3 yn � 7�

4� 2�!�#��$� ��� ���� �������
����$����$ �������	 ! ���� ����$���� �����
a� �� �������
����$����$ !
������"� !����� �# ��� �����
 �������	 !

p
a�

8� 5���� ������" 177n�nH� n��n� n��4n� ��4n 3 8n 3 :n���;n 3 6n����n�

:� 2�!�#��$� ��� 
�	!�	 �������
����$����$ ����� ��������� �����������

����$����$�

;� C���� �� �������
����$����$ sin 1� sin 4� sin 8� � � � ������=

���� &��'�	�� ��'�	��	������ �����

�� 3����- �����-- $�����

��  ��1���� �
��!���

�� D����� ����
����� �$���������� "�	������
�����	
��

�� 7��
���� 7����

#� D���
�� �
��!�� ��
���������

&� E(��	
������� ������������� ��	���

+� ��	�.�
��	
� ���1�	
�� ���	
��
����� ��	���

������� �����

1� I��� M B ���!������� ��� ���
� ����! ����#!�� �� ��(���
��� ��!�	
���!� x� ��� ���� �����
��� ����� �(�� x� ����� �� ���!������ �����
����! �# ��� ���
� M �

4� 2�!�#��$� ��� ���� 
 ��� ���
� ����#!�
 ��"� �
� ���� ��(� ���!��
�� ��(���
��� ���!�� �������� �(�	 
��� ����#!�� *���� ��� ���
��

8� I��� &��!,�	 f ��!�
�� ��� ��	 ���� ���!� ����#!� ��(���
��� ������
 �(�� ��� �����
��� �� !������ f ����������� �� f ���������� �� 
���
����#!��

:� 2�!�#��$� ��� ���� ��#����$ �� �� n�� � k�� ������� �������
����$�����
�� ���
������� �� ����� 1�n31�k� �� *�� �������
����$����$ �������	�
?�� �� �� �!�#��$� ���� *�� ��#����$ �� ���
������� �� ����� 1��nk�=

��!� (������� ����

�� E������	
� � ��	��:
��- 	������	
��

�� E(��� � "���!������� �-����

�� D��!��� 	�������-�

�� =�
�$������ "��!����

#� F����
����	��- "��$��		�-�

&� F��������	��� �-��



��������� ���	
������� ���

������� �����

1� 2�!�#��$� ��� ���� �	�" � ������� x� � y� ����	��	� �� � �	� � �������
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�� ��!������� ����#!�= ��� 0�(���
��� �� ���!������ ��&�
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18� ��� 2�!�#��$� ��� ���� liman > a� �� sn > �a�3 � � �3an��n ��! � �������	
! a� ��� ����� �� ��������=
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�� ����! ��#�"
� ��!������ &��!,���

1;� '� �� �� RnQ�"�$ ��P��������� ��������� ����� #��!���"� ��� ���
=
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�	!� &��!,�� ������"
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��� ������"
���
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1A� ��� 2�!�#��$� ��� nH 
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47� 2�!�#��$� ��� ��	 ��"� a�� � � � � an � b�� � � � � bn ���
�����
Pn

k���ak cos kx3
3 bk sin kx� > 7 ����� ��%�����

41� '� �� �� �	� +������ &��!,�� ������$�	 
 ��!������ ���!� ! ������
��������� �� #������	 &��!,�� 
 *��� ���!�=
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48� ����$ g�x� > x3sin x� 5���� ������ g�g�g � � � g�x� � � � �� �n ��#� ��� n���
4:� ��	!�� �� #��!����� ��� ���
� ��(����� !�������� ����� �� �����
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n�� n
�xn=

4A� ��� 2�!�#��$� ��� ��
������� ������"
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��� ���� ����$�"� x�

8A� 5���� ����� 
���� ����$ ��� ���
� #������� &��!,�� sinx3sin
p
4x�

8@� ���������� �� &��!,�	 sinx3 sin
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;7� '� �� �� ���!������ ��&&����,������	 �� ��	��� &��!,�	 ����$ ����
!������ ����� !����� �� �����
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��� �� *��� ����#!� &��!,��
g 
"����	���	 ��
����
� g�7� > limk��

R �
�� fk�t�g�t� dt�

;:� )	�
P

ai � ���� ����$�"�� ������� ���������	� SiB�������
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��� �������$�"� n� ���	�����	 #����$ !����"�
�� ����� �� 
��$�����!=

;6� ?���" �	��
P

ai ������,����$�" � ��"
��� 2�!�#��$� ��� �� �������	
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