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Предисловие

Конкурсу Мёбиуса уже  лет. Возник он в середине -х. Ма-
тематикам, как собственно и всем остальным, было нелегко. Мы
были растеряны и дезориентированы одновременно. Математиче-
ская жизнь куда-то уходила, как вода в песок, большинство друзей
и знакомых уехало. Русская математическая школа заканчивала свое
существование или, по крайней мере, превращалась в нечто совсем
другое. Всё это надо было как-то пережить. Математикой вообще
заниматься нелегко, всё время что-то не получается, постоянные
разочарования и недовольство собой — удел каждого. Способ выжи-
вания стандартный — надо преподавать.

Преподавание я понимаю достаточно широко. Это значит помо-
гать молодым людям становиться математиками. А с этим в середине
-х были проблемы. У многих было чувство, что математика —
важнейшая часть нашего существования — молодым людям не нуж-
на. А кроме того, не очень было понятно, как помогать. Мы делали,
что могли — учили студентов, помогали им уехать, если им очень
хотелось. Был организован Независимый университет и позднее при
нем конкурсы — Мёбиуса и гораздо позже Делиня. Постепенно вы-
яснилось, что всё не так плохо. Жизнь, в частности математическая,
продолжается. Это было бы невозможно без усилий очень многих
людей.

Конкурс Мёбиуса был основан в  году двумя предпринимате-
лями, выпускниками кафедры прикладной математики МИЭМ Вале-
рием Баликоевым и Александром Кокиным. В  году Александр
Кокин учредил (при участии Независимого московского университе-
та) некоммерческую организацию «Фонд поддержки молодых ученых

”
Конкурс Мёбиуса“» и стал председателем Попечительского совета

Фонда.
Таким образом, имеется организационная структура, благодаря

которой конкурс Мёбиуса существует.
Каждый год студенты и аспиранты подают на конкурс Мёбиуса

свои работы. В некоторые годы их было довольно много — около
пятидесяти, в другие, к сожалению, меньше. Работы рецензируют-
ся примерно так же, как статьи, подаваемые в журналы высокого
уровня. Они посылаются ведущим специалистам, которые оценивают
работу. На основе их отзывов жюри отбирает несколько человек, ко-
торые докладывают свои результаты. Затем жюри на основании всего
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этого присуждает премии. Подробнее о конкурсе можно прочитать на
сайте: www.moebiuscontest.ru

За годы проведения конкурса Мёбиуса довольно много молодых
людей стали победителями. Они все — хорошие математики, а неко-
торые даже очень хорошие.

В  году — юбилейном десятом году проведения конкурса —
прошла конференция победителей конкурса прошлых лет под на-
званием «Фундаментальная математика в работах молодых ученых».
Конференция была посвящена широкому спектру вопросов совре-
менной фундаментальной математики. Было прочитано  докладов
победителями и призерами конкурса — годов. На конферен-
ции присутствовали также все победители конкурса  года, члены
жюри и другие математики (всего более  человек).

Конференция показала, что, во-первых, практически все победите-
ли конкурса Мёбиуса стали математиками-исследователями высоко-
го международного уровня, во-вторых, большинство из них остались
пока в России, и в-третьих, — это оказалось неожиданностью для ор-
ганизаторов, — большинство докладов были прочитаны на высоком
педагогическом уровне, докладчики сумели заинтересовать других
молодых участников конференции своими результатами и своей те-
матикой.

Победители и призеры конкурса, не смогшие принять личное
участие в работе конференции, также предоставили свои статьи для
публикации. Работы оригинального и более специального содержа-
ния были опубликованы в журнале «Moscow Mathematical Journal».
В настоящем сборнике публикуются в основном работы обзорного
характера.

Организаторы конкурса надеются, что настоящий сборник будет
интересен как специалистам, так и студентам-математикам, только
выбирающим область своих первых исследований.

Борис Фейгин
Председатель жюри конкурса Мёбиуса
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Производные категории когерентных пучков

в современной алгебраической геометрии

Александр Кузнецов

, победитель первого конкурса Мёбиуса

Геометрия изучает топологические пространства с разными до-
полнительными структурами. Основные примеры:

— метрическая геометрия изучает топологические пространства
с метрикой;

— дифференциальная геометрия — топологические пространства
с гладкой структурой;

— риманова геометрия — топологические пространства с гладкой
структурой и метрикой;

— симплектическая геометрия — топологические пространства с
гладкой структурой и симплектической формой;

— алгебраическая геометрия — топологические пространства с ал-
гебраической структурой.

Есть несколько способов задавать геометрическую структуру.

) Локальные карты и функции перехода. Напомним вначале,
что гладкая структура на топологическом пространстве X — это за-
дание открытого покрытия X =

⋃
iUi и гомеоморфизмов ϕi : Ui→ Xi,

где Xi — простейшие гладкие многообразия, так что функции пере-
хода ϕi ◦ ϕ

−1
j

: X j → Xi — гладкие (функции перехода определены на

открытом подмножестве ϕ j(Ui ∩U j )⊂ X j ). Простейшими гладкими
многообразиями являются области в Rn, снабженные классической
топологией.

Аналогично алгебраическая структура на топологическом про-
странстве X — это задание открытого покрытия X =

⋃
iUi и гомео-

морфизмов ϕi : Ui → Xi, где Xi — простейшие алгебраические мно-
гообразия, так что функции перехода ϕi ◦ ϕ

−1
j : X j → Xi — алгебраи-

ческие (функции перехода определены на открытом подмножестве
ϕ j(Ui ∩ U j) ⊂ X j). Простейшими алгебраическими многообразиями
являются подмножества аффинного пространства An, заданные набо-
ром полиномиальных уравнений и снабженные топологией Зарисско-
го (замкнутыми подмножествами в этой топологии являются подмно-
жества, задаваемые полиномиальными уравнениями). Такие много-
образия называются аффинными алгебраическими многообразиями.
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Если Xi⊂A
m и X j ⊂A

n — аффинные алгебраические многообразия, то
функция f : X j → Xi, определенная на открытом подмножестве в X j ,
называется алгебраической, если для всякой точки в области опреде-
ления функции f композиция X j→ Xi→A

m в некоторой окрестности
этой точки совпадает с отображением, заданным ограничением на
X j набора из m рациональных функций, знаменатели которых не
обращаются в нуль. Иначе говоря, если для всякой точки x найдется
набор p1, …, pm, q1, …, qm многочленов от n переменных, такой что
диаграмма

X j

f
//

� _

��

Xi
� _

��
An

p1
q1

,…,
pm
qm

// Am

определена и коммутативна в окрестности точки x.
Пример. Проективное пространство Pn — множество проходя-

щих через 0 прямых в An+1 — следующим образом снабжается струк-
турой алгебраического многообразия. Пусть z0, …, zn — координаты
в An+1. Всякая прямая однозначно определяется любым своим нену-
левым вектором, причем любые два ненулевых вектора на прямой
отличаются умножением на ненулевую константу. Пусть Ui ⊂P

n —
множество прямых, натянутых на векторы с ненулевой i-й коорди-
натой, то есть Ui = {(z0 : z1 : … : zn) | zi 6= 0}. Сопоставляя такой
прямой ее вектор, нормализованный условием zi = 1, получаем биек-
цию ϕi : Ui→A

n. При этом

(ϕi ◦ϕ
−1
j )(t1, t2, …, tn) =

� t1

ti
, …,

t j

ti
,

1
ti

,
t j+1

ti
, …,

tn

ti

�

(выражение ti/ti = 1, естественно, надо пропустить) — алгебраиче-
ские функции, так что Pn приобретает структуру алгебраического
многообразия.

) Задание пучка регулярных функций. Пусть опять X — то-
пологическое пространство. Предположим, на X задан пучок колец
OX (в дальнейшем он будет называться пучком регулярных функ-
ций), то есть для каждого открытого подмножества U ⊂ X зада-
но кольцо OX (U ), а для каждого вложения U ⊂ V задан гомомор-
физм колец OX (V )→OX (U ), f 7→ f|U (ограничение), так что «всякая
функция определяется локально», то есть если U =

⋃
Uα — открытое

покрытие, то для любого набора функций fα ∈ OX (Uα), такого что
fα|Uα∩Uβ = fβ |Uα∩Uβ , существует единственная функция f ∈OX (U ), та-
кая что f|Uα = fα. Предположим также, что задан локальный вид пары
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(X , OX ) (для гладких многообразий локальный вид — это область
в Rn с пучком гладких функций, а для алгебраических — аффинное
многообразие с пучком алгебраических функций).

Легко видеть, что задание пучка функций и локальной структуры
равносильно заданию многообразия картами. Преимущество второго
подхода состоит в том, что вместо несущественных данных (набора
карт, от которых необходимо только существование) рассматривают-
ся существенные данные (пучок функций).

Алгебраическая геометрия имеет много замечательных свойств,
отличающих ее от других геометрий.

) Богатство локальной структуры. Если в дифференциальной
геометрии локально все выглядит как Rn, то есть локально все мно-
гообразия одинаковы, то в алгебраической геометрии ничего по-
добного нет. Локально алгебраическое многообразие — это аффин-
ное многообразие, которое однозначно определяется своим кольцом
функций. Поэтому локально алгебраическая геометрия — это то же,
что и коммутативная алгебра.

) Самодостаточность (замкнутость). Пусть X — многообразие,
и мы интересуемся, чем параметризуются подмногообразия в X (или
расслоения на X или другие геометрические объекты) с фиксирован-
ными дискретными инвариантами. В дифференциальной геометрии,
как правило, будут возникать совершенно бесконечномерные про-
странства параметров, то есть объекты из другого мира. А в алгеб-
раической геометрии это будут опять алгебраические многообразия
(или их небольшие обобщения), которые традиционно называются
многообразиями модулей (модули = параметры). Модулярная ин-
терпретация многообразия дает массу полезных вещей. Например,
доказательство теоремы Ферма основано на гипотезе Таниямы— Вей-
ля, утверждающей, грубо говоря, модулярность всех эллиптических
кривых.

) Возможность работы над полями положительной характе-
ристики. Сведение в положительную характеристику — замечатель-
ный и очень сильный метод, который позволяет доказывать очень
мощные результаты и совершенно отсутствует в других геометриях.

) Связи с другими областями математики. Здесь можно пере-
числить следующие области:

— теория чисел;
— математическая физика (теория поля, теория струн);
— симплектическая геометрия (зеркальная симметрия).
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) Сильно развитый формализм (теория когерентных пучков
и их производных категорий). Если X — алгебраическое многооб-
разие, то когерентный пучок — это пучок OX -модулей, локально име-
ющий следующий вид. Напомним, что локально алгебраическое мно-
гообразие устроено как аффинное алгебраическое многообразие. Ес-
лиU ⊂ X — аффинное подмножество, всякому OX (U )-модулю M мож-
но сопоставить пучок OX -модулей eM на U , полагая

eM(V ) = M⊗OX (U ) OX (V )

для всякого V ⊂U . Пучки OX -модулей, локально устроенные именно
так, называются квазикогерентными, а если модули M , задающие ло-
кальную структуру, конечно порождены, то когерентными.

Примеры. Следующие пучки являются когерентными:
) пучок функций OX ;
) пучок дифференцирований TX и дифференциальных форм Ω1

X ;
) пучок функций на подмногообразии OZ и пучок функций, обраща-

ющихся в нуль на подмногообразии JZ (пучок идеалов);
) пучок сечений векторного расслоения E.
Категория когерентных пучков «линеаризует геометрию». Она

абелева, то есть
) морфизмы в этой категории — абелевы группы (даже векторные

пространства);
) в категории определены конечные прямые суммы;
) существуют ядра, коядра и образы морфизмов; в частности,

определены точные последовательности.
Геометрические преобразования реализуются как функторы между

категориями когерентных пучков. В частности, морфизму многообра-
зий f : X→ Y соответствуют функторы прямого образа f∗ : Coh(X)→
→Coh(Y) и обратного образа f ∗ : Coh(Y)→Coh(X). Кроме того, важ-
ную роль играют функторы тензорного произведения ⊗: Coh(X)×
×Coh(X)→Coh(X) и локальных гомоморфизмов H om : Coh(X)opp×
×Coh(X)→Coh(X).

Однако, линеаризация до уровня категории когерентных пучков
не полна. Например, функторы прямого и обратного образа (так же
как и функторы тензорного произведения и локальных гомеоморфиз-
мов) не полностью линейны — точные последовательности в резуль-
тате применения этих функторов теряют точность.

Замечательная процедура дополнительной линеаризации — пере-
ход к производной категории.

Пусть A — абелева категория. Например, категория когерентных
пучков или категория модулей над кольцом (не обязательно комму-
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тативным!). Рассмотрим категорию C(A ) комплексов

…
d

// A−1 d
// A0 d

// A1 d
//… , d2

= 0,

члены которых — объекты категории A . Морфизмы комплексов —
коммутативные диаграммы

…
d

// A−1 d
//

f −1

��

A0 d
//

f 0

��

A1 d
//

f 1

��

…

…
d

// B−1 d
// B0 d

// B1 d
// …

Комплексу A• сопоставляются его когомологии

H i(A•) := Ker(Ai → Ai+1)/ Im(Ai−1 → Ai),

являющиеся объектами той же категории A . Всякий морфизм ком-
плексов f • : A•→B• индуцирует морфизм когомологий

H i( f •): H i(A•)→ H i(B•).

Определение. Морфизм комплексов f • : A•→ B• называется ква-
зиизоморфизмом, если морфизм H•( f •): H•(A•)→ H•(B•) — изомор-
физм.

Производная категория — это локализация категории C(A ) по
квазиизоморфизмам (категория частных). Объекты в ней — те же
самые комплексы. Морфизмы — композиции морфизмов комплек-
сов f и формально обратных к квазиизоморфизмам s морфизмов
s−1. Иначе говоря, морфизмы A•→B• в производной категории — это
диаграммы

A•1
s1

����
��

��
�

f1

��7
77

77
77

A•3
s2

����
��
��

�
f2

��7
77

77
77

… A•2m−1

sm

����
��
��
�

fm

��7
77

77
77

A• =A•0 A•2 A•4 … A•2m−2 A•2m= B•,

где все si — квазиизоморфизмы, с точностью до очевидного отноше-
ния эквивалентности. Формально такой морфизм можно записать
в виде произведения дробей

fms−1
m … f2s−1

2 f1s−1
1 .

Производная категория обозначается D(A ).
К сожалению, в силу некоммутативности морфизмов, в таких дро-

бях нельзя, вообще говоря, переносить знаменатели слева направо
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(в результате произведение дробей нельзя представить в виде одной
дроби) и нельзя приводить дроби к общему знаменателю (в результа-
те непонятно, можно ли складывать морфизмы). Полезная промежу-
точная процедура, которая существенно упрощает процесс локализа-
ции, не меняя его результата, — переход к гомотопической категории.

Морфизмы комплексов f •, g• : A•→ B• называются гомотопными,
если существует набор морфизмов hi : Ai→ Bi−1 (гомотопия), такой
что

f i− gi
= dB ◦hi−hi+1 ◦dA.

Легко видеть, что морфизмы, гомотопные нулю, образуют идеал в ка-
тегории комплексов. Факторкатегория Ho(A ) по этому идеалу назы-
вается гомотопической категорией комплексов.

Легко видеть, что гомотопные морфизмы индуцируют один и тот
же морфизм на когомологиях комплексов. Поэтому понятие квазии-
зоморфизма спускается на гомотопическую категорию. Оказывается,
исчисление дробей в гомотопической категории значительно проще,
чем в категории комплексов, при том что результаты локализации
одинаковы. В частности, упомянутые выше недостатки исчезают: вся-
кий морфизм представляется в виде одной дроби, дроби можно при-
водить к общему знаменателю, откуда видно, что производная кате-
гория аддитивна (морфизмы можно складывать).

В отличие от исходной категорииA производная категория D(A )

не является абелевой (ядра и коядра не существуют). Однако, вза-
мен абелевой структуры возникает так называемая триангулирован-
ная структура — всякий морфизм дополняется до «выделенного тре-
угольника», третья вершина которого совмещает свойства ядра и ко-
ядра. Выделенные треугольники заменяют собой точные тройки.

На уровне производных категорий видны замечательные связи
между многообразиями, которые не очень видны на геометрическом
уровне.

) Производная эквивалентность. Если Coh(X)∼=Coh(Y ), то X∼=Y .
Для некоторых классов многообразий (многообразия Фано, многооб-
разия общего типа) это же верно и для производных категорий. Од-
нако, для многообразий Калаби — Яу это уже не так. Есть примеры,
когда X 6= Y , но Db(X)∼= Db(Y). В этом случае многообразия X и Y
называются производно эквивалентными.

) Строго полные вложения. Есть примеры, когдаDb(X)⊂Db(Y),
то есть одна категория является частью другой в сильном смысле.
В этом случае часть свойств многообразия Y объясняется свойствами
многообразия X .
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) Полуортогональные разложения. Простейший пример

Db(Pn) = 〈Db(pt),Db(pt), …,Db(pt)︸ ︷︷ ︸
n+1 штука

〉,

полуортогональное разложение производной категории проективно-
го пространства на n+1 производную категорию точки. Аналогичные
разложения существуют для многих других многообразий.

Данное направление алгебраической геометрии сейчас бурно раз-
вивается. При этом в нем много интересных задач и нерешенных во-
просов. Добро пожаловать!



Индекс Пуанкаре — Хопфа, результанты

и многогранники Ньютона

Александр Эстеров

, первое место

Локальный вариант формулы Д. Бернштейна [] выражает индекс Пу-
анкаре — Хопфа комплексного аналитического векторного поля в терми-
нах многогранников Ньютона его компонент. Мы обобщаем эту формулу
на аналоги индекса Пуанкаре — Хопфа для (ко)векторных полей на мно-
гообразиях с особенностями (см. [, , ]). В качестве следствий полу-
чается также новое доказательство и форма ответа для описания много-
гранника Ньютона результанта [, ] и выражения числа Милнора пол-
ного пересечения в терминах многогранников Ньютона его уравнений
[, , ]. Большая часть работы является улучшенным и обобщенным
изложением результатов из [–].

В этой работе индекс пересечения образа ростка аналитического
отображения f : (Cn

, 0)→ (CN
, 0) и некоторого алгебраического мно-

гообразия R⊂CN (результантное многообразие, см. определение .)
выражается через многогранники Ньютона компонент f при условии,
что главные части компонент находятся в общем положении. Част-
ными случаями индексов пересечения такого типа являются индекс
Пуанкаре — Хопфа ростка векторного поля, индекс Гусейн-Заде — Эбе-
линга набора ростков -форм на изолированной особенности полного
пересечения [, ] и вычет Сува [] набора сечений расслоения
в изолированной точке их линейной зависимости. Индекс Гусейн-
Заде — Эбелинга и вычет Сува обобщают индекс Пуанкаре — Хопфа:
они участвуют в обобщениях формул типа Пуанкаре — Хопфа на
многообразия с особенностями, произвольные характеристические
числа, произвольные векторные расслоения и т. д.

Приведем в качестве иллюстрации основных результатов работы
формулу для индекса Пуанкаре — Хопфа в терминах многогранни-
ков Ньютона. Обозначим через P множество всех многогранников
∆ в положительном октанте Rn

+
⊂ Rn, таких что разность Rn

+
\ ∆

ограничена. P — полугруппа относительно сложения Минковского
∆1+∆2= {x+ y | x ∈∆1, y ∈∆2}. Симметричная полилинейная функ-
ция Vol: P×…× P︸ ︷︷ ︸

n

→ R, такая что Vol(∆, …,∆) равняется объему

Rn
+
\ ∆ для каждого многогранника ∆ ∈ P, называется смешанным

объемом n многогранников (такая функция существует и единствен-
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на). Многогранником Ньютона степенного ряда f от n переменных
назовем минимальный многогранник в P, который содержит степени
всех мономов ряда f (если минимальный многогранник существует).
Коэффициент при мономе в степенном ряде f назовем старшим
коэффициентом, если степень монома содержится в ограниченной
грани многогранника Ньютона. Для линейной функции l : Zn → Z
и степенного ряда f от n переменных, обозначим младшую ненуле-
вую l-однородную компоненту ряда f через f l.

Теорема. Если∆1, …,∆n — многогранники Ньютона ростков ком-
плексно-аналитических функций f1, …, fn, fi : (Cn

, 0)→ (C, 0), то ин-
декс Пуанкаре — Хопфа векторного поля с компонентами f1, …, fn не
меньше n! Vol(∆1, …,∆n).

Если при этом старшие коэффициенты степенных рядов f1, …, fn

удовлетворяют некоторому условию общего положения, то индекс
Пуанкаре — Хопфа равен n! Vol(∆1, …,∆n).

Необходимо и достаточно следующее условие общего положения:
для любой линейной функции l : Zn→Z с положительными коэффици-
ентами полиномиальные уравнения f l

1 =…= f l
n = 0 не имеют общих

корней в (C\{0})n.
Это утверждение — локальный вариант формулы Д. Бернштейна

[], доказывается аналогично, а также следует из результатов работ
[] и [], но, видимо, нигде не было сформулировано явно.

Обычно для выражения инварианта особенности в терминах мно-
гогранников Ньютона используется следующий метод, предложен-
ный Хованским (см., например, [,,,]). Инвариант особенности
выражается в терминах разрешения особенности. По многогранни-
кам Ньютона, связанным с особенностью, строится ее торическое
разрешение. Таким образом, исходная задача сводится к вопросам
геометрии торических многообразий. Для обобщенных индексов
Пуанкаре — Хопфа первая трудность состоит в том, чтобы дать под-
ходящее определение разрешения особенности. Оказывается, нужно
разрешать не сам росток многообразия, на котором дано сечение
векторного расслоения (например, векторное поле), а тотальное
пространство проективизации двойственного расслоения (оно также
является ростком торического многообразия) — это основная идея
работы.

В §  дается определение «относительного» варианта смешанного
объема многогранников, с помощью которого удобно формулировать
результаты этой работы (а также некоторых других — см. следствие
. и теорему .). В §  с помощью результатов из § ,  разные обоб-
щения индекса Пуанкаре — Хопфа вычисляются в терминах много-
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гранников Ньютона. В §  определяется результантное многообразие
и объясняется, как индексы его пересечения связаны с инвариантами
особенностей из §  и многогранниками Ньютона результантов. В § 
индекс пересечения, рассмотренный в § , представляется как индекс
пересечения дивизоров на торическом многообразии. Этот индекс
вычисляется в § .

Обозначения, связанные с многогранниками и торическими мно-
гообразиями, введены в §  и §  соответственно.

Я очень благодарен С. М. Гусейн-Заде, А. Г. Хованскому и С. П. Чул-
кову за интерес к этой работе и множество полезных замечаний.

§ . Смешанный объем пар

Результаты этого параграфа можно формулировать в двух вариан-
тах:

I) Многогранник в Rn — пересечение конечного количества замк-
нутых полупространств. Форма объема в Rn и в любом его подпро-
странстве индуцируется стандартной метрикой в Rn. Через S⊂ (Rn)∗

обозначим множество ковекторов единичной длины в смысле стан-
дартной метрики в Rn. Положим K=R.

II) Многогранник в Rn — пересечение конечного количества замк-
нутых полупространств, вершины которого имеют целые координа-
ты. Форма объема в Rn и в любом его (рациональном) подпростран-
стве определяется так, чтобы минимальный объем параллелепипеда
с целыми вершинами был равен . Через S⊂ (Rn)∗ обозначим множе-
ство примитивных ковекторов (то есть целочисленных, не кратных

другим целочисленным, кроме противоположного). Положим K=
Z

n!
.

Пусть M — множество всех выпуклых ограниченных многогран-
ников в Rn. Это множество — полугруппа относительно сложения
Минковского A+ B= {a+ b | a∈ A, b∈ B}. Смешанный объем — един-
ственная симметричная полилинейная функция Vol: M×…×M︸ ︷︷ ︸

n

→K,

такая что Vol(A, …, A) равно объему A для любого A∈M .
Мы определим «относительный» вариант смешанного объема.

Для этого напомним некоторые понятия. Пусть N ⊂ Rn выпуклый
(не обязательно ограниченный) многогранник. Его опорная функция
N(·) определяется равенством N(γ)= inf

x∈N
γ(x) для любого ковектора

γ ∈ (Rn)∗. Опорной гранью N относительно ковектора γ ∈ (Rn)∗ на-
зывается множество Nγ = {x ∈ N | γ(x)= N(γ)}, опорным конусом N
называется множество {γ |N(γ)>−∞}⊂ (Rn)∗.
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Рассмотрим множествоMΓ всех упорядоченных пар многогранни-
ков (A, B) с данным опорным конусом Γ⊂ (Rn)∗, таких что симмет-
рическая разность AÍB ограничена.MΓ — полугруппа относительно
сложения пар (A, B)+ (C, D)= (A+C, B+D).

Определение .. Объемом V(A, B) пары многогранников (A, B)∈
∈MΓ назовем разность объемов множеств A \ B и B \ A. Смешанным
объемом пар многогранников с опорным конусом Γ⊂ (Rn)∗ называ-
ется симметричная полилинейная функция VolΓ : MΓ×…×MΓ︸ ︷︷ ︸

n

→K,

такая что VolΓ
�

(A, B), …, (A, B)
�
=V(A, B) для любой пары (A, B)∈MΓ.

Если Γ= (Rn)∗, то MΓ — множество пар выпуклых ограниченных
многогранников. Существование, единственность и способы вычис-
ления смешанного объема дает следующая теорема.

Теорема .. ) Если функция F : MΓ×…×MΓ︸ ︷︷ ︸
n

→K симметрична,

полилинейна и

F
�

(A, B), …, (A, B)
�
= V(A, B)

для любой пары (A, B)∈MΓ, то

F
�

(A1, B1), …, (An, Bn)
�
=

∑
I∈{1,…,n}

(−1)n−|I |V
�∑

i∈I

(Ai, Bi)
�

.

) Функция VolΓ : MΓ×…×MΓ︸ ︷︷ ︸
n

→K, определенная равенством

VolΓ
�

(A1, B1), …, (An, Bn)
�
=

1
n!·n

∑
σ∈Sn

n∑
k=1

∑
γ∈IntΓ∩S

�
Bσ(k)(γ)−Aσ(k)(γ)

�
×

×Vol(A
γ

σ(1)
, …, A

γ

σ(k−1)
, B
γ

σ(k+1)
, …, B

γ

σ(n)
),

симметрична, полилинейна и VolΓ
�

(A, B), …, (A, B)
�
=V(A, B) для лю-

бой пары (A, B)∈MΓ (здесь через IntΓ обозначена внутренность кону-
са Γ, и в сумме в правой части только конечное количество ненулевых
слагаемых — для тех γ, которые ортогональны к ограниченным ги-

перграням многогранника
n∑

i=1

Ai+Bi).

Доказательство первого пункта получается заменой каждого сла-
гаемого в правой части требуемого равенства по правилу V(A, B)=

= F
�

(A, B), …, (A, B)
�

, раскрытием скобок по линейности F и при-
ведением подобных по симметричности F. Второй пункт следует
из линейности и симметричности обычного смешанного объема,
а также из следующего факта (см. []): объем n-мерной «трапе-
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ции с высотой h и (n − 1)-мерными «основаниями» A и B равен

h
n

n−1∑
k=0

Vol(A, …, A︸ ︷︷ ︸
k

, B, …, B︸ ︷︷ ︸
n−k−1

).

Оказывается, правую часть формулы в пункте  можно не симмет-
ризовать, что облегчает вычисления. В частности, отсюда следует, что

смешанный объем пар с целыми вершинами принадлежит
Z

n!
.

Утверждение .. VolΓ
�

(A1, B1), …, (An, Bn)
�
=

=
1
n

n∑
k=1

∑
γ∈IntΓ∩S

�
Bk(γ)− Ak(γ)
�

Vol(A
γ

1, …, A
γ

k−1
, B
γ

k+1
, …, Bγn).

Доказательство основано на связи с алгебраической геометрией
и будет дано совместно с доказательством теоремы .. Заметим, что
для пар с неограниченной симметрической разностью это выражение

не симметрично, а его симметризация не лежит в
Z

n!
.

Одновременно с теоремой . будет доказана также следующая
формула для смешанного объема пар многогранников (A1, B1), …
…, (An, Bn):

Утверждение .. Если eAi и eBi — такие ограниченные многогран-
ники, что Ai \Bi=

eAi \ eBi и Bi \ Ai=
eBi \ eAi , то

VolΓ
�

(A1, B1), …, (An, Bn)
�
= Vol( eA1, …, eAn)−Vol(eB1, …, eBn).

Дальше понадобится также следующее очевидное утверждение.
Лемма .. Пусть A1, …, An, B0, B1⊂R

n — ограниченные многогран-
ники. Тогда

Vol(A1, …, An) = (n+1) Vol({0}× A1, …, {0}× An, B),

где B — выпуклая оболочка множества ({0}×B0)∪ ({1}×B1)⊂Rn+1.

§ . Обобщения индекса Пуанкаре — Хопфа

Все комплексные функции в этой работе предполагаются голо-
морфными. Через Cn обозначается n-мерное комплексное простран-
ство с системой координат (x1, …, xn), Zn отождествляется с множе-
ством степеней мономов от x1, …, xn, Rn

+
— положительный октант,

для множества I = {i1, …, im}⊂ {1, …, n} и множества N ⊂Rn обозна-
чим через N I пересечение N с координатной плоскостью {zi=0, i /∈ I},
где (z1, …, zn) — координаты в Rn.
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Определение .. Многогранником Ньютона ∆p многочлена p
называется выпуклая оболочка степеней его мономов. Многогранни-
ком Ньютона ∆ f ростка функции

f : (Cn
, 0)→ (C, 0), f (x) =

∑
a∈A

ca xa
,

где ca 6=0, называется выпуклая оболочка множества A+Rn
+

. Главная
часть ростка функции f — сумма тех ее мономов, показатели которых
содержатся в ограниченных гранях многогранника ∆ f .

Мы будем вычислять в терминах многогранников Ньютона следу-
ющие инварианты особенностей.

Определение .. Пусть w i, j, i = 1, …, I j , — сечения ростка век-
торного расслоения ранга k j на ростке

(Cn
, 0), j = 1, …, J, n =

∑
j

(k j− I j+1),

и только в нуле для каждого j набор w i, j, i=1, …, I j , линейно зависим.
Тогда, если зафиксировать тривиализации ростков расслоений, эти

сечения w i, j
= (w

i, j

1
, …, w

i, j

k j
) определяют отображение маленькой сфе-

ры S2n−1 вокруг нуля в Cn в многообразие C
∑

j I j×k j \ R, где C
∑

j I j×k j —
пространство наборов матриц размеров I j × k j, а подмножество R со-
стоит из наборов вырожденных матриц. По соображениям размерно-

сти H2n−1

�
C
∑

j I j×k j \R
�
=Z. Индексом Гусейн-Заде — Эбелинга набора

сечений 


w1, 1

...

w I1, 1


 , …,




w1,J

...

w IJ , J




в начале координат назовем образ фундаментального цикла сферы

S2n−1 в гомологиях H2n−1

�
C
∑

j I j×k j \R
�

.
Частным случаем при I1 = 1, J = 2 является вычет Сува набора

сечений (w1,2
, …, w I2, 2)T векторного расслоения на ростке полного

пересечения w1,1
= 0 (см. []). Еще один важный частный случай

определения . — индекс Гусейн-Заде — Эбелинга набора -форм на
изолированной особенности полного пересечения (см. [], в случае
одной -формы — []).

Определение .. Пусть f1, …, fk — ростки голоморфных функ-
ций на (Cn

, 0). Пусть f1 =… = fk = 0 — изолированная особенность
полного пересечения, то есть -формы df1, …, dfk линейно независимы
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в точках множества { f1 =… = fk = 0} \ {0}. Пусть ωi, j, i = 1, …, I j ,

j = 1, …, J,
∑

j

(n − k − I j + 1) = n − k — ростки голоморфных -форм

на (Cn
, 0) и для любой точки x ∈ { f1=…= fk = 0} \ {0} есть номер j,

такой что ограничения ωi, j, i= 1, …, I j , на { f1 =…= fk = 0} линейно
независимы в x. Индексом Гусейн-Заде — Эбелинга набора -форм
ωi, j на изолированной особенности полного пересечения f1 = …
…= fk=0 назовем индекс Гусейн-Заде — Эбелинга набора сечений




ω1, 1

...

ωI1, 1

df1

...
dfk




, …,




ω1, J

...

ωIJ , J

df1

...

dfk




, ( f1, …, fk).

Теорема .. Пусть в обозначениях определения . многогранни-
ки ∆

w
i, j

k
пересекают все координатные оси. Обозначим через

{e1, j
, …, eI j , j} ⊂ RI1−1⊕…⊕RIJ−1

множество вершин стандартного симплекса в j-м слагаемом прямой
суммы RI1−1⊕…⊕RIJ−1. Обозначим через Σ j выпуклую оболочку мно-
жества

{e1, j
, …, eI j , j}×Rn

+
⊂ RI1−1⊕…⊕RIJ−1⊕Rn

,

а через Σ
j

k
выпуклую оболочку множества

(e1, j×∆
w

1, j

k

)∪…∪ (eI j , j×∆
w

I j , j

k

).

Тогда в случае общего положения главных частей ростков w
i, j

k
ин-

декс Гусейн-Заде — Эбелинга набора сечений w i, j в нуле корректно

определен и равен смешанному объему пар многогранников (Σ j
,Σ

j

k
),

k= 1, …, k j , j = 1, …, J, умноженному на (k1+…+ kJ )!. В случае про-
извольных главных частей индекс не меньше указанного значения или
не существует.

Здесь и далее условия общего положения главных частей не фор-
мулируются явно, но все они являются частными случаями опреде-
ления .. Их легко восстановить, проследив, как утверждения этого
параграфа сводятся к утверждениям параграфа .
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Доказательство. По лемме . индекс Гусейн-Заде — Эбелинга на-
бора сечений является частным случаем индекса пересечения из тео-
ремы .. Поэтому теорема . представляет искомый индекс Гусейн-
Заде — Эбелинга как индекс пересечения дивизоров на торическом
многообразии, который вычисляет теорема ..

В частности, получаем следующий факт:
Следствие .. Пусть (v1, …, vn) — росток голоморфного вектор-

ного поля в (Cn
, 0) и многогранники ∆vi

пересекаются со всеми коор-
динатными осями. Тогда в случае общего положения главных частей
функций vi индекс Пуанкаре — Хопфа равен смешанному объему пар
(Rn
+

,∆vi
), умноженному на n!. В случае произвольных главных частей

индекс не меньше указанного значения или не существует.

Если в качестве vi взять xi

∂ f

∂xi
, то получим формулу Кушниренко из

работы [] для числа Милнора ростка функции f .
Заметим, что теорема . дает, вообще говоря, только оценку

снизу для индекса Гусейн-Заде — Эбелинга набора -форм, так как
набор сечений из определения . может не удовлетворять условию
общего положения главных частей ни для какого набора -форм с
данными многогранниками Ньютона. Тем не менее, для индекса
одной -формы на полном пересечении, индекса набора -форм на Cn

и во многих других частных случаях такой проблемы не возникает.
Опишем подробнее случай одной -формы на полном пересечении.

Пусть

Ni, M j ⊂ R
m
+

, i = 1, …, k, j = 1, …, m,

— такие многогранники, что Rm
+
\Ni,R

m
+
\M j — ограниченные множе-

ства. Обозначим через ∆ j ⊂R
m⊕Rk выпуклую оболочку множества

�
M ′

j×{(0, …, 0)}
�
∪
�

N1×{(1, 0, …, 0)}
�
∪…∪
�

Nk×{(0, …, 0, 1)}
�
,

где M ′
j — многогранник M j , сдвинутый на  в направлении j-й коорди-

наты в Rm. Обозначим через reseg(N1, …, Nk; M1, …, Mm) смешанный
объем пар �

Rm
+
×{(0, …, 0)}, Ni×{(0, …, 0)}

�

при i=1, …, k и (∆ j ,∆ j) при j=1, …, m.
Теорема .. Пусть f1, …, fk, w1, …,wn — ростки функций на (Cn

, 0)

и их многогранники Ньютона пересекают все координатные оси.
Тогда, в случае общего положения главных частей fi и wj , индекс
Гусейн-Заде — Эбелинга 1-формы w1 dx1+…+wn dxn на изолированной
особенности полного пересечения f1=…= fk=0 корректно определен
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и равен
∑

I={i1,…,im}⊂{1,…,n}

I 6=∅

(−1)n−m(m+k)! reseg(N I
1, …, N I

k; M I
i1

, …, M I
im

).

В случае произвольных главных частей индекс не меньше указанного
выражения или не существует.

Прямое применение теорем . и ., как в предыдущем доказа-
тельстве, давало бы ответ, в котором участвуют многогранники Нью-
тона частных производных ростков f j .

Доказательство. Будем доказывать индукцией по n. Искомый ин-
декс равен индексу Гусейн-Заде — Эбелинга набора сечений




x1w1 … xnwn

x1

∂ f1

∂x1
… xn

∂ f1

∂xn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

x1

∂ fk

∂x1
… xn

∂ fk

∂xn




,
�

f1, …, fk

�

плюс альтернированная по m сумма индексов ограничений -формы w
на полные пересечения вида f1=…= fk= xi1

=…= xim
=0. Последние

можно вычислить по предположению индукции, а первый равен ин-
дексу набора сечений



x1w1 … xnwn

x1

∂ f1

∂x1
+a1,1 f1 … xn

∂ f1

∂xn
+a1,n f1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

x1

∂ fk

∂x1
+ak,1 fk … xn

∂ fk

∂xn
+ak,n fk




,
�

f1, …, fk

�
,

где ai, j — произвольные коэффициенты. По лемме . этот индекс яв-
ляется частным случаем индекса пересечения из теоремы ., и поэто-
му представляется как индекс пересечения дивизоров, который вы-
числен в следствии .. Осталось заметить, что многогранник Ньюто-

на x j

∂ fi

∂x j
+ai, j fi, в отличие от ∆

x j
∂ fi
∂x j

, совпадает с ∆ fi
.

В терминах смешанного объема пар многогранников удобно фор-
мулировать и многие ранее известные формулы, связанные с много-
гранниками Ньютона, например формулу Штурмфельса для много-
гранника Ньютона многомерного результанта (теорема .) и форму-
лу Ока для числа Милнора полного пересечения (следствие .).
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Смешанный объем пар многогранников (A1, B1), …, (An, Bn) из
Rn будет удобно обозначать мономом (A1, B1) ·… · (An, Bn); моном
(A1, B1) ·… · (Am, Bm) при m 6= n положим равным нулю; значение
рациональной функции на парах многогранников положим равным
значению ее разложения в ряд Тейлора в нуле. Для многогранников
N0, …, Nk ⊂R

m
+

, таких что множества Rm
+
\ N j , j = 0, …, k ограничены,

обозначим через µm(N0, …, Nk) число

m!
(Rm
+

, N0) ·… · (Rm
+

, Nk)

((Rm
+

, N0)+1) ·… · ((Rm
+

, Nk)+1)
.

Следствие .. Пусть f0, …, fk — ростки голоморфных функций на
(Cn

, 0), такие что множества Rn
+
\∆ f j

, j = 0, …, k ограничены. Тогда

в случае общего положения главных частей этих ростков уравнения
f0=…= fk=0 задают изолированную особенность полного пересече-
ния и ее число Милнора равно

(−1)n−k−1
∑

I⊂{1,…,n}, I 6=∅

µ|I |(∆
I
ω,∆

I
f1

…,∆
I
fk

)+ (−1)n−k.

Эту формулу можно доказать, упростив ответ, данный в работе
[], с помощью утверждения ., а можно доказать независимо,
применив теорему . к -форме df0 на полном пересечении f1 =…
…= fk=0.

§ . Результантные многообразия и результанты

Моном t
a1

1 …t
an
n здесь и дальше будем обозначать через ta. Для мно-

жества Σ⊂Rn обозначим через C[Σ] множество многочленов Лорана
§ ∑

a∈Σ∩Zn

cata | ca ∈ C
ª

на комплексном торе (C\{0})n.
Определение .. Для конечных множеств Σi ⊂ Z

N , i = 1, …, I,
результантным многообразием R(Σ1, …,ΣI) назовем (неприводимое)
замыкание множества
�

(g1, …, gI) | gi ∈ C[Σi], ∃(t1, …, tN) ∈ (C\{0})N :

g1(t1, …, tN ) =… = gI(t1, …, tN ) = 0
	
⊂ C[Σ1]⊕…⊕C[ΣI ].

Пусть ym, m∈M , где M = {(a, i) | a∈Σi, i= 1, …, I} — естественная
система координат в пространстве C[Σ1]⊕…⊕C[ΣI ], такая что точ-
ка с координатами ( ym) — набор многочленов Лорана

� ∑
a∈Σ1

y(a,1)ta
, …
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…,
∑

a∈ΣI

y(a,I)t
a
�

. Пусть в этой системе координат ym= fm, m∈M — ком-

поненты ростка отображения

f : (Cn
, 0)→ (C[Σ1]⊕…⊕C[ΣI ], 0).

Нас будет интересовать следующая задача: в случае общего положе-
ния главных частей fm вычислить индекс пересечения

f (Cn)◦R(Σ1, …,ΣI ) (∗)

в терминах многогранников Ньютона ∆ fm
, m∈M .

Теорема . сводит эту задачу к задаче торической геометрии, ре-
шение которой приведено в § . Задачи, рассмотренные в § , сводятся
к вычислению индекса пересечения вида (∗) с помощью следующей
очевидной леммы.

Лемма .. ) Множество R из определения . совпадает с резуль-
тантным многообразием

R(Σ1, …,Σ1︸ ︷︷ ︸
k1

, …,ΣJ , …,ΣJ︸ ︷︷ ︸
kJ

),

где Σ j — множество вершин стандартного I j-мерного целочисленного

симплекса в j-м слагаемом прямой суммы ZI1−1⊕…⊕ZIJ−1.
) Индекс Гусейн-Заде — Эбелинга набора ростков сечений




w1,1

...

w I1, 1


 , …,




w1,J

...

w IJ , J




равен индексу пересечения R с образом отображения w ·,· : Cn→C
∑

j I j×k j .
Прежде чем искать индексы пересечения вида (∗), удобно упро-

стить условие задачи следующим образом. Пусть Σi⊂Z
N , i=1, …, I, —

конечные множества. Минимальную решетку L ⊂ ZN , 0 ∈ L, в кото-
рую параллельными переносами помещаются множества Σi ⊂ Z

N ,
i = 1, …, I, будем обозначать Lin(Σ1, …,ΣI). Через codim(Σ1, …,ΣI)

обозначим максимум чисел J− rk Lin(Σi1
, …,ΣIJ

) по всем поднаборам
{i1, …, iJ}⊂{1, …, I}.

Следующая лемма показывает, что индекс пересечения вида (∗)
имеет смысл только для n= codim(Σ1, …,ΣI ).

Лемма .. codim R(Σ1, …,ΣI)= codim(Σ1, …,ΣI ).
Определение .. Набор множеств Σi ⊂Z

N , i= 1, …, I, будем на-
зывать существенным, если J − rk Lin(Σi1

, …,ΣIJ
)< I − N для любого

поднабора {i1, …, iJ }⊂{1, …, I} и Lin(Σ1, …,ΣI )=Z
N .
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Следующая лемма показывает, что достаточно искать индекс пе-
ресечения вида (∗) только для результантных многообразий, которые
соответствуют существенным наборам.

Лемма .. Пусть Σi⊂Z
N , i=1, …, I, — конечные множества.

) Существует минимальный поднабор {i1, …, iJ }⊂ {1, …, I}, та-
кой что J− rk Lin(Σi1

, …,ΣIJ
)= codim(Σ1, …,ΣI).

) Обозначим через Σ′ik
подмножества решетки Lin(Σi1

, …,Σik
), по-

лученные из Σik
параллельными переносами. Тогда Σ′i1

, …,Σ′IJ
— суще-

ственный поднабор относительно решетки Lin(Σi1
, …,Σik

).

) R(Σ1, …,ΣI)= p(−1)
�

R(Σ′i1
, …,Σ

′
ik

)
�

, где p : C[Σ1]⊕…⊕C[ΣI ]→

→C[Σi1
]⊕…⊕C[Σik

]=C[Σ′i1
]⊕…⊕C[Σ′ik

] — естественная проекция.

Доказательства лемм . и . для случая I = N + 1 даны в рабо-
те [] и могут быть обобщены на произвольный случай.

В заключение укажем приложение индексов пересечения вида (∗)
к теории результантов. Если I = N + 1 и набор Σ1, …,ΣI ⊂ Z

N суще-
ственный, то R(Σ1, …,ΣI ) — неприводимая гиперповерхность, задан-
ная многочленом Rez — обобщенным результантом. Пусть росток
аналитического отображения f : C→ C[Σ1]⊕…⊕ C[ΣI ] имеет ком-
поненты fm(t) = cmtγm +…, где cm 6= 0 — числа общего положения,
m∈M , M={(a, i) |a∈Σi}. Тогда индекс пересечения (∗) равен∆Rez(γ),
где ∆Rez ⊂ R

M — многогранник Ньютона обобщенного результанта,
а γ ∈ (RM )∗ — ковектор с компонентами γm, m ∈M . Поэтому приме-
нение теорем . и . дает следующее описание опорной функции
многогранника Ньютона обобщенного результанта:

Теорема .. В условиях предыдущего абзаца рассмотрим мно-
гогранники Ni = R

1
+
× Span(Σi) ⊂ R

1 ⊕ RN и eNi = Span{(s, a) | a ∈ Σi,

s¾γ(a,i)}⊂R
1⊕RN (Span означает выпуклую оболочку). Тогда ∆Rez(γ)

равно смешанному объему пар многогранников (Ni,
eNi), i = 1, …, I,

умноженному на (N +1)!.
Отсюда легко получить описание вершин многогранника Ньютона

обобщенного результанта, найденное в работе []. В случае когда все
множества Σi совпадают, получается описание многогранника Нью-
тона A-детерминанта и многогранника Чжоу A-результанта из рабо-
ты [].

§ . Связь с торическими многообразиями

Сначала напомним в удобной нам форме некоторые факты о глад-
ких торических многообразиях (подробно см. в [] или более элемен-
тарно для гладкого случая в []) и введем необходимые обозначения.
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Простым конусом в RN назовем конус с вершиной в нуле, порожден-
ный частью базиса решетки ZN . Простым веером назовем множество
простых конусов, пересекающихся по общим граням, замкнутое от-
носительно пересечения и взятия граней. Носителем |Γ| простого ве-
ера Γ назовем объединение его конусов. Простому вееру Γ в RN есте-
ственным образом соответствует N-мерное гладкое торическое мно-
гообразие TΓ (то есть N-мерное многообразие с действием комплекс-
ного тора (C\{0})N , имеющим всюду плотную орбиту — она называ-
ется большим тором). Орбиты TΓ находятся во взаимно однозначном
соответствии с конусами Γ, обращающем примыкания и размерно-
сти. Через S(Γ) обозначим множество примитивных векторов, порож-
дающих одномерные конусы веера Γ. Через Tγ⊂TΓ обозначим замы-
кание орбиты, соответствующей одномерному конусу, порожденному
вектором γ∈S(Γ).

Пусть Γ— простой веер в (RN )∗ с выпуклым носителем. Будем
отождествлять решетку ZN ⊂ RN с группой характеров большого
тора (C \ {0})N многообразия TΓ. Многогранник ∆ ⊂ RN назовем
совместимым с Γ, если опорная функция ∆(·) линейна на кону-
сах Γ и не определена вне |Γ|. Многограннику ∆, совместимому
с Γ, соответствует пара (I∆, s∆), где I∆ — линейное расслоение на
TΓ, а s∆ — его мероморфное сечение, дивизор нулей и полюсов ко-
торого равен −

∑
γ∈S(Γ)

∆(γ)Tγ. Это взаимно однозначное соответствие

между полугруппой целочисленных многогранников, совместимых
с Γ, и полугруппой пар (I , s), где I — линейное расслоение на TΓ,
порожденное глобальными сечениями, а s — его мероморфное сече-
ние, дивизор которого не пересекается с большим тором.

Компактной частью T IntΓ многообразия TΓ назовем объединение
орбит с компактным замыканием. Обозначим через Γ∗ ⊂ RN конус,
двойственный к |Γ|. Обозначим через C{Γ∗} группу рядов Лорана на
большом торе, которые равномерно сходятся в окрестности T IntΓ (за-
метим, что эта группа зависит только от носителя веера Γ). Обозна-
чим через Γ (I ) множество мероморфных сечений расслоения I над
окрестностью T IntΓ, которые не имеют полюсов на большом торе. Для
любого многогранника ∆∈RN , совместимого с Γ, домножение на s∆
определяет изоморфизм C{Γ∗}→Γ (I∆), который также будем обозна-
чать I∆.

Определение .. Пусть s=I∆(es ) — росток мероморфного сече-
ния расслоения I∆ на паре

(TΓ, T IntΓ), где es =
∑
a∈A

cata ∈ C{Γ∗}, ca 6= 0.
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Многогранником Ньютона ∆s ростка сечения s назовем выпуклую
оболочку множества A + Γ∗. Главной частью s назовем сумму всех
мономов из ряда es с показателями из ограниченных граней ∆s. Если
же росток мероморфного сечения расслоения I∆ не содержится в
Γ (I∆), то будем считать, что многогранник Ньютона для него не
определен.

Главная часть сечения — многочлен Лорана на большом торе мно-
гообразия TΓ.

Напомним также в нужной нам общности определение подмного-
образий «с кратностями» и индексов их пересечений (подробности см.
в []). Пусть M — гладкое ориентируемое N-мерное многообразие.

Определение .. k-мерным циклом на M с носителем K назовем
пару (K , α), где K⊂M — замкнутое подмножество и

α ∈ Hk(K ∪{∞}, {∞}; Z) = Hn−k(M , M \K; Z).

Определение .. Сумма

(K1, α1)+ (K2, α2) = (K1∪K2, α1+α2),

пересечение

(K1, α1)∩ (K2, α2) = (K1∩K2, α1
α2),

обратный образ

f ∗(K , α) = ( f (−1)(K), f ∗α),

прямой образ

f∗(K , α) = ( f (K), f∗α)

для собственных отображений определяются очевидным образом
и удовлетворяют естественным соотношениям. Фундаментальный
цикл неприводимого аналитического множества K обозначим [K],
дивизор нулей и полюсов мероморфного сечения w линейного рас-
слоения E→M обозначим [w], непрерывному сечению v векторного
расслоения F → M также поставим в соответствие цикл в M , кото-
рый обозначается [v] и является пересечением графиков сечения v
и нулевого сечения.

Индексом ind s нульмерного цикла s с компактным носителем на-
зовем его образ pt∗(s)∈H0(∗; Z)=Z при отображении pt: M→∗.

Пусть s1, …, sk — циклы на M с суммой коразмерностей N и ком-
пактным пересечением носителей K (не обязательно нульмерным).
Тогда корректно определен индекс их пересечения ind(s1 ∩… ∩ sk).
Аналогично определяются ростки циклов и индексы их пересечения.
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В частности, ind[A] ∩ [B]= A ◦ B — индекс пересечения ростков ана-
литических множеств A и B дополнительной размерности, ind[w] —
индекс Пуанкаре — Хопфа ростка w сечения N-мерного расслоения.

Теперь мы можем сформулировать теорему, представляющую ин-
декс пересечения с результантным многообразием как индекс пере-
сечения дивизоров на торическом многообразии. Пусть Σ1, …,ΣI ⊂
⊂ZN — существенный набор конечных множеств и ym, m∈M , где M=
= {(a, i) |a∈Σi, i=1, …, I}, — естественная система координат в про-
странстве C[Σ1]⊕…⊕C[ΣI], такая что точка с координатами ( ym) —
набор многочленов Лорана

� ∑
a∈Σ1

y(a,1)ta
, …,
∑

a∈ΣI

y(a,I)ta
�

. Пусть в этой

системе координат ym= fm, m∈M , — компоненты ростка отображения

f : (Cn
, 0)→ (C[Σ1]⊕…⊕C[ΣI ], 0), n = I−N .

Выберем простой веер Γ, совместимый с выпуклыми оболочками
Span(Σ1), …, Span(ΣI). Для каждого i=1, …, I на ростке торического
многообразия (TΓ × Cn

, TΓ × {0}) рассмотрим линейное расслоение
ISpan(Σi )×R

n
+

. Обозначим через si его сечение

ISpan(Σi )×R
n
+

�∑
a∈Σi

fa,it
a
�

,

где
∑

a∈Σi

fa,it
a — ряд Лорана на большом торе многообразия TΓ×Cn.

Теорема .. ) В условиях, описанных в предыдущих двух абза-
цах, индекс пересечения f (Cn) и R(Σ1, …,ΣI) равен ind([s1]∩…∩ [sI])

(и корректно определен одновременно с ним).
) Многогранник Ньютона ∆si

равен выпуклой оболочке множе-

ства
⋃

a∈Σi

{a}×∆ f(a,i)
⊂RN ×Rn

+
.

) Коэффициент при мономе из главной части si равен коэффици-
енту при некотором мономе из главной части одной из компонент
f(a,i).

Пункты  и  очевидны из определений.
Доказательство пункта . На многообразии

M = TΓ× (C[Σ1]⊕…⊕C[ΣI ])

рассмотрим линейные расслоения ISpan(Σi)
, поднятые с первого мно-

жителя, и их тавтологические сечения esi, такие что

esi|T Γ×{l1+…+lI } = ISpan(Σi )
(li)

для любых li ∈ C[Σi], i = 1, …, I. Тогда [R(Σ1, …,ΣI )] — проекция π
цикла [es1]∩…∩ [esI] на второй множитель произведения M , si — про-
образы esi при отображении (id, f ): TΓ ×Cn→M , и из элементарных
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свойств индексов пересечения

ind(id, f )∗
�

[es1]∩…∩ [esI]
�
= ind f ∗π∗
�

[es1]∩…∩ [esI]
�

.

§ . Индекс пересечения дивизоров на торическом
многообразии

Пусть ∆1, …,∆I ⊂R
I — целочисленные многогранники, совмести-

мые с простым веером Γ в (RI)∗. Пусть si — ростки мероморфных сече-
ний расслоений I∆i

на паре (TΓ, T IntΓ), такие что для них определены
многогранники Ньютона (см. определение .). Цель этого парагра-
фа — вычисление или оценка индекса пересечения

ind([s1]∩…∩ [sI]) (∗∗)

в терминах многогранников ∆i и ∆si
. Следующая лемма показывает

возможность такого вычисления.
Определение .. Пусть Γ0⊂ (RI)∗ — I-мерный конус и ∆1, …,∆I ,e∆1, …, e∆I — многогранники с опорным конусом Γ0. Этот набор мно-

гогранников называется удобным, если для каждого γ из границы Γ0

найдется множество Iγ⊂{1, …, I} такое что

) dim
∑
i∈Iγ

e∆γi ¶ |Iγ|,

) e∆i(γ)=∆i(γ) для всех i∈ Iγ.
Назовем этот набор очень удобным, если Iγ ⊂ {2, …, n} при всех

γ 6=0 и ∆1=Γ
∗
0.

Определение .. Пусть A1, …, AI — ограниченные целочислен-
ные многогранники в RI . Будем говорить, что многочлены Лорана∑
a∈Ai

ca,it
a, i=1, …, I, на торе (C \{0})I , находятся в общем положении,

если для любого ковектора γ∈ Int |Γ| и любого множества J⊂{1, …, I},
такого что dim

∑
i∈J

A
γ

i
< |J|, многочлены

∑
a∈A

γ

i

ca,it
a, i∈ J, не имеют общих

корней в (C\{0})I .
Лемма .. Пусть ∆1, …,∆I ⊂ R

I — целочисленные многогранни-
ки, совместимые с простым веером Γ в (RI)∗. Пусть si, i= 1, …, I, —
ростки мероморфных сечений расслоений I∆i

на паре (TΓ, T IntΓ), та-
кие что для них определены многогранники Ньютона. Если ∆1, …,∆I ,

∆s1
, …,∆sI

— удобный набор многогранников, то
) индекс пересечения (∗∗) не зависит от выбора простого веера Γ;
) индекс пересечения (∗∗) определен корректно в случае общего по-

ложения главных частей si;
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) если esi — сечение расслоения I∆i
, ∆esi

⊂∆si
и главные части се-

чений s1, …, sI в общем положении, то ind([es1]∩…∩ [esI ]) не меньше
индекса (∗∗) или не определен.

Если набор многогранников не удобный, то утверждения леммы,
вообще говоря, не верны.

Доказательство. ) Пусть Γ1 и Γ2 — простые вееры, совмести-
мые с ∆1, …,∆I . Если один из них — подразбиение другого, то суще-
ствует естественное отображение p : TΓ1 → TΓ2 степени , такое что
∆p∗si

=∆si
, поэтому индексы ind[s1]∩…∩ [sI] и ind[p∗s1]∩…∩ [p∗sI]

на многообразиях TΓ1 и TΓ2 равны и утверждение пункта  верно.
У произвольных вееров Γ1 и Γ2 есть общее простое подразбиение.

) По пункту  достаточно рассмотреть индекс (∗∗) для веера Γ,
с которым совместимы все ∆i и ∆si

(такой веер всегда существует).
Если в этом случае главные части si находятся в общем положении, то
множество {s1=…= sI = 0} содержится в T IntΓ и, значит, компактно
(хотя, вообще говоря, не нульмерно).

) Множество общих нулей шевелений es1 + ǫs1, …, esI + ǫsI состо-
ит из подмножества компактной части T IntΓ и конечного количества
близких точек p1, …, pl, поэтому ind[es1]∩…∩ [esI] равен сумме индек-
са

ind[es1+ǫs1]∩…∩ [esI +ǫsI],

где esi+ǫsi рассматриваются как ростки сечений около T IntΓ, и индек-
сов indp j

[es1+ ǫs1]∩…∩ [esI + ǫsI], j = 1, …, l, где esi + ǫsi рассматрива-

ются как ростки сечений около p j . Индекс ind[es1+ǫs1]∩…∩ [esI +ǫsI]

равен ind[s1]∩…∩ [sI], так как главные части esi+ǫsi в общем положе-
нии; индекс indp j

[es1+ǫs1]∩…∩ [esI +ǫsI] положителен, так как равен
соответствующему числу Милнора.

Основной результат этого параграфа — следующая относительная
версия теоремы Д. Бернштейна:

Теорема .. Пусть ∆1, …,∆I ⊂R
I — целочисленные многогранни-

ки, совместимые с простым веером Γ в (RI)∗. Пусть si, i= 1, …, I, —
ростки мероморфных сечений расслоений I∆i

на паре (TΓ, T IntΓ),
такие что для них определены многогранники Ньютона и разности
∆i \∆si

и ∆si
\∆i ограничены. Тогда в случае общего положения глав-

ных частей сечений si индекс ind([s1] ∩… ∩ [sI]) равен смешанному
объему пар (∆i,∆si

), умноженному на I!, а в случае произвольных
главных частей индекс не меньше этого числа или не определен.

Мы приведем два доказательства этой теоремы. Первое, предло-
женное А. Г. Хованским, очень наглядно и доказывает одновременно
утверждение .. Второе рассуждение сложнее, но доказывает одно-
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временно утверждение . и следствие ., которые нужны для дока-
зательства теоремы ..

Доказательство теоремы . и утверждения .. Согласно пунк-
ту  леммы ., достаточно рассмотреть случай общего положения
главных частей сечений si. Так как в этом случае индекс ind([s1]∩…
…∩ [sI]) является симметричной полилинейной функцией пар мно-
гогранников (∆i,∆si

), то достаточно доказать, что

ind([s1]∩…∩ [sI]) = I! Vol(∆1 \∆s1
)− I! Vol(∆si

\∆i)

при условии, что ∆1 =… = ∆I , ∆s1
=… = ∆sI

и s1, …, sI — сечения
с главными частями общего положения. Для доказательства заметим
следующий факт (напомним, что обозначение I∆i

(·) введено перед
определением .).

Лемма .. Пусть в условиях теоремы . si=I∆i
(esi), где es1, …, esI —

многочлены Лорана c (ограниченными) многогранниками Ньютона
∆esi

и главными частями общего положения. Тогда

ind([s1]∩…∩ [sI]) = I! Vol(e∆1, …, e∆I)− I! Vol(∆es1
, …,∆esI

),

где e∆i=∆i \ (∆si
\∆esi

).

Доказательство. Дополним веер Γ до полного веера eΓ, совмести-
мого с многогранниками e∆i и ∆esi

, i=1, …, I. Торическое многообра-

зие TeΓ — компактификация TΓ, линейные расслоения I∆i
с сечения-

ми si продолжаются на нее до линейных расслоений Ie∆i
с сечения-

ми qi =Ie∆i
(esi). Множество общих нулей сечений q1, …, qI состоит из

компактного множества Z ⊂T IntΓ и точек p1, …, pM в большом торе,
поэтому

ind([q1]∩…∩ [qI ]) = indZ([q1]∩…∩ [qI ])+
∑

j

indp j
([q1]∩…∩ [qI]).

При этом

indZ([q1]∩…∩ [qI ]) = ind([s1]∩…∩ [sI])

по построению, а

ind([q1]∩…∩ [qI]) = I! Vol(e∆1, …, e∆I )

и ∑
j

indp j
([q1]∩…∩ [qI ]) = I! Vol(∆es1

, …,∆esI
)

по теореме Д. Бернштейна (см. [, ]).
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Если ∆1 =…=∆I , ∆s1
=…=∆sI

и s1, …, sI — сечения с главными
частями общего положения, то из этой леммы следует, что

ind([s1]∩…∩ [sI]) = I! Vol(∆1 \∆s1
)− I! Vol(∆si

\∆i),

что доказывает теорему .. Вместе с теоремой . эта лемма доказы-
вает утверждение ..

Доказательство теоремы . и утверждения .. Через S(Γ)

обозначим множество примитивных векторов, порождающих одно-
мерные конусы веера Γ. Через Tγ⊂TΓ обозначим замыкание орбиты,
соответствующей одномерному конусу, порожденному вектором γ∈
∈ S(Γ). Сначала вычислим индекс в следующем важном частном
случае.

Лемма .. Пусть набор многогранников ∆1, …,∆I , ∆s1
, …,∆sI

очень удобный. Тогда в случае общего положения главных частей
сечений si индекс ind([s1]∩…∩ [sI]) равен

(I−1)!
∑

γ∈S∩Int |Γ|

(∆s1
(γ)−∆1(γ)) ·Vol(∆γs2

, …,∆
γ
sI

),

а в случае произвольных главных частей — не меньше указанного зна-
чения или не определен (через S обозначено множество всех примитив-
ных ковекторов в (ZI)∗; легко видеть, что в правой части конечное
число ненулевых слагаемых).

Выберем простой веер Γ, с которым совместимы все многогранни-
ки ∆si

,∆i. Представим дивизор [si] как αi+βi+γi, где αi — линейная

комбинация орбит TΓ с компактными замыканиями, βi — линей-
ная комбинация орбит с некомпактными замыканиями, а носители
γi, i = 1, …, I, пересекаются трансверсально на каждой орбите TΓ.
Так как по условию расслоение I∆1

тривиально, то носитель цикла
[s1−ǫ]∩α j пуст и

ind[s1]∩…∩Ó[s j]∩…∩ [sI]∩α j =

= ind[s1−ǫ]∩…∩Ó[s j]∩…∩ [sI]∩α j = 0, j = 2, …, I.

Из удобности набора многогранников и трансверсальности γi следу-

ет, что носители циклов (β1 + γ1) ∩… ∩Û(β j+γ j) ∩… ∩ (βI + γI) ∩ β j ,
j= 1, …, I, и γ1 ∩…∩ γI пусты. По теореме Д. Бернштейна (см. [, ])
для любого примитивного ковектора γ индекс ind[Tγ] ∩ γ2 ∩… ∩ γI

равен Vol(∆γs2
, …,∆

γ
sI

) и α1=
∑

γ∈S(Γ)∩Int |Γ|

(∆s1
(γ)−∆1(γ))[Tγ]. Из приве-

денных равенств следует первая часть утверждения леммы, а из пунк-
та  леммы . — вторая.
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Теорему . достаточно доказать в случае, когда ∆si
⊂∆i (то есть

s1, …, sI — голоморфные сечения). Действительно, мероморфное се-
чение si можно представить как частное сечений siqi и qi линей-
ных расслоений I

∆i+
e∆i

и Ie∆i
соответственно, таких что ∆si qi

=∆si
+

+∆qi
⊂∆i +
e∆i и ∆qi

⊂ e∆i (то есть siqi и qi голоморфны). Так как ин-
декс пересечения дивизоров сечений аддитивен относительно взятия
произведения сечений, а смешанный объем пар многогранников —
относительно взятия суммы пар, то утверждение теоремы для меро-
морфных сечений s1, …, sI сводится по аддитивности к утверждению
теоремы для голоморфных сечений q1, …, qI , s1q1, …, sI qI .

Лемма .. Пусть набор многогранников ∆si
⊂∆i ⊂R

I , i= 1, …, I,

удобный. Пусть ai ∈N, i=1, …, I, и E= (1, 0, …, 0)∈R1⊕RI . Обозначим
через Σi выпуклую оболочку множества ((R1

+
+ai)×∆i)∪ ({0}×∆si

)⊂

⊂R1⊕RI . Тогда в случае общего положения главных частей сечений si

индекс ind([s1]∩…∩ [sI]) равен

I!
∑

γ∈S∩Int(R1
+
×|Γ|)

(γ, E) Vol(Σ
γ

1, …,Σ
γ

I ),

а в случае произвольных главных частей не меньше указанного зна-
чения или не определен (через S обозначено множество всех прими-
тивных ковекторов в (Z1 ⊕ ZI)∗; легко видеть, что в правой части
конечное число ненулевых слагаемых).

Доказательство основано на идее шевеления дивизоров, исполь-
зованной Д. Бернштейном в работе []. Выберем сечения esi расслое-
ний I∆i

с многогранниками Ньютона ∆esi
=∆i и главными частями

общего положения. Координату ǫ на первом множителе торического

многообразия C1 × TΓ = TR
1
+
×Γ рассмотрим как сечение тривиально-

го линейного расслоения на C1×TΓ. Тогда из элементарных свойств
индексов пересечения следует, что индекс ind([s1] ∩… ∩ [sI]) равен
индексу пересечения ind[ǫ] ∩ [s1 + ǫ

a1es1] ∩… ∩ [sI + ǫ
aIesI] на ростке

многообразия (C1×TΓ, {0}×T IntΓ). Этот индекс пересечения можно
вычислить по предыдущей лемме.

В обозначениях этой леммы назовем ограниченную грань много-
гранника Σi ⊂R

1 ⊕ RI длинной, если ее проекция на первое слагае-
мое пространства R1 ⊕RI — не точка. Множество опорных ковекто-
ров к длинным граням Σi является графиком выпуклой кусочно ли-
нейной функции на конусе |Γ|, равной нулю на границе конуса и по-
ложительной внутри. Выберем последовательность a1≪ a2≪…≪ aI

достаточно быстро возрастающей, тогда графики упомянутых функ-
ций пересекаются только на границе |Γ|. По лемме . ответ, который
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предыдущая лемма дает в случае a1≪a2≪…≪aI , равен

I∑
k=1

∑
γ∈S∩Int |Γ|

(∆k(γ)−∆sk
(γ)) Vol(∆

γ

1
, …,∆

γ

k−1
,∆
γ
sk+1

, …,∆
γ
sI

).

Это выражение симметрично относительно перестановок пар
(∆i,∆si

), так как индекс пересечения симметричен относительно
перестановки «пересекаемых». Так как по пункту  теоремы . сим-
метризация этого выражения равна смешанному объему пар (∆i,∆si

),
то и само это выражение равно смешанному объему, что доказывает
теорему . и утверждение ..

Для доказательства теоремы . потребуется следующий вариант
теоремы .:

Следствие .. Пусть ∆1, …,∆I ⊂R
I — целочисленные многогран-

ники, совместимые с простым веером Γ в (RI)∗. Пусть si, i=1, …, I, —
ростки мероморфных сечений расслоений I∆i

на паре (TΓ, T IntΓ),
такие что для них определены многогранники Ньютона, набор мно-
гогранников ∆1, …,∆I , ∆s1

, …,∆sI
очень удобный и разность ∆1 \∆s1

ограничена. Пусть B2, …, BI — произвольные многогранники, такие
что симметрическая разность Bi и ∆si

ограничена при i = 2, …, I.
Тогда в случае общего положения главных частей сечений si индекс
ind([s1]∩…∩ [sI]) равен

I! Vol
�

(∆1,∆s1
), (B2,∆s2

), …, (BI ,∆sI
)
�
,

а в случае произвольных главных частей не меньше указанного зна-
чения или не определен.

Доказательство. Индекс пересечения можно вычислить с помо-
щью леммы .. Полученный ответ можно представить в виде сме-
шанного объема пар с помощью утверждения ..
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О заузливании многообразий в пространстве

размерности меньше метастабильной

Михаил Скопенков

, второе место

Классической проблемой топологии является проблема заузли-
вания: описать множество вложений данного многообразия в ев-
клидово пространство данной размерности. Актуальный обзор по
данной теме можно найти в статье []. Эта проблема уже сыграла
выдающуюся роль в развитии топологии. Для решения этой пробле-
мы (а также близкой проблемы о существовании вложений) были
созданы различные методы такими классиками, как Дж. Алексан-
дер, П. С. Александров, Е. ван Кампен, К. Куратовский, С. Маклейн,
Л. С. Понтрягин, Р. Том, Х. Уитни, Х. Хопф и др. В настоящее время
исследование этой проблемы переживает новый расцвет.

Классическими результатами о вложениях являются теоремы клас-
сификации (в коразмерности по крайней мере ) узлов, зацеплений и
вложений высокосвязных многообразий (Р. Пенроуз, Дж. Г. К. Уайтхед,
К. Зиман, М. Ирвин, Дж. Левин, С. П. Новиков, Дж. Хадсон, А. Хефлигер,
М. Хирш). Проблема классификации вложений считается очень труд-
ной, поскольку другие случаи, для которых было бы получено полное
явное описание (непустого) множества вложений замкнутого много-
образия с точностью до изотопии, до последнего времени (например,
[]) не были известны, несмотря на наличие интересных подходов
(Левин — Новиков — Уолл [], Гудвилли — Уайсс []).

В данной работе напоминаются некоторые классические результа-
ты, касающиеся проблемы заузливания, и приводятся формулировки
нескольких недавних результатов, полученных автором.

Постановка проблемы. Гладким вложением компактного много-
образия N в многообразие M называется гладкое инъективное отоб-
ражение f : N→M , дифференциал которого df невырожден в каждой
точке. Два вложения f , g : N→M называются (объемлемо) изотопны-
ми, если существует такой диффеоморфизм

F : M× I → M× I,

что
) F( y, 0)= ( y, 0) для любого y ∈M;
) F( f (x), 1)= (g(x), 1) для любого x∈N;
) F(M×{t})=M×{t} для любого t∈ I.
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Обозначим через Em(N) множество изотопических классов вложе-
ний N → Sm. Проблема заузливания состоит в описании множества
Em(N).

Мы будем исследовать эту проблему только при условии коразмер-
ности по крайней мере 3: m¾dim N +3. В коразмерности меньше 3 по-
лучение полной конкретной классификации представляется на дан-
ный момент безнадежным.

Наоборот, в стабильной размерности m ¾ 2 dim N + 2 проблема
заузливания становится тривиальной: |Em(N)|= 1. Мы увидим, что
трудность проблемы заузливания коренным образом зависит от вы-
полнения еще одного, метастабильного, неравенства.

Узлы. Самый простой частный случай проблемы заузливания —
это случай узлов, то есть вложений Sq→ Sm. А. Хефлигер показал, что
при m¾q+3 множество Em(Sq) является коммутативной группой от-
носительно операции связной суммы. Он получил, в частности, следу-
ющие конкретные результаты:

Теорема  (см. []). а) Если m¾
3

2
q+2, то Em(Sq)=0;

б) E6(S3)∼=Z, E7(S4)∼=Z12;
в) пусть m¾q+3; тогда

Em(Sq) бесконечна ⇔ m <
3

2
q+2 и 4 | q+1.

Размерность m =
3
2

q + 2 называется метастабильной. Это опре-

деление имеет смысл для произвольного q-мерного многообразия N .
Классификация узлов (а тем более вложений многообразия N 6= Sq)
в пространстве размерности меньше метастабильной — сложная нере-
шенная задача. Поэтому получение даже частичных конкретных ре-
зультатов представляет большой интерес.

В размерности меньше метастабильной близкая проблема сущест-
вования вложений сложна в некотором точном алгоритмическом смы-
сле []. Интересно было бы получить оценки алгоритмической слож-
ности задачи распознавания изотопности двух данных вложений.

Зацепления. Перейдем к следующему частному случаю пробле-
мы заузливания. Это случай зацеплений, то есть вложений Sp⊔Sq→Sm.
А. Хефлигер показал, что при p, q¶m−3 множество Em(Sp⊔Sq) явля-
ется коммутативной группой относительно операции покомпонент-
ной связной суммы. Он получил следующие формулы:

Теорема . а) Em(Sp⊔Sq)∼=πS
m−p−q−1

при

m ¾ max
n

3

2
q+2,

3

2
p+2
o

.
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б) Если p¶q¶m−3 и m¾
2
3

p+
2
3

q+2, то

Em(Sp⊔Sq) ∼= πp(Sm−q−1)⊕πp+q+2−m(VM+m−p−1,M)⊕ Em(Sp)⊕ Em(Sq).

в) E6(S3⊔S3)∼=Z⊕Z⊕Z⊕Z.
Здесь VM+l,M — многообразие Штифеля M-реперов в начале коор-

динат пространства RM+l, где число M достаточно велико. Многие
группы πn(VM+l,M) явно вычислены [].

Теорема  а) относится к размерности не меньше метастабильной,
ее доказательство несложно. Формулы  а) и в) — частные случаи
формулы  б).

А. Хефлигер доказал теорему  б) при более сильном ограничении

p ¶ q и m>
1
3

p + q + 2; его рассуждение может быть обобщено для

случая m>
2
3

p+
2
3

q+ 2. Автором было получено доказательство для

граничного случая m=
2
3

p+
2
3

q+2 (а заодно и более простое доказа-

тельство результата А. Хефлигера) []. Неравенство m¾
2
3

p+
2
3

q+ 2

в теореме  б) уже является точным. Новое доказательство основано
на сведении классификации зацеплений к классификации сингуляр-
ных зацеплений, которая является интересной задачей и сама по себе
[, ].

Теорема  б) является наиболее сильной известной явной класси-
фикацией 2-компонентных зацеплений в сферах. Некоторые вычисле-
ния групп зацеплений с несколькими компонентами были проделаны
В. Нежинским []. В коразмерности по крайней мере 3 имеется точ-
ная последовательность, включающая группы зацеплений и некото-
рые гомотопические группы, отображения между которыми задаются
произведениями Уайтхеда [, ]. В последующей публикации автор
планирует привести явный критерий конечности группы Em(Sp⊔Sq).

Заузленные торы. Следующий естественный случай проблемы
заузливания — это классификация заузленных торов, то есть вло-
жений Sp × Sq→ Sm. Этот случай обобщает теорию 2-компонентных
зацеплений одинаковой размерности. Ввиду теоремы о разбиении на
ручки он может рассматриваться как следующий естественный шаг
по направлению к классификации вложений произвольных много-
образий. На этом пути получены даже некоторые точные результа-
ты []. Многие известные контрпримеры в теории вложений — это
именно вложения Sp×Sq→Sm.

А. Скопенков показал, что при p ¶ q и m> 2p + q + 2 множество
Em(Sp×Sq) является группой относительно операции «Sp-параметри-
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ческой связной суммы». Ему принадлежит классификация заузленных
торов в размерности не меньше метастабильной:

Теорема  (см. []). Em(Sp × Sq) ∼= πq(Vm−q,p) при p ¶ q и m ¾

¾
3

2
p+

3

2
q+2.

А. Скопенковым был получен ряд конкретных результатов о зауз-
ленных торах в некотором диапазоне размерностей ниже метаста-

бильной (а именно p +
3
2

q +
3
2
¶m ¶

3
2

p +
3
2

q + 2) []. Д. Реповшу,

М. Ценцелю и автору принадлежит явный критерий конечности мно-
жества Em(Sp×Sq) для еще меньшей размерности:

Теорема  (см. [, ]). Пусть p +
4
3

q + 2<m< p +
3
2

q + 2 и m>

>2p+q+2; тогда Em(Sp×Sq) бесконечно⇔ 4 |q+1 или 4 | p+q+1.
В следующих публикациях автор планирует привести явный кри-

терий конечности множества Em(Sp×Sq) при любом m>2p+q+2.

Произвольные многообразия. Для более сложных многообра-
зий известно немного конкретных результатов. Классификация вло-
жений в пространство размерности не меньше метастабильной сво-
дится к гомотопической задаче, которую иногда удается решить.
Известны также конкретные результаты о классификации вложений
в пространство размерности меньше метастабильной для произволь-
ных многообразий размерности 3 и 4 [, ]. Отметим одну нерешен-
ную задачу: определить, какие множества Em(N) конечны.

Проблемы существования и классификации вложений являются
частными случаями общей проблемы о существовании и классифи-
кации отображений с заданными ограничениями на самопересечения:
погружений, сингулярных зацеплений, почти вложений, а также вло-
жений, аппроксимирующих данное отображение. Эту общую про-
блему естественно изучать в совокупности с проблемой вложений,
поскольку они используют близкие методы.
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Числа Бернулли — Эйлера и мультикраевые

особенности серии B
l

n

Олег Карпенков

, третье место

В этой работе изучаются свойства чисел K l
n

компонент связности би-
фуркационных диаграмм мультикраевых особенностей Bl

n. Доказывается
рекуррентное соотношение на числа K l

n. Как ранее было известно, K1
n яв-

ляется (n+1)-м числом Бернулли — Эйлера, это доставляет необходимое
граничное условие для вычисления чисел K l

n. Мы также находим произво-
дящие функции для чисел K l

n с небольшим фиксированным параметром l

и выписываем уравнения в частных производных для общего случая.

. Введение

Числа Бернулли — Эйлера, которые часто обозначаются через Kn,
наряду с числами Фибоначчи и числами сочетаний, встречаются
в различных областях математики. В математическом анализе эти
числа можно встретить как разложения функции sec+ tg в ряд Тейло-
ра, а именно:

sec t+ tg t =

∞∑
n=0

Kn
tn

n!
.

По аналогии с числами Каталана числа Бернулли — Эйлера строят-
ся при помощи некоторого «магического» треугольника. Правила
построения такого треугольника описаны, например, в []. Числа
Бернулли — Эйлера обладают множеством важных арифметических
свойств (см. [, , ]).

Рассмотрим одно из геометрических употреблений чисел в теории
особенностей. Как было показано В. И. Арнольдом [], компоненты
множества вполне правильных M-морсификаций краевых особенно-
стей серии Bn тесно связаны с комбинаторикой соответствующих ко-
нусов Спрингера. Он также доказал, что количества компонент этих
особенностей равны числам Бернулли — Эйлера Kn, cм. [].

В этой работе приведены доказательства теорем, анонсированных
автором в []. Речь пойдет об обобщениях краевых особенностей Bn

функций на прямой для случая, когда край состоит из конечного
числа точек, а также для случаев больших размерностей. Количества
компонент множества вполне правильных M-морсификаций особен-
ности Bl

n также являются некоторым обобщением чисел Бернулли —
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Эйлера. В частности, мы доказываем рекуррентное соотношение на
числа Kn:

K l+1
n−2
= K l

n−nlK l−1
n .

Кроме того, новые числа перечисляют компоненты связности одной
серии стратов каустик особенностей A2l+n−1, см. следствие ..

Мы приведем доказательство рекуррентного соотношения (анон-
сированного в статье []) между количеством связных компонент
множества вполне правильных M-морсификаций для различных зна-
чений n и l.

Эта работа организована следующим образом. Во втором разделе
вводятся необходимые определения и понятия, в том числе определе-
ние особенностей серии Bl

k
. В третьем разделе формулируется и дока-

зывается основная теорема о рекуррентных соотношениях на числа K l
n.

В конце третьего раздела приводится связь чисел K l
n с количеством

некоторых стратов особенностей A2l+n−1. Для случая малого количе-
ства краевых точек числа K l

n явно считаются через числа Бернулли —
Эйлера. Случай малого количества краевых точек разобран в четвер-
том разделе. Рекуррентные соотношения позволяют выписать (к со-
жалению, с трудно вычислимыми коэффициентами) некоторые выра-
жения для чисел K l

n через числа Бернулли — Эйлера, см. пятый раздел.
Автор выражает благодарность В. И. Арнольду, В. М. Закалюкину,

С. К. Ландо и Б. З. Шапиро за оказанную помощь при выполнении
этой работы, а также Техническому университету Граца (Technische
Universität Graz) за гостеприимство и отличные рабочие условия.

. Определение особенностей серии B
l

n

Приведем определение вполне правильной M-морсификации кра-
евой особенности Bµ из статьи []. Рассмотрим пространство Rµ−1

вещественных многочленов

xµ+λ1 xµ−1
+…+λµ−1 x

на вещественной прямой с фиксированным «краем» x=0.
Определение .. Вполне правильная M-морсификация краевой

особенности Bµ — это многочлен этого семейства, все µ− 1 крити-
ческих значений которого на вещественной прямой различны и не
совпадают с его значением на крае.

Следующее определение является обобщением определения . на
мультикраевые особенности типа Bl

n, то есть на особенности, у кото-
рых вместо одной краевой точки в нуле — l штук.
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Рассмотрим произведение пространства Rn−1 действительных мно-
гочленов

xn
+λ1 xn−1

+λ2 xn−2
+…+λn−1 x,

и пространства Rk−1 «краевых точек» x=bi, где
k∑

i=1

bi=0.

Определение .. Вполне правильная M-морсификация мульти-
краевой особенности Bl

n — это многочлен, все критические точки ко-
торого вещественны и различны, причем значения во всех критиче-
ских точках, а также и значения во всех краевых точках x=bi, различ-
ны.

Заметим, что краевые точки у нас пронумерованы, иначе нужно
было бы рассматривать факторпространства Rl−1 по группе переста-
новок координат. Краевые точки должны быть пронумерованы, так
как они соответствуют разным прообразам, которые не переставля-
ются.

Определение .. М-областью называется замкнутое подмноже-
ство пространства многочленов вида xn

+λ1 xn−1
+λ2 xn−2

+…+λn−1 x,
состоящее из многочленов, все критические точки которых веще-
ственны.

Множество вполне правильных M-морсификаций — открытое мно-
жество в Rn−1×Rl−1, а его замыкание имеет вид (M-область)×Rl−1.
Оно разбивается на связные компоненты бифуркационной диаграм-
мой, состоящей из пяти гиперповерхностей. Три гиперповерхности
встречаются уже в случае краевых особенностей типа Bn (см. так-
же []):

а) краевая каустика, состоящая из функций с критической точкой
на крае;

б) обыкновенный страт Максвелла, состоящий из функций с рав-
ными критическими значениями в различных точках;

в) краевой страт Максвелла, состоящий из функций, хотя бы одно
из краевых значений которых является критическим (и соответству-
ющая критическая точка не лежит на крае).

Заметим, что в наших обозначениях Bn = B1
n, при этом краевая

точка не закреплена. Таким образом, определение вполне правильной
M-морсификации краевой особенности Bn из статьи [] является
частным случаем определения ..

В случае краевых особенностей иммерсий Bl
n, где l¾2, добавляют-

ся еще две гиперповерхности:
г) двойная краевая каустика, состоящая из функций с совпадаю-

щими краевыми точками;
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д) двойной краевой страт Максвелла, состоящий из функций с оди-
наковыми значениями в некоторых различных краевых точках.

. Вычисление рекуррентного соотношения

Обозначим через Kn числа Бернулли — Эйлера (вот начало последо-
вательности, первый член соответствует n= 0: 1, 1, 1, 2, 5, 13, 61, …),
а через K l

n — количество связных компонент множества вполне пра-

вильных M-морсификаций особенности Bl
n. Числа Бернулли — Эйле-

ра являются граничным условием для чисел K l
n, а именно K0

n = Kn−1

и K1
n =Kn+1 (см. []).
Теорема .. Имеет место равенство

K l+1
n−2
= K l

n−nlK l−1
n .

Для особенности B3
2

мы получаем следующее:

K2
3 = K1

5 −5K0
5 = K6−5K4 = 61−5 ·5 = 36.

Можно выписать другое соотношение:

K2
3 = K3

1 +2 ·3K3
1 = 3!+6 ·5 = 36.

Доказательство начнем с двух лемм.
Обозначим через Ll

n число компонент связности краевой каусти-
ки в дополнении к объединению стратов и каустик коразмерности .
Здесь имеется в виду, что у функций есть одна критическая и одно-
временно краевая точка. Все остальные выделенные точки различны,
и значения в них различны.

Лемма .. Верно следующее тождество.

Ll
n = l(n−1)K l−1

n .

Замечание .. В доказательствах этой части мы иногда изменя-
ем множество граничных точек, в результате может получиться не
M-морсификация. Тем не менее, после вертикального сдвига графи-
ка функции, обеспечивающего нулевую сумму всех граничных точек,
а затем горизонтального сдвига графика, обеспечивающего обнуле-
ние значения в нуле, мы получаем M-морсификацию.

Доказательство. Рассмотрим вполне правильную M-морсифи-
кацию с l− 1 краевой точкой и n− 1 критической точкой. Заметим,
что при действии на краевых точках группы перестановок мы по-
лучим (l − 1)! различных вполне правильных A-морсификаций из
разных компонент связности, но с одним и тем же множеством
краевых точек. Поставим в одну из n− 1 критических точек новую



Числа Бернулли — Эйлера и мультикраевые особенности серии Bl
n



краевую точку, а затем сделаем нормализацию замечания .. При
действии группы перестановок на краевые точки мы имеем l! различ-
ных M-морсификаций. Следовательно, набору симметричных (l−1)!
старых компонент связности ставится в соответствие набор l!(n−1)

новых. Отсюда следует утверждение леммы ..
Дальше мы найдем количество компонент связности вполне пра-

вильных М-морсификаций, у которых одно из краевых значений
превосходит все критические или, наоборот, все критические зна-
чения больше некоторого краевого. Компоненты, все критические
значения M-морсификаций которых содержатся внутри некоторого
отрезка с концами в краевых значениях, считаются дважды. Пусть
K̂ l

n — число таких компонент.
Лемма .. Выполняется следующее тождество

K̂ l
n = 2lK l−1

n .

Доказательство. Пусть n — четно. Тогда каждая морсификация
имеет две неограниченные ветви, уходящие на плюс бесконечность.
Рассмотрим максимальное краевое значение. Если оно больше всех
критических, то оно принимается в точке, принадлежащей одной из
двух ветвей, описанных выше. Следовательно, для каждой вполне
правильной M-морсификации с l − 1 краевой точкой мы имеем l
различных M-морсификаций, где одна из краевых точек bi : 1¶ i ¶ l
на правой ветви, и значение в ней максимальное среди краевых
и критических значений, порядок же остальных точек сохранен.
Аналогичное рассуждение справедливо для левого положения точки.
Следовательно, K̂ l

2n=2lK l−1
2n .

Если n нечетно, то каждая M-морсификация имеет две ветви, на-
правленные в разные стороны. Проведя аналогичные рассуждения,
получаем доказательство леммы .. Напомним, что некоторые ком-
поненты мы считаем дважды.

Доказательство теоремы. Рассмотрим компоненту связности
множества вполне правильных M-морсификаций с l+1 краевой точ-
кой и n−3 критическими. Пусть f — некоторая M-морсификация из
этой компоненты. Выберем последнюю краевую точку bl+1 и добавим
к ней такую δ-образную функцию, сосредоточенную в этой точке,
чтобы новая M-морсификация имела критическую точку в bl+1 со
старым краевым значением (и отнормируем, как в замечании .).
Значение во второй соседней критической точке, образованной при
прибавлении δ-образной функции, является при этом наибольшим
среди всех критических и краевых значений. M-морсификация имеет
теперь l краевых и n−1 критических точек. Таким же образом можно
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вычитать δ-образную функцию. Следовательно, каждой компоненте
множества вполне правильных M-морсификаций с l + 1 краевой
и n− 3 критическими точками мы ставим в соответствие 2 компо-
ненты вполне правильных M-морсификаций с l краевыми и n − 1

критической точками.
Возьмем произвольную компоненту связности множества M-мор-

сификаций краевой каустики с n−1 критической точкой и l краевы-
ми. Одна из краевых точек — критическая, а в остальных выделенных
точках значения различны. Рассмотрим критическую точку, являю-
щуюся краевой. Сдвинем краевую точку вправо или влево на малую
величину. Если в критической точке локальный максимум, мы доба-
вим δ-образную функцию в этой точке (и отнормируем), в противном
случае вычтем δ-образную функцию. Критическое значение в точке
изменится. Оно станет максимальным (минимальным). Для краевой
точки возможны два положения в зависимости от того, в какую сторо-
ну мы сдвигали краевую точку. Мы получили две вполне правильные
M-морсификации с n−1 критическими точками и l краевыми. Следо-
вательно, каждой компоненте краевой каустики мы поставили в соот-
ветствие две компоненты вполне правильных M-морсификаций.

Наконец, рассмотрим компоненту вполне правильных M-морси-
фикаций с n−1 критической точкой и l краевой, причем существует
критическое значение, превосходящее все краевые значения. Возь-
мем функцию из этой компоненты. Пусть xi — точка с максимальным
критическим значением. Найдем ближайшую к ней слева и справа
специальные точки (критическую или краевую). Выберем из этих
точек одну с большим значением. Проделаем операцию, обратную
к прибавлению δ-образной функции, которая «опустит» максималь-
ное критическое значение до уровня соседней точки с большим
значением. В результате возможны два варианта. Во-первых, мы
можем получить функцию с двойной критической точкой. Заменим
двойную точку на краевую bl+1. Во втором случае новая функция
будет иметь одну критическую краевую точку. Аналогично поступаем
в случае минимального критического значения.

Тем самым мы доказали следующую формулу:

2K l
n− K̂ l

n = 2Ll
n+2K l+1

n .

Применим теперь леммы . и .:

2K l
n−2lK l−1

n = 2l(n−1)K l−1
n +2K l+1

n−2
.

Следовательно, K l+1
n−2
=K l

n−nlK l−1
n . Теорема доказана.
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В заключение этой части мы укажем связь чисел K l
n с компонента-

ми связности некоторых стратов каустики бифуркационной диаграм-
мы критических точек и значений многочленов степени 2l + n (т. е.
A2l+n−1).

Следствие .. Рассмотрим все открытые страты каустики, соот-
ветствующие многочленам из M-области, l пар критических точек ко-
торых совпали. Количество компонент связности таких стратов рав-
но K l

n/l!.

. Следствия теоремы .. Случай малого количества
краевых точек

Подсчитаем числа K l
n для l¶5. В [] В. И. Арнольдом доказано, что

количество компонент связности вполне правильных M-морсифика-
ций без границ равно числу Бернулли — Эйлера, то есть K(An−1)=

= Kn−1. Там же найдено K(Bn) для мультикраевых особенностей Bn:
K(Bn)=Kn+1. Итак: K0

n =Kn−1 и K1
n =Kn+1. Простым вычислением вы-

водятся следующие равенства.
Следствие .. Верны следующие выражения для чисел K l

n через
числа Бернулли — Эйлера:

K2
n = Kn+3− (n+2)Kn+1;

K3
n = Kn+5− (3n+8)Kn+3;

K4
n = Kn+7− (6n+20)Kn+5+3(n+2)(n+4)Kn+3;

K5
n = Kn+9− (10n+40)Kn+7+ (15n2

+110n+184)Kn+5;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Экспоненциальной производящей функцией для чисел Бернул-
ли — Эйлера является функция

K(t) = tg(t)+ sec(t).

Найдем экспоненциальные производящие функции чисел Bl
n при l¶4.

Заметим, что в случае l = 0 и l = 1 производящей функцией можно
считать K(t), однако в наших обозначениях это будут

K0(t) =

∫
K(t) dt = − ln(cos t)+ ln

�
tg
�

t
2
+
π

4

��
+C

и

K1(t) = K ′(t) =
1+K2

2
=

1+ sin t

cos2 t
=

1

1− sin t

соответственно.
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Следствие .. Экспоненциальными производящими функциями
для l=2, 3, 4 являются соответственно

K2(t) = K ′′′(t)− (tK(t))′′ =
3 sin t− t cos t

(1− sin t)2 ;

K3(t) = (K ′′−3tK ′+K)′′′ =

=
3

(1− sin t)3

�
sin t(3 sin t+7)−3t cos t(5+ sin t)

�
;

K4(t) = (K ′′′−6tK ′′+ (3t2
+4)K ′−3tK)(4)

=

=

�
3t2

1− sin t
−

3t cos t

(1− sin t)2 (3− sin t)+
3(2− sin t)

(1− sin t)2

�(4)

.

Пусть

K(x, y) =
∑ K l

n

l!n!
x l yn

— экспоненциальная производящая функция двух переменных.
Следствие .. Функция K(x, y) удовлетворяет дифференциаль-

ному уравнению

Kx = (1−2x)Kyy− xyKyyy.

Б. З. Шапиро предложил рассматривать экспоненциальные про-
изводящие функции двух переменных R(x, y) и S(x, y) отдельно для
Rl

n=K l
2n и для Sl

n=K l
2n−1. При этом порядок уравнения понижается.

Следствие .. Функции R(x, y) и S(x, y) удовлетворяют диффе-
ренциальным уравнениям

Rx = (1−2x)Ry−2xyRyy,

Sx = (1−2x)S y− x(2 y−1)S yy.

В завершение этой части опишем геометрическую структуру B2
n

при помощи «картинок» в слоях векторного расслоения

π: (M-область)×R2 → M-область.

Каждому многочлену f (x) соответствует кососимметрический много-
член от двух переменных вида f (b1)= f (b2). Этот многочлен задает
двойной краевой страт Максвелла и краевую каустику в слое. Гра-
ничная каустика и краевой страт Максвелла в слое задаются верти-
кальными и горизонтальными прямыми, образующими прямоуголь-
ную сетку, в которую «вписана» кривая f (b1)= f (b2). Эти кривые до-
вольно легко рисовать. Для примера приведем все схематические ри-
сунки для особенностей B2

3 и B2
4 (см. рис.  и ). Заметим, что кривая
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Рис. . Слой общего положения М-области особенности B2
4

Рис. . Слой общего положения М-области особенности B2
3
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f (b1)= f (b2) представляет собой объединение прямой b1= b2 с неко-
торой кривой степени n−1. В частности в случае B2

3 получается объ-
единение прямой и эллипса (см. рис. ). В связи с этим возникает
естественная проблема описания всех комбинаторных типов таких
рисунков для произвольного n.

. Следствия теоремы .. Связь с числами
Бернулли — Эйлера

В этой части мы выведем некоторое выражение для числа K l
n, ана-

логичное соотношению следствия .. Затем определим K l
n для отри-

цательных n, по модулю не меньших чем l. Через эти числа мы выпи-
шем вытекающие соотношения на числа Бернулли — Эйлера.

Следствие .. Выражение для K l
n будет следующим:

K l
n = Kn+2l−1−
�

l(l−1)

2
n+

(l+1)l(l−1)

3

�
Kn+2l−3+

+ l(l−1)(l−2)(l−3)
�

1
8

n2
+

2l+1
12

n+
(l+1)(5l−2)

90

�
Kn+2l−5+

+

[ l

2
]+1∑

k=4

��
(−1)k−1

2k−1(k−1)!

l!

(l−2k+2)!

k−1∑
d=0

(pk,d(l)nd)
�

Kn+2(l−k)+1

�
,

где pk,d(x) — многочлен степени k− d− 1 с постоянными коэффици-
ентами, зависящими только от k и d.

Доказательство проводится индукцией по l.
Явные формулы для коэффициентов многочленов pk,d(x) не из-

вестны на данный момент, тем не менее существует рекуррентный
способ их вычисления. Приведем формулы многочленов при d=k−1,
d=k−2 и d=k−3.

Следствие .. Верны следующие тождества:

pk,k−1(x) = 1;

pk,k−2(x) =
(k−1)

3
(2x+4−k);

pk,k−3(x) =
(k−1)(k−2)

90

�
20x2

+ (72−20k)x+ (5k2−39k+64)
�

.

С помощью формулы следствия . можно получить соотношения
на числа Бернулли — Эйлера. Рассмотрим примеры некоторых из
них. Подставив n = 1 и n = 2 в формулу следствия ., мы получим
тождества приведенной ниже теоремы.
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Теорема .. Выполняются следующие соотношения на числа Бер-
нулли — Эйлера:

K2l− l! = K2l−K l
1 =

[ l

2
]+1∑

k=2

�
(−1)k

2k−1(k−1)!

l!

(l−2k+2)!

k−1∑
d=0

pk,d(l)
�

K2(l−k+1);

K2l+1−2l l! = K2l+1−K l
2 =

=

[ l

2
]+1∑

k=2

�
(−1)k

2k−1(k−1)!

l!

(l−2k+2)!

k−1∑
d=0

(pk,d(l)2d)
�

K2(l−k+1)+1.

Воспользуемся результатом следствия . для получения чисел K l
n

при n¶0.

K l
n l=1 l=2 l=3 l=4 l=5

n=0     

n=−1     

n=−2 ?    

n=−3 ? ?   

n=−4 ? ? ?  

n=−5 ? ? ? ? 

Можно считать, что K l
0 — это количество компонент связности

пространства многочленов степени 0 c l краевыми точками, в ко-
торых многочлен принимает разные значения. В этом случае все
точки прямой критические и, соответственно, критическое значение
совпадает с краевыми. Что обозначают числа для отрицательных n,
автору не известно.

Заметим, что с некоторого момента в каждой строке стоят нули.
Сформулируем это утверждение в следующей лемме.

Утверждение .. Пусть n¶−1, тогда K l
n=0 для l>−n, а K−n

n =

= (−n−1)!. K l
0=0 при l>1.

Доказательство. Доказательство основано на теореме .. Про-
ведем индукцию по n.

K l
0 = K l−1

2 −2(l−1)K l−2
2 = (2l−2)!!−(2l−2)(2l−4)!! = 0 при l−2 ¾ 0.

K l
−1 = K l−1

1 −(l−1)K l−2
2 = (l−1)!−(l−1)(l−2)! = 0 при l−2 ¾ 0.

K l
−2 = K l−1

0 = 0 при l−1 ¾ 2.
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В общем случае K l
n = K l−1

n+2
− (n + 2)(l − 1)K l−2

n+2
, если n < −2, l − 2 ¾

¾−2−n.

K−n
n = K−n−1

n+2 − (n+2)(−n−1)K−n−2
n+2 =

= 0+ (n+2)(n+1)(−n−3)! = (−n−1)!.

Утверждение доказано.
В заключение работы мы выпишем соотношения на числа Бернул-

ли — Эйлера, вытекающие из следствия . и предложения ..
Следствие .. Пусть n¶0, l>max(1,−n), тогда

0 = K l
n =

= Kn+2l−1+

[ l

2
]+1∑

k=2

��
(−1)k−1

2k−1(k−1)!

l!

(l−2k+2)!

k−1∑
d=0

(pk,d(l)nd)
�

Kn+2(l−k)+1

�
.

Если l=−n, то

(l−1)! = K−n
n =

= Kl−1+

[ l

2
]+1∑

k=2

��
(−1)k−1

2k−1(k−1)!

l!

(l−2k+2)!

k−1∑
d=0

(pk,d(l)(−l)d)
�

Kl−2k+1

�
.

В частности, при l>1

0 = K l
0 = Kn+2l−1+

[ l

2
]+1∑

k=2

��
(−1)k−1

2k−1(k−1)!

l!

(l−2k+2)!
pk,0(l)
�

K2(l−k)+1

�
.
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Несколько замечаний об аффинной

площади поверхности

Фёдор Петров

, третье место

Предлагается новое доказательство неравенства Брунна — Минков-
ского для аффинных длин замкнутых выпуклых кривых на плоскости,
не использующее сложения по Бляшке. Также предлагается несколько
модификаций аффинной выпуклой площади поверхности выпуклого тела
в Rd , предположительно совпадающих с обычной аффинной площадью
поверхности.

Пусть Γ— гладкая замкнутая выпуклая поверхность в Rd, d ¾ 2.

Определим ее аффинную площадь as(Γ) как
∫
κ

1

d+1 ds, где κ— гауссова
кривизна, а ds — элемент площади поверхности. Аффинная площадь
произвольной (не обязательно гладкой) замкнутой выпуклой поверх-
ности Γ определяется как верхний предел аффинных площадей за-
мкнутых гладких поверхностей, сходящихся к Γ по Хаусдорфу. Извест-
но [], что это определение корректно в том смысле, что оно согласу-
ется с исходным для гладких поверхностей. В двумерном случае бу-
дем говорить об аффинной длине al(γ) кривой γ. Для выпуклого тела
Φ⊂Rd будем писать as(Φ) вместо as(∂Φ).

Напомним, что as(·) не меняется при аффинных преобразованиях

Rd с единичным определителем и умножается на |λ|
d(d−1)

d+1 при гомоте-
тиях с коэффициентом λ.

Имеются разные способы определить аффинную площадь поверх-
ности произвольного выпуклого тела прямо, не через аппроксимацию
гладкими. Упомянем два таких подхода.

. [] Для выпуклого тела Φ⊂Rd определим его меру кривизны µΦ,
сосредоточенную на единичной сфере Sd−1. Для борелевского множе-
ства U ⊂ Sd−1 определим µΦ(U) как площадь (меру Лебега на ∂Φ) тех
x∈∂Φ, для которых некоторый вектор u∈U является внешней норма-
лью (одной из внешних нормалей, если их несколько). Тогда аффин-
ная площадь поверхности тела Φ может быть определена как

as(Φ)1+1/d
= Cd · inf

∫

Sd−1

ρ−1dµΦ,

где инфимум берется по всем положительным функциям ρ на сфе-
ре с фиксированным (например, единичным) средним значением по
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сфере функции ρd−1. Cd — некоторая явно выражающаяся через раз-
мерность d константа. Разные определения аффинной площади по-
верхности содержат нормирующие множители, зависящие только от
размерности, значением которых мы здесь не интересуемся. Можно
представлять дело так, что речь идет только об отношении аффинных
площадей поверхности двух выпуклых тел, не зависящем от норми-
ровки.

. [] Если Φ⊂Rd — выпуклое тело, определим Φ-шапку как пере-
сечение Φ и некоторого (аффинного) полупространства в Rd. Для t>0

определим плавающее тело Φt как множество точек x ∈Φ, не лежащих
ни в одной шапке объема меньше, чем t. Φt — выпуклое, компактное,
непустое при малых t множество. Тогда аффинная площадь поверхно-
сти тела Φ равна []

C ′d · limt→0

V(K)−V(Kt)

t
2

d+1

для некоторой константы C ′
d
.

Аффинная площадь поверхности — важный инвариант выпуклого
тела. В частности, она появляется в геометрии чисел по следующим
причинам. Количество целых точек в nΦ, или n ∂Φ, или в малой
окрестности n ∂Φ выпуклого тела Φ ⊂ Rd и большого натурально-
го n есть величина SL(d,Z)-инвариантная, т. е. «почти» SL(d,R)-
инвариантная. Более того, для n ∂Φ эта величина является «аддитив-
ной» функцией поверхности тела в естественном смысле. Назовем
функцию ϕ, заданную на множестве выпуклых компактов в Rd,
аддитивной, если для двух выпуклых компактов K1, K2, объединение
K1∪K2 которых выпукло, имеет место равенство

ϕ(K1)+ϕ(K2) = ϕ(K1∩K2)+ϕ(K1∪K2).

Фундаментальная теорема Людвиг и Райтцнера [] утверждает,
что полуаддитивная сверху (по Хаусдорфу) аддитивная в указанном
смысле функция выпуклых компактов есть линейная комбинация
константы, функции объема и аффинной площади поверхности.

Это подсказывает, что ответ в асимптотических задачах такого ро-
да должен выражаться через аффинную площадь поверхности.

Связь аффинной площади поверхности и геометрии чисел изуча-
лась в [, , , ]. В [, , ] доказано, что для ограниченной выпук-
лой плоской области Ω предельная форма выпуклых многоугольников

с вершинами в множестве
1
n
Z2 ∩Ω есть единственная выпуклая кри-

вая внутри Ω, имеющая максимально возможную аффинную длину.
В частности, если Ω— многоугольная область, то максимизирующая
кривая состоит из кусков парабол, вписанных в углы многоугольника.
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При попытке перенести этот результат в старшую размерность
первая возникающая проблема — выяснить, единственна ли поверх-
ность внутри данной области Ω⊂Rd с максимально возможной аф-
финной площадью поверхности. На плоскости этот результат доказан
Барани [] с использованием неравенства типа Брунна — Минковско-
го для аффинных периметров плоских выпуклых компактов. Оказы-
вается, если K1, K2 — два плоских выпуклых компакта с равным аф-
финным периметром l, то их полусумма по Минковскому (K1+K2)/2

имеет аффинный периметр хотя бы l. Поскольку (K1 + K2)/2 лежит
в выпуклой оболочке K1 и K2, это обстоятельство можно использо-
вать для доказательства единственности в задаче о максимальной
аффинной длине выпуклой кривой внутри Ω. В старшей размерности
то же верно для полусуммы по Бляшке (см. определение ниже) вместо
полусуммы по Минковскому. В связи с чем возникает следующий
вопрос: можно ли расположить полусумму по Бляшке двух выпуклых
тел в их выпуклой оболочке? Вполне удовлетворительным было бы
расположить не полусумму по Бляшке, а какое-то тело, чья мера
кривизны не меньше, чем у полусуммы по Бляшке.

Напомним, что сумма по Бляшке двух выпуклых тел Φ1, Φ2 есть
такое выпуклое тело Φ3=Φ1+B Φ2, что µΦ3

=µΦ2
+µΦ1

(µ обозначает
меру кривизны).

Из определения  аффинной площади поверхности сразу следует
неравенство

as(Φ1+BΦ2)1+1/d ¾ as(Φ1)1+1/d
+as(Φ2)1+1/d.

Достаточно заметить, что inf(F+G)¾ inf(F)+ inf(G) для любых функ-
ций F, G, определенных на одном и том же множестве.

На плоскости сложение по Бляшке совпадает со сложением по
Минковскому. Так что на плоскости выполняется

Теорема. Пусть Φ1, Φ2 — ограниченные выпуклые множества на
плоскости, Φ3=Φ1+Φ2 — их сумма по Минковскому. Тогда для аффин-
ных периметров выполняется неравенство

ap(Φ3)3/2 ¾ ap(Φ1)3/2
+ap(Φ2)3/2. (1)

Отметим, что если Φ1 и Φ2 гомотетичны (с положительным коэф-
фициентом), то в (1) имеет место равенство. Однако есть и другие
случаи равенства: например, если Φ1 и Φ2 — многоугольники, то обе
части () равны нулю.

Мы предложим другое доказательство теоремы. Оно использует
неравенство Брунна — Минковского в размерности  (в отличие от
доказательства через сложение по Бляшке), и причины, по которым
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не удается перенести его в старшую размерность, имеют не геометри-
ческую (различие между сложением по Бляшке и Минковскому), но
аналитическую природу: показатель p= d(d−1)/(d+1) оказывается
больше  при d>2, и неравенство треугольника в Lp меняет знак по
сравнению со случаем p=2.

Перед тем как приступить к доказательству теоремы, сформулиру-
ем и докажем пару элементарных лемм.

Лемма . Пусть γ— гладкая ограниченная выпуклая кривая на
плоскости, A и B — достаточно близкие точки на γ. Пусть κ(·) —
кривизна кривой γ, SAB — площадь (малого) сегмента, отсекаемо-

го от γ хордой AB. Тогда разность между величинами
∫ B

A
κ1/3ds и

(12SAB)1/3 есть o(AB).

x1 x2

A

B

Доказательство леммы . Не умаляя общности, γ является гра-
фиком гладкой выпуклой функции y = f (x) в некоторой декартовой
системе координат (x, y). Тогда

κ1/3ds = ( f ′′)1/3 dx.

Пусть A= (x1, f (x1)), B= (x2, f (x2)), x1< x2. Имеем
∫ B

A

κ1/3ds =

∫ x2

x1

f ′′(x)1/3 dx = f ′′(ex)1/3(x2− x1)

для некоторого ex∈ [x1, x2]. Определим теперь для x∈ (x1, x2) функцию
ϕx(t) как квадратный трехчлен pxt2

+ qx t+ rx такой, что ϕx(z)= f (z)

для z ∈ {x1, x2, x}. Отметим, что функция f (t) − ϕx(t) имеет (как
минимум) три корня на отрезке [x1, x2], так что по теореме Ролля
ее вторая производная f ′′(t)− 2px обращается в  в какой-то точке
отрезка. Значит, m¶2px¶M для всех x ∈ (x1, x2), где m=min[x1 ,x2] f ′′,
M = max[x1 ,x2] f ′′. Рассмотрим функции ϕ̌ и ϕ̂, определенные как
квадратные трехчлены со старшими коэффициентами m/2 и M/2
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соответственно, графики которых проходят через точки A и B. За-
метим, что для всякого x ∈ (x1, x2) график многочлена ϕx на отрезке
[x1, x2] лежит между графиками многочленов ϕ̌ и ϕ̂. Так что и точка
(x,ϕx(x))= (x, f (x)) лежит между этими графиками. Таким образом,
сегмент, отсекаемый от кривой γ хордой AB, лежит между сегментами
парабол y= ϕ̌(x) и y= ϕ̂(x). Вычисляя площадь сегмента параболы ϕ̌,

находим, что она равна
1

12
m(x2− x1)3; аналогично для ϕ̂. Осталось

заметить, что величины m, M и f ′′( ex ) достаточно близки, если A и B
достаточно близки.

Лемма  (обратное неравенство треугольника). Для p>1 и неот-
рицательных чисел xi, yi (i=1, 2, …, n) выполняется неравенство
�∑

(xi+ yi)
1/p
�p
¾
�∑

x
1/p

i

�p
+

�∑
y

1/p

i

�p
. (2)

Доказательство леммы . В силу однородности можно считать,

что
∑

x
1/p

i
=1. Положим αi= x

1/p

i
, ti= ( yi/xi)

1/p. Заметим, что функция

f (t)= (1+ tp)1/p выпукла вниз при t¾0. Неравенство () равносильно
неравенству Йенсена

∑
αi f (ti) ¾ f
�∑

αiti

�

для функции f .
Доказательство теоремы. Рассмотрим сначала случай, когда Φ1

и Φ2 имеют гладкую строго выпуклую границу.
Рассмотрим достаточно большое четное натуральное n и зафикси-

руем правильный n-угольник Pn. Проведем к каждой из фигур Φ1, Φ2

n касательных, параллельных биссектрисам углов многоугольника Pn.
Пусть две соседние касательные касаются фигуры Φ1 в точках A

и B и пересекаются в точке C, CB¶CA. Проведем через точку B хорду
BB1 кривой γ, перпендикулярную биссектрисе угла ACB (и параллель-
ную стороне Pn). Поскольку близкие касательные к гладкой кривой
составляют почти равные углы с хордой между точками касания, точ-
ки A и B1 будут близки. Аналогично проведем по n хорд в каждой из
фигур. Пусть эти хорды отсекают сегменты Ui (i= 1, 2, …, n) в фигу-
ре Φ1 и Vi — в фигуре Φ2.

Рассмотрим два соответственных сегмента Ui и Vi, пусть они от-
секаются прямыми li и ki соответственно. Обозначим за Wi сегмент,
отсекаемый от Φ3 прямой li + ki. Важным обстоятельством является
то, что сегменты Wi и Wj при i 6= j не имеют общих внутренних точек.
Докажем это. Достаточно рассмотреть случай 1¶ i< j¶n, j− i<n/10

(иначе сегменты Wi и Wj просто «далеко» друг от друга). Рассмотрим
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параллельные касательные к фигурам Φ1 и Φ2, касающиеся их между
сегментами Ui и U j (соответственно, Vi и Vj). Тогда Wi и Wj лежат
в непересекающихся углах, закрашенных на рисунке. Также понятно,
что Ui+Vi⊂Wi.

B1

A1Ui

U j

B2

A2Vi

Vj

B1 + B2

A1 + A2

Обозначая площади сегментов Ui, Vi, Wi буквами ui, vi, wi соответ-
ственно, имеем в силу неравенства Брунна — Минковского

wi ¾
�p

ui+
p

vi

�2
.

Отсюда, полагая u
1/3

i
= xi, v

1/3

i
= yi, p=3/2 и применяя лемму , полу-

чаем, что
�∑

w
1/3

i

�3/2
¾
�∑

u
1/3

i

�3/2
+

�∑
v

1/3

i

�3/2
.

Правая часть стремится при возрастающем n к величине

12−1/2(ap(Φ1)3/2
+ap(Φ2)3/2).

Нижний предел левой части не больше, чем 12−1/2ap(Φ3).
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Таким образом, () установлено для гладких строго выпуклых фи-
гур. Общий случай получается с помощью предельного перехода (сле-
дует приблизить фигуры Φ1, Φ2 гладкими строго выпуклыми так, что-
бы аппроксимировались их аффинные периметры. Тогда суммы ап-
проксимирующих фигур будут стремиться к Φ3, так что нижний пре-
дел их аффинных периметров будет не меньше, чем ap(Φ3).

Другой подход к аффинной площади поверхности

Обсудим перспективу обобщения этих аргументов на случай стар-
шей размерности. Во-первых, заметим, что мы использовали следую-
щее определение аффинной площади поверхности:

. Для выпуклого тела K ⊂Rd определим ее модифицированную
аффинную площадь поверхности

as′(K) = lim sup
∑

V
d−1

d+1

i
,

где нижний предел берется по всем непересекающимся K-шапкам
объемов Vi, максимум диаметров которых стремится к нулю.

Естественно ввести также другое «двойственное» определение

as′′(K) = lim inf
∑

V
d−1

d+1

i ,

где нижний предел берется по покрытиям ∂K шапками объемов Vi,
максимум из которых стремится к нулю.

С помощью инфинитезимальных разложений (формулы Тейлора)
и теорем об исчерпывании покрытиями типа Витали можно устано-
вить, что as′ и as′′ пропорциональны as для гладких поверхностей
с положительной гауссовой кривизной. Д. Хаг сообщил мне, что для
покрытия шапками это сделано в его диссертации.

Вероятно, что это так для всех выпуклых тел, но нам удалось дока-
зать лишь следующее

Предложение. Существуют положительные константы C1(d),
C2(d), C3(d) такие, что для любого выпуклого тела Φ⊂Rd

C1(d) ·as′(Φ) ¶ as(Φ), C2(d) ·as′′(Φ) ¶ as(Φ) ¶ C3(d) ·as′′(Φ).

Доказательство. Будем писать F¶d G для двух величин F, G, если
F¶C(d) ·G для некоторой константы C(d), зависящей только от d.

Мы пользуемся техникой покрытия шапками [] и неравенством
для объемов непересекающихся шапок, по существу содержащемся
в работе Эндрюса [] (явное доказательство, использующее аффин-
ные площади, см. в []).
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Если Hi (i= 1, 2, …, n) — непересекающиеся K-шапки, то для Vi =

=V(Hi) выполняется неравенство

∑
V

d−1

d+1

i
¶d V

d−1

d+1 . (3)

Далее, выполняется следующая полезная лемма о покрытии шап-
ками []:

Для достаточно малого положительного ǫ < ǫ0(d) существует
такое покрытие границы ∂K выпуклого компакта K ⊂ Rd шапками
H1, H2, …, Hn, что объем каждой шапки V(Hi) не превосходит ǫ ·V(K)

и существуют попарно непересекающиеся подмножества Ci ⊂ Hi та-
кие, что V(Ci)¾d ǫ ·V(K).

Оценка as¶d as′′ следует немедленно из хорошо известного нера-
венства

as(K) ¶d V
d−1

d+1 (K),

где V(K) — это K. Применим это неравенство к каждой шапке и про-
суммируем.

Для оценки as′′ ¶d as используем лемму о покрытиях шапками.
Пусть V(K) = 1. Во-первых, рассмотрим случай as(K) > 0. Выберем

ǫ<ǫ0(d) так, что V(K)−V(Kǫ)<2as(K)ǫ
2

d+1 . Затем выберем покрытие,
удовлетворяющее условию леммы. Используя определение as через
плавающее тело, получаем

nǫ ¶d V(K)−V(Kǫ) ¶d as(K)ǫ
2

d+1 ,

так что
∑

V(Hi)
d−1

d+1 ¶d as′′. Осталось перейти к пределу.
Наконец, докажем, что as′ ¶d as. Опять используем лемму. Выбе-

рем покрытие ∂K шапками, как в лемме. Для непересекающихся до-
статочно малых шапок заметим, что по лемме Лебега каждая из них
содержится целиком в некоторой шапке Hi. Тогда применим () для
каждой шапки Hi и содержащихся в ней шапок и просуммируем.

Заметим также, что в определении as′ верхний предел брался
по max diam → 0, а в определении as′′ нижний предел брался по
max vol→0. Мотивируется это только тем, что при таких определени-
ях удалось доказать приведенные неравенства. Скорее всего, такие
тонкости не влияют на значения верхнего-нижнего пределов. Также
отметим, что шапки можно заменять на произвольные выпуклые тела
в случае as′′ и на строго непересекающиеся выпуклые тела (такие что
каждое не пересекается с выпуклой оболочкой остальных) в случае
as′. Естественно предположить, что такие пределы пропорциональны
as, но, вероятно, с другими константами.
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Я признателен Эрвину Лютваку, Монике Людвиг и Даниэлю Хагу
за многочисленные полезные дискуссии.
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Квантованные гамильтоновы действия

редуктивных групп и их приложения

Иван Лосев

, первое место

Доклад посвящен квантованным гамильтоновым действиям редук-
тивных групп на аффинных симплектических многообразиях, прокванто-
ванных по Федосову. Он также описывает приложения таких действий
к исследованию W -алгебр конечного типа и проблеме подъема цен-
тральных инвариантов. Обсуждаемые результаты получены в препринтах
автора [, ].

. Введение

Основным полем в работе является алгебраически замкнутое по-
ле K характеристики .

Пусть G — редуктивная алгебраическая группа, g — ее алгебра Ли,
X — гладкое аффинное алгебраическое многообразие, снабженное
(регулярной, т. е. алгебраической) симплектической формойω. Пред-
положим, что задано гамильтоново действие G : X и ∗-произведение

∗: K[X]⊗K[X]→ K[X][[̄h̄]], f ∗ g =

∞∑
i=0

Di( f , g)̄h̄i
,

где все Di G-эквивариантны (здесь «постоянная Планка» ¯̄h — фор-
мальная переменная; все определения, касающиеся гамильтоновых
действий и ∗-произведений, будут даны в следующем разделе). Пред-
положим, что гамильтоново действие может быть проквантовано.
Известно (см., например, []), что произведение ∗ эквивариантно
эквивалентно ∗-произведению, полученному конструкцией Федосова,
[, ], поэтому достаточно ограничиться рассмотрением ∗-произведе-
ний последнего вида.

В этой работе мы рассмотрим два применения квантованных га-
мильтоновых действий. Во-первых, мы применим их к исследованию
некоторых конечно порожденных алгебр, связанных с нильпотентны-
ми элементами в g, так называемых W-алгебр конечного типа. Это-
му посвящен раздел . Во-вторых, мы рассмотрим проблему подъема
центральных элементов пуассоновой алгебры K[X]G до центральных
элементов ассоциативной алгебры K[X][[̄h̄]]G, раздел . Раздел  со-
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держит все необходимые определения, касающиеся ∗-произведений
и классических, и квантованных гамильтоновых действий. Наконец,
в разделе  мы формулируем одну гипотезу.

Замечание .. Мы рассматриваем квантованные гамильтоновы
действия обычных, кокоммутативных, алгебраических групп. Можно,
однако, рассматривать квантованные гамильтоновы действия кван-
товых групп (см. []).

. Основные понятия

В этом разделе G — редуктивная алгебраическая группа, X — аф-
финное симплектическое алгебраическое многообразие, ω— сим-
плектическая форма на X . Через K[X] мы обозначаем алгебру регу-
лярных функций на X .

Пусть f — регулярная функция на X . Косой градиент v( f ) функ-
ции f — это, по определению, векторное поле на X , определенное ра-
венством

ωx(v( f ), η) = 〈dx f , η〉, x ∈ U , η ∈ Tx X .

Для f , g ∈K[X] мы определяем их скобку Пуассона { f , g}∈K[X] ра-
венством

{ f , g} = ω(v( f ), v(g)).

Понятно, что { f , g}= Lv( f )g, где L обозначает производную Ли.
Пусть теперь группа G действует на X симплектоморфизмами, т. е.

сохраняя форму ω. Элементу ξ∈g ставится в соответствие векторное
поле скоростей ξ∗. Его можно определить, к примеру, так. Алгебра
K[X] является суммой конечномерных G-модулей, и, значит, обладает
естественной структурой g-модуля, причем g действует на K[X] диф-
ференцированиями. Векторное поле ξ∗ есть образ ξ при этом дей-
ствии.

Предположим, что задано линейное отображение g→K[X], ξ 7→Hξ,
удовлетворяющее следующим двум условиям:

HAd(g)ξ = g.Hξ для всех g ∈ G, ξ ∈ g, (H)

v(Hξ) = ξ∗. (H)

Определение .. Действие G : X , снабженное линейным отобра-
жением ξ 7→Hξ, удовлетворяющим (H), (H), называется гамильто-
новым, X в этом случае называется гамильтоновым G-многообразием.

Замечание .. Очень часто определение гамильтонова действия
дается немного по-другому. Именно, для связной группы G условие
(H) заменяется на условие {Hξ, Hη}=H[ξ,η] для всех ξ, η∈ g. Однако
эти два условия эквивалентны, если выполнено (H).
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Для гамильтонова действия G : X мы определяем морфизм

µG,X : X → g∗,

называемый отображением моментов гамильтонова G-многообра-
зия X , формулой

〈µG,X (x), ξ〉 = Hξ(x), ξ ∈ g, x ∈ U .

Условия (H), (H) эквивалентны, соответственно, следующим ус-
ловиям:

µG,X является G-эквивариантным морфизмом, (M)

〈dxµG,X(v), ξ〉 = ωx(ξx , v), для всех x ∈ X , v ∈ Tx X , ξ ∈ g. (M)

Здесь ξx обозначает вектор ξ∗ в точке x.
Вот важный пример гамильтонова действия.
Пример .. Пусть X0 — гладкое аффинное G-многообразие. Пусть

X :=T∗X0 — кокасательное расслоение многообразия X0 и π: X։ X0 —
каноническая проекция. Введем каноническую 1-форму α на X следу-
ющим образом: в точке (x0, β) ∈ X , x0 ∈ X0, β ∈ T∗x0

X0, спаривание α

с касательным вектором v равно 〈β ,π∗(v)〉. Положим ω=−dα, Hξ=
= 〈α, ξ∗〉, для ξ∈ g. Тогда ω является G-инвариантной симплектиче-
ской формой на X , и отображение ξ 7→ Hξ наделяет X структурой
гамильтонова G-многообразия.

Перейдем теперь к определению ∗-произведений.
Пусть A — коммутативная ассоциативная алгебра с единицей, сна-

бженная скобкой Пуассона, т. е. кососимметрическим отображением
A⊗ A→ A, удовлетворяющим тождествам Лейбница

{ab, c} = {a, c}b+{b, c}a

и Якоби

{a, {b, c}}+{b, {c, a}}+{c, {a, b}} = 0.

К примеру, можем взять K[X] в качестве A.
Определение .. Билинейное отображение ∗ : A⊗ A→ A[ [̄h̄]] на-

зывается ∗-произведением, если оно удовлетворяет следующим усло-
виям:

( f ∗ g)∗h = f ∗ (g ∗h), f ∗1 = 1∗ f = f для всех f , g, h ∈ A, (*)

f ∗ g− fg ∈ ¯̄hA[[̄h̄]], f ∗ g− g ∗ f −¯̄h{ f , g} ∈ ¯̄h2 A[[̄h̄]]

для всех f , g ∈ A.
(*)

Из (*) следует, что ∗ единственным образом продолжается до ас-
социативного K[[̄h̄]]-линейного непрерывного в ¯̄h-адической тополо-
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гии произведения на A[[̄h̄]], которое мы также будем обозначать че-
рез ∗. Для f , g∈ A можем записать

f ∗ g =

∞∑
i=0

Di( f , g)̄h̄i
, Di : A⊗ A→ A.

Условие (*) эквивалентно равенствам

D0( f , g) = fg, D1( f , g)−D1(g, f ) = { f , g}.

Если все Di являются бидифференциальными операторами, то ∗-про-
изведение называется дифференциальным.

Когда мы рассматриваем A[[̄h̄]] как алгебру с произведением ∗,
мы называем ее квантовой алгеброй.

Пусть теперь G действует на A автоморфизмами, сохраняющими
скобку Пуассона. Мы говорим, что ∗ G-инвариантно, если все опера-
торы Di G-эквивариантны.

Введем теперь определение эквивалентных ∗-произведений.
Определение .. Пусть ∗, ∗′ — ∗-произведения на A. Они назы-

ваются эквивалентными, если существуют линейные отображения
Ti : A→ A, i∈N, для которых отображение

T = id+

∞∑
i=1

Ti¯̄h
i : A[[̄h̄]]→ A[[̄h̄]]

удовлетворяет равенству

f ∗′ g = T(T−1( f )∗T−1(g)) для всех f , g ∈ A.

Такое отображение T называется эквивалентностью между ∗, ∗′.
Замечание .. Предположим теперь, что на алгебре A задана

градуировка A=
⊕
i∈Z

Ai, а скобка Пуассона однородна степени−k, k∈N.

В этом случае удобно модифицировать определение ∗-произведения.
Именно, под однородным ∗-произведением степени k мы понимаем
отображение ∗: A⊗ A→ A[[̄h̄]], которое удовлетворяет (*) и такое,
что

f ∗ g =

∞∑
i=0

Di( f , g)̄h̄ki
,

где Di имеет степень −ki, и

D0( f , g) = fg, D1( f , g)−D1(g, f ) = { f , g} для f , g ∈ A.

Отметим, что одномерный тор K× действует на A[[̄h̄]] автоморфизма-
ми квантовой алгебры:

t.
∑
i, j

aij¯̄h
j
=

∑
i, j

ti+ jaij¯̄h
j
, aij ∈ Ai.
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Определение инвариантных ∗-произведений обобщается со случая
обычных ∗-произведений. В определении эквивалентности надо тре-
бовать, чтобы оператор Ti были однородным степени −i и Ti=0, как
только i не кратно k.

Рассмотрим теперь подход к построению ∗-произведений, принад-
лежащий Федосову [,]. Несмотря на то что Федосов работал с веще-
ственными C∞-многообразиями, его конструкция проходит также и в
алгебраической ситуации. Пусть X ,ω таковы, как выше.

Следуя Федосову, для того чтобы построить ∗-произведение на
K[X], мы должны фиксировать симплектическую связность на X .

Определение .. Симплектическая связность на X — это кова-
риантная производная

∇: TX → TX ⊗Ω1(X)

без кручения, для которой ∇ω=0.
Следующее предложение достаточно стандартно (см. [, Proposi-

tion ..]).
Утверждение .. Пусть G действует на X симплектоморфизма-

ми, а K× действует на X G-эквивариантными автоморфизмами, так
что t.ω= tkω для некоторого k ∈ Z. Тогда найдется G ×K×-инвари-
антная симплектическая связность ∇ на X.

Федосов построил дифференциальное ∗-произведение на K[X] по
симплектической связности ∇ (см. [, Section .]). Отметим, что
все промежуточные объекты в конструкции Федосова получаются из
регулярных объектов (таких как ω,∇ или тензор кривизны связно-
сти ∇) рекурсивной процедурой, и потому также регулярны. Если G
действуют на X симплектоморфизмами и ∇ выбрана инвариантной,
то ∗ также оказывается G-инвариантным. Если же K× действует
на X , как указано в предложении ., то конструкция Федосова дает
однородное ∗-произведение степени k.

Замечание .. На самом деле имеется более общий вариант
конструкции Федосова, также приведенный в [, раздел .]. По-
мимо симплектической связности, он также использует элемент из
H2

DR(X)[[̄h̄]], называемый характеристическим классом ∗-произведе-
ния. Кроме того, ∗-произведения, построенные по двум различным
симплектическим связностям, эквивалентны, причем эквивалентность
может быть выбрана дифференциальной (все Ti — дифференциаль-
ные операторы), а также G или K×-эквивариантной, при условии,
что обе связности G или K×-эквивариантны. Эти утверждения также
следуют из результатов Федосова, [, раздел .].
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Пример .. Пусть X =V — конечномерное симплектическое век-
торное пространство и P — его бивектор Пуассона. ∗-произведение
Мойала — Вейля на K[V] определяется посредством

f ∗ g = exp
�

¯̄h2

2
P
�

f (x)⊗ g( y)

���
x=y

.

Здесь P рассматривается как элемент из V ∗ ⊗ V ∗. Последнее про-
странство действует на K[V]⊗K[V] сверткой. Это ∗-произведение
получается применением конструкции Федосова к тривиальной связ-
ности∇. ∗-произведение Мойала — Вейля инвариантно относительно
Sp(V) и является однородным степени  относительно действия
группы K×, заданного посредством t.v= t−1v.

Пример .. Пусть X0 — гладкое аффинное G-многообразие и X —
его кокасательное расслоение. Группа K× действует на X следую-
щим образом: элемент t действует послойным умножением на t−1.
Выберем G × K×- инвариантную симплектическую связность на X
и построим по ней ∗-произведение.

Квантовая алгебра K[X][[̄h̄]] допускает интересную интерпрета-
цию. Рассмотрим алгебру D(X0) линейных дифференциальных опера-
торов на X0. Эта алгебра имеет естественную возрастающую филь-
трацию FiD(X0) по порядку дифференциального оператора. Наличие
фильтрации дает нам возможность построить алгебру Рисса

D¯̄h(X0) =

∞∑
i=0

¯̄hi FiD(X0) ⊂ D(X0)[̄h̄].

На этой алгебре естественным образом действует группа G, а также
одномерный тор K×: элемент t ∈K× действует на ¯̄hi FiD(X0) умно-
жением на ti. Кроме того, понятно, что алгебра D¯̄h(X0)/(̄h̄−1) есте-
ственным образом отождествляется с D(X0), а алгебра D¯̄h(X0)/(̄h̄) —
с K[X].

Определим пополненную алгебру Рисса D∧
¯̄h

(X0) как пополнение

D¯̄h(X0) относительно ¯̄h-адической топологии, т. е.

D∧
¯̄h

(X0) := lim
←−
D¯̄h(X0)/(̄h̄k).

Оказывается, существует G ×K×-эквивариантный изоморфизм то-
пологических K[[̄h̄]]-алгебр K[X][[̄h̄]]→D∧

¯̄h
(X0) .

 Добавлено при корректуре: указанное утверждение, строго говоря, неверно. Для
получения алгебры D¯̄h(X0) надо использовать более общий вариант конструкции Фе-
досова, см. замечание ., с характеристическим классом, который не обязан быть
тривиальным. Впрочем, в случае когда X0 = G, см. ниже, характеристический класс
равен .
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Рассмотрим интересный частный случай предыдущей ситуации.
В качестве X0 возьмем саму группу G, а G заменим на произведение
G × G, действующее на G двусторонними сдвигами. Перейдя к инва-
риантам (скажем, относительно действия левыми сдвигами), полу-
чаем структуру квантовой алгебры на K[g∗][[̄h̄]]. Последняя G×K×-
эквивариантно изоморфна пополненной алгебре Рисса U∧

¯̄h
(g) универ-

сальной обертывающей алгебры U(g). Последняя определяется анало-
гично алгебре D∧

¯̄h
(X0).

Теперь перейдем к рассмотрению квантования гамильтоновых
действий. Построим ∗-произведение на X по G-инвариантной сим-
плектической связности. Мы говорим, что действие G : X является
∗-гамильтоновым, если задано G-эквивариантное линейное отобра-
жение g→K[X][[̄h̄]], ξ 7→ bHξ, удовлетворяющее равенству

[ bHξ, f ] = ¯̄hξ∗ f , ∀ξ ∈ g, f ∈ K[X]. ()

Если bHξ = Hξ + O(̄h̄), то мы говорим, что ∗-гамильтоново действие
G : X является квантованием гамильтонова действия G : X .

В случае когда ∗ является однородным степени k, мы заменяем ()
следующим равенством:

[ bHξ, f ] = ¯̄hkξ∗ f , ∀ξ ∈ g, f ∈ K[X]. ()

Из результатов работы [] следует, что действие G : X допускает
квантование. Опять же, заметим, что, несмотря на то что в упо-
мянутой работе рассматривается C∞-случай, конструкция проходит
с минимальными модификациями и в алгебраической ситуации.
Если мы рассматриваем однородное ∗-произведение степени k и все
функции Hξ имеют степень k то можем считать, что функции bHξ
также имеют степень k.

. Приложение: W-алгебры конечного типа

Материал этого раздела взят из работы []. В этом разделе g —
полупростая конечномерная алгебра Ли над K, а G — полупростая
алгебраическая группа присоединенного типа с алгеброй Ли g. Фик-
сируем ненулевой нильпотентный элемент e∈g. W -алгебра конечного
типа — это некоторая конечно порожденная ассоциативная алгебра.
Приведем простейшую ее конструкцию, использующую квантовую
гамильтонову редукцию.

Отождествим g с g∗ посредством инвариантной невырожденной
симметрической формы на g (скажем, формы Киллинга). Пусть χ—
элемент из g∗, отвечающий e при этом отождествлении. Выберем
sl2-тройку (e, h, f ) (h обозначает полупростой элемент). Рассмотрим
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градуировку g=
⊕
i∈Z

g(i), ассоциированную с h, т. е.

g(i) :=
�
ξ ∈ g | [h, ξ] = iξ

	
.

Определим 2-форму ωχ на g(−1) посредством ωχ(ξ, η)= 〈χ , [ξ, η]〉.
Ядро формы ωχ лежит в централизаторе zg(e), а значит, оно нулевое.
Выберем лагранжево пространство y⊂g(−1). Положим

my :=
⊕
i¶−2

g(i)⊕y.

Понятно, что my является унипотентной подалгеброй в g. Обозначим
через My связную подгруппу в G с касательной алгеброй my. Непосред-
ственно видно, что функция χ |my

инвариантна относительно My. Для

упрощения обозначений ниже мы пишем m, M вместо my, My. Поло-
жим m′(=m′

y
) :={ξ−〈χ , ξ〉, ξ∈m}.

Определение .. Под W -алгеброй (конечного типа), ассоцииро-

ванной с e мы понимаем U(g, e) :=
�

U(g)/U(g)m′
�M , умножение на ко-

торой индуцировано с U(g).
Приведенное определение алгебры U(g, e) принадлежит Премету

[]. Оно было обобщено Ганом и Гинзбургом в работе [] на случай
изотропного подпространства y.

Замечание .. Помимо W -алгебр конечного типа есть еще аф-
финные W -алгебры, которые являются не ассоциативными, а вертекс-
ными алгебрами. Связь между двумя типами W -алгебр заключается
в том, что они имеют одинаковую теорию представлений. Подробно-
сти см. в [].

Теперь определим естественную фильтрацию на U(g, e). Для этого
сначала введем некоторую фильтрацию F• (фильтрацию Каждана) на
U(g). Отметим прежде всего, что на U(g) имеется стандартная (PBW)
фильтрация Fst

i U(g). Положим

U(g)(i) := { f ∈ U(g) | [h, f ] = if }, Fi U(g) =
∑

i+2 j¶k

(Fst
j U(g)∩U(g)(i)).

Снабдим U(g, e) индуцированной фильтрацией, которую также будем
называть фильтрацией Каждана.

Основным результатом работ [, ] является описание присоеди-
ненной градуированной алгебры gr U(g, e). Обозначим через S слайс
Слодови χ+ (g/[g, f ])∗⊂g∗, введенный в работе []. Мы можем отож-
дествить алгебру K[S] с симметрической алгеброй S(zg(e)). На K[S]
имеется единственная градуировка, для которой ξ∈ zg(e)∩g(i) имеет
степень i+2.
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Теорема . (см. [, Theorem .]). Фильтрованная алгебра U(g, e)

не зависит от выбора y с точностью до изоморфизма, и

gr U(g, e) ∼= K[S]

как градуированные алгебры.
Второе утверждение было ранее доказано Преметом в [] с ис-

пользованием редукции в положительную характеристику. Подход Га-
на и Гинзбурга основан на использовании спектральных последова-
тельностей и значительно проще использованного Преметом.

Еще одним базовым результатом о W -алгебрах является теоре-
ма о категорной эквивалентности, впервые доказанная Скрябиным
в приложении к [], а затем передоказанная в []. Для ее формули-
ровки нам нужно понятие модуля Уиттекера.

Определение .. Мы говорим, что U(g)-модуль V является моду-
лем Уиттекера (для e), если m′ действует на V локально нильпотент-
ными эндоморфизмами.

Пусть V — U(g)-модуль Уиттекера. Тогда Vm′ имеет естественную
структуру U(g, e)-модуля. С другой стороны, положим

Qy := U(g)/U(g)m′.

Это пространство имеет естественную структуру (U(g), U(g, e))-би-
модуля. Поэтому U(g, e)-модулю M мы можем поставить в соот-
ветствие U(g)-модуль M† :=Qy ⊗U(g,e) M , который является модулем
Уиттекера.

Теорема .. Отображения V 7→ Vm′
, M 7→M† являются квазиоб-

ратными эквивалентностями между категорией U(g)-модулей Уит-
текера и категорией U(g, e)-модулей.

Изучение модулей Уиттекера было начато Костантом в [], где
рассматривался случай главного нильпотентного элемента. В этом
случае алгебра U(g, e) канонически изоморфна центру Z (g) алгеб-
ры U(g). Результаты Костанта были частично обобщены на случай
четных нильпотентных элементов в диссертации Линча [].

Есть еще несколько случаев, когда алгебра U(g, e) детально изу-
чалась. В работе [] рассматривался случай минимального нильпо-
тентного элемента. Брандэн и Клещев [, ] изучали алгебры U(g, e)
для g= sln. Их результаты включают классификацию конечномерных
неприводимых U(g, e)-модулей. Используемый ими подход опирается
на связи между U(g, e) и некоторой алгеброй Хопфа, называемой сме-
щенным янгианом. Эта связь является отличительной особенностью
случая g= sln.

Наш подход к W -алгебрам существенно отличается от всех предло-
женных ранее. Он основан на наблюдении, что U(g, e) является, по су-
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ти, алгеброй инвариантов для квантованного гамильтонова действия
группы G. Приведем конструкцию.

Положим X := G × S ,→ G × g∗ ∼= T∗G. Ограничивая симплектиче-
скую форму с T∗G, мы получаем замкнутую -форму на X , которую
обозначим через ω′. Можно показать, что эта форма невырождена
на всем X . Отображение моментов для действия G : X имеет вид
(g, s) 7→ gs.

Обозначим через γ однопараметрическую подгруппу в G с
dγ

dt

���
t=0
=h.

Определим действие K× : T∗G посредством

t.(g, α) = (gγ(t), t−2γ(t−1)α).

Еслиω, µ обозначает симплектическую форму и отображение момен-
тов для T∗G, то t.ω= t2ω, t.µ= t2µ. Орбита G(1, χ) и подмногообразие
X ⊂ T∗G устойчивы относительно K×. Фиксируем G×K×-инвариант-
ную связность на X и построим ∗-произведение

f ∗ g =

∞∑
i=0

Di( f , g)̄h̄2i

степени  по этой связности. Можно показать, что для всех f , g∈K[X]

найдется число n ∈ N, для которого Di( f , g)= 0 при всех i > n. Зна-
чит, на K[X] корректно определена операция ◦, заданная равенством

f ◦ g=
∞∑

i=0

Di( f , g). Эта операция является ассоциативной, и 1 является

для нее единицей. Когда мы рассматриваем K[X] как алгебру отно-
сительно ◦, мы обозначаем ее через eW . Градуировка на K[X], проис-
ходящая из действия K× : X , снабжает eW фильтрацией, которую мы
называем фильтрацией Каждана.

Положим W = eW G
. Это фильтрованная ассоциативная алгебра

с grW =K[S]. Оказывается, имеет место изоморфизм фильтрованных
алгебрW =U(g, e). Нам известно два доказательства.

Первое заключается в альтернативном описании алгебры fW . Ока-
зывается, эта алгебра изоморфна квантовой редукции алгебры D(G),
которая аналогична той, что была использована при определении
U(g, e) через U(g). Пользуясь техникой спектральных последователь-
ностей из [], можно показать, что присоединенная градуированная
этой редукции совпадает с K[X]. Требуемый изоморфизм получается
из стандартных свойств эквивалентности для ∗-произведений.

Второй способ основан на применении варианта теоремы Дарбу —
Вейнстейна из симплектической геометрии. Поскольку эта техника
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очень важна для исследования W -алгебр, мы остановимся на ней по-
дробнее.

Положим V := [g, f ]. Это симплектическое векторное простран-
ство с формой 〈χ , [·, ·]〉, а алгебра S(V) = K[V∗] снабжена градуи-
ровкой, индуцированной с градуировки Каждана на K[g∗]. Снаб-
дим K[V∗] ∗-произведением Мойала — Вейля. Получаем дифферен-
циальное ∗-произведение на K[X × V ∗]. Рассмотрим пополнения
K[T∗G]∧Gx, K[X ×V∗]∧Gx алгебр K[T∗G], K[X ×V ∗] относительно орбит
Gx ⊂ T∗G, X × V ∗ x := (1, χ). Поскольку ∗-произведения на K[T∗G],
K[X ×V ∗] дифференциальные, они продолжаются до ∗-произведений
на K[T∗G]∧Gx, K[X ×V∗]∧Gx. Оказывается, квантовые алгебры

K[T∗G]∧Gx[[̄h̄]], K[X ×V ∗]∧Gx[[̄h̄]]

G×K×-эквивариантно изоморфны. Более того, изоморфизм уважает
отображения ξ 7→ bHξ.

Для дальнейшего нам потребуются некоторые обозначения. Поло-
жим U :=U(g) и через AV обозначим алгебру Вейля пространства V
(т. е. фактор тензорной алгебры T(V) по соотношениям

uv− vu = ω(u, v), u, v ∈ V ,

где ω обозначает симплектическую форму на V). Мы пишем AV (W )

вместо AV ⊗W .
Получаем K×-эквивариантный изоморфизм квантовых алгебр

K[S × V ∗][[̄h̄]], K[g∗][[̄h̄]]. Переходя к K×-конечным частям этих
алгебр и факторизуя по идеалам, порожденным ¯̄h− 1, мы получаем
изоморфизм алгебр AV (W )♥,U ♥, которые определяются следующим
образом. Алгебра U ♥ состоит из всех рядов вида

∑
i<n

fi, где fi — од-

нородный элемент из K[g∗] степени (Каждана) i. Произведение на
U ♥ индуцировано произведением ◦ на U ∼=K[g∗]. Алгебра AV (W )♥

определяется аналогично, только K[g∗] заменяется на K[S× V ∗]. Из
изоморфизма

U ♥ ∼= AV (W )♥

можно вывести изоморфизм U(g, e)∼=W .
Кроме того, из изоморфизма U ♥ ∼= AV (W )♥ можно вывести изо-

морфизм двух пополнений алгебрU , AV (W ), содержащихU ♥, AV (W )♥.
Общая конструкция пополнения, которую мы используем и которую
мы позаимствовали из работы [], выглядит следующим образом.

ПустьA — ассоциативная алгебра с единицей и f — подалгебра Ли
в A . Предположим, что ad(ξ) является локально нильпотентным эн-
доморфизмом пространства A для всех ξ∈ f и что любой элемент из
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A лежит в конечномерном ad(f)-модуле. Положим

A ∧
f

:= lim
←−
k→∞

A /A fk.

На A ∧
f

имеется естественная структура топологической алгебры

(с ядрами естественных эпиморфизмов A ∧
f
→ A /A fk в качестве

системы фундаментальных окрестностей 0) (ср. с [, Section ]).
Понятно, что алгебра A ∧

f
является полной относительно этой топо-

логии. Естественное отображениеA →A ∧
f

является гомоморфизмом
алгебр.

Теорема .. Обозначим через m подпространство в V , совпадаю-
щее с m, так что m — коммутативная подалгебра Ли в AV . Существу-
ет топологический изоморфизм Φ: U ∧

m′
→AV (W )∧

m
.

Можно заметить, что U ♥, AV (W )♥ естественным образом вклады-
ваются в U ∧

m′
, AV (W )∧

m
.

Используя теорему . (а точнее, ее уточненный вариант), неслож-
но доказать теорему ..

Для ассоциативной алгебрыA положим

Pr(A ) = {I |I — первичный идеал вA , codimZ (A )I ∩Z (A ) = 1},

где через Z (A ) обозначен центр алгебрыA . Напомним, что идеал I
называется первичным, если aA b 6⊂ I , как только a, b 6∈ I . Наш ос-
новной результат о W -алгебрах — это теорема о сравнении множеств
Pr(U ), Pr(W ). Известно, см. [], ., что Pr(U ) состоит в точности из
примитивных идеалов алгебрыU , т. е. из аннуляторов неприводимых
модулей.

Вопрос .. Верно ли аналогичное утверждение для W ?
Напомним понятие ассоциированного многообразия идеала. Пусть

A — ассоциативная алгебра с единицей, снабженная такой возраста-
ющей фильтрацией FiA , что

F0A = K, F−1A = {0},

⋃
i

FiA =A .

Предположим, что [FiA , F jA ]⊂ Fi+ j−1A и ассоциированная граду-
ированная алгебра gr(A ) конечно порождена. Для идеала I алгеб-
рыA положим

gr(I ) :=
⊕
i∈Z

(FiA ∩I )/(Fi−1A ∩I ),

это идеал в gr(A ). Многообразие его нулей в Spec(gr(A )) называ-
ется ассоциированным многообразием идеала I и обозначается через
VA(I ).
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Обе алгебры U ,W снабжены фильтрациями, удовлетворяющими
условиям предыдущего параграфа (мы рассматриваем стандартную
фильтрацию на U ). Напомним, что для J ∈ Pr(U ) подмногообразие
VA(J ) является замыканием некоторой нильпотентной орбиты, по-
дробности см. в [, .]. Идеалу J ∈Pr(U ) мы ставим в соответствие
его кратность

mult(J ) = dimQuot(S(g)/p)(S(g)/gr(J ))p,

где p=
p

grJ .
Теорема .. () Имеется единственное отображение

I 7→ I † : Pr(W )→ Pr(U ),

которое для W -модуля M переводит AnnW (M) в AnnU (M†).
() Элемент J ∈Pr(U ) имеет вид I † с I ∈Pr(W ) тогда и только

тогда, когда Gχ⊂VA(J ).
() Пусть J — элемент из Pr(U ), для которого VA(J )=Gχ. Суще-

ствует идеалJ† алгебрыW , для которого множество {I ∈Pr(W )|I †
=

=J } состоит из всех первичных идеалов алгебры W , содержащих J†.
В частности, множество {I ∈ Pr(W ) | I †

=J } конечно. Более того,
codimW J†=mult(J ).

() Пусть I ∈ Pr(W ) имеет конечную коразмерность в W . Тогда
ранг Голди фактора U /I † не превосходит (codimW I )1/2.

Утверждение () для J как в () было также доказано Преметом
с использованием редукции в положительную характеристику. Дока-
зательство в общем случае не опубликовано, важный частный случай
является основным результатом в []. В случае g= sln из [] следу-
ет, что для J как в () найдется единственный элемент I ∈ Pr(W )
с I †

=J . В общем случае это утверждение уже неверно. Утвержде-
ния (), () подсказывают, что простейшим случаем, где можно найти
контрпример, является g= sp4, e — субрегулярный элемент. Как нам
сообщил Премет, в этом случае действительно существует J , слой ко-
торого при отображении I 7→ I † состоит из двух элементов. Одна-
ко некоторое утверждение о единственности все еще может выпол-
няться. Для этого отметим, что имеется естественное действие груп-
пы компонентов ZG(e)/ZG(e)◦ на Pr(W ).

Гипотеза . (Премет). ПустьJ таков, как в (). Тогда {I |I †
=J }

является одной ZG(e)/ZG(e)◦-орбитой.
Наконец, имеется еще один результат о конечномерных представ-

лениях алгебры W .

 Доказательство этой гипотезы было недавно получено автором в препринте [].
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Теорема .. . W имеет конечномерный модуль V , одномерный,
если g классическая алгебра.

. Пусть V —W -модуль. Тогда на L(λ)⊗V, где L(λ) — конечномер-
ный модуль со старшим весом λ, существует структура W -модуля
и представление W в

⊕
λ

L(λ)⊗V точное.

Имеется гипотеза, подтверждающая утверждение () и верная для
g= sln, а также для четных e.

Гипотеза .. Существует мономорфизм fW ,→D(G).

. Приложение: подъем центральных инвариантов

В этом пункте G — связная редуктивная группа, X — симплекти-
ческое алгебраическое многообразие, снабженное ∗-произведением,
полученным конструкцией Федосова и ∗-гамильтоновым действи-
ем группы G. Обозначим через Z (K[X][[̄h̄]]G), ZP(K[X]G) центры
квантовой алгебры инвариантов K[X][[̄h̄]]G и пуассоновой алгеб-
ры K[X]G. Оказывается, алгебры Z (K[X][[̄h̄]]G) и ZP(K[X]G)[[̄h̄]]

изоморфны.
На самом деле имеет место более точное утверждение. Имеем го-

моморфизмы алгебр S(g)→K[X], U∧
¯̄h

(g)→K[X][[̄h̄]], которые явля-

ются частью структуры гамильтоновых действий. Они дают гомомор-
физмы алгебр инвариантов S(g)G→K[X]G

, U∧
¯̄h

(g)G→K[X][[̄h̄]]G. От-

метим также, что имеются гомоморфизмы

U∧
¯̄h

(g)G
, S(g)[[̄h̄]]G → S(g)G

,

Z (K[X][[̄h̄]]G), ZP(K[X]G)[[̄h̄]]→ ZP(K[X]G),

которые отображают ряд
∞∑

i=0

fi¯̄h
i в f0.

Несложно показать, что существует K×-эквивариантный изомор-
физм K[[̄h̄]]-алгебр U∧

¯̄h
(g)G→ S(g)G[[̄h̄]], делающий следующую диа-

грамму коммутативной.

S(g)g[[̄h̄]]

((RRRRRR

∼=

��

S(g)g.

U∧
¯̄h

(g)G

66mmmmmm

Фиксируем такой изоморфизм.
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Теорема .. Имеется изоморфизм K[[̄h̄]]-алгебр

ZP(K[X]G)[[̄h̄]]→ Z (K[X][[̄h̄]]G),

делающий следующую диаграмму коммутативной:

S(g)g[[̄h̄]] //

∼=

��

ZP(K[X]G)[[̄h̄]]

**UUUUUUU

��

ZP(K[X]G).

Z (U∧
¯̄h

(g)) // Z (K[X][[̄h̄]]G)

44iiiiiiii

Если ∗— однородное ∗-произведение степени k и t. bHξ= tk bHξ для всех
ξ∈g, то изоморфизм может быть выбран K×-инвариантным.

Опишем кратко основные идеи доказательства. Сначала надо до-
казать существование изоморфизма между целыми замыканиями об-
разов алгебр S(g)G[[̄h̄]], U∧

¯̄h
(g)G в Z (K[X][[̄h̄]]G), ZP(K[X]G)[[̄h̄]]. Для

этого мы рассматриваем уравнение целой зависимости некоторого
элемента в ZP(K[X]G)[[̄h̄]], переносим это уравнение в U∧

¯̄h
(g)G и на-

ходим его единственное решение в K[X 0][[̄h̄]]G, имеющее тот же сво-
бодный член, что и исходный элемент из ZP(K[X]G)[[̄h̄]]. Здесь X 0 —
подходящее G-инвариантное открытое подмножество в X . Далее мы
доказываем, что это решение центрально и содержится в K[X][[̄h̄]]G.

Укажем одно приложение теоремы .. Пусть X0 — гладкое аффин-
ное G-многообразие. Тогда теорема дает изоморфизм алгебр центров
D(X0)G и K[T∗X0]G. Этот результат (в более точной форме) был ранее
доказан Кнопом в [] с помощью сложной алгебро-геометрической
техники.

. Открытая проблема: квантовая теорема
Луны — Ричардсона

Пусть X — некоторое гладкое неприводимое аффинное алгебраи-
ческое многообразие с действием связной редуктивной группы G. Из-
вестно, см. [], что найдется редуктивная подгруппа G0⊂G, для кото-
рой замкнутая орбита общего положения в X изоморфна G/G0. Основ-
ным результатом работы [] является следующая теорема, которая
является полезным средством для описания алгебр инвариантов.

Теорема .. Группа NG(G0) транзитивно переставляет связные
(= неприводимые) компоненты многообразия X G0 . Если X0 — одна из
этих компонент, то ограничение функций с X на X0 индуцирует изо-
морфизм алгебр инвариантов K[X]G∼

=K[X0]NG(G0).



Квантованные гамильтоновы действия 

В частности, если X =g, мы получаем известную теорему Шевалле
об ограничении инвариантов.

Несложно видеть, что если X — симплектическое многообразие,
а группа G действует на X гамильтоново, то подмногообразие X0 сим-
плектическое, NG(G0) будет действовать гамильтоново, а изоморфизм
K[X]G∼

=K[X0]NG (G0) будет пуассоновым.
Хочется получить квантовую версию теоремы ..
Гипотеза .. Пусть на многообразии X задана симплектическая

G-инвариантная связность ∇, с ее помощью построено ∗-произведе-
ние, так что действие G : X становится ∗-гамильтоновым. Определим
∗-произведение на X0 с помощью ограничения связности ∇ (неслож-
но видеть, что X0 является «вполне геодезическим» подмногообрази-
ем в X). Тогда существует изоморфизм квантовых алгебр инвариан-
тов K[X][[̄h̄]]G→K[X0][[̄h̄]]NG(G0), делающий следующую диаграмму
коммутативной.

K[X][[̄h̄]]G //

��

K[X0][[̄h̄]]NG(G0)

��

K[X]G // K[X0]NG(G0).

Здесь нижняя горизонтальная стрелка — изоморфизм из теоре-
мы ., а вертикальные стрелки — гомоморфизмы взятия свободного
члена.
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. Введение

В работе строится семейство аддитивных эндоморфизмов Ψk,

k = 1, 2, … кольца Гротендика квазипроективных многообразий и
кольца Гротендика мотивов Чжоу. Каждое из этих отображений,
примененное к данному многообразию, — многочлен от его симмет-
рических степеней с целыми коэффициентами. Так,

Ψ1(X) = X , Ψ2(X) = 2[S2 X]− [X 2],

где S2 X — симметрический квадрат X . Для полиномов от аффинной
прямой имеет место формула

Ψk(P(L)) = P(Lk).

Построение этих отображений во многом напоминает конструкцию
операций Адамса в K-теории, и для кольца Гротендика мотивов вы-
полнены дополнительно соотношения

Ψi(X ·Y ) = Ψi(X) ·Ψi(Y ), Ψi ◦Ψ j = Ψij,

аналогичные соотношениям для операций Адамса. Этот факт следует
из специальности λ-структуры на кольце Гротендика мотивов, дока-
занной Ф. Хейнлот [].

Построенные операции применяются для изучения степенной струк-
туры на кольце Гротендика. Доказывается формула обращения, поз-
воляющая в разложении

1+ A1 · t+ A2 · t
2
+… = (1− t)−B1 (1− t2)−B2 …

явно выразить показатели Bi через коэффициенты A j . Эта формула
кажется аналогичной формуле «мотивного обращения Мёбиуса», до-
казанной Д. Бурки в [].

В качестве примера вычисляется класс многообразия неприводи-
мых многочленов заданной степени от произвольного количества пе-
ременных в кольце Гротендика квазипроективных (комплексных) ал-
гебраических многообразий. Это позволяет, например, вычислить все
числа Ходжа — Делиня этого многообразия.
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Кроме того, полученные формулы дают возможность дать про-
зрачную интерпретацию в терминах степенных структур формул
Э. Гетцлера [] для характеров эквивариантных когомологий конфи-
гурационных пространств упорядоченных наборов различных точек
заданного многообразия.

. Степенные структуры

Понятие степенной структуры на (полу)кольце было введено
С. М. Гусейн-Заде, И. Луэнго и А. Мелле-Эрнандесом в [].

Определение. Степенной структурой на кольце R называется
отображение

(1+ tR[[t]])×R→ 1+ tR[[t]]: (A(t), m) 7→ (A(t))m
,

удовлетворяющее следующим условиям:
. (A(t))0

=1,

. (A(t))1
= A(t),

. ((A(t) ·B(t))m
= ((A(t))m · ((B(t))m,

. (A(t))m+n
= (A(t))m · (A(t))n

,

. (A(t))mn
= ((A(t))n)m

,

. (1+ t)m
=1+mt+ члены большей степени,

. (A(tk))m
= ((A(t))m)|t→tk .

Степенная структура называется конечно определенной, если для
любого N >0 существует такое M >0, что N — струя ряда (A(t))m од-
нозначно определяется M-струей ряда A(t).

В [] доказано, что конечно определенная степенная структура
задана, если задано правило, описывающее (1 − t)−m для каждого
m∈R, причем (1− t)−m−n

= (1− t)−m · (1− t)−n.
Действительно, если задан ряд 1+ A1t+ A2t2

+ A3t3
+…, то, поде-

лив его на (1− t)−A1 , получим ряд вида 1+ D2t2
+ D3t3

+…, поделим
его на (1− t2)−D2 и т. д. Действуя так, получим разложение ряда в бес-
конечное произведение

1+ A1 · t+ A2 · t
2
+… = (1− t)−B1 (1− t2)−B2 … ()

Если известны значения выражений (1− tk)−Bk ·X , то легко и вычис-
лить A(t)X , полагая

(1+ A1 · t+ A2 · t
2
+…)X

=

∞∏
k=1

(1− tk)−Bk ·X .

Если кольцо R является алгеброй над Q, то в нем можно опреде-
лить экспоненциальное и логарифмическое отображения, поэтому



Операции Адамса и степенные структуры 

можно задать «обычную» степенную структуру формулой

(1+ A1 · t+ A2 · t
2
+…)X := exp(X · ln(1+ A1 · t+ A2 · t

2
+…)).

Легко видеть, что для такой структуры аксиомы — выполнены.
Важно отметить, что эта степенная структура — далеко не един-

ственно возможная. Ниже будет приведен ряд примеров, важных для
приложений степенных структур, отличающихся от этой. Также важ-
но отметить, что в их определениях не используется деление на целые
числа, что позволяет не использовать структуру алгебры над Q.

.. Степенная структура на кольце Гротендика многообразий

Через K0(VarC) будем обозначать кольцо Гротендика квазипро-
ективных алгебраических многообразий. Оно свободно порождено
классами изоморфных комплексных квазипроективных алгебраиче-
ских многообразий по модулю соотношений вида [X]= [Y ]+ [X \Y ],

где Y — замкнутое по Зарисскому подмножество X . Умножение зада-
ется формулой [X] · [Y ]= [X ×Y ]. Через L∈K0(VarC) будем обозначать
класс аффинной прямой.

На кольце Гротендика квазипроективных алгебраических много-
образий определена степенная структура, для которой

(1− t)−[X ]
= 1+ [S1 X]t+ [S2 X]t2

+…,

где Sk X обозначает k-ю симметрическую степень X . Аналогично мож-
но определить степенную структуру и на кольце мотивов Чжоу. На-
пример, при j¾0 известно [], что [SkL j]=Lkj, поэтому

(1− t)−L
j

=

∞∑
k=0

tkLkj
= (1− tL j)−1.

Эта степенная структура имеет прозрачный геометрический смысл:
если A1, A2, … и X — некоторые квазипроективные многообразия и

(1+ A1 · t+ A2 · t
2
+…)X

= 1+B1 · t+B2 · t
2
+…,

то многообразия Bn допускают следующее геометрическое описание.
Рассмотрим на несвязном объединении

⊔∞
i=1 Ai функцию I, тожде-

ственно равную i на Ai. Тогда Bn — это множество пар (K ,ϕ), где K —
конечное подмножество X , а ϕ : K →

⊔∞
i=1 Ai — такое отображение,

что ∑
x∈K

I(ϕ(x)) = n.

На таком множестве пар можно естественным образом ввести струк-
туру квазипроективного алгебраического многообразия. Кроме того,
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несложно проверить, исходя из такого геометрического определения,
что построенная конструкция удовлетворяет всем аксиомам степен-
ной структуры.

Более наглядно эту конструкцию можно описать так: на много-
образии X существуют частицы, которым сопоставлены натуральные
числа (кратности, массы, ...). Частица данной кратности k обладает
сложным внутренним пространством состояний, параметризующих-
ся точками квазипроективного многообразия Ak. Тогда Bn — это кон-
фигурационное пространство наборов частиц суммарной кратности n.
Например, если все Ak — точки, то Bn состоит из всевозможных набо-
ров различных точек на X с кратностями суммарной кратности n, то
есть Bn=Sn X . Поэтому

1+ [S1 X]t+ [S2 X]t2
+… =

= (1+ t+ t2
+…)[X ]

= ((1− t)−1)[X ]
= (1− t)−[X ].

Если, например, A1 — точка, а все остальные Ai пусты, то Bn — множе-
ство неупорядоченных наборов различных точек на X . Производящая
функция для классов таких множеств имеет вид (1+ t)[X ].

Есть и менее тривиальные примеры использования степенных
структур. Так, жорданова нормальная форма матрицы — это набор
ее собственных чисел, каждому из которых сопоставлено разбиение
(диаграмма Юнга). Поэтому множество жордановых форм матриц
n× n — это коэффициент с номером n в ряду (1+ A1 · t+ A2t2

+…)X ,
где X — множество, которое пробегают собственные значения (на-
пример, всё C или C∗, если рассматриваются только невырожденные
матрицы), а Ak — множество диаграмм Юнга веса k. Подробнее
о связанных с этим примером комбинаторных тождествах можно
(немного в другой терминологии) прочесть в статье [].

Еще одним приложением аппарата степенных структур является
комбинаторика схем Гильберта точек на многообразиях. Если X —
гладкое проективное d-мерное многообразие, то множество его нуль-
мерных подсхем длины k может быть снабжено структурой проек-
тивного алгебраического многообразия. Оно называется k-й схемой
Гильберта точек на X и обозначается Hilbk(X). Оказывается, имеет
место тождество []:

(1+ [Hilb1(Cd
, 0)] · t+ [Hilb2(Cd

, 0)] · t2
+…)[X ]

=

= 1+ [Hilb1(X)] · t+ [Hilb2(X)] · t2
+…,

где Hilbk(Cd
, 0) — схема Гильберта, параметризующая подсхемы Cd

длины k с носителем в начале координат. Это тождество не следует
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непосредственно из определения степенной структуры, но выводится
из него после некоторой технической работы [].

Подобные тождества в кольце Гротендика многообразий, которое
выглядит довольно абстрактно, имеют вполне конкретные геомет-
рические следствия. Например, эйлерова характеристика — аддитив-
ный инвариант алгебраических многообразий в том смысле, что

χ(X) = χ(Y)+χ(X \Y ),

если Y — замкнутое по Зарисскому подмножество X . Кроме того,
χ(X × Y ) = χ(X) · χ(Y ), поэтому χ : K0(VarC) → Z— гомоморфизм
колец. Есть и другие аддитивные инварианты алгебраических много-
образий. Так, существует многочлен Ходжа — Делиня []

e: K0(VarC)→ Z(u, v),

совпадающий для гладких проективных многообразий с производя-
щей функцией для чисел Ходжа:

e(X) =
∑
i, j

(−1)i+ juiv j hi, j(X).

На кольце многочленов от нескольких переменных тоже существу-
ет степенная структура, определяемая соотношением

(1− t)−
∑

ak xk

=

∏
(1− txk)−ak .

Известно, что многочлен Ходжа — Делиня осуществляет гомомор-
физм кольца Гротендика многообразий в кольцо многочленов от двух
переменных. Как доказано в [], он является и морфизмом степен-
ных структур, то есть если M , A1, A2, …∈K0(VarC), то

e((1+ A1t+ A2t2
+…)M) = (e(1+ A1t+ A2t2

+…))e(M).

В частности,

χ((1+ A1t+ A2t2
+…)M) = (1+χ(A1)t+χ(A2)t2

+…))χ(M).

Это соображение позволяет переводить формулы в кольце Гро-
тендика в утверждения о числах Ходжа многообразий. В частности,
в примере со схемами Гильберта точек из тождества в кольце Гротен-
дика получается формула Гётше [] для чисел Бетти схем Гильберта
точек. В обозначениях степенной структуры на кольце многочленов
она имеет вид:

(1+ e(Hilb1(Cd
, 0)) · t+ e(Hilb2(Cd

, 0)) · t2
+…)e(X )

=

= 1+ e(Hilb1(X)) · t+ e(Hilb2(X)) · t2
+…
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.. Специальные λ-кольца

Пусть R — некоторое коммутативное кольцо с единицей.
Определение. Отображение λt : R→1+tR[[t]] называется λ-стру-

ктурой на R, если
λt(X +Y ) = λt(X)λt(Y ).

Обычно также считают, что λt(X)=1+ tX+…
Если на кольце задана λ-структура, то можно определить на нем

и степенную структуру, полагая (1− t)−X
=λt(X). С другой стороны,

степенная структура на кольце позволяет ввести на нем множество
различных степенных структур вида

λA
t (X) = (A(t))X

,

где A(t) — произвольный ряд вида 1+ t+… Тем не менее ниже, ес-
ли не оговорено обратное, под λ-структурой на кольце со степенной
структурой будет пониматься именно (1− t)−X .

Пусть σi — i-й элементарный симметрический многочлен от пере-
менных ξ1, …, ξN , si — i-й элементарный симметрический многочлен
от переменных x1, …, xN . Пусть Pn(σ1, …,σn; s1, …, xn) — коэффици-
ент при tn в ряде ∏

1¶i, j¶N

(1+ξi x j t),

а Pn,r(σ1, …,σnr) — коэффициент при tn в ряде
∏

1¶i1<…<ir¶N

(1+ξi1
…ξir

t).

Снабдим 1+ tR[[t]] структурой кольца с λ-структурой. Сложение
задается в нем умножением, умножение ◦ формулой

(1+a1t+a2t2
+…)◦ (1+b1t+b2t2

+…) =

= 1+

∞∑
n=1

Pn(a1, …, an; b1, …, bn)tn
,

а λ-структура формулой

Λr(1+a1t+a2t2
+…) = 1+

∞∑
n=1

Pn,r(a1, …, anr)tn.

Определение. λ-структура на кольце R называется специаль-
ной, если λt : R → 1 + tR[[t]] — гомоморфизм колец, сохраняющий
λ-структуру.
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Ф. Хейнлот [] показала, что λ-структура на кольце Гротендика мо-
тивов Чжоу является специальной. Неизвестно, верно ли аналогичное
утверждение для кольца Гротендика многообразий.

Чтобы использовать это утверждение для вычислений, удобно пе-
реформулировать, следуя [], определение специальной λ-структу-
ры.

Пусть

λt(X)−1 ·
d

dt
λt(X) =

∞∑
n=1

Ψn(X)tn−1.

Тогда определение λ-структуры эквивалентно равенству

Ψi(X +Y ) = Ψi(X)+Ψi(Y ),

а если λ-структура специальная, то []

Ψi(XY ) = Ψi(X)Ψi(Y) и Ψi ◦Ψ j = Ψij

для любых i и j.
Пример. Пусть X =Lk. Тогда λt(X)= (1−Lkt)−1

, откуда

λt(X)−1 ·
d

dt
λt(X) =

Lk

1−Lk t
,

и

Ψn(Lk) = Lkn.

Так как Ψn — аддитивные операции, то Ψn(P(L)) = P(Ln), следо-
вательно, на подкольце многочленов от L λ-структура является
специальной.

На самом деле, операции Адамса на кольце многочленов с целыми
коэффициентами от любого числа переменных имеют аналогичный
вид. Действительно, если q(x)=

∑
ak xk, то

(1− t)−q(x)
= (1− t)−

∑
ak xk

=

∏
(1− txk)−ak ,

поэтому

(1− t)q(x) d

dt
(1− t)−q(x)

=

∑ ak xk

1− txk
=

∞∑
n=1

q(xn
1 , xn

2 , …)tn−1
,

откуда

Ψn(q(x1, x2, …)) = q(xn
1 , xn

2 , …).

Например, отсюда следует, что λ-структура на кольце многочленов
специальная.
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Другим важным примером кольца с естественной специальной
λ-структурой является кольцо Гротендика представлений некоторой
конечной группы G. Каждому представлению ρ : G→GL(V) ставится
в соответствие его характер χ(g) = trρ(g), и кольцо Гротендика
отождествляется с кольцом (комплекснозначных) функций, прини-
мающих равные значения на сопряженных элементах группы G.
При этом характер прямой суммы (тензорного произведения) двух
представлений равен поточечной сумме (произведению) характеров
этих представлений, поэтому отображение характера является го-
моморфизмом кольца представлений в кольцо комплекснозначных
функций.

На кольце представлений есть естественная λ-структура:

λt(V) = 1+

∞∑
k=1

SkV · tk.

Пусть ξ1, …, ξn — собственные числа оператора ρ(g) для некоторого
элемента g ∈ G. Тогда собственные числа оператора Skρ(g), дейст-
вующего на пространстве SkV , — всевозможные произведения вида
ξi1

…ξik
, i1¶…¶ ik. Следовательно,

1+

∞∑
k=1

tk tr Skρ(g) =

n∏
j=1

(1−ξ j t)−1
,

откуда значение характера Ψk(ρ) на элементе g равно ξk
1+…+ξk

n=

= χρ(gk). Следовательно, Ψkχ(g)= χ(gk), откуда, например, очевид-
но, что степенная структура специальная.

Пример. Изначально операции Адамса были введены в K-теории
[]. Пусть X — произвольное топологическое пространство, K0(X) —
группа Гротендика векторных расслоений на нем. На K0(X) есть есте-
ственная λ-структура: если E — (виртуальное) представление, то

(1− t)−E
= 1+

∞∑
k=1

SkE · tk.

Для вычисления операций Адамса удобно воспользоваться принципом
расщепления: если E=

⊕n
i=1

Ei, rk Ei=1, то

Ψk(E) =

n⊕
i=1

Ek
i .

Доказательство этого факта полностью аналогично предыдущему
примеру, и видно, что степенная структура является специальной.
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Пример. Пусть R =
⊕∞

i=0
Ri — градуированное кольцо, то есть

Ri ·R j ⊂Ri+ j. Положим для x ∈R j

Ψk(x) = k j · x.

Нетрудно видеть, что построенные операции являются кольцевыми
гомоморфизмами и Ψk(Ψm(x))=Ψkm(x). Поэтому Ψk являются опе-
рациями Адамса для некоторой специальной степенной структуры.
Ясно, какой вид имеет эта структура: если x∈R j , то

(1− t)−x
= exp

� ∞∑
k=1

Ψk(x)
tk

k

�
= exp

� ∞∑
k=1

k j−1tk
�
=

= 1+ t+
�

2 j−1
+

1
2

�
t2
+

�
3 j−1

+2 j−1
+

1
6

�
t3
+…

Такая странная на первый взгляд степенная структура возникает
естественным образом, например, в кольце когомологий четной раз-
мерности произвольного топологического пространства X. Характер
Черна ch является гомоморфизмом из K0(X) в H2∗(X). Если E — линей-
ное расслоение на X , то

c1(Ψk(E)) = c1(Ek) = kc1(E) = Ψk(c1(E)).

Так как Ψk — кольцевые гомоморфизмы, то

ch(Ψk(E) = ec1(Ψk(E))
= Ψk(ec1(E)) = Ψk(ch(E)).

Из принципа расщепления и свойств операций Адамса следует, что
и для любого расслоения E

ch(Ψk(E)) = Ψk(ch(E)), ch((1− t)−E) = (1− t)−ch(E).

. Формула обращения

Доказательство формулы (), взятое из [], несложно, но не дает
явных формул, выражающих Bi через коэффициенты A(t). Оказывает-
ся, такие формулы могут быть легко записаны в терминах введенных
операций Адамса.

Теорема . Пусть

A(t)−1 d

dt
A(t) =

∞∑
n=1

Cntn−1.

Тогда

nBn =

∑
i1,…,is−1>1
i1·…·is=n

(−1)s−1
Ψi1

…Ψis−1
(Cis

),
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а если соответствующая λ-структура на кольце специальная, то

nBn =

∑
d|n

µ(d)Ψd
�

C n

d

�
,

где µ— функция Мёбиуса.
Доказательство. Заметим, что

(1− tk)Bk
d

dt
(1− tk)−Bk = ktk−1

∞∑
n=1

Ψn(B)tk(n−1)
=

∞∑
n=1

Ψn(kBk)tkn−1
,

поэтому равенство () эквивалентно равенству

∞∑
n=1

Cntn−1
=

∞∑
k,m=1

Ψm(kBk)tkm−1
,

то есть ∑
km=n

Ψm(kBk) = Cn.

С другой стороны, легко видеть, что выражения для Bk в условии
леммы удовлетворяют последнему равенству, что и доказывает лем-
му.

Пример . Пусть A(t) = exp(at), тогда C(t) = a, то есть C1 = a,

Ci=0, i>1. Предположим, что λ-структура специальная. Тогда

nBn =

∑
d|n

µ(d)Ψd(C n

d
) = µ(n)Ψn(a), Bn =

µ(n)

n
Ψn(a).

Следовательно,

exp(at) =

∞∏
n=1

(1− tn)−
µ(n)

n
Ψn(a)

,

где, напомним, возведение в степень в правой части понимается
в смысле степенной структуры. В частности, при a = 1 получаем
равенство формальных рядов

et
=

∞∏
n=1

(1− tn)−
µ(n)

n .

Пример . Пусть A(t) = 1 + at, тогда C(t) =
a

1+at
, откуда C j =

=−(−a) j. Предположим, что λ-структура специальная, тогда

nBn = −
∑
d|n

µ(d)Ψd((−a)
n

d ).
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Значит,

d

dt
ln((1+at)x) =

∞∑
n=1

Dntn−1
,

где

Dn =

∑
km=n

Ψm(kBk · x) = −
∑

km=n

Ψm

�∑
d|k

µ(d)Ψd((−a)
k

d ) · x
�
=

= −
∑

dsm=n

µ(d)Ψmd((−a)s)Ψm(x).

Таким образом,

ln((1+at)x) = −
∞∑

d,s,m=1

µ(d)Ψmd((−a)s)Ψm(x)
tdsm

dsm
=

=

∞∑
d,m=1

µ(d)

dm
ln(1+Ψmd(a)tmd)Ψm(x) =

=

∞∑
n=1

ln(1+Ψn(a)tn)
1

n

∑
m|n

µ
�

n
m

�
Ψm(x).

Получаем формулу

(1+at)x
=

∞∏
n=1

(1+Ψn(a)tn)

1

n

∑
m|n

µ
�

n

m

�
Ψm(x)

,

где в левой части возведение в степень понимается в смысле степен-
ной структуры, а в правой — в «обычном смысле экспоненты от лога-
рифма».

Рассмотрим, например, кольцо Λ многочленов с целыми коэффи-
циентами от бесконечного числа переменных x1, x2, … Пусть pk =

=xk
1
+xk

2
+… — элементарные многочлены Ньютона. Тогда Ψk(p1)=pk.

Пусть X — квазипроективное алгебраическое многообразие,
F(X , n) — множество упорядоченных наборов из n различных точек

на X , e
Sn

F(X ,n)
(u, v) — эквивариантный многочлен Ходжа — Делиня []

для F(X , n) относительно естественного действия группы переста-
новок Sn на F(X , n). Пусть B(X , n) — множество неупорядоченных
наборов различных точек на X . Э. Гетцлер [] доказал, что имеет
место тождество

1+

∞∑
n=1

tne
Sn

F(X ,n)
(u, v) =

∞∏
n=1

(1+ pntn)

1

n

∑
m|n

µ
�

n

m

�
Ψm(eX (u,v))

.
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Мы видим, что это равенство можно переписать в виде

1+

∞∑
n=1

tne
Sn

F(X ,n)
(u, v) = (1+ p1t)eX (u,v)

, ()

где правая часть понимается в смысле степенной структуры на кольце
Λ⊗Z(u, v).

Пример а. Можно показать [], что после замены всех pi на 
в характере представления получится (виртуальная) кратность вхож-
дения тривиального представления в данное. Поэтому если заменить
все pi на  в формуле Гетцлера, получится производящая функция
для Sn-инвариантных подпространств в когомологиях F(X , n), то есть
производящая функция для многочленов Пуанкаре (с компактными
носителями) факторпространств B(X , n)= F(X , n)/Sn. Таким образом,

1+

∞∑
n=1

tnPB(X ,n)(q) =

∞∏
n=1

(1+ tn)

1

n

∑
m|n

µ
�

n

m

�
Ψm(P(X ))

,

что, по вышесказанному, совпадает с (1+ t)P(X ) в смысле степенной
структуры. Это совпадение не случайно и следует из геометрического
смысла степенной структуры. Если bk — k-е число Бетти многообра-
зия X , то

(1+ t)P(X )
=

(1− t2)P(X)

(1− t)P(X)
=

∞∏
k=0

(1− t2qk)(−1)k bk

(1− tqk)(−1)k bk
.

Пример б. Петле на B(X , n) соответствует автоморфизм накры-
тия F(X , n)→ B(X , n), то есть элемент Sn. Поэтому, например, зна-
ковому представлению Sn соответствует некоторое одномерное пред-
ставление π1(B(X , n)).

Можно показать [], что после замены pi на (−1)i−1 в характере
представления получится (виртуальная) кратность вхождения знако-
вого представления в данное. Поэтому если заменить все pi на (−1)i−1

в формуле Гетцлера, то получится производящая функция для много-
членов Пуанкаре (с компактными носителями) B(X , n) с коэффици-
ентами в знаковом представлении. Таким образом,

1+

∞∑
n=1

tn
∞∑

k=0

(−1)kqk dim Hk
c (B(X , n),±C) =

=

∞∏
n=1

(1+ (−1)n−1tn)

1

n

∑
m|n

µ(n/m)Ψm(P(X ))

,
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что по вышесказанному совпадает с (1− u)P(X )|u=−t в смысле степен-
ной структуры. Если bk — k-е число Бетти X , то

(1−u)P(X )|u=−t =

∞∏
k=0

(1−uqk)(−1)k bk |u=−t =

∞∏
k=0

(1+ tqk)(−1)k bk .

Пример в. Можно показать [], что коэффициент при pn
1 в харак-

тере представления Sn равен (виртуальной) размерности представле-
ния, умноженной на n!. Поэтому если заменить все pi на  при i> 0
в формуле Гетцлера, то получится экспоненциальная производящая
функция для многочленов Пуанкаре (с компактными носителями)
F(X , n). Таким образом,

1+

∞∑
n=1

tn

n!
PF(X ,n)(q) = (1+ t)P(X )

,

где возведение в степень понимается в «обычном» смысле.
Пример . О. Томмаси [, ] доказала, что гомологии простран-

ства модулей гиперэллиптических кривых любого рода тривиальны
(но имеют ненулевой вес). Используя степенную структуру, легко
проверить, что многочлен Ходжа — Делиня пространства модулей
гиперэллиптических кривых рода g равен (uv)4g−2. Действительно,
всякая гиперэллиптическая кривая взаимно однозначно соответству-
ет набору из 2g + 2 неупорядоченных различных точек на P1 с точ-
ностью до действия PGL(2,C). Проективизация пространства матриц
2×2 — это CP3, его класс в кольце Гротендика равен L3

+L2
+L+ 1.

Вырожденные матрицы лежат на квадрике Сегре, класс которой
равен (1+L)2

=1+2L+L2. Значит,

[PGL(2,C)] = (L3
+L2

+L+1)− (1+2L+L2) = L3−L.

С другой стороны, производящая функция для классов неупорядочен-
ных наборов точек на P1 имеет вид:

(1+ t)1+L
= (1+ t) ·

(1− t)−L

(1− t2)−L
=

(1−Lt2)(1+ t)

(1−Lt)
.

Коэффициент при tk в разложении этой функции равен Lk−Lk−2 при
k¾4. Поэтому класс пространства модулей гиперэллиптических кри-
вых в кольце Гротендика равен

L2g+2−L2g

L3−L
= L2g−1

,

что и требовалось доказать.
Оказывается, равенство из примера  может быть обобщено на

произвольные ряды.
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Теорема . (1+ A1t+ A2t2
+…)X

=

=

∞∏
n=1

(1+Ψn(A1)tn
+Ψn(A2)t2n

+…)

1

n

∑
m|n

µ
�

n

m

�
Ψm(X )

, ()

где в левой части возведение в степень понимается в смысле степен-
ной структуры, а в правой — в смысле «экспоненты от логарифма».

Доказательство. Докажем сначала, что правая часть равен-
ства () задает степенную структуру. Свойcтва , , , ,  очевидны.
Свойство  следует из равенства

∑
m|n

µ(n/m) = δn,1. Докажем свой-

ство . С точки зрения этой (предполагаемой) структуры

((A(t))X )Y
=

�
∞∏

n=1

(1+Ψn(A1)tn
+Ψn(A2)t2n

+…)

1

n

∑
m|n

µ(n/m)Ψm(X )
�Y
=

=

∞∏
k=1

∞∏
n=1

Ψk

h
(Ψn(A)(tkn))

1

n

∑
m|n

µ(n/m)Ψm(X )i 1
k

∑
l|k

µ(k/l)Ψl (Y )

=

=

∞∏
k=1

∞∏
n=1

(Ψkn(A)(tkn))

1

kn

∑
m|n

∑
l|k

µ(n/m)µ(k/l)Ψk m(X )Ψl (Y )

.

Положим a=kn, b=km.Тогда n/m=a/b. Заметим, что
∑

k : k|b, l | k

µ(k/l) =
∑

f |(b/l)

µ( f ) = δb/l,1.

Следовательно,
∑
kn=a

∑
m|n

∑
l|k

µ(n/m)µ(k/l)Ψkm(X)Ψl(Y ) =

=

∑
b|a

µ(a/b)Ψb(X)Ψb(Y) =
∑
b|a

µ(a/b)Ψb(XY ).

Поэтому

∞∏
k=1

∞∏
n=1

(Ψkn(A)(tkn))

1

kn

∑
m|n

∑
l|k

µ(n/m)µ(k/l)Ψk m(X )Ψl (Y )

=

=

∞∏
a=1

(Ψa(A)(ta)

1

a

∑
b|a

µ(a/b)Ψb(XY )

.

Таким образом, свойство  также выполнено, и правая часть ()
задает степенную структуру. Осталось проверить совпадение этой
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структуры с исходной на A(t)= (1− t)−X . Прологарифмировав выра-
жение

∞∏
n=1

(1− tn)
− 1

n

∑
m|n

µ(n/m)Ψm(X )

, ()

получим

−
∞∑

n=1

1
n

∑
m|n

µ(n/m)Ψm(X) ln(1− tn) =

∞∑
n=1

∑
m|n

∞∑
k=1

1
n
µ(n/m)

1

k
tkn
Ψm(X) =

=

∞∑
s,m=1

∑
l|s/m

µ(l)
1
s

ts
Ψm(X) =

∞∑
s=1

1
s

ts
Ψm(X).

Поэтому логарифмическая производная () равна

∞∑
s=1

ts−1
Ψm(X),

что и требовалось доказать.
Пример . Пусть PN — проективизация множества многочленов

степени N от n переменных, а IrrN — проективизация множества
неприводимых многочленов степени N от n переменных.

Класс PN в кольце Гротендика равен

[PN ] =
L( n

n+N)−L( n
n+N−1)

L−1
.

Пусть

P(L, t) = 1+

∞∑
N=1

[PN ]tN .

Заметим, что (L− 1)P(L, t) — степенной ряд по переменным L и t,
поэтому P(L, t) можно единственным образом разложить в степенной
ряд по L и t, начинающийся с .

Пусть

P(L, t)−1 ∂
∂t

P(L, t) =

∞∑
n=1

Cn(L)tn−1.

Теорема . n[Irrn]=
∑
d|n

µ(d)C n

d
(Ld).

Доказательство. Так как в кольце многочленов разложение на
неприводимые множители однозначно с точностью до умножения на
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константу, то можно определить множество Pi1i2… многочленов, в раз-
ложении которых i1 неприводимых множителей степени , i2 — степе-
ни  и т. д. (ik=0 для достаточно больших k).

Заметим, что

Pi1i2… = (Si1 Irr1)× (Si2 Irr2)×…

и
PN =

⊔
i1+2i2+…=N

Pi1i2…,

поэтому

P(L, t) =

∞∑
N=0

[PN ]tN
=

∞∏
k=1

(1− tk)−[Irrk].

Теперь утверждение теоремы следует из леммы  и примера перед
ней.

Следствие . Многочлен Ходжа — Делиня проективизации мно-
жества неприводимых многочленов определяется формулой

n · eIrrn
(u, v) =
∑
d|n

µ(d)C n

d
(udvd).

Можно, например, вычислить эйлерову характеристику Irri. Дей-
ствительно,

∞∏
i=1

(1− ti)−χ(Irri) =
1

(1− t)n .

Логарифмируя, получаем∑
i

χ(Irri) ln(1− ti) = n ln(1− t),

или ∑
n

χ(Irri)
∑

l

til/l = n
∑

k

tk/k.

Приравнивая коэффициенты, получаем∑
i|k

iχ(Irri) = n,

откуда по формуле обращения Мёбиуса

χ(Irri) =
2

i

∑
k|i

µ(i),

что равно n при i=1 и  при больших i.
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. Плетизмы и представления симметрических
групп

Пусть Λ— кольцо симметрических многочленов от бесконечного
количества переменных. На Λ, как и на любом кольце многочленов,
есть естественная λ-структура. Легко проверить, что она является
специальной.

Для любого λ-кольца R можно построить естественное отображе-
ние, по паре элементов f ∈Λ и X ∈R строящее элемент f ◦ X и удовле-
творяющее следующим свойствам:

) ( f1+ f2)◦ X = f1 ◦ X + f2 ◦ X ;

) ( f1 f2)◦ X = ( f1 ◦ X)( f2 ◦ X);

) pk ◦ X =Ψk(X).

Несложное вычисление показывает, что

(1− t)−X
=

∞∑
k=0

hk ◦ Xtk.

Можно проверить, что λ-кольцо специальное тогда и только тогда,
когда для любых f , g, X ( f ◦ g)◦ X = f ◦ (g ◦ X).

Рассмотрим прямую сумму колец представлений групп Sk по всем k.
Каждому представлению V группы Sk можно поставить в соответ-
ствие характер — однородный многочлен из Λ степени k, определяю-
щийся формулой

ch(V) =
∑
σ∈Sk

Tr(σ|V ) · p
i1(σ)

1 ·… · pik(σ)

k
,

где is(σ) — количество циклов длины s в подстановке σ.
Как показано в [], «естественные» операции над представлени-

ями соответствуют естественным операциям над их характерами:
характер прямой суммы представлений равен сумме их характеров,
если V — представление Sk, а W — представление Sm, то характер

представления Ind
Sk+m

Sk×Sm
(V ⊗ W) равен произведению характеров V

и W . Кроме того, на представлениях есть и так называемая операция
плетизма: если V — представление Sk, а W — представление Sm, то на
V ⊗W⊗k естественным образом действует полупрямое произведение
групп Sk и (Sm)k. Плетизмом называется представление

V ◦W = Ind
Skm

Sk∝(Sm)k (V ⊗W⊗k).

Оказывается [],

ch(V ◦W) = ch(V)◦ ch(W).
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В частности, если V — тривиальное одномерное расслоение Sk, то
ch(V)=hk, а ch(V ◦W)=hk ◦ ch(W). Например, производящая функция
для характеров таких представлений равна

∞∑
k=0

hk ◦ ch(W) = (1− t)−ch(W).

Рассмотрим прямую сумму колец Гротендика представлений всех
симметрических групп:

R =

∞⊕
n=1

R(Sn).

Умножение на кольце R зададим формулой

V ⊙W = Ind
Sk+m

Sk×Sm
(V ⊗W),

если V — представление Sk, а W — представление Sm (произведение
будет представлением Sk+m).

Как показано в [, ], отображение характера осуществляет изо-
морфизм этого кольца на кольцо Λ. При этом, как видно из приве-
денных формул, степенной структуре на кольце многочленов соответ-
ствует степенная структура на кольце R, для которой

(1− t)−W
=

∞∑
k=0

tk · Ind
Skm

Sk∝(Sm)k W⊗k

для представления W группы Sm.

. Пространства модулей кривых

Как уже упоминалось выше, О. Томмаси доказала, что рациональ-
ные когомологии пространства модулей гиперэллиптических кривых
любого рода тривиальны. Следовательно, так как любая гладкая
комплексная кривая рода  является гиперэллиптической, то кого-
мологии пространства модулейM2 кривых рода  также тривиальны.
Это означает, что описанная выше техника может дать выражение
для Sn-эквивариантной эйлеровой характеристики (или многочлена
Ходжа — Делиня) пространства M2,n модулей кривых рода  с n
отмеченными точками для всех n.

Ситуация, однако, осложняется тем, что отображение забывания
M2,n →M2 не является настоящим расслоением. Дело в том, что
кривые могут иметь нетривиальную группу автоморфизмов (на-
пример, любая гиперэллиптическая кривая имеет нетривиальный
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автоморфизм — гиперэллиптическую инволюцию), и слоем отобра-
жения забывания будет фактор пространства наборов различных
упорядоченных точек на кривой по действию группы автоморфизмов
кривой.

Рассмотрим следующую задачу: пусть на многообразии X действу-
ет конечная группа G, причем каждый ее нетождественный элемент
имеет конечное количество неподвижных точек. Пусть v(g) — поря-
док элемента g. Пусть также Ok(g) — число орбит длины k действия
элемента g (конечно, 1¶k¶ v(g)−1 и k | v(g)).

Теорема .

∞∑
n=0

tnχSn (F(X , n)/G) =
1

|G|

∑
g∈G

∏
k|v(g)

(1+ pktk)Ok (g) · (1+ pv(g)tv(g))
χ(X)

v(g)

(1+ pv(g)tv(g))

1
v(g)

∑
l|v(g)

l·Ol (g)
.

Доказательство. Пусть R∈Rep(G) — знакопеременная сумма ко-
гомологий X как представлений G (лежащая в кольце Гротендика
представлений группы G). Тогда по формуле Гетцлера аналогичная
сумма для Sn-эквивариантных когомологий F(X , n) равна

∞∏
k=1

(1+ pktk)

1

k

∑
d|k

µ(k/d)Ψd(R)

,

и ее характер на элементе g равен

ξ(g) =

∞∏
k=1

(1+ pktk)

1

k

∑
d|k

µ(k/d)χ(gd)

,

если χ— характер представления R. Заметим, что из теоремы Леф-
шеца следует, что χ(e)= χ(X), а для остальных g χ(g) равно коли-
честву неподвижных точек отображения g. Кроме того, размерность
G-инвариантной части в когомологиях F(x, n) равна

1

|G|

∑
g∈G

ξ(g).

Пусть порядок g равен v. Тогда если d делится на v, то χ(gd)=

= χ(X), а в противном случае количество неподвижных точек gd

равно количеству точек в орбитах, длина которых делит d, то есть∑
l|d

l ·Ol(g). Таким образом,

1

k

∑
d|k

µ(k/d)χ(gd) =
1

k

∑
d|k, v | d

µ(k/d)χ(X)+
1

k

∑
d|k, v∤d

µ(k/d)
∑
l|d

l ·Ol(g).
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Заметим, что

1

k

∑
d|k

µ(k/d)
∑
l|d

l·Ol(g) =
1

k

∑
l|k

l·Ol(g)
∑

d|k, l | d

µ(d) =
1

k
k·Ok(g) = Ok(g),

1

k

∑
d|k, v|d

µ(k/d)
∑
l|d

l·Ol(g) =
1

k

∑
d|k, v|d

µ(k/d)
∑
l|v

l·Ol(g) = δv,k
1

k

∑
l|v

l·Ol(g),

1

k

∑
d|k, v | d

µ(k/d)χ(X)= δk,v
1

k
χ(X).

Объединяя эти ответы, получим

ξ(g) =
∏
k|v

(1+ pktk)Ok(g) · (1+ pv tv)
1

v
χ(X )(1+ pv tv)

1

v

∑
l|v

l·Ol (g)

,

откуда и следует утверждение теоремы.
Следствие .

∞∑
n=0

tn

n!
χ(F(X , n)/G) =

1

|G|
((1+ t)χ(X )

+

∑
g 6=e

(1+ t)L(g)),

где L(g)=O1(g) — число неподвижных точек отображения g.
Замечание. Нужно отметить, что показатель степени выражения

1+ pv(g)tv(g) в формулировке теоремы  является целым числом. Дей-
ствительно, он равен

1

v(g)

�
χ(X)−
∑

l ·Ol(g)
�

,

то есть эйлеровой характеристике факторпространства точек, орби-
та которых состоит из v(g) точек, по (свободному) действию цикли-
ческой подгруппы, порожденной g. Вообще, если обозначить через
Xk(g) множество точек на X , орбита которых при действии элемен-
том g имеет длину k, то полученную формулу можно переписать в та-
ком виде:

∞∑
n=0

tnχSn (F(X , n)/G) =
1

|G|

∑
g∈G

∏
k|v(g)

(1+ pktk)χ(Xk(g)/<g>).

Для вычисления эквивариантной эйлеровой характеристикиM2,n

нужно описать гиперэллиптические кривые, имеющие дополнитель-
ные симметрии. Для этого нужно описать наборы из  точек на CP1,
имеющие нетривиальные группы симметрий, и найти эйлеровы ха-
рактеристики пространств модулей соответствующих кривых.
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Сумма эйлеровых характеристик равна  согласно теореме О. Том-
маси ([],[], см. выше).

Сумма эйлеровых характеристик стратов, деленных на порядки со-
ответствующих групп симметрий (орбифолдная эйлерова характери-

стика), равна −
1

240
в согласии с формулой Харера — Загира []:

χorb(Mg,n) = (−1)n (2g−3+n)!(2g−1)

(2g)!
B2g,

где B2g — числа Бернулли. При g=2 B2g=
−1

30
, откуда

χorb(M2,0) =
1 ·3
4!
·
−1
30
=
−1
240

.

Сложив ответы для разных стратов, получим []
Предложение.

∞∑
n=0

tnχSn (M2,n) = −
1

240
(1+p1t)−2−

1
240

(1+p1t)6(1+p2t2)−4
+

+
2
5

(1+p1t)3(1+p5t5)−1
+

2
5

(1+p1t)(1+p2t2)(1+p5t5)(1+p10t10)−1
+

+
1

6
(1+p1t)2(1+p2t2)(1+p6t6)−1−

1
12

(1+p1t)4(1+p3t3)−2−

−
1

12
(1+p2t2)2(1+p3t3)2(1+p6t6)−2

+
1

12
(1+p1t)2(1+p2t2)−2

+

+
1
4

(1+p1t)2(1+p4t4)(1+p8t8)−1−
1
8

(1+p1t)2(1+p2t2)2(1+p4t4)−2.

Используя программу Maple, получим

∞∑
n=0

tnχSn (M2,n) = 1+2p1 · t+ p2
1 · t

2
+

�
1
2

p4+
2
3

p1 p3−
1

6
p4

1

�
· t4
+… =

= 1+2s1 · t
4
+ (s1+ s2) · t2

+ (s4− s3,1− s2,2) · t4
+…,

что согласуется с ответами, полученными Гетцлером [], а также Том-
маси и Бергстрёмом [].

Автор благодарен С. М. Гусейн-Заде, М. Э. Казаряну и С. К. Ландо за
многочисленные обсуждения.
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О логических теориях и конечных автоматах

на бесконечных последовательностях

Юрий Притыкин

, второе место в номинации «Студенты»

В работе показан пример связи логики и комбинаторики. Обсуждается
связь вопросов разрешимости монадических теорий второго порядка бес-
конечных последовательностей и конечно-автоматных преобразователей,
действующих на бесконечных последовательностях.

. Введение

Рассмотрим следующий общий вопрос: дана функция — какие
у нее свойства и как научиться их определять? Ограничимся функ-
циями вида N→N, принимающими лишь конечное множество раз-
личных значений. Такие функции мы будем отождествлять с последо-
вательностями букв конечного алфавита.

Рассмотрим следующие простые вопросы о последовательности x:
входит ли в x символ a? Входит ли слово u? Входит ли слово u беско-
нечно много раз? Можно сформулировать и более сложные вопросы
про последовательность. Различные, в том числе и перечисленные
только что, свойства бесконечных последовательностей могут быть
выражены в логической теории первого порядка. Под такой теорией
для последовательности x ∈ AN мы будем понимать следующее. Фор-
мально, в качестве структуры возьмем 〈N, S,<, X〉, где N— множество
натуральных чисел, которое пробегают индивидные переменные,
S — двухместный предикат следования, < — двухместный преди-
кат порядка на натуральных числах, X — функциональный символ,
интерпретируемый как последовательность x : N → A. В качестве
теории берем обычную теорию первого порядка, истинность формул
интерпретируем естественным образом. Во всех рассматриваемых
нами теориях мы подразумеваем наличие двухместного предиката
равенства, интерпретируемого естественным образом.

Ясно, что у такой реализации есть много вариантов, эквивалент-
ных между собой по выразительным способностям. Например, можно
было вместо двухместного предиката следования взять в структуру
одноместную функцию следования. Можно было и не брать предикат
следования вообще, потому что он выразим через неравенство. Точно
так же вместо одной функции X можно было взять семейство преди-
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катов Xa по одному для каждого a∈ A, истинных ровно там, где в x
стоит буква a. Можно обойтись и меньшим — логарифмическим по
отношению к размеру алфавита последовательности — количеством
предикатов. Кроме того, поскольку константа  выразима в опреде-
ленной выше структуре, ясно, что можно было, не меняя множество
выразимых формул, добавить в структуру все константы.

Теорию, определенную выше, будем обозначать T x.
Несложно видеть, что простые свойства последовательности x,

типа упомянутых в начале раздела, можно выразить в теории T x.
Например, формула ∀p ∃q ∃r (q> p)∧ S(q, r)∧ X(q)=0∧ X(r)=1 озна-
чает свойство вхождения в x бесконечное количество раз слова .
Тем не менее, некоторые достаточно просто формулируемые свой-
ства, которые, возможно, хотелось бы выразить, в теории первого
порядка выразить нельзя, например, «бесконечное слово в алфавите
{a, b}, в котором между любыми последовательными вхождениями b
(такими, между которыми нет других вхождений b) входит нечетное
количество букв a».

Гораздо больше можно выразить в более сильной монадической
теории второго порядка. В такой теории, кроме обычных перемен-
ных по натуральным числам p, q, …, разрешены также монадиче-
ские переменные по множествам (или по одноместным предикатам)
P, Q, … Вводятся также соответствующие атомарные формулы ви-
да P(p), Q(p), …, обозначающие «p принадлежит P», «p принадле-
жит Q»... Разрешены также кванторы по монадическим переменным.
Такую теорию мы будем обозначать MT x.

Теории, аналогичные вышеперечисленным, но не расширенные
последовательностью, будем обозначать соответственно T〈N,<〉,
MT〈N,<〉.

Теория MT x богаче теории T x. Например, упомянутое выше не
выразимое в теории первого порядка свойство в монадической тео-
рии выражается так:

∀p∀q((X(p) = b)∧ (X(q) = b)∧ (p < q)∧∀r((p < r)∧ (r < q)→

→ (X(r) = a))→ ∃Y (∀u∀v(S(u, v)→ (Y(u)↔¬Y (v)))∧Y(p)∧Y(q)))

Как и в случае с теориями первого порядка, в описанной формали-
зации монадической теории многое можно реализовать по-другому.
Например, можно отказаться от неравенства, потому что в монади-
ческой теории оно выразимо через следование. Мы будем переходить
от одной реализации к другой для удобства.

Для формулы ϕ в любом из вышеописанных языков будем обозна-
чать через L(ϕ) множество всех последовательностей x, для которых
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эта формула верна (то есть верна, если интерпретировать входящую
в нее единственную свободную переменную по функциям X как x).

Естественным (и основным для нас) вопросом о любой теории яв-
ляется вопрос о ее разрешимости. Теория разрешима, если существует
алгоритм, который по любой замкнутой формуле определяет ее ис-
тинность.

Основной вопрос здесь — полностью описать класс последователь-
ностей, для которых разрешима их монадическая теория. В такой
формулировке вопрос не решен и, видимо, удовлетворительно решен
быть не может.

Однако благодаря применению теории автоматов для достаточно
широких классов последовательностей можно получить критерий
разрешимости их монадических теорий. В разделе  мы определяем
автоматы Бюхи и Мюллера на последовательностях и обсуждаем,
как они связаны с вопросами разрешимости логических теорий.
В разделе  мы определяем некоторые классы последовательностей со
свойствами, близкими к свойствам периодических последовательно-
стей. В разделе  мы обсуждаем результаты о конечно-автоматных
преобразованиях последовательностей со свойствами типа почти
периодичности и следствия из этих результатов о разрешимости
монадических теорий таких последовательностей.

Подробнее о монадических теориях последовательностей см., на-
пример, [, , ]. Настоящая статья получена переработкой из не-
скольких разделов обзорной статьи []. В частности, в [] можно
найти доказательства многих результатов, которые ниже приводят-
ся без доказательства. О морфических и автоматных последователь-
ностях, о которых идет речь в конце статьи, можно также прочесть
в монографии [].

. Монадические теории и конечные автоматы

Назовем (недетерминированным) автоматом Бюхи совокупность
M = 〈A, Q, eq,∆, F〉, где A — входной алфавит, Q — множество состо-
яний, eq ∈ Q — начальное состояние, ∆⊆ Q × A× Q — множество пе-
реходов, F ⊆ Q — множество заключительных состояний. Ходом ав-
томата M на последовательности x = x(0)x(1)x(2)… называется та-
кая последовательность состояний ρ = ρ(0)ρ(1)ρ(2)…, что ρ(0)= eq
и 〈ρ(i), x(i),ρ(i+ 1)〉 ∈∆ для любого i. Мы говорим, что автомат M
принимает x, если существует хотя бы один ход ρ автомата M на x,
для которого хотя бы одно состояние, встречающееся в ρ бесконеч-
ное количество раз, входит в множество заключительных состоя-
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ний F. Определяя детерминированный автомат Бюхи, множество
переходов ∆ ⊆ Q × A × Q можно заменить на функцию переходов
δ : Q × A→ Q (с естественными изменениями для определения хода
автомата).

Есть немного другой вариант понятия автомата на последова-
тельности. Назовем (недетерминированным) автоматом Мюллера
совокупность M = 〈A, Q, eq,∆,F〉, где A — входной алфавит, Q — мно-
жество состояний, eq ∈ Q — начальное состояние, ∆ ⊆ Q × A × Q —
множество переходов, F ⊆ 2Q — множество заключительных макро-
состояний. Здесь под макросостоянием мы понимаем элемент множе-
ства 2Q, то есть произвольное подмножество множества состояний Q.
Ходом автомата M на последовательности x = x(0)x(1)x(2)… назы-
вается такая последовательность состояний ρ=ρ(0)ρ(1)ρ(2)…, что
ρ(0)= eq и (ρ(i), x(i),ρ(i + 1)) ∈∆ для любого i. Назовем пределом
(предельным макросостоянием) автомата M на последовательности
x вдоль хода ρ множество всех таких состояний, которые встречаются
в ρ бесконечное количество раз, обозначим это множество через
limρ M . Мы говорим, что автомат M принимает x, если существует
хотя бы один ход ρ автомата M на x, для которого limρ M ∈F . Дру-
гими словами, слово принимается, если хотя бы на каком-нибудь
ходе предельное макросостояние принадлежит множеству заклю-
чительных макросостояний F . Аналогично предыдущему, опреде-
ляя детерминированный автомат Мюллера, множество переходов
∆⊆Q× A×Q можно заменить на функцию переходов δ : Q× A→Q
(с естественными изменениями для определения хода автомата).

Для автомата M Бюхи или Мюллера множество всех последова-
тельностей, которые принимаются автоматом M , обозначим L(M).

Для примера рассмотрим множество L последовательностей в ал-
фавите {a, b, c}, в которые если a входит бесконечное количество раз,
то и b входит бесконечное количество раз. Автоматы Мюллера и Бю-
хи, принимающие в точности слова множества L, показаны на рис. 
(автомат Бюхи понадобился недетерминированный).

Это пример общей ситуации.
Теорема . []. Недетерминированные автоматы Бюхи, неде-

терминированные автоматы Мюллера и детерминированные авто-
маты Мюллера распознают один и тот же класс множеств после-
довательностей. Более того, по автомату одного типа можно полу-
чать эквивалентный автомат другого типа алгоритмически.

Множество последовательностей, распознаваемое автоматом Мюл-
лера или автоматом Бюхи, будем называть регулярным. Детермини-
рованные автоматы Бюхи распознают меньший класс множеств.
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Рис. . Пример автомата Мюллера (вверху) и автомата Бюхи (внизу), принимающих
одно и то же множество последовательностей. Множество принимающих макросо-
стояний автомата Мюллера дано списком. Принимающие состояния автомата Бюхи

отмечены темным цветом

Оказывается, между описанием множеств последовательностей
с помощью конечных автоматов и описанием их формулами монади-
ческого языка есть прямая связь.

Теорема . []. Существует алгоритм, который по каждому ав-
томату Бюхи M строит формулу ϕ монадического языка, такую что
L(M)= L(ϕ), и наоборот, по любой формуле ϕ строит такой авто-
мат Бюхи M , что L(ϕ)= L(M).
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Следствие .. Множество последовательностей регулярно тогда
и только тогда, когда оно выразимо в монадическом языке.

Следствие . []. Теория MT〈N,<〉 разрешима.
Нас же интересует ситуация, когда теория MT〈N,<〉 расширена

последовательностью. Несложно видеть, что выполняется следующее
следствие из теоремы Бюхи (теоремы .).

Следствие .. Монадическая теория последовательности x раз-
решима тогда и только тогда, когда существует алгоритм, который по
любому автомату Бюхи (или любому детерминированному автомату
Мюллера) может определить, принимает ли этот автомат последова-
тельность x или нет.

Следствие . дает способ устанавливать разрешимость монадиче-
ских теорий некоторых типов последовательностей.

. Почти периодичность

Последовательность x периодическая, если для некоторого T ∈N,
называемого периодом, имеем x(i)= x(i+ T) для любого i ∈N. В со-
ответствии с общепринятым соглашением, периодом мы называ-
ем также и слово x[0, T − 1]. Будем называть последовательность
заключительно периодической, если то же выполнено для всех i,
начиная с некоторого K. Тогда x[0, K − 1] называется предпериодом.
Предпериодом будем называть также и число K. Последовательность,
не являющаяся заключительно периодической, называется аперио-
дической. Множество всех периодических последовательностей обо-
значим P , множество заключительно периодических обозначим EP .
Рассмотрим некоторые расширения этих классов.

Последовательность x называется почти периодической, если для
каждого ее фактора u найдется такое натуральное l, что на каждом от-
резке длины l последовательности x найдется вхождение слова u. Тем
самым любое слово, входящее в почти периодическую последователь-
ность, входит в нее бесконечное количество раз. Через AP (almost
periodic) будем обозначать класс всех таких последовательностей. Яс-
но, что для проверки почти периодичности достаточно только убе-
диться в повторяемости с ограниченными интервалами всех префик-
сов, а не всех факторов. Почти периодические последовательности
называют также равномерно рекуррентными и минимальными.

Будем называть последовательность x заключительно почти пе-
риодической, если некоторый ее суффикс почти периодичен. Класс
всех таких последовательностей обозначим EAP (eventually almost
periodic).
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Последовательность x называется обобщенно почти периодиче-
ской, если для каждого ее фактора u, входящего в нее бесконечное
число раз, найдется такое натуральное l, что на каждом отрезке
длины l последовательности x найдется вхождение слова u. Класс
всех таких последовательностей обозначим через GAP (generalized
almost periodic).

Если x ∈EAP , то минимальное такое n, что x[n, ∞)∈AP , будем
называть минимальным префиксом и обозначать pr(x). Заметим, что
для любого m¾pr(x) имеем x[m, ∞)∈AP .

И наконец, назовем последовательность x рекуррентной, если
каждое слово, которое в нее входит, обязательно входит бесконечное
количество раз. Ясно, что если последовательность рекуррентная и
обобщенно почти периодическая, то она почти периодическая. Класс
рекуррентных последовательностей будем обозначать R . Последова-
тельность заключительно рекуррентная, если некоторый ее суффикс
рекуррентен. Класс таких последовательностей обозначим ER.

Регулятором почти периодичности последовательности x ∈GAP
назовем функцию

Rx : N→ N,

которая на числе n равна минимальному такому l, что каждое слово
длины n, которое входит в x бесконечное количество раз, встретит-
ся на любом отрезке длины l последовательности x, а также любое
слово длины n, которое входит в x конечное количество раз, не вхо-
дит в x[l, ∞) (второе важно только для обобщенно почти периодиче-
ских последовательностей, не являющихся почти периодическими).
Часто вместо регулятора нам будет достаточно рассматривать толь-
ко какую-то верхнюю оценку на него, то есть функцию f , такую что
f (n)¾Rx(n) для всех n — в этом случае мы пишем f ¾Rx . Если гово-
рить более точно, регулятор почти периодичности объединяет в себе
две функции: одна следит за расстояниями между вхождениями слов,
входящих бесконечное количество раз, а другая следит за тем пре-
фиксом, которым ограничивается вхождение слов, входящих конеч-
ное количество раз. Иногда стоит эти функции разделять явно, хотя
на протяжении настоящей статьи мы этого делать не будем.

Несложно видеть, что

P ⊂ AP ⊂ EAP ⊂ GAP .

Оказывается, все эти включения строгие. Например, известная после-
довательность Туэ — Морса

t = 01101001100101101001011001101001…
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— пример последовательности изAP , но не из P . Другой известный
пример — последовательность Фибоначчи

f = 0100101001001010010100100101001001…

Последовательность t получается, если взять подстановку 0→ 01,
1→ 10 и, начав с символа , применить к нему подстановку, потом
применить ту же подстановку к результату, и т. д. (каждый раз под-
становка применяется ко всем буквам слова одновременно). Каждое
следующее слово начинается с предыдущего. В пределе получится
бесконечная последовательность t. Аналогично можно получить f
с помощью подстановки 0→ 01, 1→ 0. Подробнее о таком способе
построения последовательностей см., например, []. Последователь-
ности t и f обладают большим количеством интересных свойств
и часто встречаются в комбинаторике слов, например, см. [, , ].

Другое семейство примеров почти периодических последователь-
ностей (идущее из символической динамики, где это понятие и по-
явилось [, ]) получается следующим образом. Разделим окруж-
ность длины  на несколько дуг, каждой из которых сопоставим
некоторый символ конечного алфавита. Отметим какую-нибудь точку
на окружности и начнем делать шаги из этой точки по окружности
с некоторым фиксированным иррациональным шагом. При этом
будем записывать, в какую дугу попадаем. Таким образом запишется
почти периодическая последовательность (мы, возможно, иногда бу-
дем попадать на границу между дугами, но такое произойдет не более
одного раза для каждой границы, поэтому можем начать записывать
с того места, когда это уже не происходит).

Неравенство AP (EAP очевидно (можно взять в качестве при-
мера …). Неравенство EAP (GAP было доказано в [].

AP

P

EP

EAP
GAP

Рис. . Классы последовательностей
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Кроме того, выполнены включения P ⊂ EP ⊂EAP , все из которых
тоже, очевидно, строгие. Соотношения между введенными классами
проиллюстрированы на рис. .

Мы говорим, что последовательность эффективно обобщенно
почти периодическая, если она вычислима, а также некоторая верх-
няя оценка на ее регулятор почти периодичности вычислима. Класс
таких последовательностей обозначим GAP e. Другими словами, для
эффективно обобщенно почти периодической последовательности
существует алгоритм, который, во-первых, по любому n может выдать
n-й элемент последовательности и, во-вторых, для любого слова u мо-
жет указать такое число l (не обязательно минимальное возможное),
что если u входит в x бесконечное количество раз, то оно входит на
любом отрезке длины l, а если u входит конечное количество раз, то
оно не входит в суффикс x[l,+∞).

. Конечно-автоматные преобразователи

Конечные автоматы, участвующие в определении конечно-авто-
матных преобразований бесконечных последовательностей, отлича-
ются от автоматов Бюхи и Мюллера, определенных выше. Во-первых,
у них есть начальное состояние, но нет принимающих. Во-вторых,
на каждом переходе написана не только входная буква, но и выход-
ная. Такой автомат читает по очереди буквы последовательности,
записанные на входной ленте, и в соответствии с прочитанным ме-
няет каждый раз текущее состояние, выдает букву на выходную
ленту и переходит к следующей входной букве. Последовательность,
полученная в итоге на выходной ленте, и есть результат конечно-
автоматного преобразования.

Дадим теперь формальное определение. Конечно-автоматным
преобразователем назовем совокупность M = 〈A, B, Q, eq, λ, µ〉, где A
и B — конечные множества, называемые соответственно входной
и выходной алфавит, Q — конечное множество состояний, eq ∈ Q —
выделенное состояние, называемое начальным, и

λ: Q× A→ B∗, µ: Q× A→ Q

— функции переходов. Пусть x ∈ AN. Последовательность (pn)∞
n=0 эле-

ментов множества Q назовем ходом преобразователя M на x, если
p0= eq и для каждого n выполняется pn+1=µ(pn, x(n)). Последователь-
ность M(x), определяемую как M(x)(n)= λ(pn, x(n)), где (pn)∞

n=0 —
ход преобразователя M на x, назовем образом последовательности x
под действием M . Определение иллюстрируется на рис. .



 Юрий Притыкин

x

M(x)

M q

a

b

Рис. . Конечно-автоматное преобразование последовательности. Конечный автомат M ,
последовательность x, текущее состояние q, входная буква a, выходная буква b. Авто-

мат идет слева направо вдоль последовательности

Если для каждых a ∈ A, q ∈ Q выполнено |λ(q, a)|= 1, то преоб-
разователь M называется равномерным. Применение произвольного
конечно-автоматного преобразователя к последовательности можно
представить как последовательное применение равномерного конеч-
но-автоматного преобразователя и некоторого морфизма.

Предложение .. Пусть M= 〈A, B, Q, eq, λ, µ〉— конечно-автомат-
ный преобразователь, x — последовательность. Тогда существует
такой равномерный конечно-автоматный преобразователь M ′ и та-
кой морфизм ϕ, что M(x)=ϕ(M ′(x)).

Доказательство. Действительно, положим

M ′
= 〈A, Q× A, Q, eq, λ, µ′〉,

так что µ′(q, a)= 〈q, a〉 для любых q∈Q и a∈ A. Определим также мор-
физм ϕ : Q× A→ B, так что ϕ(〈q, a〉)=µ(q, a) для любых q∈Q и a∈ A.
Ясно тогда, что M(x)=ϕ(M ′(x)).

Поэтому часто для упрощения ситуации мы ограничиваемся рас-
смотрением равномерных конечно-автоматных преобразователей.
Если [i, j] — вхождение слова u в последовательность x, причем pi=

=q, где (pn)∞
n=0 — ход преобразователя M на x, то будем говорить, что

преобразователь M подходит к этому вхождению слова u в состоя-
нии q.

По существу следующая теорема доказана в [] (см. также []).
Мы приводим ее с полным доказательством (по []).

Для произвольной функции g обозначим g ◦ g ◦…◦ g︸ ︷︷ ︸
m

через gm.

Теорема . [, ]. Пусть M — конечно-автоматный преобразо-
ватель с m состояниями и x∈GAP . Тогда верно следующее:
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. M(x)∈GAP .
. Пусть M — равномерный преобразователь. Тогда RM(x)(n) ¶

¶h(h(n)) для всех n, где h(n)= gm(n)−1 и g(n)=Rx(n)+1.
. Если x∈GAP e, то M(x)∈GAP e.
Лемма .. Пусть M — равномерный конечно-автоматный пре-

образователь с m состояниями и x ∈ GAP . Пусть v = M(x)[i, j] —
вхождение слова длины n в M(x), такое что i¾h(n), где h(t)=gm(t)−1,
g(t) = Rx(t) + 1. Тогда найдется такое r, что j − h(n)¶ r ¶ i − 1 и
M(x)[r, r+n−1]= v.

Доказательство. Будем считать сначала, что v=M(x)[i, j] — про-
сто достаточно далекое от начала вхождение слова v в M(x). Объ-
ясним, как найти искомое v =M(x)[r, s]. При этом мы будем делать
разные допущения, которые подытожим и сформулируем точно позд-
нее.

Итак, пусть v = M(x)[i, j] и u1 = x[i, j] — прообраз v в x. Пусть
преобразователь M подходит к позиции i, находясь в состоянии q1.
Если i достаточно велико, найдется вхождение u1 = x[i2, j2] левее
[i, j], но достаточно близко. Если M подходит к i2 в состоянии q1, то
M(x)[i2, j2]= v. Иначе M подходит к i2 в каком-то состоянии q2 6= q1

(рис. ).

x

F(x)

q1

v1

u1u1

q2

Рис. . Иллюстрация к доказательству теоремы .

Положим u2= x[i2, j]. Если i2 достаточно велико, то найдется вхож-
дение u2= x[i3, j3] левее [i2, j], но достаточно близко. Если M подхо-
дит к i3 в состоянии q1, то M(x)[i3, i3 + n− 1]= v, так как u2 начи-
нается с u1. Если M подходит к i3 в состоянии q2, то M(x)[i3, j3]=

=M(x)[i2, j], и тогда M(x)[ j3−n+1, j3]= v, так как u2 заканчивается
словом u1. В худшем случае M подходит к i3 в состоянии q3, таком что
q3 6=q2 и q3 6=q1. При этом положим u3= x[i3, j] (рис. ).

x

F(x)

q1

v1

u1u1

q2

u2

u1u1

q3

u2

Рис. . Иллюстрация к доказательству теоремы .
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Рассуждая так дальше, мы, все время выбирая худший случай, най-
дем такие i2, …, im+1, что к каким-то двум из i1= i, i2, …, im+1 преобра-
зователь M подходит в одинаковых состояниях. Таким образом, сло-
во v обязательно встретится в M(x)[im+1, j−1].

Проанализируем теперь вышеприведенное рассуждение. Вначале
мы ищем вхождение u1= x[i2, j2]. Это можно сделать, если i¾Rx(n) —
исходя из определения обобщенной почти периодичности, это озна-
чает, что u1 входит в x бесконечно много раз. При этом получится
( j−1)− i2+1¶Rx(n) — этого достаточно, чтобы на отрезке x[i2, j−1]

нашлось вхождение u1. Отсюда i2 ¾ j − Rx (n) и |u2| = j − i2 + 1 ¶

¶Rx (n)+1.
Далее аналогично получаем, что при i2 ¾ Rx(Rx(n)+ 1)¾ Rx(|u2|)

действительно можно найти вхождение u2= x[i3, j3], причем

i3 ¾ j−Rx(Rx(n)+1) и |u3| ¶ Rx(Rx (n)+1)+1.

Положим g = Rx +1. Аналогично рассуждая, получим, что при
im¾ gm(n)−1 можно выбрать im+1¾ j− gm(n)+1.

Доказательство теоремы .. Пусть x ∈ GAP и на x действует
конечный преобразователь M с m состояниями.

) Из предложения . следует, что достаточно доказать утвержде-
ние только для равномерного M , так как морфизмы сохраняют обоб-
щенную почти периодичность. Для равномерного M из леммы . сле-
дует, что если слово v длины n входит в M(x) бесконечно много раз, то
оно входит на каждом отрезке длины gm(n)−1 в M(x). Поэтому M(x)

обобщенно почти периодическая.
) Покажем, как найти оценку сверху на RM(x). Обозначим h(n)=

= gm(n)−1, где g(n)=Rx(n)+1.
Пусть слово v длины n входит в M(x) бесконечно много раз. Тогда

по ) оно встретится на любом отрезке длины h(n).
Пусть теперь слово v длины n входит в M(x) конечное количество

раз. Докажем, что тогда v не входит в M(x) правее позиции h(h(n)).
Действительно, предположим, что это не так. Тогда на каждом отрез-
ке длины h(n) слова M(x)[0, h(h(n))− 1] найдется вхождение v, так
как по ) от каждого такого вхождения можно найти еще одно слева
не дальше, чем на расстоянии h(n). Но v входит в M(x) лишь конечное
количество раз. Поэтому в M(x) найдется слово w длины h(n) (где-
то сильно справа), которое не содержит v. Тогда всюду слева от него
на любом отрезке длины h(h(n)) найдется вхождение w, значит, и в
M(x)[0, h(h(n))− 1] тоже. Противоречие, так как на любом отрезке
длины h(n) в M(x)[0, h(h(n))− 1] есть вхождение v, но w не содер-
жит v и входит в M(x)[0, h(h(n))−1].
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Таким образом, объединяя последние два абзаца, получаем оценку
RM(x)(n)¶h(h(n)).

) Пусть теперь последовательность x эффективно обобщенно по-
чти периодическая, т. е. x вычислима и регулятор Rx вычислим. Анало-
гично п. ), достаточно рассматривать только случай равномерного M ,
так как морфизмы сохраняют эффективную обобщенную почти пери-
одичность. Ясно, что, зная M и умея вычислять x, мы можем вычис-
лять M(x). Пункт ) позволяет также вычислять оценку сверху на RM(x).
Значит, M(x) эффективно обобщенно почти периодическая.

В частности, мы видим, что для x ∈ EAP или x ∈AP и произ-
вольного конечно-автоматного преобразования M выполнено M(x)∈
∈GAP . Теорема . усиливает этот результат.

Имея и самостоятельный интерес, теорема . позволяет также по-
лучить следующее

Следствие .. Для x ∈GAP теория MT x разрешима тогда и толь-
ко тогда, когда x∈GAP e.

Доказательство. ⇒. Пусть для x ∈GAP теория MT x разрешима.
Тогда для каждого n и для каждого возможного символа a проверя-
ем, не верно ли x(n)= a, и так перебором находим значение x(n).
Следовательно, x вычислима. Также перебором можно вычислять Rx ,
поскольку для любых n и l можно записать формулой тот факт, что
Rx(n) ¶ l. Действительно, во-первых, мы можем найти перебором,
какие элементы входят в последовательность (несмотря на то, что
потенциальных претендентов, как мы договорились, может быть
бесконечное количество), поскольку можно выразить формулой тот
факт, что все символы, кроме символов из некоторого фиксирован-
ного конечного множества, в последовательности не встречаются.
Во-вторых, слов фиксированной длины конечное число, поскольку
последовательность конечнозначная.
⇐. Пусть теперь x∈GAP e.
По следствию . для разрешимости MT x достаточно уметь по

любому детерминированному автомату Мюллера, запущенному на x,
определять, принимает ли он x или нет.

Пусть M — какой-нибудь детерминированный автомат Мюллера,
действующий на x. Рассмотрим конечно-автоматный преобразова-
тель M ′, полученный из M следующим образом: внутреннее устрой-
ство M ′ такое же, как и у M , при этом про принимающие макрососто-
яния M мы забываем. На входных последовательностях M ′ работает
точно так же, как и M , а на выходную ленту записывает на каждом
шаге свое текущее состояние. По теореме . из x ∈ GAP e следует
M ′(x)∈GAP e.
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Для любой x ∈GAP e легко вычислить, какие символы входят в x
бесконечно много раз: для этого достаточно посмотреть, какие сим-
волы входят в отрезок x[ f (1), 2 f (1)−1], где f — какая-нибудь вычис-
лимая оценка сверху на регулятор (а «посмотреть» мы можем, потому
что сама последовательность x тоже вычислима).

Таким образом, мы можем найти множество всех таких состояний
автомата M , которые встречаются бесконечное количество раз в про-
цессе работы M на x. Значит, мы можем проверить, принимает ли
автомат M последовательность x.

В частности, из следствия . получаем, что монадические теории
последовательностей Туэ — Морса t и Фибоначчи f разрешимы (для
этих последовательностей несложно научиться оценивать сверху ре-
гулятор).

Следующий результат продолжает результат теоремы ., но, види-
мо, не имеет приложений и следствий для логических теорий.

Теорема . [,]. ) Множество заключительно почти периоди-
ческих последовательностей замкнуто относительно конечно-авто-
матных преобразований.

) Пусть F — конечный автомат с n состояниями, x ∈AP . Тогда
F(x)∈EAP и

pr(F(x)) ¶ Rn
x(1)+Rn−1

x (1)+…+Rx(1).

«Экспоненциальные» оценки (в смысле итераций функций) для ре-
гулятора почти периодичности в теореме . и для префикса в теоре-
ме . не могут быть существенно улучшены, как показано в [, ].

Одним из основных шагов в доказательстве теоремы . является
следующий результат, представляющий и самостоятельный интерес.

Назовем конечно-автоматный преобразователь

M = 〈A, B, Q, eq, λ, µ〉

обратимым, если для каждых q ∈ Q и a ∈ A существует ровно одно
состояние q′∈Q, такое что µ(q′, a)=q. Другими словами, в таком пре-
образователе каждая буква входного алфавита осуществляет взаим-
но однозначное отображение множества состояний в себя. Находясь
в некотором состоянии и зная последовательность предыдущих вход-
ных символов, можно восстановить и последовательность пройден-
ных состояний (в этом и заключается свойство обратимости).

Предложение . []. Пусть M — обратимый равномерный ко-
нечно-автоматный преобразователь с m состояниями. Тогда если
x∈AP , то M(x)∈AP .

Еще один результат из этой серии утверждает замкнутость класса
заключительно рекуррентных последовательностей.
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Теорема . []. Пусть M — конечно-автоматный преобразова-
тель. Тогда если x∈ER, то M(x)∈ER.

Доказательства теорем ., . и предложения . можно найти
в [].

Приведем еще один аналогичный результат. Способ, которым мы
определили последовательности Туэ — Морса и Фибоначчи в разде-
ле , можно обобщить. Назовем подстановкой, или морфизмом, лю-
бое отображение вида ϕ : A∗→ A∗ (здесь A∗ — множество всех конеч-
ных слов над алфавитом A), такое что для любых слов u, v ∈ A∗ выпол-
нено ϕ(uv)=ϕ(u)ϕ(v). Ясно, что тогда морфизм полностью опреде-
ляется своими значениями на однобуквенных словах.

Пусть ϕ(s)= su для некоторых s ∈ A, u ∈ A∗. Тогда для всех нату-
ральных m<n слово ϕn(s) начинается со слова ϕm(s), так что можно
корректно определить

ϕ∞(s) = lim
n→∞
ϕn(s) = suϕ(u)ϕ2(u)ϕ3(u)…

Если для всякого n выполнено ϕn(u) 6=Λ, то последовательностьϕ∞(s)

бесконечна. Последовательности вида ϕ∞(s) называются чисто мор-
фическими. Чисто морфические последовательности являются непо-
движными точками морфизма: для них выполнено ϕ(ϕ∞(s))=ϕ∞(s)

(если продолжить ϕ на бесконечные последовательности естествен-
ным образом). Например, последовательности Туэ — Морса и Фибо-
наччи — чисто морфические.

Если в чисто морфической последовательности некоторые буквы
отождествить, получим морфическую последовательность. Более фор-
мально, морфизм h : A∗→ A∗, переводящий однобуквенные слова в од-
нобуквенные слова, называется кодированием. Последовательности
вида h(ϕ∞(s)), где ϕ∞(s) — чисто морфическая последовательность,
h — кодирование, называются морфическими.

Теорема . []. Множество морфических последовательностей
замкнуто относительно конечно-автоматных преобразований.

Доказательство теоремы . можно найти также в [].
Следствие .. Для любой морфической последовательности x

теория MT x разрешима.
Действительно, можно следовать общей схеме из доказательства

следствия .. Проанализировав доказательство теоремы ., мож-
но увидеть, что она позволяет по морфической последовательно-
сти (которую можно задать конечным набором конечных объек-
тов — алфавит, морфизм, начальная буква, кодирование) и конечно-
автоматному преобразователю находить результат действия этого
преобразователя на этой последовательности алгоритмически. Заме-
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тим также, что по произвольной морфической последовательности
можно алгоритмически находить те символы, которые входят в нее
бесконечно много раз.

Прямое доказательство следствия . приведено в [].
В частности, еще одним способом мы получаем доказательство то-

го, что теории MT t и MT f разрешимы.
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