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1964 г. май — июнь т. XIX, вып. 3(117) 
УСПЕХИ МАТЕМАТИЧЕСКИХ НАУК 

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ЖИЗНЬ В СССР 

ИЗРАИЛЬ МОИСЕЕВИЧ ГЕЛЬФАНД 

(К пятидесятилетию со дня рождения) 

20 августа 1963 г. исполнилось 50 лет со дня рождения Израиля Моисееви­
ча Гельфанда, члена-корреспондента АН СССР, профессора МГУ, имя 
которого пользуется большой популярностью у нас и за рубежом. 

Израиль Моисеевич родился 20 августа (7 августа) 1913 г. в м. Красные 
Окны Одесской области. В 1930 г., имея неполное среднее образование, Изра­
иль Моисеевич приехал в Москву, где работал первое время на случайных 
местах (например, контролером у входа Ленинской библиотеки). В это же вре­
мя он начал преподавание математики, сначала элементарной, а затем и выс­
шей, на различных курсах и в вечерних институтах. Он начал посещать лек­
ции и семинары по математике в МГУ; как он сам говорил, первой математи­
ческой школой в его жизни был семинар М. А. Лаврентьева по теории функ­
ций комплексного переменного. В 1932 г. Израиль Моисеевич был принят 
в аспирантуру; его научным руководителем стал А. Н. Колмогоров, 
направивший Израиля Моисеевича на занятия функциональным анализом, 
которым в ту пору в Москве интересовался еще очень небольшой круг мате­
матиков. Большое значение в определении тем первых научных работ Израиля 
Моисеевича имели также беседы с Л. А. Люстерником и А. И. Плеснером. 

Уже в самых первых работах Израиль Моисеевич получает результаты, 
вошедшие в «золотой фонд» функционального анализа. Так, в работе [2] 
доказана теорема: в полном нормированном пространстве всякое выпуклое 
замкнутое центрально симметричное множество, содержащее отрезок на 
каждом луче, исходящем из начала, содержит целый шар. В настоящее время 
аналогичное свойство является определением важного класса линейных топо­
логических пространств («бочечных»). 

Кандидатская диссертация Израиля Моисеевича «Абстрактные функции 
и линейные операторы» (1935 г.) содержит ряд теорем об общем виде линей­
ных операторов в нормированных пространствах. Но, пожалуй, большее 
значение, чем сами эти теоремы, имел метод, разработанный Израилем Моисе­
евичем для их доказательства. Именно, применяя к функции x(t) с значения­
ми в нормированном пространстве Е любой линейный функционал /, мы полу­
чаем обычную функцию, которую можно изучать средствами классического 
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анализа; а поскольку в силу теоремы Хана — Банаха линейных функциона­
лов в Е достаточно много, это дает и достаточно полную информацию о самой 
абстрактной функции x{t). Сейчас эти соображения кажутся само собой 
разумеющимися, но впервые они были развиты именно в диссертации Израи­
ля Моисеевича. Следует также отметить его работу об однопараметричес-
ких группах операторов [9]. 

Однако наивысшим достижением Израиля Моисеевича в довоенные годы 
является созданная им теория коммутативных нормированных колец, соста­
вившая его докторскую диссертацию (1938 г.). Хотя нормированными коль­
цами математики занимались и до Гельфанда (Рисе, Нагумо, Мазур, Дит-
кин), но только он обнаружил здесь то основное понятие, которое позволило 
сцементировать разрозненные до того факты и создать новую содержатель­
ную теорию — понятие максимального идеала. Теория нормированных колец 
И. М. Гельфанда позволила найти новые тесные связи между общим функцио­
нальным анализом Банаха и классическим анализом. Так, известная теорема 
Винера: если функция x(t) разлагается в абсолютно сходящийся ряд Фурье 

и не обращается в нуль, то —-- обладает теми же свойствами — оказалась, 
x(t) 

по существу, алгебраической; доказательство ее, полученное Израилем Моисе­
евичем методом нормированных колец и умещающееся в пяти строчках, сра­
зу продемонстрировало силу новой теории и обратило на нее внимание всего 
математического мира. Основная теорема теории об отображении любого 
коммутативного нормированного кольца в кольцо непрерывных функций на 
некотором бикомпакте остается до сих пор одним из крупнейших достижений 
функционального анализа. Отметим важную составную часть этой теоремы: 
полное кольцо R всех непрерывных функций на бикомпакте выделяется среди 
всех других тем, что в нем имеется инволюция x(t)->x(t) — антилинейный 
автоморфизм х -* х* кольца R, обладающий тем свойством, что | х*х | = 
= \х* | • | х | для любого x£R. 

Ближайшим некоммутативным аналогом кольца всех непрерывных функ­
ций на бикомпакте является кольцо линейных операторов в гильбертовом про­
странстве, где также имеется инволюция — переход к сопряженному опера­
тору. И вот в следующей блестящей работе [16], совместной с М. А. Наймар-
ком (1942 г.), Израиль Моисеевич показывает, что всякое нормированное 
(некоммутативное) кольцо с инволюцией может быть реализовано в виде 
некоторого кольца линейных операторов в гильбертовом пространстве 
с его естественной инволюцией. Эта работа послужила своего рода мостом 
между теорией нормированных колец и теорией бесконечномерных представ­
лений групп, развитой И. М. Гельфандом совместно с М. А. Наймарком 
в послевоенные годы. 

В рамках короткой статьи трудно было бы осветить всю научную дея­
тельность Израиля Моисеевича, начавшуюся более тридцати лет тому назад 
и охватившую не только основные направления функционального анализа, 
но и теорию дифференциальных уравнений, задачи вычислительной матема­
тики, а за последние годы также физиологию и биокибернетику. Поэтому мы 
остановимся лишь на некоторых основных направлениях его деятельности. 
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Р а б о т ы п о т е о р и и п р е д с т а в л е н и й 
и а в т о м о р ф н ы м ф у н к ц и я м 

Алгебраические вопросы анализа всегда занимали важное место в науч­
ных интересах Израиля Моисеевича Гельфанда. В частности, еще в начале 
40-х годов его внимание привлекла теория представлений непрерывных групп, 
в которой ему удалось угадать область, наиболее ярко сочетающую алгебраи­
ческие и аналитические аспекты. 

Теория конечномерных представлений, в основном применительно к ко­
нечным группам, была построена в работах Фробениуса и Шура. Фундамен­
тальные исследования по конечномерным представлениям непрерывных групп 
принадлежат Э. Картану и Г. Вейлю. В частности, для представлений ком­
пактных групп исчерпывающая теория была построена в известной работе 
Петера и Вейля. Однако для групп не компактных положение здесь представ­
лялось несравненно более сложным. С одной стороны, как оказалось, такие 
группы могут вообще не иметь нетривиальных унитарных конечномерных 
представлений, а с другой — при рассмотрении бесконечномерных представ­
лений таких групп обнаружились существенные осложнения теоретико-
множественной природы. Таким образом, дая^е сами постановки основных 
задач здесь не были ясны. Израилю Моисеевичу удалось найти здесь пра­
вильный путь. Он заметил, что фундаментальное значение имеют унитарные 
представления, и развил важную и глубокую теорию бесконечномерных 
унитарных представлений локально бикомпактных групп. 

В 1943 г. И. М. Гельфанд и Д. А. Райков [17] показали, что у любой 
локально бикомпактной группы существует достаточно много неприводимых 
унитарных представлений в гильбертовом пространстве. После этого на 
очереди стала задача описать эти представления для наиболее важных групп. 
Было совершенно не ясно, возможно ли здесь достаточно явное описание хотя 
бы для таких групп, как группа комплексных матриц второго порядка. 

В 1944—1948 гг. И. М. Гельфанд и М. А. Наймарк построили теорию 
бесконечномерных представлений классических комплексных групп Ли. 
Они установили, что неприводимые унитарные представления этих групп 
могут быть заданы простыми явными формулами. Сперва укажем получен­
ные ими формулы представлений для случая группы G комплексных матриц 
второго порядка с определителем 1. У этой группы имеются две серии непри­
водимых унитарных представлений — основная и дополнительная. Представ­
ления основной серии строятся в пространстве функций /(z), z = x + iy, 
с интегрируемым квадратом модуля. Оператор T(g), соответствующий матри­
це g = ( J* V задается следующим образом: 

т & f (*) = / ( g f ) ! N + « Г+"-2 (Р* + в)"п, (1) 
где п — целое число, s — вещественное число. 

Представления дополнительной серии строятся в пространстве функций 
f(z) с другим скалярным произведением; операторы представления задаются 
формулой (1), где п = 0, a s = iq — мнимое число — 2 < Q < 2 . 
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Заметим, что группа комплексных матриц второго порядка интересна 
не только как математический объект. Эта группа локально изоморфна 
группе Лоренца, и в силу этого результаты И. М. Гельфанда и М. А. Наймар-
ка явились существенным вкладом в теоретическую физику (ранее Дираку 
удалось найти лишь отдельные представления этой группы). 

Крупным достижением И. М. Гельфанда и М. А. Наймарка явилось 
отыскание многообразий, на которых наиболее естественно реализуются 
неприводимые представления классических комплексных групп Ли. Наибо­
лее просто описываются эти многообразия в случае группы G всех линейных 
преобразований комплексного n-мерного пространства с определителем 1. 
В этом случае точками многообразия являются «флаги», т. е. последователь­
ности линейных подпространств HiaH2{Z...Clfln-.i (Ни обозначает А:-мерное 
подпространство, к = 1, ..., п—1). Элементы g группы G естественным обра­
зом определяют преобразования z-+zg в многообразии всех флагов. Операто­
ры неприводимых представлений задаются в пространстве функций f(z) фор­
мулой 

T(g)f(z) = f(zg)a(z,g), 

где a (z, g) — некоторая просто описываемая функция, зависящая от 2п—2 
параметров (параметры представления). Если под флагом понимать цепочку 
подпространств с пропусками, например цепочку HidHn-ii то на получае­
мых многообразиях строятся аналогичным образом так называемые вырож­
денные представления группы G. 

И. М. Гельфанд и М. А. Наймарк показали, что для неприводимых уни­
тарных представлений классических групп можно определить след операто­
ра T(g) как обобщенную функцию на группе, и получили явную формулу для 
этой функции. Они доказали, что представление однозначно определяется 
своим следом, с точностью до эквивалентности. 

После этих результатов естественно возникла задача описания унитар­
ных представлений вещественных полупростых групп Ли. Эта задача полно­
стью не решена и до сих пор, несмотря на усилия многих математиков. Одна­
ко в работах И. М. Гельфанда и М. И. Граева были получены важные резуль­
таты и в этом направлении. Было, в частности, установлено, что существует 
столько различных серий представлений, сколько существует неизоморфных 
максимальных абелевых подгрупп в группе, и что каждая такая серия реали­
зуется в пространстве функций, аналитических по некоторым из переменных. 
В важнейших случаях были найдены формулы для характеров унитарных 
представлений. Хотя эти результаты были получены в -основном на примере 
группы вещественных матриц п-то порядка, они пролили свет на ситуацию 
в общем случае. 

Отметим также изящные работы И. М. Гельфанда и М. Л. Цетлина 
о конечномерных представлениях. В этих работах были явно описаны все 
конечномерные представления для унимодулярной и ортогональной групп. 

Существенное место в работах И. М. Гельфанда заняли вопросы гармони­
ческого анализа на классических группах Ли. Если /(g) — функция на груп­
пе G, то ее преобразованием Фурье естественно называть операторную функ-
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цию Tn(f) = \f(g)TJt(g)dg, определенную на множестве неприводимых пред­
ставлений Tn(g) группы G. (Для случая, когда G — группа движений пря­
мой, это определение совпадает с определением обычного преобразования 
Фурье.) Возникает задача получить формулу обратного преобразования 
Фурье. Эта задача была решена И. М. Гельфандом и М. А. Наймарком для 
классических комплексных групп Ли. 

Другая задача гармонического анализа на классических комплексных 
группах Ли, решенная И. М. Гельфандом,— описание преобразования Фурье 
«достаточно хороших» функций на группе (аналог теоремы Пэли — Винера). 
Важность этой задачи в том, что ее решение вскрывает структуру простран­
ства всех представлений группы. Именно, И. М. Гельфанд обнаружил, что 
преобразование Фурье функции /(g), помимо естественных условий роста 
и аналитичности, удовлетворяет некоторым алгебраическим соотношениям. 
Эти алгебраические соотношения возникают в особых точках пространства 
представлений и связаны с существованием у группы G вырожденных (в част­
ности, конечномерных) представлений. Одной из наиболее интересных обла­
стей гармонического анализа является теория зональных сферических 
функций. Проведем их определение. Пусть G— некоторая группа, U — ее 
подгруппа я Tg — неприводимое унитарное представление группы G, дей­
ствующее в гильбертовом пространстве Н. Если в Н существует вектор £, 
инвариантный относительно операторов Ти и ££/, то функция ф (g) = (£, Tgl) 
называется зональной сферической функцией. Классические зональные 
сферические функции соответствуют тому случаю, когда G — группа враще­
ний сферы, a U — подгруппа вращений вокруг фиксированной оси. При дру­
гом выборе групп G и U можно получить много других специальных функций. 

И. М. Гельфанд применил к изучению зональных сферических функций 
методы теории нормированных колец. Идея И. М. Гельфанда состоит в том, 
что он рассматривает кольцо функций на группе, постоянных на двусторон­
них классах смежности по подгруппе U. Это кольцо коммутативно в случае 
симметрического пространства GIU. Отсюда немедленно следует, что в про­
странстве любого неприводимого представления имеется не больше чем 
один вектор, инвариантный относительно операторов Ти, и £ U. Этот факт 
является фундаментом всей теории х). Доказывается, что зональные сфериче­
ские функции q>(g) задают гомоморфизмы кольца/?в поле комплексных чисел: 

Mv(f)=[f(g)4>(g)dg. 

И. М. Гельфандом в этой связи были введены так называемые операторы 
Лапласа на группах, т .е . дифференциальные операторы, перестановочные 
с движениями и такие, что их собственными функциями служат сферические 
функции. 

Одним из наиболее сильных результатов в теории сферических функций 
является полученное И. М. Гельфандом и М. А. Наймарком явное выражение 

г) Для компактных симметрических пространств этот факт был установлен 
Э. Картаном. 
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для зональных сферических функций на некомпактных симметрических про­
странствах, связанных с комплексными группами Ли. Для вещественных 
групп Ли эти исследования были продолжены Бхану Нурти, Ф. И. Кар­
пе левичем и С. Г. Гиндикиным. 

Различные применения теории представлений обычно связаны с гармо­
ническим анализом на однородных пространствах. Это относится, например, 
к изучению автоморфных функций, которое можно проводить в рамках гар­
монического анализа на однородном пространстве с дискретной стационарной 
группой. 

В этой области И. М. Гельфанд и М. И. Граев предложили весьма эффек­
тивный метод орисфер. Этот метод позволил им построить гармонический 
анализ для ряда важных пространств. Сущность метода орисфер состоит 
в следующем. Пусть X— однородное пространство, в котором действует 
комплексная полупростая группа Ли G. Назовем орисферами в X траекто­
рии максимальной нильпотентной подгруппы группы G (в случае обычного 
пространства Лобачевского это определение эквивалентно обычному опре­
делению орисферы). Интегрируя функцию f(x), х£Х, по всевозможным ори-
сферамсо, мы получим функцию ф(со) в пространстве всех орисфер. Это прост­
ранство орисфер устроено, вообще говоря, проще, чем исходное простран­
ство X, и разложение функций ф( со) по неприводимым представлениям осу­
ществляется элементарно. 

После этого остается решить задачу интегральной геометрии: по функ­
ции ф( со) восстановить исходную функцию f(x). 

В последние годы И. М. Гельфанд и М. И. Граев занимались представ­
лениями групп над произвольными полями. Здесь им удалось получить силь­
ные результаты о представлениях групп Шевалле —Диксона над конечными 
полями (как известно, эти группы представляют собой группы матриц, ана­
логичные комплексным полупростым группам). 

Успех в этой классической области, в которой работали многие матема­
тики, начиная с Фробениуса, связан с неожиданной возможностью примене­
ния к этим задачам методов бесконечномерных представлений. 

Для группы матриц второго порядка над произвольным непрерывным 
локально компактным полем К И. М. Гельфанд и М. И. Граев получили еди­
ное для всех полей описание неприводимых унитарных представлений. Отме­
тим, что в этом исследовании возникли многие интересные классы специаль­
ных функций на локально компактном поле. 

Математические интересы И. М. Гельфанда всегда охватывали наряду 
с новыми областями области классические. Одной из таких областей являет­
ся теория автоморфных функций. И. М. Гельфанду принадлежит замечатель­
ное соображение о том, что теория автоморфных функций является, по суще­
ству, частью теории представлений. Именно, почти все задачи теории авто­
морфных функций могут быть сформулированы в рамках следующей задачи 
теории представлений. Задано представление полупростой группы Ли G 
в пространстве функций f(x), х£Х, где X — однородное пространство с дис­
кретной стационарной подгруппой. Задача состоит в том, чтобы разложить 
это представление на неприводимые. 
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Еще в 1952 г. в работе И. М. Гельфанда и С. В. Фомина о геодезических 
потоках на многообразиях постоянной отрицательной кривизны было пока­
зано, что размерность пространства автоморфных форм равна кратности, 
с которой в заданное представление входит представление так называемой 
дискретной серии. В последние годы И. М. Гельфанд и И. И. Пятецкий-Шапи-
ро начали систематическое изучение спектра представлений группы G в про­
странствах GIT, где G — произвольная полупростая группа Ли, Г — ее 
дискретная подгруппа. В этом исследовании был успешно применен метод 
орисфер, о котором мы уже говорили. 

С помощью метода орисфер пространство функций f(x), x^G/Г отобра­
жается в пространство функций ф(со), заданных на множестве компактных 
орисфер. Тем самым изучение спектра представления распадается на две 
части: изучение спектра в пространстве функций ф(со) и изучение спектра 
в ядре отображения /(#)-> <р( со). Было показано, что ядро отображения f{x) —? 
—ир(со),т. е. пространство функций на 67Г, интегралы которых по любой 
компактной орисфере равны нулю, имеет всегда дискретный спектр (см. 
Труды ММО, т. 12). Для изучения пространства функций ф(со) были приме­
нены методы теории возмущений. Возникающие при этом аналоги кванто-
вомеханической ^-функции представляют собой очень важные теоретико-
числовые функции типа дзета-функции Римана. 

Для теории бесконечномерных представлений характерно сочетание 
алгебраических методов с широким применением аналитического аппарата. 
В свою очередь эта теория оказала большое влияние на проблемы анализа 
и нашла применение в ряде аналитических задач. Отметим в качестве харак­
терного примера описание всех релятивистских инвариантных уравнений, 
данное И. М. Гельфандом и А. М. Ягломом [31]. 

Работы п о д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы м у р а в н е н и я м 
Различные вопросы, связанные с дифференциальными уравнениями, 

привлекали внимание Израиля Моисеевича на протяжении многих лет. Сре­
ди них следует в первую очередь упомянуть о получивших широкую извест­
ность исследованиях И. М. Гельфанда и Б. М. Левитана по обратной задаче 
Штурма—Лиувилля. 

Рассмотрим уравнение 
y" + (b-q(x))y = 0 (1) 

на полуоси [0, + оо). Собственные функции у(х, Я)этого уравнения обычно 
нормируются граничными условиями в нуле 

ср(0, Л) = 1, <р'(0,Л) = й. (Г) 

Разложение произвольной функции f(x) в интеграл Фурье по собствен­
ным функциям задачи (1) при этом принимает вид 

+ оо 

/ ( * ) = [ F(k)<p(x,X)dQ(k), 
— со 

где Q(A) — некоторая монотонная функция с точками роста на спектре. 
13 Успехи матем. наук, т. XIX, вып. 3 
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Функцию Q(k) называют спектральной функцией задачи Штурма — Лиувил­
ля.. Под обратной задачей Штурма — Лиувилля понимают задачу об отыска­
нии функции q(x) в уравнении (1) по тем или иным спектральным характери­
стикам уравнения. 

Обратной задачей в разных постановках занимались В. А. Амбарцумян, 
Г. Борг, Н. Левинсон, В. А. Марченко, М. Г. Крейн и ряд физиков. В част­
ности, М. Г. Крейну в 1951 г. удалось решить обратную задачу по заданным 
двум спектрам уравнения (1), отвечающим разным граничным условиям на 
концах конечного интервала. 

Наиболее плодотворной и общей оказалась обратная задача, состоящая 
в определении функции q(x) в уравнении (1) по заданной функции Q(k). 

Впервые обратной задачей в такой постановке занимались В. А. Марчен­
ко (1950 г.) и шведский математик Г. Борг, доказавшие, что данной функции 
Q(X) может соответствовать не более одной функции q(x). 

И. М. Гельфанду и Б . М. Левитану удалось найти линейное интегральное 
уравнение, связывающее функции Q(X) И q(x). Это уравнение позволило не 
только решить вопрос о существовании функции q(x), но и указать конструк­
тивный способ ее определения. 

В основу решения обратной задачи легла идея ортогонализации систе­
мы функции cosУ~кх (0<А,<со)по весу q(k), подсказанная аналогией с пробле­
мой моментов. Подобно тому как в проблеме моментов умножение на к 
порождает в базисе их ортогональных многочленов якобиеву матрицу 
(конечноразностный аналог оператора Штурма—Лиувилля), в базисе из 
ортогонализованных косинусов появляется оператор Штурма—Лиувилля. 

Эта работа вызвала большой интерес у математиков и физиков-теорети­
ков, откликнувшихся серией важных исследований (М. Г. Крейн, В. А. Мар­
ченко, Н. Левинсон, Л. Д. Фадеев, Джост и Кон, Ньютон, Кей и Мозес и др.). 

Интерес физиков был вызван тем, что в квантовомеханической задаче 
рассеяния уравнение Гельфанда —Левитана сделало возможным определе­
ние потенциала поля по фазе рассеяния и позволило в радиально-симметрич-
ном случае до конца исследовать задачу. 

Другой важный результат, полученный И. М. Гельфандом для операто­
ра Штурма—Лиувилля, — это найденные им в сотрудничестве с Б . М. Левита­
ном и Л. А. Диким замечательные формулы следов для такого оператора, рас­
сматриваемого на конечном интервале [54]. Пусть к{, к2, ..., кп — собственные 
значения уравнения (1) при граничных условиях у(0) = у(л) = 0, и пусть 
я 
\ q(x)dx = 0. Тогда имеет место равенство 
о 

оо 

% (Кп-п*)=-9{0) + 91я). (2) 
71 = 1 

Сходимость ряда (2) следует из классической асимптотики для кп, но воз­
можность найти в явном виде его сумму явилась неожиданностью. Аналогич­
ные формулы, содержащие целые степени кп, были выведены И. М. Гель­
фандом и Л. А. Диким в предположении, что функция q(x) достаточно глад-
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кая. Формулы следов могут быть использованы для численного определения 
первых собственных значений задачи. Эти работы были продолжены рядом 
авторов. В частности, Л. Д. Фадеев получил аналог формулы (2) в случае 
непрерывного спектра. 

В теории гамильтоновых систем с периодическими по времени коэф­
фициентами хорошо известна работа И. М. Гельфанда и В. Б . Лидского [60], 
в которой дано полное описание топологической структуры областей устой­
чивости для линейных гамильтоновых систем. Это исследование удалось 
провести благодаря алгебраизации задачи. В работе было показано, что каж­
дой линейной гамильтоновой системе отвечает некоторая кривая y(t) ( 0 < t <co) 
в группе G вещественных симплектических матриц, и обратно, каждой такой 
кривой соответствует некоторая гамильтонова система. 

И. М. Гельфандом поставлен ряд проблем по теории дифференциальных 
уравнений с частными производными, которые в значительной степени повли­
яли на развитие ряда областей этой теории за последние два десятилетия. На 
семинаре, который проводил И. М. Гельфанд в 1945/46 г. в МГУ, им были 
поставлены задача об описании области определения замыкания дифферен­
циальных операторов при соответствующих граничных условиях и задача 
о нахождении корректно поставленных краевых задач, например, для всех 
эллиптических дифференциальных уравнений. Эти проблемы впоследствии 
нашли достаточно полное решение в работах участников этого семинара 
М. И. Винтика и О. А. Ладыженской, а также в работах Л. Хёрмандера и ря­
да других математиков. 

В статье [103] И. М. Гельфандом была поставлена задача о гомотопи­
ческой классификации всех эллиптических в смысле И. Г. Петровского 
систем дифференциальных уравнений и краевых задач для них. Об этой про­
блеме И. М. Гельфанд говорил еще на семинаре 1945/46 г. Как известно, 
эллиптические краевые задачи нормально разрешимы в ограниченной обла­
сти, т. е. соответствующая однородная задача имеет конечное число к линейна 
независимых решений, а неоднородная задача разрешима лишь при выполне­
нии / дополнительных условий на правые части. Число х = к—/ называется 
индексом краевой задачи и является ее главным гомотопическим инвариан­
том. Для целого ряда случаев проблема И. М. Гельфанда была решена 
в работах А. И. Вольперта, А. С. Дынина, М. С. Аграновича и др. Общее ее 
решение было недавно дано в работах Атья и Зингера. 

Работа [90] отличается от обычных математических статей. В ней много 
плодотворных идей, не всегда строго обоснованных. Отметим важное поня­
тие эволюционности системы, которое оказало большое влияние на исследо­
вание структуры и устойчивости ударных волн обычной и магнитной гидро­
газодинамики. Математическое исследование уравнений магнитной гидро­
динамики, намеченное в этой работе, было вообще одним из первых и оказа­
ло сильное влияние на все последующие исследования по этому вопросу.. 
В статью включены также данная И. М. Гельфандом совместно с Я. Б . Зель­
довичем постановка и решение задачи об установлении данной химической 
реакции, протекающей с образованием промежуточного продукта активных 
центров. 

13* 
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Т е о р и я о б о б щ е н н ы х ф у н к ц и й 

И. М. Гельфанд был одним из первых советских математиков, оценивших 
значение и перспективы работ С. Л. Соболева, а затем Л. Шварца по теории 
обобщенных функций. В дальнейшем развитии этой теории работы Израиля 
Моисеевича, а также его учеников и сотрудников сыграли первостепенную 
роль. Уже в работе И. М. Гельфанда и Г. Е. Шилова [58] была осуществле­
на та идея, что обобщенные функции можно и нужно строить на различных 
пространствах основных функций, выбирая для каждого круга задач наибо­
лее удобный класс пространств. Эта идея позволила сделать из теории 
обобщенных функций гибкий аппарат, нашедший применение в теории урав­
нений с частными производными, теории представлений, в случайных процес­
сах, интегральной геометрии и т. д. Около десяти лет тому назад Израиль 
Моисеевич задумал серию монографий, посвященных применению идей 
и методов теории обобщенных функций в различных областях функциональ­
ного анализа и смежных с ними. Сейчас эта серия «Обобщенные функции», 
в которой вышло уже пять книг, получила международное признание и изве­
стность; основное содержание серии составили результаты, полученные 
И. М. Гельфандом и его школой. Остановимся вкратце на содержании 
этих книг. Первые три выпуска этой серии, написанные И. М. Гельфандом 
и Г. Е. Шиловым, посвящены построению самого аппарата обобщенных 
функций, т. е. описанию различных классов основных пространств и 
соответствующих пространств линейных функционалов, построению тео­
рии преобразования Фурье для обобщенных функций. Эти классы про­
странств послужили основой для исследований по корректности и един­
ственности задачи Коши для систем дифференциальных уравнений с 
частными производными. 

В первом выпуске изложены также результаты И. М. Гельфанда 
и 3 . Я. Шапиро, относящиеся к обобщенным функциям нескольких перемен­
ных, в частности развита теория однородных обобщенных функций и обоб­
щенных функций п переменных, сосредоточенных на многообразиях меньше­
го чем п числа измерений. 

Израиль Моисеевич неоднократно высказывал мысль о том, что общую 
теорему о спектральном разложении самосопряженного оператора нельзя 
рассматривать как окончательное решение задачи спектрального анализа 
и что важно уметь строить наряду с соответствующими разложениями еди­
ницы и индивидуальные собственные функции (вообще говоря, обобщенные), 
отвечающие отдельным точкам спектра. Эта идея была реализована в работе 
И. М. Гельфанда и А. Г. Костюченко. 

Более подробное изложение этого круга вопросов дано в третьем выпуске 
обобщенных функций. 

Круг вопросов, рассмотренных в последних двух выпусках «Обобщен­
ных функций», довольно сильно отличается от тематики первых трех выпус­
ков, связанной в значительной мере с вопросами теории дифференциальных 
уравнений. Четвертый выпуск, написанный И. М. Гельфандом совместно 
с Н. Я. Виленкиным, в основном посвящен теории ядерных пространств, 
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введенных А. Гротендиком. И. М. Гельфанд дал иную формулировку этого 
понятия и выяснил его важную роль в ряде вопросов, например при изучении 
мер в линейных пространствах. В связи с уже упоминавшейся выше задачей 
о нахождении обобщенных собственных функций самосопряженных (и 
унитарных) операторов И. М. Гельфандом было введено понятие так назы­
ваемого оснащенного гильбертова пространства. Под этим понимается 
следующее. 

Рассмотрим ядерное счетно-гильбертово пространство Ф, в котором, по­
мимо скалярных произведений, определяющих топологию этого пространства, 
введено еще одно скалярное произведение. Пополнив Ф по этому новому 
скалярному произведению, мы получим гильбертово пространство Н, в кото­
ром Ф образует всюду плотное множество. Рассмотрим еще наряду с Ф и Я 
пространство Ф' линейных функционалов на Ф. Тройка Ф, Н, Ф' и называет­
ся оснащенным гильбертовым пространством. Это понятие приводит к таким 
законченным и изящным результатам, как, например, следующий: всякий 
самосопряженный оператор в оснащенном гильбертовом пространстве обла­
дает полной системой обобщенных собственных векторов, отвечающих вещест­
венным собственным значениям. 

Далее четвертый выпуск содержит теорию положительно определенных 
обобщенных функций (гл. 2), теорию обобщенных случайных процессов, 
построенную И. М. Гельфандом в 1955 г. и давшую точное математическое 
обоснование таким популярным у физиков понятиям, как, например, «белый 
шум», а также теорию меры в линейных топологических пространствах. 

В пятом выпуске, написанном И. М. Гельфандом совместно с М. И. Грае-
вым и Н. Я. Виленкиным, строится гармонический анализ на группе Лорен­
ца и связанных с ней однородных пространствах (в частности, на трехмерном 
пространстве Лобачевского). В основу исследований положена интегральная 
геометрия. Интегральная геометрия, в том смысле как она понимается в книге, 
является новым направлением в функциональном анализе, связывающим его 
с классическими идеями геометрии. Сущность ее состоит в переходе от функ­
ций, заданных на множестве одних геометрических объектов, к функциям, 
заданным на множестве других объектов. Например, если функцию f(x), 
заданную на гиперболоиде х\—х\—х\ —х\ = 1, интегрировать по все­
возможным его прямолинейным образующим со, то мы получим функцию 
ф(со), заданную на множестве прямолинейных образующих. При этом возни­
кает следующая задача интегральной геометрии: по функции ф(со) восстано­
вить исходную функцию f(x). И. М. Гельфанд заметил, что многие задачи 
теории представлений легко могут быть сведены к решению подобных задач 
интегральной геометрии. 

В книге дается решение ряда интересных задач интегральной геометрии. 
Некоторые из них не связаны непосредственно с теорией представлений. 
Так, в книге изучается простейшее преобразование интегральной геомет­
рии, сопоставляющее функции в аффинном пространстве ее интегралы по 
гиперплоскостям. Это преобразование тесно связано с обычным преобра­
зованием Фурье; однако оно более геометрично, и в этом его известное преи­
мущество. 
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Р а б о т ы п о в ы ч и с л и т е л ь н о й м а т е м а т и к е ф и з и о л о г и и 

Весьма значительный вклад внес И. М. Гельфанд в развитие вычисли­
тельной математики. Ему принадлежат большие заслуги в изыскании общих 
методов численного решения уравнений математической физики, а также 
в решении конкретных прикладных задач. 

И. М. Гельфанд совместно со своими сотрудниками существенно про­
двинул спектральную теорию устойчивости разностных операторов. Часть 
результатов этих работ изложена С. К. Годуновым и В. С. Рябеньким в 
их книге «Введение в теорию разностных схем», см. также [121]. В част­
ности И. М. Гельфандом и К. И. Бабенко впервые был рассмотрен вопрос 
о влиянии границы на спектр разностного оператора. Требования устой­
чивости, как правило, приводят к необходимости использовать неявные 
разностные схемы. Поэтому возник вопрос о решении системы большого 
числа алгебраических уравнений. Для этой цели был применен простой 
устойчивый алгоритм, широко вошедший в вычислительную практику под 
названием «прогонка». Этот алгоритм позволяет разрешать неявную схему 
как в случае одномерных, так и многомерных задач. 

И. М. Гельфанд первым понял фундаментальное значение для вычисли­
тельной математики методов исследования систем, описываемых большим 
числом переменных, в которых привычные методы анализа оказываются 
неэффективными. Большое внимание привлекла работа [74], в которой впер­
вые был предпринят прямой расчет континуального интеграла. 

Вычисление методом Монте-Карло средних по пространству траекторий 
частиц было использовано затем при решении задач физики переноса [89], 
[97]. Эти работы во многом стимулировали интерес к созданию квадратур­
ных формул для интегралов большой кратности. Другим направлением в 
изучении сложных систем явились методы отыскания минимумов функций 
большого числа переменных [112]. И. М. Гельфандом был предложен 
нелокальный метод поиска минимумов (так называемый «метод оврагов»). 
Метод был использован для решения задач фазового анализа рассеяния 
нуклонов [108], [109], для расшифровки структуры кристаллических 
аминокислот [131], [132]. 

В последние годы И. М. Гельфанд проявляет глубокий интерес к изуче­
нию сложных физиологических систем. Ряд важных идей И. М. Гельфанда 
в этой области (континуальные управляющие системы и возбудимые среды, 
тактики построения движений [110], принцип наименьшего взаимодействия 
[120] и др.) сплотил вокруг него талантливый коллектив молодых физио­

логов. 

П е д а г о г и ч е с к а я д е я т е л ь н о с т ь 

Говоря о творчестве И. М. Гельфанда как ученого, нельзя не сказать 
и о его педагогической деятельности. Тридцать лет тому назад, двадцатилет­
ним юношей, Израиль Моисеевич начал преподавать в Московском государ­
ственном университете, где он продолжает работать и до сих пор. Чрезвычай­
но тесная связь между исследовательской работой и преподаванием является 
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одной из характерных черт всей деятельности Израиля Моисеевича. Поста­
новка новых задач, неожиданных вопросов, стремление взглянуть даже на 
хорошо известные вещи с новой точки зрения характеризуют Израиля Моисе­
евича как педагога, независимо от того, ведет ли он в данный момент разго­
вор со школьниками или со своими товарищами по работе. 

Первым по времени из учеников Израиля Моисеевича был Г. Е. Шилов, 
поступивший к нему в аспирантуру 25 лет тому назад. С тех пор Израиль 
Моисеевич воспитал десятки учеников, многие из которых уже стали круп­
ными самостоятельными учеными. Помимо «прямых» учеников Израиля 
Моисеевича, проходивших у него аспирантуру, многие математики испытали 
в той или иной мере научное влияние Израиля Моисеевича, встречаясь с ним 
на лекциях, семинарах, в личных беседах. Широко известен руководимый 
Израилем Моисеевичем семинар по функциональному анализу, отметивший 
20 лет своего существования как раз в тот день, когда его руководителю 
исполнилось пятьдесят. Этот семинар давно уже стал одним из основных 
центров развития функционального анализа и одним из центров воспитания 
математической молодежи. 

Характерной чертой творческой деятельности Израиля Моисеевича 
является его умение организовать совместную, целеустремленную работу 
коллектива. Большое число работ Израиля Моисеевича написано им в со­
трудничестве с его коллегами или учениками, часто совсем молодыми, для 
которых такая совместная работа являлась одновременно и чрезвычайно 
полезной школой. Таким образом, в деятельности Израиля Моисеевича отде­
лить собственно исследовательскую работу от деятельности его как педагога 
и воспитателя молодежи практически невозможно. 

Большой популярностью всегда пользовались лекции Израиля Моисе­
евича. Напоминая часто по форме живую беседу, они всегда требовали от 
слушателей активности и внимания, будили мысль слушателей, давая пищу 
для самостоятельных размышлений. 

Широко известны учебники, написанные Израилем Моисеевичем по 
линейной алгебре, вариационному исчислению (совместно с С. В. Фоминым) 
и теории представлений групп (совместно с 3. Я. Шапиро и Р. А. Минлосом). 

Советские математики сердечно поздравляют Израиля Моисеевича 
и желают ему многих лет здоровья и новых замечательных успехов в науке. 

М. И. Вишик, Л. Н. Колмогоров, 
С. В. Фомин, Г. Е. Шилов 
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