
Алгоритмы распознавания реализуемости гиперграфов
А. Скопенков

Аннотация.
Хорошо известно, что существует быстрый (точнее – линейный) алгоритм, определяю-

щий, вложим ли данный граф в плоскость, т.е., можно ли граф расположить на плоско-
сти так, чтобы его ребра не пересекались и не самопересекались. Мы рассмотрим данную
задачу для гиперграфов в пространствах произвольной размерности: как распознать вло-
жимость n-мерного гиперграфа в m-мерное пространство? Теория гиперграфов — раздел
математики, возникший на стыке комбинаторики, топологии и программирования, бурно
развивающийся в последнее время. Будет намечено доказательство того, что при 6 < 2m <
3n + 3 указанная проблема распознавания вложимости является NP-трудной (Matousek et
al, http://arxiv.org/abs/math/0807.0336). Таким образом, скорее всего, быстрых алгоритмов
для ее решения не существует. Для доказательства будет показано, как некоторая заведомо
NP-трудная проблема о булевских функциях сводится к проблеме распознавания вложимо-
сти.

Будет рассказано об обобщениях этого результата на вложения n-мерных симплициаль-
ных комплексов в 2n-мерные евклидовы пространства. Для этого будут рассказаны основные
идеи теории препятствий. Будет рассказано об обобщениях, т.е. о разработке алгоритмиче-
ского подхода к алгебраической топологии. В частности, спецкурс является алгоритмически
мотивированным введением в алгебраическую топологию. В то же время для студентов, уже
изучавших теорию гомологий и теорию препятствий их применение к конкретным задачам
обычно оказывается нетривиальным и интересным.

Все необходимые определения (гиперграф, вложимость, NP-трудность) будут даны. Ос-
новные идеи будут представлены на ‘олимпиадных’ примерах: размерности не выше 3, на
простейших частных случаях, свободных от технических деталей, и со сведением к необхо-
димому минимуму алгебраического языка. Занятия будут доступны студентам, способным
решать задачи, изучившим семестровый курс геометрической топологии и уверенно владе-
ющим основами теории графов. Будут предложены задачи для исследования.

Примерная программа (с запасом)
1. Основные определения и результаты.
1.1. Определение 1-мерного и 2-мерного гиперграфов (полиэдров).
1.2. Линейные вложения в плоскость и Rn.
1.3. Теорема общего положения.
1.4. Подразбиение ребра. Пример: подразбиение грани. Кусочно-линейные вложения в

плоскость и Rn.
1.5. Алгоритмические результаты о вложимости 2-мерных гиперграфов. Определение NP

и NP-трудности.
1.6. Алгоритмические результаты о вложимости многомерных гиперграфов (Matousek-

Tancer-Wagner 2010). Таблица.
2. Вложения в плоскость.
2.1. Непланарность графа K5. Свойства зацепленности.
2.2. Теорема Куратовского. Кнопка. Теорема Халина-Юнга.
2.3.* Доказательство теоремы Халина-Юнга.
3. Вложения в трехмерное пространство.
3.1. Невложимость в R3 конуса над K5. Свойства зацепленности.
3.2.* Проблемы и результаты о вложимости 2-мерных гиперграфов в R3 и в 3-мерные

многообразия (Jaco-Sedgwick 1998, Tonkonog 2010).
3.3. Построение колец Борромео при помощи тора и коммутатора. Подтверждение зацеп-

ленности экспериментами.
3.4. Трехмерный аналог примера Фридмана-Крушкаля-Тайхнера: Px1 ∨ x1 .
3.5. Обобщения: Px1x2 ∨ x1 , Px1x2 ∨ x1 ∨ x2 .



3.6. Общее построение 2-мерного гиперграфа Pf , отвечающего формуле f для булевой
функции.

3.7. Необходимое условие вложимости Pf в R3: f(~x) = 0 для некоторого ~x. Гипотеза о
достаточности.

4. Вложения в четырехмерное пространство.
4.1. Невложимость в R4 двумерного остова 6-мерного симплекса. Свойства зацепленности.
4.2. Пример Фридмана-Крушкаля-Тайхнера.
4.3. Критерий вложимости в R4 2-мерного гиперграфа, отвечающего формуле для булевой

функции.
4.4.* Обобщение на многомерные полиэдры (Segal-Spiez-Skopenkov 1992, 1998).
5. Препятствие Ван Кампена и взрезанного квадрата. Алгоритмическая распознавае-

мость вложимости.
6. Инварианты Ван Кампена и взрезанного квадрата. Алгоритическое распознавание

незаузленности.
7. Теория препятствий и алгоритм распознавания гомотопности отображений.


