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úÏÇÒÁÆ ð.ç. �ÁÕ-ÆÕÎË�ÉÉ É ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÍÏÄÕÌÅÊð£ÔÒ çÅÏÒÇÉÅ×ÉÞ úÏÇÒÁÆ, 27 ÆÅ×ÒÁÌÑ 2014ñ ÈÏÞÕ ÒÁÓÓËÁÚÁÔØ Ï ÔÏÍ, ËÁË ÏÂßÅËÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ×ÔÅÏÒÉÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, Á ÉÍÅÎÎÏ ÔÁÕ-ÆÕÎË�ÉÑ,ÎÁÈÏÄÉÔ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ × ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅ-ÎÉÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ËÌÁÓÓÁÍÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ. ÷ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅÔÅÒÍÉÎ ÔÁÕ-ÆÕÎË�ÉÑ �ÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ËÏ ÍÎÏÇÉÍ ÏÂßÅËÔÁÍ. óÁ-ÍÁÑ ÚÎÁÍÅÎÉÔÁÑ ÔÁÕ-ÆÕÎË�ÉÑ | ÜÔÏ ÔÁÕ-ÆÕÎË�ÉÑ òÁÍÁÎÕÄÖÁ-ÎÁ. üÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÁ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ,É �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÊ ÍÏÄÕÌÑÒÎÏÊÆÏÒÍÙ | ÍÏÄÕÌÑÒÎÏÇÏ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÁ. ÷ ÔÅÏÒÉÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕ-ÅÍÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÔÁÕ-ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÒÅÛÅÎÉÑÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÈ ÉÅÒÁÒÈÉÊ. ñ ÖÅ ÂÕÄÕ ÉÍÅÔØ ÄÅÌÏ Ó ÔÁË ÎÁÚÙ-×ÁÅÍÙÍÉ ÉÚÏÍÏÎÏÄÒÏÍÎÙÍÉ ÔÁÕ-ÆÕÎË�ÉÑÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ Ó×ÑÚÁÎÙÓ ÉÚÏÍÏÎÏÄÒÏÍÎÙÍÉ ÄÅÆÏÒÍÁ�ÉÑÍÉ ÓÉÓÔÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÄÉÆÆÅ-ÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅ-ÎÉÊ ÎÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ: dwdz = A(z)w, ÇÄÅ w | ×ÅËÔÏÒ× n-ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, A | Ë×ÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á �ÏÒÑÄËÁn. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÆÕËÓÏ×Á, Ô.Å. ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏ-ÓÔÉ ÍÁÔÒÉ�Ù A | �ÒÏÓÔÙÅ �ÏÌÀÓÙ: A(z) = ∑ni=1 Aiz−zi , ÇÄÅ zi| ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ, Ai | �ÏÓÔÏÑÎÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÂÕ-ÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, Ô.Å.
∑ni=1Ai = 0.üÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ ËÁË ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÁ ÆÕÎÄÁ-ÍÅÎÔÁÌØÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÒÅÛÅÎÉÊ: d	dz = ∑ni=1 Aiz−zi	, ÇÄÅ 	 | ÍÁ-ÔÒÉ�Á, ÓÔÏÌÂ�ÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÒÅ-ÛÅÎÉÑ; ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ 	(∞) = I | ÅÄÉÎÉÞÎÁÑÍÁÔÒÉ�Á. 2



òÉÓ. 1.íÏÎÏÄÒÏÍÉÑ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. íÙ ÒÅÛÁÅÍÜÔÕ ÓÉÓÔÅÍÕ ÌÏËÁÌØÎÏ, Á �ÏÔÏÍ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÍ ÒÅÛÅÎÉÅ ×ÏËÒÕÇÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÉ zi (ÒÉÓ. 1). é ËÏÇÄÁ ÍÙ ×ÏÚ×ÒÁÝÁÅÍÓÑ × ÎÁÞÁÌØÎÕÀÔÏÞËÕ, ÍÁÔÒÉ�Á 	 ÄÏÍÎÏÖÁÅÔÓÑ Ó�ÒÁ×Á ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÍÁÔÒÉ�ÕMi, ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÕÀ ÏÔ z: 	 Ã 	Mi. íÁÔÒÉ�Á Mi ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÍÁÔÒÉ�ÅÊ ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÉ ×ÏËÒÕÇ ÔÏÞËÉ zi. íÁÔÒÉ�Ù ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÉÚÁÄÁÀÔ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÇÒÕ��Ù �ÌÏÓËÏÓÔÉ Ón �ÒÏËÏÌÏÔÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ zi × ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÇÒÕ��Õ:M : �1(C \ {z1; : : : ; zn}; z0) → GL(n;C):îÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÚÁÄÁÞÁ: ÍÙ ÈÏÔÉÍ Ä×ÉÇÁÔØ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞ-ËÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ É ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÍÅÎÑÔØ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ Ai ÔÁË,ÞÔÏÂÙ ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÑ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅ ÍÅÎÑÌÁÓØ, Á ÏÓÔÁ×ÁÌÁÓØ �ÏÓÔÏ-ÑÎÎÏÊ. üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÏÂ ÉÚÏÍÏÎÏÄÒÏÍÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÈ ÔÅÓÎÏÓ×ÑÚÁÎÁ Ó 21-Ê �ÒÏÂÌÅÍÏÊ çÉÌØÂÅÒÔÁ. ÷ 21-Ê �ÒÏÂÌÅÍÅ çÉÌØ-ÂÅÒÔ �ÏÓÔÁ×ÉÌ ÔÁËÏÊ ×Ï�ÒÏÓ. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÙ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ É ÍÏ-ÎÏÄÒÏÍÉÑ ×ÏËÒÕÇ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË. �ÒÅÂÕÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅÇÄÁÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅ Ó ÔÁËÏÊ ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÅÊ É ÆÕËÓÏ×ÙÍÉ ÏÓÏÂÅÎ-ÎÏÓÔÑÍÉ × ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ. çÉÌØÂÅÒÔ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÌ Ó×ÏÉ �ÒÏÂÌÅ-ÍÙ × 1900 ÇÏÄÕ, Á ÕÖÅ × 1908 ÇÏÄÕ �ÏÑ×ÉÌÁÓØ ÓÔÁÔØÑ ðÌÅÍÅÌÑ,ÇÄÅ ÏÎ ÂÕÄÔÏ ÂÙ ÄÏËÁÚÁÌ ÜÔÕ ÇÉ�ÏÔÅÚÕ. ÷ ÔÅÞÅÎÉÅ ÄÏÌÇÉÈ ÌÅÔÓÞÉÔÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÜÔÏ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, ×ÓÅ ÂÙÌÉ ÄÏ-×ÏÌØÎÙ, É Ë ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÂÏÌØÛÅ ÎÉËÔÏ ÎÅ ×ÏÚ×ÒÁÝÁÌÓÑ. �ÅÍÎÅ ÍÅÎÅÅ, × 70-Å ÇÏÄÙ, ËÏÇÄÁ ÎÁÞÁÌÓÑ ÓÏÌÉÔÏÎÎÙÊ ÂÕÍ, ÏÂÎÁ-3



ÒÕÖÉÌÏÓØ, ÞÔÏ 21-Ñ �ÒÏÂÌÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ (É, ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÏ, �ÒÏ-ÂÌÅÍÁ òÉÍÁÎÁ{çÉÌØÂÅÒÔÁ) ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ × ÔÁË ÎÁÚÙ-×ÁÅÍÏÍ ÍÅÔÏÄÅ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, Ó �ÏÍÏÝØÀ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÏÖ-ÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÔØ ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. é ÔÏÇÄÁ ÓÔÁÌÉ �Ï-Ñ×ÌÑÔØÓÑ ÓÏÍÎÅÎÉÑ �Ï �Ï×ÏÄÕ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁðÌÅÍÅÌÑ. ÷ ÜÔÕ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ËÌÁÄ ×ÎÅÓÌÉ ÍÁÔÅ-ÍÁÔÉËÉ ÍÏÓËÏ×ÓËÏÊ ÛËÏÌÙ, à.ó.éÌØÑÛÅÎËÏ É á.á.âÏÌÉÂÒÕÈ.à.ó.éÌØÑÛÅÎËÏ ÏÂÎÁÒÕÖÉÌ, ÞÔÏ × ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ðÌÅÍÅÌØÄÏËÁÚÁÌ ÌÉÛØ ÔÏ, ÞÔÏ ÆÕËÓÏ×ÏÓÔØ ÍÏÖÅÔ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ ×Ï ×ÓÅÈÔÏÞËÁÈ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÊ, Ô.Å. ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÏÊ �Ï-ÔÅÎ�ÉÁÌ É ÔÁËÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÂÕÄÅÔÆÕËÓÏ×ÙÍ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ, ËÒÏÍÅ ÏÄÎÏÊ, É ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÑ ÂÕÄÅÔÔÁËÁÑ, ËÁË ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÎ ÚÁÍÅÔÉÌ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÈÏÔÑÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚ ÍÁÔÒÉ� ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ, ÔÏ ÄÏËÁ-ÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ðÌÅÍÅÌÑ �ÒÏÈÏÄÉÔ; Á × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎÏ ÎÅ �ÒÏÈÏ-ÄÉÔ. úÁÔÅÍ á.á.âÏÌÉÂÒÕÈ ÎÁÛ£Ì ËÏÎÔÒ�ÒÉÍÅÒ Ë 21-Ê �ÒÏÂÌÅÍÅçÉÌØÂÅÒÔÁ.ñ �ÒÏÄÏÌÖÕ ÒÁÓÓËÁÚ ÏÂ ÉÚÏÍÏÎÏÄÒÏÍÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÈ.åÓÔØ ÒÁÚÎÙÅ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ ÚÁÄÁÞÉ òÉÍÁÎÁ{çÉÌØÂÅÒÔÁ. îÕÖÎÏ �ÒÁ-×ÉÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÔÁ×ÉÔØ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ. èÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ÉÍÅÔØ ÔÁ-ËÕÀ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÕ, ÞÔÏÂÙ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÌÏ É ÂÙÌÏ ÅÄÉÎ-ÓÔ×ÅÎÎÙÍ, ÎÏ ÔÁËÏÅ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ. ïÄÉÎ ÉÚ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ Ó�ÏÓÏ-ÂÏ× �ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ ÚÁÄÁÞÉ | ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÀ,ÎÏ É ÇÌÁ×ÎÙÅ ÞÁÓÔÉ 	 × ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞËÁÈ. õÓÌÏ×ÉÅ ÎÁ �ÏÓÔÏÑÎÓÔ×ÏÍÁÔÒÉ� ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÉ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ËÁË ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÁ 	: �	�zi + Aiz − zi	 = 0 (1)(ÕÓÌÏ×ÉÅ ÉÚÏÍÏÎÏÄÒÏÍÎÏÓÔÉ). üÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÏÎÁ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÁ. é ÎÅÔÒÕÄÎÏ ×Ù×Å-ÓÔÉ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÓÔÉ. üÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÏÓÉÔ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ ÓÉÓÔÅ-4



ÍÁ ûÌÅÚÉÎÇÅÒÁ. ûÌÅÚÉÎÇÅÒ �ÅÒ×ÙÍ ÅÇÏ ×Ù�ÉÓÁÌ. ïÎÏ ÉÍÅÅÔÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄ:�Ai�zj = { [Ai;Aj ℄zi−zj �ÒÉ i 6= j;
−

∑k 6=i [Ai;Ak℄zi−zk �ÒÉ i = j.÷ÙÒÁÖÁÑÓØ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÍ ÑÚÙËÏÍ, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Ó×ÑÚÎÏÓÔØ,ÚÁÄÁ×ÁÅÍÁÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ (1), { �ÌÏÓËÁÑ.�ÁÕ-ÆÕÎË�ÉÑ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÄÉÆÆÅ-ÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ:� log ��zi = ∑j<i tr(AiAj)zi − zj :ïÎÁ ÂÙÌÁ ××ÅÄÅÎÁ, ×ÉÄÉÍÏ, Ñ�ÏÎÓËÉÍÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÉÚÉ-ËÁÍÉ (Jimbo, Miwa É ÄÒ.). çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÔÁÕ-ÆÕÎË�ÉÉÏÂÎÁÒÕÖÉÌíÁÌØÇÒÁÎÖ. ïÎ ÚÁÍÅÔÉÌ, ÞÔÏ ÚÁÎÕÌÅÎÉÅ ÔÁÕ-ÆÕÎË�ÉÉÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ òÉÍÁÎÁ{çÉÌØÂÅÒÔÁ. äÉ×ÉÚÏÒÔÁÕ-ÆÕÎË�ÉÉ ÇÏ×ÏÒÉÔ Ï ÔÏÍ, �ÒÉ ËÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ zi É Ai ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ òÉÍÁÎÁ{çÉÌØÂÅÒÔÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ. �Ï ÅÓÔØËÒÉÔÅÒÉÊ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÚÁÄÁÞÉ òÉÍÁÎÁ{çÉÌØÂÅÒÔÁ ÔÁËÏÊ:
{� = 0} (�ÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÉÇÎÏÒÉÒÕÅÍ \ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÅ" ÎÕÌÉ � ÎÁÄÉÁÇÏÎÁÌÑÈ {zi = zj}).óÁÍÙÊ �ÒÏÓÔÏÊ �ÒÉÍÅÒ ÔÁÕ-ÆÕÎË�ÉÉ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ËÏÇÄÁA(z)| ÓËÁÌÑÒÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, Á ×ÓÅ Ai | ÅÄÉÎÉ�Ù. �ÏÇÄÁ ÔÁÕ-ÆÕÎË�ÉÑ| ÜÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÷ÁÎÄÅÒÍÏÎÄÁ. ëÒÏÍÅ ËÁË ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÑÈ
{zi = zj}, ÏÎ ÎÉÇÄÅ ÂÏÌØÛÅ × ÎÕÌØ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÚÁ-ÄÁÞÁ òÉÍÁÎÁ{çÉÌØÂÅÒÔÁ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÓÅÇÄÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ (ÞÔÏÉ ÔÁË ÏÞÅ×ÉÄÎÏ).ëÁË Ñ ÕÖÅ ÓËÁÚÁÌ, ÉÎÔÅÒÅÓ Ë ÉÚÏÍÏÎÏÄÒÏÍÎÙÍ ÄÅÆÏÒÍÁ�É-ÑÍ ×ÅÒÎÕÌÓÑ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÓÏÌÉÔÏÎÎÏÍÕ ÂÕÍÕ. îÏ ÔÁÕ-ÆÕÎË�ÉÉ �Ï-Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅ ÔÏÌØËÏ × Ó×ÑÚÉ Ó ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÈÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. �Á ÔÁÕ-ÆÕÎË�ÉÑ, Ï ËÏÔÏÒÏÊ Ñ ÂÕÄÕ ÓÅÇÏÄÎÑ ÒÁÓÓËÁ-ÚÙ×ÁÔØ, ×ÏÚÎÉËÌÁ × ÎÅÓËÏÌØËÏ ÉÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ. üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÂÙÌÁ5



ÒÅÛÅÎÁ â.á.äÕÂÒÏ×ÉÎÙÍ; ÏÎÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÆÒÏÂÅÎÉ-ÕÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁÒÉÍÁÎÏ×ÙÈ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÑÈ. æÒÏÂÅÎÉÕÓÏ×Á ÓÔÒÕËÔÕÒÁ, ÉÌÉ ÆÒÏ-ÂÅÎÉÕÓÏ×Ï ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, | ÜÔÏ ÎÅËÉÊ �ÏÄÈÏÄ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÎÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÍÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍÉ, ÉÌÉ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ| ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÷ÉÔÔÅÎÁ{äÉÊËÇÒÁÁÆÁ{÷ÅÒÌÉÎÄÅ{÷ÅÒÌÉÎÄÅ (WDVV). åÓÌÉ ÇÏ×ÏÒÉÔØ ÇÒÕÂÏ, ÔÏ ÆÒÏÂÅÎÉÕÓÏ×Ï ÍÎÏ-ÇÏÏÂÒÁÚÉÅ | ÜÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ (×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÉÌÉ ËÏÍ�ÌÅËÓ-ÎÏÅ) Ó �ÌÏÓËÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ 〈 ; 〉. íÅÔÒÉËÁ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁ, Ô.Å. ÜÔÏ ÎÅ-×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÁ × ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ × ËÁ-ÖÄÏÍ ÓÌÏÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÅÓÔØ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÆÒÏÂÅÎÉ-ÕÓÏ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, Ô.Å. ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ,ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ × ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÏ ÓÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉ-ÅÍ: 〈XY;Z〉 = 〈X;Y Z〉; ÜÔÏ ÇÌÁ×ÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÑÅÔ ÆÒÏÂÅÎÉÕÓÏ×Õ ÁÌÇÅÂÒÕ. (ðÒÉÍÅÒ ÆÒÏÂÅÎÉÕÓÏ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙÄÁ£Ô ËÏÌØ�Ï ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÇÌÁÄËÏÇÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-ÚÉÑ, ÇÄÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ | ÜÔÏ ÏÂÙÞÎÏÅ^-�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ, Á ÍÅÔÒÉËÁÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÏÊ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ðÕÁÎËÁÒÅ.)óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÆÒÏÂÅÎÉÕÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ÒÅÛÅ-ÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÏÅ Ñ �ÏËÁ ÅÝ£ ÎÅ ×Ù-�ÉÓÁÌ. á ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ | ÓÏ×ÓÅÍ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁÑ×ÅÝØ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Ë R
n × ÔÏÞËÅ 0ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÆÒÏÂÅÎÉÕÓÏ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, Á ÄÁÌØÛÅ Å£ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ ÒÁÚÎÅÓÔÉ �Ï ×ÓÅÍÕ R

n. îÏ ÜÔÏ ÎÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÊ �ÒÉ-ÍÅÒ. éÎÔÅÒÅÓÎÙÅ �ÒÉÍÅÒÙ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ × ÔÅÏÒÉÉ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ×çÒÏÍÏ×Á{÷ÉÔÔÅÎÁ.õÓÌÏ×ÉÅ ÆÒÏÂÅÎÉÕÓÏ×ÏÓÔÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÀ ÔÁËÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÇÏ �ÒÅ�ÏÔÅÎ�ÉÁÌÁ. ðÒÅ�ÏÔÅÎ�ÉÁÌ| ÜÔÏ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎË-�ÉÑ F ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ. äÁÎÎÏÊ �ÌÏÓ-ËÏÊ ÍÅÔÒÉËÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔØìÅ×É{þÉ×ÉÔÁ ∇. ó �ÏÍÏÝØÀ ÜÔÏÊ �ÌÏÓËÏÊ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ËÏ×ÁÒÉ-6



ÁÎÔÎÏ �ÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍ F ÔÒÉ ÒÁÚÁ �Ï X , Y É Z; ÜÔÏ ÄÏÌÖ-ÎÏ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÏ 〈XY;Z〉, Ô.Å. ∇X∇Y∇ZF = 〈XY;Z〉. åÓÌÉ ÍÙ××ÅÄ£Í �ÌÏÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ, ÔÏ ÔÒÅÔØÉ �ÒÏ-ÉÚ×ÏÄÎÙÅ �ÏÔÅÎ�ÉÁÌÁ ÄÁÄÕÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ËÏÔÏÒÙÅÂÕÄÕÔ Ï�ÒÅÄÅÌÑÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ × ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ. ëÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØÁÌÇÅÂÒÙ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ, Á ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ×ÓÅÇÄÁ. äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÅ ÔÒÅÔØÉÍÉ �ÒÏ-ÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÉ F , ÂÙÌÏ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏ, ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ ×Ù-�ÏÌÎÑÌÏÓØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ (ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÷ÉÔÔÅÎÁ{äÉÊËÇÒÁÁÆÁ{÷ÅÒÌÉÎÄÅ{÷ÅÒÌÉÎÄÅ, ÉÌÉ WDVV)FijmgmnFkln = FilmgmnFjkn:íÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ×ÙÂÒÁÎÙ ÎÅËÉÅ �ÌÏÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ(�ÌÏÓËÏÓÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÅÔÒÉËÁ × ÜÔÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁ-ÔÁÈ �ÏÓÔÏÑÎÎÁ); Fi ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ �Ï ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-ÝÅÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ; gmn | ÔÅÎÚÏÒ, ÏÂÒÁÔÎÙÊ Ë ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍÕ.õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÍÙ ÍÏÖÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: eiej =Fijkgklel; ÍÙ ÒÁÚÌÏÖÉÌÉ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× �ÏÔÅÍ ÖÅ ÓÁÍÙÍ ÂÁÚÉÓÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÁÍ. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÁËÏÅ: ÅÓÌÉ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ, ÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÅ ÔÁ-ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏ.óÁÍÙÊ ÚÎÁÍÅÎÉÔÙÊ �ÒÉÍÅÒ| Ë×ÁÎÔÏ×ÙÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ. ë×ÁÎ-ÔÏ×ÙÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ | ÜÔÏ ÄÅÆÏÒÍÁ�ÉÑ ÏÂÙÞÎÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ.÷ÏÚØÍ£Í ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-ÚÉÅ V É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÇÏ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÍÅÔÒÉËÉ ÎÁÜÔÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ×ÏÚØÍ£Í ÆÏÒÍÕ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ðÕÁÎËÁÒÅ
〈 ; 〉. õÍÎÏÖÅÎÉÅ × ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ| ÜÔÏ ÏÂÙÞÎÏÅ^-�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ.á × ËÁÞÅÓÔ×Å F , Ó �ÏÍÏÝØÀ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÎÏ ÂÕÄÅÔ ÄÅÆÏÒÍÉÒÏ-×ÁÔØÓÑ, ÎÕÖÎÏ ×ÚÑÔØ �ÏÔÅÎ�ÉÁÌ çÒÏÍÏ×Á{÷ÉÔÔÅÎÁ. ïÎ ÓÔÒÏÉÔ-ÓÑ ÉÚ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ× çÒÏÍÏ×Á{÷ÉÔÔÅÎÁ. éÎ×ÁÒÉÁÎÔÙ çÒÏÍÏ×Á{÷ÉÔÔÅÎÁ Ó×ÑÚÁÎÙ Ó �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÍÏÄÕÌÅÊ ÓÔÁÂÉÌØÎÙÈ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÊ. ðÕÓÔØ � | Ä×ÕÍÅÒÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ �ÒÏÓÔÒÁÎ-7



ÓÔ×Á V . ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Mg;n(V; �) ÓÔÁÂÉÌØÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊÒÏÄÁ g Ó n ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÏ�ÕÓÔÉ-ÍÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ËÒÉ×ÙÈ (ÒÉÍÁÎÏ×ÙÈ �Ï×ÅÒÈÎÏ-ÓÔÅÊ) × V , ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÈ ËÌÁÓÓ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ �. ó ÜÔÉÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×ÏÍ Ó×ÑÚÁÎÙ n ÅÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ × V , ÕÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÏÂÒÁÚÏÍ. �ÏÞËÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Mg;n(V; �) | ÜÔÏ ËÒÉ×ÁÑ C ÓÏÔÍÅÞÅÎÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ x1, . . . , xn, ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÍÁÑ × V �ÏÓÒÅÄ-ÓÔ×ÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å i-ÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÙ ÂÅÒ£ÍÚÎÁÞÅÎÉÅ �(xi) É �ÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �i : Mg;n(V; �) → V .úÁÔÅÍ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÏ× ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ × V ÍÙ ÂÅÒ£Í ÉÈ �ÒÏÏÂÒÁÚÙÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �i É �ÏÌÕÞÁÅÍ ËÌÁÓÓÙ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ × Mg;n(V; �).äÁÌØÛÅ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÉÈ �ÅÒÅÍÎÏÖÁÔØ × ÌÀÂÏÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å, ×ÙÞÉ-ÓÌÑÔØ ÜÔÉ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÎÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÍ �ÉËÌÅ É �ÏÌÕÞÁÔØÎÅËÉÅ ÞÉÓÌÁ. üÔÉ ÞÉÓÌÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÁÍÉ çÒÏÍÏ×Á{÷ÉÔÔÅÎÁ. é ÅÓÌÉ ÍÙ ÓÏÓÔÁ×ÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÉÎ×Á-ÒÉÁÎÔÏ× çÒÏÍÏ×Á{÷ÉÔÔÅÎÁ, ÔÏ ÏÎÁ ËÁË ÒÁÚ É ÂÕÄÅÔ �ÒÅ�ÏÔÅÎ-�ÉÁÌÏÍ: ÏÎÁ ÂÕÄÅÔ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ.äÕÂÒÏ×ÉÎ ÈÏÔÅÌ ÏÂÏÂÝÉÔØ É ÆÏÒÍÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÜÔÕ ÄÏ×ÏÌØÎÏÓÌÏÖÎÕÀ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ. ðÒÉÍÅÒ ÆÒÏÂÅÎÉÕÓÏ×Á ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ,Ï ËÏÔÏÒÏÍ Ñ ÈÏÞÕ ÓÅÇÏÄÎÑ ÒÁÓÓËÁÚÁÔØ, | ÜÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÍÅ-ÒÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÒÏÄÁ É ÓÔÅ�ÅÎÉ. æÒÏÂÅ-ÎÉÕÓÏ×Á ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÎÁ ÜÔÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÂÙÌÁ �ÏÓÔÒÏÅÎÁ äÕ-ÂÒÏ×ÉÎÙÍ ÉÍÅÎÎÏ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÉÚÏÍÏÎÏÄÒÏÍÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ. ïÂÏÚÎÁ-ÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ~Hd;g �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ f ÒÏÄÁ g(ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÚÁÄÁÎÙ ÎÁ ËÒÉ×ÏÊ ÒÏÄÁ g) ÓÔÅ�ÅÎÉ dÏÂÝÅÇÏ ×ÉÄÁ (ÚÄÅÓØ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ �ÏÌÀÓÙ f �ÒÏÓÔÙÅ,Ô.Å. |f−1(∞)| = d, É ×ÓÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÔÏÖÅ �ÒÏÓÔÙÅ,Ô.Å. ×ÅÔ×ÌÅÎÉÅ ÎÁÄ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ [1d−22℄| × �ÒÏÏÂÒÁÚÅ ËÁÖÄÏÇÏ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ d− 2 �ÒÏÓÔÙÅÔÏÞËÉ É ÏÄÎÁ ËÒÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÏÞËÁ �ÏÒÑÄËÁ 2; ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÏÂÝÅ-ÇÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ). �ÁËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÌÁÄËÏÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ8



ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n = 2d + 2g − 2, ËÏÔÏÒÏÅ ÞÁÓÔÏÎÁÚÙ×ÁÀÔ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ çÕÒ×É�Á. äÕÂÒÏ×ÉÎ �ÏÓÔÒÏÉÌ ÆÒÏ-ÂÅÎÉÕÓÏ×Õ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ~Hd;g. ïÎ Ó×£Ì �ÒÏÂÌÅÍÕÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÎÅËÏÊ ÉÚÏÍÏ-ÎÏÄÒÏÍÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ. ïÎ Ñ×ÎÏ Ï�ÉÓÁÌ ÍÁÔÒÉ�Ù Ai ÄÌÑ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÉÚÏÍÏÎÏÄÒÏÍÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÒÅÛÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÁ×ÁÌÏÉÓËÏÍÕÀ �ÌÏÓËÕÀ ÍÅÔÒÉËÕ.÷Ï ×ÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÄÏËÌÁÄÁ Ñ ÂÕÄÕ ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï ÔÏÍ, ËÁË ÔÁÕ-ÆÕÎË�ÉÀ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÉÚÏÍÏÎÏÄÒÏÍÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ äÕÂÒÏ-×ÉÎÁ, ÍÏÖÎÏ �ÒÉÍÅÎÉÔØ Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ × ÇÒÕ��ÅðÉËÁÒÁ ËÏÍ�ÁËÔÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á çÕÒ×É�Á. óÎÁ-ÞÁÌÁ Ñ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ Ï�ÉÛÕ ÉÚÏÍÏÎÏÄÒÏÍÎÕÀ ÔÁÕ-ÆÕÎË�ÉÀäÕÂÒÏ×ÉÎÁ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÎÅ �ÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ �ÏÎÑ-ÔÉÑ. îÁÒÑÄÕ Ó �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÉÍ ÅÝ£ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÊ Zn = {(z1; : : : ; zn) ∈ C
n | zi 6= zj}. õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~Hd;g → Zn (ËÁÖÄÏÊ ÍÅÒÏÍÏÒÆ-ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÍÙ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ Å£ ÎÁÂÏÒ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÊ; ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÙ É × �ÒÏÏÂÒÁ-ÚÅ ËÁÖÄÏÊ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÅÓÔØ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÅÚÎÁÞÅÎÉÅ). üÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ; ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÉÇÒÁÀÔ ÒÏÌØ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å çÕÒ×É�Á ~Hd;g. üÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÏÒ-ÆÉÚÍÏÍ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ, Á ÓÒÅÄÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÅÊ ÛËÏÌÙ áÒÎÏÌØÄÁÏÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ìÑÛËÏ{ìÏÊÅÎÇÉ.äÁ×ÁÊÔÅ ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÓÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÉÊ ÂÁÚÉÓ � = {ai; bj} ⊂H1(C). óÌÏ×Ï \ÓÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÉÊ" ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ �ÉËÌÙ ai ÍÅÖ-ÄÕ ÓÏÂÏÊ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, �ÉËÌÙ bi ÔÏÖÅ ÓÁÍÉ Ó ÓÏÂÏÊ ÎÅ �ÅÒÅ-ÓÅËÁÀÔÓÑ, Á ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÅÓÔØ ÔÏÌØËÏ Õ ai Ó bi.�ÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÂÉÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ âÅÒÇÍÁÎÁB(x; y) ÎÁC×C. ïÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á-9



ÍÉ: (1) ÏÎ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ; (2) Õ ÎÅÇÏ �ÏÌÀÓ ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ (�ÒÉ x = y) Ó ÂÉ×ÙÞÅÔÏÍ 1; (3) ∫ai B(x; y)dx ≡ 0.÷ÂÌÉÚÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÔÁËÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ × ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉ-ÎÁÔÁÈ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅB(x; y)dx dy = ( 1(x− y)2 + 16SB(x) +O(x− y)) dx dy; x → y:úÄÅÓØ SB | ÜÔÏ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ Ó×ÑÚÎÏÓÔØ, ËÏÔÏÒÁÑ �ÒÉ ÚÁÍÅÎÅËÏÏÒÄÉÎÁÔ w = w(z) �ÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:S(w)B w′2 + Sw = S(z)B ;ÇÄÅ w′ | �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ �Ï z, ÁSw = w′′′w′
−
32 (w′′w′

)2
| �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ û×ÁÒ�Á. (åÓÌÉ ÂÙ ÎÅ ÂÙÌÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ, ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ û×ÁÒ�Á ÏÔ w = w(z), ÔÏ ÜÔÏ ÂÙÌÂÙ ÏÂÙÞÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ.) äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×Á-ÍÉ, �ÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ Ó×ÑÚÎÏÓÔØ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌ£Î-ÎÙÊ �ÏÔÅÎ�ÉÁÌ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ æÕËÓÁ ÎÁ ÒÉÍÁÎÏ×ÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ:y′′ + 14Sy = 0.ó �ÏÍÏÝØÀ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ (ÌÏËÁÌØÎÏ) Ï�ÒÅ-ÄÅÌÉÔØ Ó×ÑÚÎÏÓÔØ âÅÒÇÍÁÎÁ dB × ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÒÁÓ-ÓÌÏÅÎÉÉ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å çÕÒ×É�Á ~Hd;g:dB = d + 4 n

∑i=1 (Resxi SB − Sfdf ) dzi;ÚÄÅÓØ f | ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ ËÒÉ×ÏÊ C, xi | Å£ ËÒÉÔÉ-ÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ. òÁÚÎÏÓÔØ SB−Sf |Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�É-ÁÌ; ÍÙ ÄÅÌÉÍ ÅÇÏ ÎÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f É�ÏÌÕÞÁÅÍ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÙÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏÏ�ÒÅÄÅÌ£Î ×ÙÞÅÔ. üÔÁ Ó×ÑÚÎÏÓÔØ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ËÒÉ×ÏÊ É10



ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ | ÏÎÁ ÅÝ£ ÚÁ×ÉÓÉÔ É ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁÇÏÍÏÌÏÇÉÊ � ÎÁ C.îÁËÏÎÅ� ÍÙ ÄÏÛÌÉ ÄÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÔÁÕ-ÆÕÎË�ÉÉ. üÔÏ �ÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ËÏ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÇÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ: dB� = 0. ìÏËÁÌØÎÏ ÜÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÁ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å çÕÒ×É�Á, Á ÇÌÏÂÁÌØÎÏ ÏÎÁ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÊ, ÎÏ Å£ ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË ÓÅÞÅÎÉÅ ÇÏ-ÌÏÍÏÒÆÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁ ~Hd;g. ñ Ï�ÒÅÄÅÌÉÌ Å£ × ÔÅÒÍÉÎÁÈËÒÉ×ÏÊ C, ÎÏ Å£ ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ É ÎÁ ÓÆÅÒÅ òÉÍÁÎÁ Ó n ÏÔ-ÍÅÞÅÎÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ, ËÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁÌ äÕÂÒÏ×ÉÎ, ÔÏÇÄÁ ÏÎÁ ÌÕÞ-ÛÅ ×�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ÔÅÏÒÉÀ ÉÚÏÍÏÎÏÄÒÏÍÎÙÈ ÄÅÆÏÒÍÁ�ÉÊ. éÔÁË,ÔÁÕ-ÆÕÎË�ÉÑ � = � (C; �; f ) ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ËÒÉ×ÏÊ C, ÏÔ ×ÙÂÏÒÁÂÁÚÉÓÁ � É ÏÔ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f . íÙ ÈÏÔÉÍ ÉÚÕÞÉÔØ,ËÁË ÏÎÁ �ÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ �ÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÓÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ É�ÒÉ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÈ ÆÕÎË�ÉÉ f .íÎÅ ÅÝ£ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÇÏ ÌÉÎÅÊ-ÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ èÏÄÖÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ g-ÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅEg →
Mg ÎÁÄ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÍÏÄÕÌÅÊ ËÒÉ×ÙÈ ÒÏÄÁ g; ÓÌÏÊ ÒÁÓÓÌÏ-ÅÎÉÑ ÎÁÄ ËÒÉ×ÏÊ C | ÜÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï 
1C ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ 1-ÆÏÒÍ ÎÁ ËÒÉ×ÏÊ C. íÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔ ÜÔÏÇÏÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ (ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ ×ÎÅÛÎÀÀ ÓÔÅ�ÅÎØ): � = detEg =�gEg. üÔÏ É ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ èÏÄÖÁ. üÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍÏÖÎÏ �ÏÄÎÑÔØ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï çÕÒ×É�Á Hd;g. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï
Hd;g | ÜÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �ÁÒ ×ÉÄÁ (C; f ), ÇÄÅ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÙÅÆÕÎË�ÉÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÊÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, Ô.Å. Hd;g = ~Hd;g=PSL(2;C). äÁ×ÁÊÔÅ ÚÁÂÕ-ÄÅÍ �ÒÏ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ, ÔÏÇÄÁ �ÏÌÕÞÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÚÁÂÙ×ÁÎÉÑ � : Hd;g → Mg. ó �ÏÍÏÝØÀ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ � ÌÉÎÅÊ-ÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ èÏÄÖÁ � ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÔÁÝÉÔØ ÎÁHd;g É �ÏÌÕÞÉÔØÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ �∗�, ËÏÔÏÒÏÅ ÂÕÄÅÍ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÔÅÍÖÅ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ �. 11



åÝ£ ÎÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÷ÁÎÄÅÒÍÏÎÄÁ V = ∏i<j(zi−zj) ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÉ f .ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÏÓÍÏÔÒÅÔØ, ËÁË ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÔÁÕ-ÆÕÎË�ÉÑ� (C; �; f ) �ÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÓÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ � É �ÒÉ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ ÆÕÎË�ÉÉ f , ÔÏ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÁÑ ÌÅÍÍÁ.ìÅÍÍÁ. � = �n−1V −6 | ÜÔÏ ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÝÅÅÓÑ ×ÎÕÌØ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ �24(n−1).ûÅÓÔÁÑ ÓÔÅ�ÅÎØ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÷ÁÎÄÅÒÍÏÎÄÁ �ÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ�ÒÉ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÈ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É (n−1)-ÁÑÓÔÅ�ÅÎØ ÔÁÕ-ÆÕÎË�ÉÉ. ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ �n−1V −6 ÉÎ×ÁÒÉ-ÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ. á �ÒÉÚÁÍÅÎÅ ÂÁÚÉÓÁ � ÔÁÕ-ÆÕÎË�ÉÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË �24.�Å�ÅÒØ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ËÏÍ�ÁËÔÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á çÕÒ-×É�Á. üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈÎÁËÒÙÔÉÊ. äÏ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉ ÎÁËÒÙÔÉÑ ÓÆÅÒÙ òÉ-ÍÁÎÁ ÇÌÁÄËÉÍÉ ËÒÉ×ÙÍÉ. �Å�ÅÒØ ÄÁ×ÁÊÔÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÓÛÉÒÉÍËÌÁÓÓ ÎÁËÒÙÔÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ, É ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁ-ÔÒÉ×ÁÔØ ÎÁËÒÙÔÉÑ ÎÁÄ ËÒÉ×ÙÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ Ä×ÏÊ-ÎÙÅ ÔÏÞËÉ. îÁÓ ÂÕÄÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÓÆÅÒÁòÉÍÁÎÁ ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ Ä×Å ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ, �ÅÒÅÓÅËÁÀ-ÝÉÅÓÑ �Ï ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ. äÏ�ÕÓÔÉÍÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ | ÜÔÏ ÎÁËÒÙÔÉÅËÒÉ×ÏÊ Ó Ä×ÏÊÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ, �ÒÉ ÜÔÏÍ Ä×ÏÊÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÁÀÔÓÑ × Ä×ÏÊÎÙÅ ÔÏÞËÉ (ÒÉÓ. 2), ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ ÒÁÓ�ÏÌÏ-ÖÅÎÙ ÎÁ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÑÈ Ë Ä×ÏÊÎÙÍ ÔÏÞËÁÍ, É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ,ÌÅÖÁÝÅÊ ÎÁÄ Ä×ÏÊÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ, ÉÎÄÅËÓ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍ ÄÌÑ ÏÂÅÉÈ ×ÅÔ×ÅÊ. äÏ�ÕÓÔÉÍÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ, ÉÚÏÂÒÁ-Ö£ÎÎÏÅ ÎÁ ÒÉÓ. 2, | ÜÔÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÑÍÏÊ l; ÒÏÄg ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÅÊ ËÒÉ×ÏÊ ÒÁ×ÅÎ 1, n = 4 É d = 2, Á ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ×ÅÔ×ÅÊ, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁÄ Ä×ÏÊÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ, ÉÎÄÅËÓ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ÒÁ×ÅÎ12



òÉÓ. 2.2. ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÉÔÕÁ�ÉÑ ÓÈÏÖÁÑ. ëÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ �Ï Ä×ÕÍ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁÍ ÜÔÏÊ �ÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ ËÒÉ-×ÏÊ ÒÁÚÎÙÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÓÌÅ×Á k ËÒÉÔÉ-ÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, Á Ó�ÒÁ×Á n − k ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ. îÁÄÄ×ÏÊÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÌÅÖÉÔ r ÔÏÞÅË ÎÁËÒÙÔÉÑ Ó ÉÎÄÅËÓÁÍÉ ×ÅÔ×ÌÅ-ÎÉÑ m1, . . . , mr (ÒÉÓ. 3).ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ∑mi = d (ÓÔÅ�ÅÎØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ), Ô.Å. ÞÉÓÌÁm1, . . . , mr ÚÁÄÁÀÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ d. üÔÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÂÕÄÅÍÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ � = [m1; : : : ;mr℄. ðÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ k É �ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ ÎÁËÒÙÔÉÊ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-ÚÉÅ (ÔÏÞÎÅÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï), ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁ 1 ÍÅÎØÛÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á çÕÒ×É�Á. üÔÏ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ �(k)� . ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ,ÞÔÏ ÅÓÌÉ Ë �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ çÕÒ×É�Á Hd;g ÍÙ ÄÏÂÁ×ÉÍ ×ÓÅ ÔÁËÉÅ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á �(k)� , Ô.Å. ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Hd;g ⋃�⊢d ⋃d=2k=2�(k)� , ÔÏ �Ï-ÌÕÞÉÍ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ (ÈÏÔÑ É ÏÓÏÂÏÅ) ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-ÚÉÅHd;g. üÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÌÅÇËÏ ÄÅÓÉÎÇÕÌÑÒÉÚÏ×ÁÔØ É ÓÄÅÌÁÔØ13



òÉÓ. 3.ÉÚ ÎÅÇÏ ÇÌÁÄËÏÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. óÉÎÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ �Ï-Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÚÁ ÓÞ£Ô ÄÅÊÓÔ×ÉÑ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕ�� ÎÁ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑÈÓ ÉÎÄÅËÓÁÍÉ m1, . . . , mr. åÓÌÉ ÍÙ �ÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁË ÕÓÔÒÏÅÎÏÜÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ, ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏÍ ÄÉ×ÉÚÏÒÕ�(k)� , ÔÏ ÏÎÏ ÂÕÄÅÔ ×ÙÇÌÑÄÅÔØ ËÁË ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÎÕÌÑ ËÒÉ×ÏÊ�m11 = �m22 = · · · = �mrr . üÔÕ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ ÌÅÇËÏ ÒÁÚÒÅÛÉÔØ.íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÉÍÅÅÔ ÓÁÍÏ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÌÅÇËÏ ÍÏÖÎÏÒÁÚ×ÅÓÔÉ.åÓÔØ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Hd;g, É ÎÁ ÅÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÊ ÞÁ-ÓÔÉ ÖÉ×£Ô ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ �, ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÝÅÅÓÑ × ÎÕÌØ.íÙ ÈÏÔÉÍ �ÏÓÍÏÔÒÅÔØ, ËÁË ÏÎÏ ÓÅÂÑ ×ÅÄ£Ô ÎÁ ÄÉ×ÉÚÏÒÅ ËÏÍ�ÁË-ÔÉÆÉËÁ�ÉÉ. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÉÚÕÞÁÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÉ. îÕÖÎÏ×ÙÑÓÎÉÔØ, ÇÄÅ ÓÅÞÅÎÉÅ � ÚÁÎÕÌÑÅÔÓÑ, ÇÄÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÂÅÓËÏ-ÎÅÞÎÏÓÔØ, É �ÏÓÞÉÔÁÔØ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ. üÔÏ ÂÙÌÏ ÓÄÅÌÁÎÏ × ÎÁÛÅÊÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ Ó á.ëÏËÏÔÏ×ÙÍ É ä.ëÏÒÏÔËÉÎÙÍ. íÙ �Ï-
14



ÌÕÞÉÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ:[�℄ = n=2
∑k=2 ∑�⊢d ( r

∏i=1 mi) (k(n− k)8(n− 1) − 112 (d− r
∑i=1 1mi))

[�(k)� ] :úÄÅÓØ [�℄ | ËÌÁÓÓ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ èÏÄÖÁ (ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ �ÏÎÉÍÁÔØ ËÁËÄ×ÕÍÅÒÎÙÊ ËÌÁÓÓ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ). üÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÅÒÎÏ É × ÇÒÕ�-�Å ðÉËÁÒÁ (�ÅÒ×ÏÊ ÇÒÕ��Å þÖÏÕ | × ÇÒÕ��Å ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ�ÉËÌÏ× ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1). üÔÏ ÕÖÅ ÞÉÓÔÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏ-ÍÅÔÒÉÑ.üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÏ ÎÁÛÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÅ ÂÙÌÁ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ.âÙÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÌÉÛØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Å£ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ. îÁ-�ÒÉÍÅÒ, ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÂÙÌÁ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ ÄÌÑ ÇÉ�ÅÒÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÈËÒÉ×ÙÈ, ÎÏ ÜÔÏ ÏÞÅÎØ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ. ðÏÈÏÖÕÀ ÚÁÄÁÞÕ× ÓÌÕÞÁÅ g = 0 ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉ ó.ìÁÎÄÏ É ä.ú×ÏÎËÉÎ, É ÎÁ-ÛÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÓÏÇÌÁÓÕÀÔÓÑ. ðÏÓÌÅ ÔÏÇÏ ËÁË ÍÙ ×Ù×ÅÌÉ ÜÔÕÆÏÒÍÕÌÕ, van der Geer É Kouvidakis ÎÁÛÌÉ Å£ ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÏ-ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï Ó �ÏÍÏÝØÀ ÔÅÏÒÅÍÙ çÒÏÔÅÎÄÉËÁ{òÉÍÁÎÁ{òÏÈÁ É ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉ Å£ ÄÌÑ ÏÔ×ÅÔÁ ÎÁ ÓÔÁÒÙÊ ×Ï�ÒÏÓèÁÒÒÉÓÁ{íÁÍÆÏÒÄÁ (Harris{Mumford) Ï ËÌÁÓÓÁÈ ÄÉ×ÉÚÏÒÏ× çÕÒ-×É�Á ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ËÒÉ×ÙÈ.éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÜÔÕ ÖÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÔÅÈÎÉËÕ, ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ�ÏÈÏÖÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ × ÇÒÕ��ÁÈ ðÉËÁÒÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÍÏÄÕÌÅÊÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÏ×, ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ, ÎÏ É Ë×Á-ÄÒÁÔÉÞÎÙÈ É ÌÀÂÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ. äÌÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÍÏÄÕÌÅÊ ÁÂÅÌÅ-×ÙÈ É Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÏ× ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÑÀÔ ÉÎÔÅÒÅÓ É Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ ÄÉÎÁÍÉËÉ. üÔÉ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á �ÏÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÁÍ × Ó×ÑÚÉ Ó ÉÚÕÞÅÎÉÅÍ �ÌÏÓËÉÈ ÒÁ-�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÂÉÌÌÉÁÒÄÏ× É �ÏÔÏËÁ �ÅÊÈÍÀÌÌÅÒÁ.ï�ÉÓÁÎÎÙÊ × ÄÏËÌÁÄÅ �ÏÄÈÏÄ Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÔÁÕ-ÆÕÎË�ÉÊ�ÒÉÍÅÎÉÍ É ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ ÚÁÄÁÞ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, Ó ÅÇÏ �ÏÍÏÝØÀ ÍÏÖÎÏÉÚÕÞÁÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ × ÇÒÕ��ÁÈ ðÉËÁÒÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÍÏÄÕÌÅÊ15
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