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òÉÓ. 1.
òÉÓ. 2.ðÅÎÓËÏÊ á.÷. ó�ÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ: ÓÌÙÛÁÔØ ÆÏÒÍÕ, ×É-ÄÅÔØ Ú×ÕËðÅÎÓËÏÊ áÌÅËÓÅÊ ÷ÉËÔÏÒÏ×ÉÞ, 23 ÍÁÑ 2013.üÒÎÓÔ èÌÁÄÎÉ (1756{1827) ÄÅÌÁÌ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ Ï�ÙÔ. ïÎ ÂÒÁÌ Ë×ÁÄÒÁÔÎÕÀ �ÌÁÓÔÉÎËÕ, ÚÁËÒÅ�Ì£Î-ÎÕÀ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ, �ÏÓÙ�ÁÌ Å£ �ÅÓËÏÍ É �ÒÏ×ÏÄÉÌ �Ï Å£ ËÒÁÀ ÓÍÙÞËÏÍ. ðÌÁÓÔÉÎËÁ ×ÉÂÒÉÒÏ×ÁÌÁ,É ÏËÁÚÙ×ÁÌÏÓØ, ÞÔÏ �ÅÓÞÉÎËÉ ÓÏÂÉÒÁÌÉÓØ × ËÒÁÓÉ×ÙÅ ÌÉÎÉÉ (ÒÉÓ. 1). þÅÍ ×ÙÛÅ ÞÁÓÔÏÔÁ, ÔÅÍ ÎÁÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÞÁÓÔÅÊ ÜÔÉ ÌÉÎÉÉ ÒÁÚÂÉ×ÁÀÔ �ÌÁÓÔÉÎËÕ.ñ ÎÁÞÎÕ Ó ×ÏÌÎÏ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ utt = �u. úÄÅÓØ u = u(t; x) | ÆÕÎË�ÉÑ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, x ∈
 ⊂ R

n. õ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÅÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÑ | ÓÔÏÑÞÉÅ ×ÏÌÎÙ u = T (t)X(x). ðÏÞÅÍÕ ÜÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÓÔÏÑÞÉÅ ×ÏÌÎÙ, ÌÅÇËÏ �ÏÎÑÔØ, ÅÓÌÉ �ÏÓÍÏÔÒÅÔØ, ËÁË ÜÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÅÂÑ ×ÅÄ£Ô. åÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ X(x)(ÒÉÓ. 2, Á); ÏÎÁ ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÆÕÎË�ÉÀ, ÚÁ×ÉÓÑÝÕÀ ÏÔ ×ÒÅÍÅÎÉ. ëÏÇÄÁ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ×ÒÅÍÑ, ÁÍ�ÌÉÔÕÄÁÍÅÎÑÅÔÓÑ, ÎÏ ÆÏÒÍÁ ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÔÏÊ ÖÅ ÓÁÍÏÊ (ÒÉÓ. 2, Â).ðÏÄÓÔÁ×ÉÍ u = T (t)X(x) × ×ÏÌÎÏ×ÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ: T ′′X = T�X, Ô.Å. T ′′T = �XX . ìÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ x, Á �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ t. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ | ÎÅËÏÔÏÒÁÑËÏÎÓÔÁÎÔÁ: T ′′T = �XX = −�. ïÔËÕÄÁ ÜÔÕ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ ×ÚÑÔØ? íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ
, É ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÎÁÌÏÖÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ. åÓÔØ ÇÒÁÎÉÞÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅäÉÒÉÈÌÅ: u|�
 = 0. åÓÌÉ ×Ó£ ÜÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ËÁË ÍÅÍÂÒÁÎÕ, ÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ äÉÒÉÈÌÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ËÒÁÊÍÅÍÂÒÁÎÙ ÚÁËÒÅ�Ì£Î; ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÚÁÄÁÞÁ �ÒÏ ÂÁÒÁÂÁÎ. é ÅÓÔØ ÇÒÁÎÉÞÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ îÅÊÍÁÎÁ: �u�−→n |�
 = 0.îÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÚÁÄÁÞÁ: −�X = �X, u|�
 = 0, Ô.Å. ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÁ Ó�ÅËÔÒ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ìÁ�ÌÁ-ÓÁ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ ÍÉÎÕÓ É ÕÓÌÏ×ÉÅ äÉÒÉÈÌÅ. üÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÅÊ äÉÒÉÈÌÅ. íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ Ó�ÅËÔÒÄÉÓËÒÅÔÎÙÊ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÊ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÊ: 0 < �1(
; D) 6 �2(
; D) 6 : : : (D ÚÄÅÓØ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ,ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ äÉÒÉÈÌÅ). ëÒÁÔÎÏÓÔÉ ×ÓÅÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ËÏÎÅÞÎÙÅ, Ó�ÅËÔÒÞÉÓÔÏ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÊ. íÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ É Ó�ÅËÔÒ Ó ÕÓÌÏ×ÉÅÍ îÅÊÍÁÎÁ: �u�−→n |�
 = 0. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕ-ÞÁÅ ÓÉÔÕÁ�ÉÑ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÇÒÁÎÉ�Ù ÏÂÌÁÓÔÉ. åÓÌÉ ÇÒÁÎÉ�Á ÏÂÌÁÓÔÉ ÈÏÒÏÛÁÑ, ÔÏ Ó�ÅËÔÒ ÔÏÖÅ ÂÕÄÅÔÄÉÓËÒÅÔÎÙÊ. á ÅÓÌÉ Õ ÇÒÁÎÉ�Ù ÅÓÔØ �ËÁÓ�Ù�, ÔÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÊ Ó�ÅËÔÒ. ó�ÅËÔÒ ÚÄÅÓØÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ÎÕÌÑ: 0 = �1(
; N) < �2(
; N) 6 : : :åÓÔØ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ É, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÅÓÔØ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ u1, u2, . . . ó�ÅËÔÒÁÌØÎÁÑÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÉÚÕÞÁÅÔ, ËÁË ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÏÂÌÁÓÔÉ Ó×ÑÚÁÎÁ ÓÏ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÍÉ ÄÁÎÎÙÍÉ: ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÞÉ-ÓÌÁÍÉ É ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ. üÔÏ ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑ É ÎÁ ÒÉÍÁÎÏ×Ù ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. åÓÌÉ ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏ-ÏÂÒÁÚÉÅM Ó ËÒÁÅÍ �M É ÎÁ Î£Í ÍÅÔÒÉËÁ, ÔÏ ÎÕÖÎÏ ÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÁ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ìÁ�ÌÁÓÁ{âÅÌØÔÒÁÍÉ. �ÒÁ-2



òÉÓ. 3.ÄÉ�ÉÏÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ìÁ�ÌÁÓÁ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �ÌÏÈÏ, �ÏÔÏÍÕ ÞÔÏ �ÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ×ÅÚÄÅ �ÉÓÁÔØ ÚÎÁË ÍÉÎÕÓ.ðÏÜÔÏÍÕ × ÒÉÍÁÎÏ×ÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ �ÒÏÝÅ ÓÒÁÚÕ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ìÁ�ÌÁÓÁ ÔÁË: �f = −div grad f .åÓÔØ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ Õ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÎÅÔ ËÒÁÑ: �M = ∅. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÏÓÔÏ ÒÅÛÁÅÔÓÑÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ �X = �X, ÎÉËÁËÉÈ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÎÅÔ. åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÂÅÚ ËÒÁÑ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ,ÔÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÇÌÁÄËÉÅ.ëÁËÉÅ ÚÄÅÓØ ÅÓÔØ ×Ï�ÒÏÓÙ? õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ É ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ. óÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅÞÉÓÌÁ ×ÈÏÄÑÔ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ T ′′ = −�iT . üÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÓ�ÉÌÌÑÔÏÒÁ. åÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑA 
os√�it + B sin√�it. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ √�i Ó×ÑÚÁÎÙ Ó ÞÁÓÔÏÔÏÊ Ú×ÕËÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ×Ï�ÒÏÓ ÏÔÏÍ, ÄÏ ËÁËÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ Ó�ÅËÔÒ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ, ÂÙÌ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÅÔËÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎ íÁÒ-ËÏÍ ëÁ�ÅÍ × ÅÇÏ ÓÔÁÔØÅ 1966 ÇÏÄÁ ÔÁË: �íÏÖÎÏ ÌÉ ÕÓÌÙÛÁÔØ ÆÏÒÍÕ ÂÁÒÁÂÁÎÁ?� ÷ÓËÏÒÅ ×ÙÑÓÎÉÌÏÓØ,ÞÔÏ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ÜÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÊ: íÉÌÎÏÒ �ÏÓÔÒÏÉÌ �ÒÉÍÅÒ Ä×ÕÈ ÛÅÓÔÎÁÄ�ÁÔÉÍÅÒÎÙÈ ÔÏ-ÒÏ× Ó ÒÁÚÎÙÍÉ ÒÅÛ£ÔËÁÍÉ �ÅÒÉÏÄÏ×, Õ ËÏÔÏÒÙÈ Ó�ÅËÔÒ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÊ. �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ËÁË ÍÙ Õ×ÉÄÉÍÄÁÌÅÅ, ÍÎÏÇÉÅ ×ÅÝÉ ÍÏÖÎÏ ÕÓÌÙÛÁÔØ, Á × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ Ó�ÅËÔÒ �ÏÌÎÏÓÔØÀ ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÇÅÏÍÅÔÒÉÀ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ �ÌÏÓËÉÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÄÉÓË ÍÏÖÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ �Ï ÅÇÏ Ó�ÅË-ÔÒÕ. åÓÌÉ Õ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÌÏÓËÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ Ó�ÅËÔÒ ÔÁËÏÊ ÖÅ, ËÁË Õ ÄÉÓËÁ, ÔÏ ÜÔÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÏÌØËÏÄÉÓË.á Õ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÅÓÔØ ÎÏÄÁÌØÎÙÅ ÌÉÎÉÉ. ÷Ó�ÏÍÎÉÍ Ï�ÙÔ Ó �ÅÓÞÉÎËÁÍÉ. �ÁÍ, �ÒÁ×ÄÁ,Ó�ÅËÔÒ ÎÅ ÓÁÍÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ìÁ�ÌÁÓÁ, Á ÅÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ, ÎÏ ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÎÁ ÜÔÏ ÏÂÒÁÝÁÔØ×ÎÉÍÁÎÉÅ. ðÅÓÞÉÎËÉ ÈÏÔÑÔ ÏÓÔÁÔØÓÑ ÔÁÍ, ÇÄÅ ÉÈ ÍÅÎØÛÅ ×ÓÅÇÏ ÔÒÑÓ£Ô. á ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÔÁÍ, ÇÄÅ ÆÕÎË�ÉÑX ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ, É × ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÁËÏÊ ÔÏÞËÉ. ðÅÓÞÉÎËÉ ÓËÁ�ÌÉ×ÁÀÔÓÑ ×ÄÏÌØ ÎÕÌÅÊÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. îÕÌÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÏÄÁÌØÎÙÍÉ ÌÉÎÉÑÍÉ, Á ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÑË ÎÉÍ | ÎÏÄÁÌØÎÙÍÉ ÏÂÌÁÓÔÑÍÉ (ÒÉÓ. 3).ïÂÏÂÝÉ× ×Ï�ÒÏÓ íÁÒËÁ ëÁ�Á, ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ | ÜÔÏ ÎÁÕËÁ Ï ÔÏÍ,ËÁË ÓÌÙÛÁÔØ ÆÏÒÍÕ É ×ÉÄÅÔØ Ú×ÕË. ëÁË ÓÌÙÛÁÔØ ÆÏÒÍÕ | ÜÔÏ ×Ï�ÒÏÓ Ï ÔÏÍ, ËÁË ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅÞÉÓÌÁ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ. á ×ÉÄÅÔØ Ú×ÕË | ÜÔÏ ÔÏ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ×ÉÄÅÔØ ÎÏÄÁÌØÎÙÅ ÌÉÎÉÉ, É ÉÈÇÅÏÍÅÔÒÉÑ É ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ ÔÏÖÅ Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÏ Ú×ÕËÏÍ.äÁ×ÁÊÔÅ ÏÂÓÕÄÉÍ ×Ï�ÒÏÓÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÔÕÔ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ. éÚ×ÌÅÞØ ÞÔÏ-ÔÏ ÉÚ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ �ÏÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅÌØÚÑ. éÈ ÎÕÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ × ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÉ. é ÚÄÅÓØ ÅÓÔØ Ä×Å ×ÁÖÎÅÊÛÉÅ ÆÕÎË-�ÉÉ, �Ï ËÏÔÏÒÙÍ ÞÔÏ-ÔÏ ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ. ïÄÎÁ ÉÚ ÎÉÈ | ÆÕÎË�ÉÑ ÷ÅÊÌÑ, ÄÒÕÇÁÑ | ÓÌÅÄ ÑÄÒÁÔÅ�ÌÏ�ÒÏ×ÏÄÎÏÓÔÉ. æÕÎË�ÉÑ ÷ÅÊÌÑ | ÜÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÅÎØÛÅ �, Ô.Å.N(�) = #{�i|�i < �}. ÷ÁÖÎÙÊ ×Ï�ÒÏÓ ÚÄÅÓØ | ×Ï�ÒÏÓ �ÒÏ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÕ. îÏ ÄÁÖÅ ÓÁÍÁ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÁ�ÒÏÂÌÅÍÙ ÏÞÅÎØ ÓÌÏÖÎÁÑ. äÁ×ÁÊÔÅ �ÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ �ÒÉÍÅÒÙ. óÉÔÕÁ�ÉÑ ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ×Ù ×ÏÚØÍ£ÔÅ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ É �Ï�ÙÔÁÅÔÅÓØ ÎÁÊÔÉ Å£ Ó�ÅËÔÒ, ÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ ×ÁÍ ÎÅ ÕÄÁÓÔÓÑ.�ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÅÓÔØ ÏÂÌÁÓÔÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÔØ. ïÂÙÞÎÏ ÜÔÏ ÏÂÌÁÓÔÉ,ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÒÁÚÄÅÌÅÎÉÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÏÔÒÅÚÏË, Ë×ÁÄÒÁÔ, �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË, ÄÉÓË(× Î£Í ÍÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ �ÏÌÑÒÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ).äÌÑ ÏÔÒÅÚËÁ ÄÌÉÎÙ l ÄÌÑ ÚÁÄÁÞÉ äÉÒÉÈÌÅ �n = n2�2l2 . äÌÑ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ a É bÄÌÑ ÚÁÄÁÞÉ äÉÒÉÈÌÅ �n;m = n2�2a2 + m2�2b2 , ÇÄÅ n;m = 1; 2; : : : . ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ2� �ÏÌÕÞÁÅÍ �n;m = n2+m2. á ÄÌÑ ÔÏÒÁ, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÉÚ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 2�, �n;m = n2+m2,ÇÄÅ n É m ÕÖÅ ÎÅ ×ÓÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ, Á ×ÓÅ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ. úÁÄÁÞÁ Ï ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÆÕÎË�ÉÉ ÷ÅÊÌÑ ×3



òÉÓ. 4.ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÏ ÔÁËÁÑ ÚÁÄÁÞÁ: ×Ù ÂÅÒ£ÔÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÒÁÄÉÕÓÁ √� É Ó�ÒÁÛÉ×ÁÅÔÅ, ÓËÏÌØËÏ ÔÏÞÅË Ó�ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÏËÁÖÅÔÓÑ ×ÎÕÔÒÉ ÜÔÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. üÔÏ ÏÞÅÎØ ÓÔÁÒÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÔÅÏÒÉÉÞÉÓÅÌ. úÄÅÓØ ÍÏÖÎÏ ÄÁÔØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÇÒÕÂÕÀ Ï�ÅÎËÕ, ×ÏÓÈÏÄÑÝÕÀ Ë çÁÕÓÓÕ: N(�) = �� + O(√�).åÓÔØ ÇÉ�ÏÔÅÚÁ èÁÒÄÉ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ Ï�ÅÎËÁ ÏÛÉÂËÉ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ O(� 14+"), ÎÏ ÏÎÁ ÄÏ ÓÉÈ �ÏÒ ÎÅÄÏËÁÚÁÎÁ. äÏËÁÚÁÎÁ Ï�ÅÎËÁ ÏÛÉÂËÉ O(� 13−Æ).�ÅÏÒÅÍÁ (÷ÅÊÌØ, 1911). ðÕÓÔØ M | ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ (Ó ËÒÁÅÍ ÉÌÉ ÂÅÚ ËÒÁÑ) ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n.�ÏÇÄÁ N(�) = Vol(M)�n=2(4�)n=2� (n2 + 1) +O(�n=2):�ÅÏÒÅÍÁ ÷ÅÊÌÑ ÄÁ£Ô ÇÌÁ×ÎÙÊ ÞÌÅÎ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÉ ÆÕÎË�ÉÉ ÷ÅÊÌÑ. éÚ ÅÇÏ ×ÉÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ×Ù ÚÎÁÅÔÅ ÆÕÎË�ÉÀ ÷ÅÊÌÑ, ÔÏ ×Ù ÍÏÖÅÔÅ ÎÁÊÔÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ É ÅÇÏ ÏÂß£Í. �Ï ÅÓÔØ×Ù ÍÏÖÅÔÅ ÕÓÌÙÛÁÔØ, �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ É ÏÂß£Í.åÝ£ ÅÓÔØ ÇÉ�ÏÔÅÚÁ ÷ÅÊÌÑ �ÒÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÞÌÅÎ �ÏÓÌÅ Vol(M)�n=2(4�)n=2�(n2+1) . ÷ÅÊÌØ ×ÙÓËÁÚÁÌ ÇÉ�ÏÔÅÚÕ, ÞÔÏÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÞÌÅÎ ÒÁ×ÅÎ ±Voln−1(�M)�n−12(2√�)n−1�(n+12 ) + O(�n−12 ) (ÚÎÁË �ÌÀÓ ÄÌÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ îÅÊÍÁÎÁ, Á ÚÎÁË ÍÉÎÕÓÄÌÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ äÉÒÉÈÌÅ). çÉ�ÏÔÅÚÕ ÷ÅÊÌÑ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÄÌÑ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ. îÏ ÕÖÅ ÄÌÑ ÄÉÓËÁ ÉÌÉÄÌÑ ÜÌÌÉ�ÓÁ ÜÔÏ ÔÒÕÄÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ.æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÙÌ ÄÏËÁÚÁÎ é×ÒÉÅÍ É íÅÌØÒÏÕÚÏÍ × 1980 ÇÏÄÕ. ïÎ ÇÏ×ÏÒÉÔ, ÞÔÏÇÉ�ÏÔÅÚÁ ÷ÅÊÌÑ ×ÅÒÎÁ, �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÈ ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕÎÕÌØ ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÈ; ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Ó ËÒÁÅÍ ÚÄÅÓØ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å�ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ, ËÁË × ÂÉÌØÑÒÄÅ. ó ÔÅÈ �ÏÒ ÓÔÁÌÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÁÑÇÅÏÍÅÔÒÉÑ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó �Ï×ÅÄÅÎÉÅÍ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÈ. óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÚÎÁÅÍ ÔÏÌØËÏ �ÒÏ ÚÁ-ÍËÎÕÔÙÅ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÅ Ó ÔÒÅÍÑ Ú×ÅÎØÑÍÉ É ÎÅÄÁ×ÎÏ �ÏÌÕÞÅÎÙ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ �ÒÏ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÅ ÓÞÅÔÙÒØÍÑ Ú×ÅÎØÑÍÉ.÷ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÏÂÌÁÓÔÉ ÍÏÖÅÔ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔØ �ÁÄÅÎÉÅ �ÏÒÑÄËÁ ÏÓÔÁÔÏÞÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ.üÔÏ ÏÞÅÎØ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ, �ÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÈ �ÏÔÏËÏ× | ÜÔÏ ×Ï�ÒÏÓÅÝ£ ÉÚ 19 ×ÅËÁ, É ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏËÁÚÁÌÏÓØ Ó×ÑÚÁÎÏ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ ∑i e−�it, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÏÍ ÑÄÒÁ ÔÅ�ÌÏ�ÒÏ×ÏÄÎÏÓÔÉ. éÚ ÎÅ£ ÔÏÖÅÍÏÖÎÏ ÍÎÏÇÏÅ ÕÚÎÁÔØ �ÒÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, × ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2
∑i e−�it = Area
4�t − l(�
)8√�t + �(
)12 + : : : ;ÇÄÅ l(�
) | �ÅÒÉÍÅÔÒ 
. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �Ï ÜÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÍÏÖÎÏ ÕÚÎÁÔØ ÜÊÌÅÒÏ×Õ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ�(
). üÔÏ ÇÉ�ÏÔÅÚÁ ëÁ�Á, ËÏÔÏÒÕÀ ÄÏËÁÚÁÌÉ íÁËëÉÎ É úÉÎÇÅÒ × 1967 ÇÏÄÕ.÷ÓÅ �ÒÉÍÅÒÙ, ËÏÇÄÁ Ó�ÅËÔÒ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÊ, Á ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÒÁÚÎÁÑ, ÏÞÅÎØ ÓÌÏÖÎÙÅ. îÏ ÅÓÔØ ÔÁËÁÑ ×ÏÚ-ÍÏÖÎÏÓÔØ: ÓÍÅÛÁÎÎÁÑ ÇÒÁÎÉÞÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ, ËÏÇÄÁ ÇÒÁÎÉ�Á ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ËÕÓËÏ×, É ÎÁ ÒÁÚÎÙÈËÕÓËÁÈ ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÒÁÚÎÙÅ: ÎÁ ÏÄÎÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑ äÉÒÉÈÌÅ, Á ÎÁ ÄÒÕÇÉÈ | ÕÓÌÏ×ÉÑ îÅÊÍÁÎÁ.4



òÉÓ. 5.�ÏÇÄÁ �ÒÉÍÅÒ ÓÔÒÏÉÔÓÑ �ÒÏÓÔÏ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ×ÚÑÔØ Ë×ÁÄÒÁÔ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 1, ÎÁ ÔÒ£È ÓÔÏÒÏÎÁÈËÏÔÏÒÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ äÉÒÉÈÌÅ, Á ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÕÓÌÏ×ÉÅ îÅÊÍÁÎÁ, É ×ÚÑÔØ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÊ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÊÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Ó ËÁÔÅÔÏÍ √2, ÎÁ ÇÉ�ÏÔÅÎÕÚÅ É ÏÄÎÏÍ ËÁÔÅÔÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ äÉÒÉÈÌÅ, Á ÎÁ ÄÒÕÇÏÍËÁÔÅÔÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ îÅÊÍÁÎÁ (ÒÉÓ. 4), ÔÏ Ó�ÅËÔÒ Õ ÎÉÈ ÏÄÉÎÉËÏ×ÙÊ.�Å�ÅÒØ Ñ ÈÏÞÕ ÎÅÍÎÏÇÏ �ÏÇÏ×ÏÒÉÔØ �ÒÏ ÎÏÄÁÌØÎÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ É ÔÏ�ÏÌÏÇÉÀ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÁÞÁ-ÌÁ ÏÔÒÅÚÏË ÄÌÉÎÙ �. äÌÑ ÎÅÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ | ÜÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ sinnx. õ ÆÕÎË�ÉÉ sinx ÎÕÌÅÊ×ÎÕÔÒÉ ÏÔÒÅÚËÁ ÎÅÔ, Ô.Å. ÎÏÄÁÌØÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÄÎÁ. á Õ ÆÕÎË�ÉÉ sin 2x ÅÓÔØ ÏÄÉÎ ÎÕÌØ, �ÏÜÔÏÍÕ ÎÏ-ÄÁÌØÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ Ä×Å; Õ ÆÕÎË�ÉÉ sin 3x ÎÏÄÁÌØÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÔÒÉ É Ô.Ä.: Õ n-Ê ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉÂÕÄÅÔ n ÎÏÄÁÌØÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ. á ËÁË ÏÂÓÔÏÉÔ ÄÅÌÏ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ? îÁ ÜÔÏÔ ÓÞ£Ô ÅÓÔØ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØ-ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ëÕÒÁÎÔÁ (1923) Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ Õ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ 'n Ó ÎÏÍÅÒÏÍ n ÎÏÄÁÌØÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊÎÅ ÂÏÌÅÅ n. üÔÏ ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÕÓÌÏ×ÉÊ îÅÊÍÁÎÁ, É ÄÌÑ ÕÓÌÏ×ÉÊ äÉÒÉÈÌÅ. ðÅÒ×ÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÉÚ ÜÔÏÊÔÅÏÒÅÍÙ: Õ �ÅÒ×ÏÊ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ '1 ÎÅÔ ÎÕÌÅÊ (ÄÌÑ ÚÁÄÁÞÉ îÅÊÍÁÎÁ ÜÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, �ÏÔÏÍÕÞÔÏ �ÅÒ×ÁÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ | ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, Á ÄÌÑ ÚÁÄÁÞÉ äÉÒÉÈÌÅ ÜÔÏ ÆÁËÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÊ).òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ 'n ÎÁ ËÁËÕÀ-ÔÏ Å£ ÎÏÄÁÌØÎÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ
1. õ ÎÅ£ ÔÁÍ ÎÕÌÅÊ ÎÅÔ, Á ÌÀÂÁÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ËÒÏÍÅ �ÅÒ×ÏÊ, ÄÏÌÖÎÁ ÉÍÅÔØ ÎÕÌØ. üÔÏÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ 'n|
1 | �ÅÒ×ÁÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ × ÏÂÌÁÓÔÉ 
1.õ '2 ÒÏ×ÎÏ Ä×Å ÎÏÄÁÌØÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÉ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÎÏÄÁÌØÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ Ä×ÕÈ. ó ÄÒÕ-ÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ×ÓÅÇÄÁ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ, �ÏÜÔÏÍÕ∫
 '1'2d� = 0. îÏ ÆÕÎË�ÉÑ '1 ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË, �ÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ '2 ÔÏÖÅ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË, ÔÏ �ÏÌÕÞÁÅÍ�ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.�ÅÏÒÅÍÁ ëÕÒÁÎÔÁ| ÏÞÅÎØ ÍÏÝÎÏÅ ÓÒÅÄÓÔ×Ï ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ × ÎÏÄÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, Ó ÏÞÅÎØ ÄÁÌÅËÏÉÄÕÝÉÍÉ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑÍÉ.äÌÑ �ÌÏÓËÉÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÅÓÔØ ÔÅÏÒÅÍÁ ðÌÅÊÅÌÑ (1956): ÞÉÓÌÏ ÔÅÈ �i, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ Õ 'i ÒÏ×ÎÏ iÎÏÄÁÌØÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ, ËÏÎÅÞÎÏ. úÄÅÓØ ÅÓÔØ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÊ ×Ï�ÒÏÓ: Á ÓËÏÌØËÏ ÉÈ? éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ�(n) | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÏÄÁÌØÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ Õ n-Ê ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, ÔÏ lim sup �(n)n 6 C ≈ 0; 681.÷Ï�ÒÏÓ Ï ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å ÎÏÄÁÌØÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÏÞÅÎØ ÓÌÏÖÎÙÊ, É ÏÎ ÏÔËÒÙÔÙÊ.÷ÏÚØÍ£Í ÔÅ�ÅÒØ '2; Õ ÎÅ£ ÅÓÔØ ÒÏ×ÎÏ Ä×Å ÎÏÄÁÌØÎÙÅ ÏÂÌÁÓÔÉ. þÉÓÔÏ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉ ÏÎÉ ÍÏÇÕÔÂÙÔØ ÕÓÔÒÏÅÎÙ Ä×ÕÍÑ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ: ÒÉÓ. 5 Á) É Â), Ô.Å. ÌÉÂÏ ÎÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÌÅÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ ÄÒÕÇÏÊ,ÌÉÂÏ ÏÄÎÁ ÌÅÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ ÄÒÕÇÏÊ. åÓÔØ ÇÉ�ÏÔÅÚÁ ðÜÊÎÁ, ÞÔÏ ×ÔÏÒÏÊ ÓÌÕÞÁÊ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÅÎ, Ô.Å. ÎÉ ÏÄÎÁÉÚ ÎÏÄÁÌØÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÎÅ ÌÅÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ ÄÒÕÇÏÊ. üÔÁ ÇÉ�ÏÔÅÚÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÄÌÑ ×Ù�ÕËÌÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÉÕÓÌÏ×ÉÑ äÉÒÉÈÌÅ. á ÄÌÑ ÎÅÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ É ÕÓÌÏ×ÉÑ äÉÒÉÈÌÅ ÅÓÔØ ËÏÎÔÒ�ÒÉÍÅÒ. äÌÑ ÕÓÌÏ×ÉÑîÅÊÍÁÎÁ ÇÉ�ÏÔÅÚÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.üÔÏ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ×Ï�ÒÏÓÙ. á ÅÓÔØ É ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ×Ï�ÒÏÓÙ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÏÂÌÁ-ÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÉÎÒÁÄÉÕÓ | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ ÄÉÓËÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÎÏ ×�ÉÓÁÔØ × ÜÔÕÏÂÌÁÓÔØ. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÌÏÓËÉÈ ÎÏÄÁÌØÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÉÎÒÁÄÉÕÓ Ö£ÓÔËÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ: ÏÎ ÎÅÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÉ ÓÌÉÛËÏÍ ÂÏÌØÛÉÍ, ÎÉ ÓÌÉÛËÏÍ ÍÁÌÅÎØËÉÍ (íÁÎÇÕÂÉ, 2005): C2√� 6 r� 6
C1√� . ðÏÜÔÏ-ÍÕ ÎÏÄÁÌØÎÙÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÂÙÞÎÏ ÕÓÔÒÏÅÎÙ �ÒÉÍÅÒÎÏ ÔÁË, ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 6: ÏÎÉ ÎÁÍÁÔÙ×ÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÎÁÄÒÕÇÁ; ÛÉÒÉÎÁ �ÏÌÏÓËÉ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÉÎÒÁÄÉÕÓ, Á ÏÎ | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ.çÅÏÍÅÔÒÉÑ É ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ ÎÏÄÁÌØÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ | ÜÔÏ ×ÅÓØÍÁ ÓÌÏÖÎÁÑ ×ÅÝØ.�Å�ÅÒØ Ñ ÒÁÓÓËÁÖÕ Ï ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ Ï�ÔÉÍÉÚÁ�ÉÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ. íÙ ÎÁÞÎ£Í Ó ÏÞÅÎØ5



òÉÓ. 6.�ÒÏÓÔÏÇÏ �ÒÉÍÅÒÁ. äÁ×ÁÊÔÅ ×ÏÚØÍ£Í ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÄÌÑ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ a Éb. ëÁË Ñ ÕÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌ, × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �n;m = �2n2a2 + �2m2b2 , ÇÄÅ n;m = 1; 2; : : : . üÔÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅÞÉÓÌÁ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ Õ�ÏÒÑÄÏÞÉÔØ �Ï ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÀ É ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÔØ ÉÈ × ÔÁËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ�1 = �2a2 + �2b2 (n É m ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÓÁÍÙÍÉ ÍÁÌÅÎØËÉÍÉ). ñÓÎÏ, ÞÔÏ infa;b �1 = 0: ÞÉÓÌÁ a É bÍÏÖÎÏ ÕÓÔÒÅÍÉÔØ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. üÔÏ É �ÏÎÑÔÎÏ: Ú×ÕË ÏÞÅÎØ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÂÁÒÁÂÁÎÁ ÏÞÅÎØ ÎÉÚËÉÊ.îÁÌÏÖÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÕÓÌÏ×ÉÅ: �ÌÏÝÁÄØ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁ×ÎÁ 1, Ô.Å. ab = 1. ðÒÉ ÔÁËÏÍ ÕÓÌÏ×ÉÉ infa �1 =infa (�2a2 + �2a21 ) = 2�2. éÎÆÉÍÕÍ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ, ËÏÇÄÁ a = 1, Ô.Å. ÄÌÑ Ë×ÁÄÒÁÔÁ. üÔÏ �ÒÏÓÔÅÊÛÉÊ�ÒÉÍÅÒ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ Ï�ÔÉÍÉÚÁ�ÉÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ: ÉÚ ×ÓÅÈ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÈ ÂÁÒÁÂÁÎÏ× ÏÄÎÏÊÉ ÔÏÊ ÖÅ �ÌÏÝÁÄÉ ÓÁÍÙÊ ÎÉÚËÉÊ Ú×ÕË ÂÕÄÅÔ Õ ÔÏÇÏ ÂÁÒÁÂÁÎÁ, ÍÅÍÂÒÁÎÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ | Ë×ÁÄÒÁÔ.üÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓ ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÂÝÉÔØ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÓÅ �ÌÏÓËÉÅ ÏÂÌÁÓÔÉ 
 �ÌÏÝÁÄÉ 1. äÌÑ ËÁËÏÊ ÏÂÌÁ-ÓÔÉ ÞÉÓÌÏ �1 ÂÕÄÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ (ÄÌÑ ÚÁÄÁÞÉ äÉÒÉÈÌÅ)? �ÅÏÒÅÍÁ æÁÂÅÒÁ É ëÒÁÎÁ (ÄÌÑ ÏÂÌÁÓÔÅÊ× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÌÀÂÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ) ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ �ÅÒ×ÏÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÉÎÉÍÉÚÉÒÕÅÔÓÑÛÁÒÏÍ. á ËÁËÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ ÍÉÎÉÍÉÚÉÒÕÅÔ �2? ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ëÒÁÎÁ ÍÉÎÉÍÉÚÉÒÕÀÝÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ | Ä×ÁÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÛÁÒÁ, ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ. (üÔÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÎÅ ÏÂÌÁÓÔØ; ÉÍÅÅÔÓÑ × ×ÉÄÕ, ÞÔÏ ÎÕÖ-ÎÏ ×ÚÑÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÂÌÁÓÔÅÊ, ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ Ë Ä×ÕÍ ËÁÓÁÀÝÉÍÓÑ ÛÁÒÁÍ.) ÷Ï�ÒÏÓ �ÒÏ �3, �4,É Ô.Ä. ÏÔËÒÙÔ; �ÒÏ ÍÉÎÉÍÉÚÉÒÕÀÝÉÅ ÉÈ ÏÂÌÁÓÔÉ ÍÙ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÚÎÁÅÍ ÄÁÖÅ ÄÌÑ �ÌÏÓËÉÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ.åÓÔØ ÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ; ÆÉÇÕÒÙ ÔÁÍ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÓÔÒÁÎÎÙÅ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ n ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �n ÎÅ Ï�ÔÉÍÉÚÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÉ ÄÉÓËÏ×.äÌÑ ÒÉÍÁÎÏ×ÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ×Ï�ÒÏÓ ÎÕÖÎÏ ÓÔÁ×ÉÔØ �Ï-ÄÒÕÇÏÍÕ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÓÌÕ-ÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ É ÂÅÚ ËÒÁÑ. îÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÍÏÖÎÏ ÂÒÁÔØ ÒÁÚÎÙÅ ÍÅ-ÔÒÉËÉ g, ËÁÖÄÏÊ ÍÅÔÒÉËÅ g ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÌÁ�ÌÁÓÉÁÎ �g, É Õ ÌÁ�ÌÁÓÉÁÎÁ ÅÓÔØ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ,ËÏÔÏÒÙÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ÍÅÔÒÉËÉ: 0 = �0(g) < �1(g) < : : : é ÅÓÌÉ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅÞÉÓÌÁ ÎÕÖÎÏ ÂÙÌÏ ÍÉÎÉÍÉÚÉÒÏ×ÁÔØ (ÍÁËÓÉÍÕÍ ÔÁÍ ÂÙÌ �ÌÀÓ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ), ÔÏ ÔÅ�ÅÒØ, ËÏÇÄÁÇÒÁÎÉ�Ù ÎÅÔ (É × ÓÌÕÞÁÅ îÅÊÍÁÎÁ ÔÏÖÅ), ÉÈ ÎÕÖÎÏ ÍÁËÓÉÍÉÚÉÒÏ×ÁÔØ, Ô.Å. ÉÓËÁÔØ supg �i(g). �ÏÌØËÏÎÕÖÎÏ ÕÞÅÓÔØ, ÞÔÏ ÚÄÅÓØ ÅÓÔØ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. äÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ �i(tg) = 1t�i(g).ðÏÜÔÏÍÕ ÎÕÖÎÏ ÄÏÂÁ×ÉÔØ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ Area(M; g) = 1, Ô.Å. �ÌÏÝÁÄØ ÒÁ×ÎÁ 1 (ÉÌÉ ÏÂß£Í ÒÁ×ÅÎ 1).÷ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2 ÓÕ�ÒÅÍÕÍ supg �i(g) ×ÓÅÇÄÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ. á ÅÓÌÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÂÏÌØÛÅ 2, ÔÏ ÜÔÏÔÓÕ�ÒÅÍÕÍ ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ. �ÁÍ ÎÕÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÓÕ�ÒÅÍÕÍ × ËÌÁÓÓÅ ×ÓÅÈ ÍÅÔÒÉË, ËÏÎÆÏÒÍÎÏÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÄÁÎÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÅ: supg=fg0 �i(g)üÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓ ÞÒÅÚ×ÙÞÁÊÎÏ ÓÌÏÖÎÙÊ, É ÍÙ ÚÎÁÅÍ ÏÞÅÎØ ÍÁÌÏ ÏÔ×ÅÔÏ×. äÌÑ ÓÆÅÒÙ S2 ÍÁËÓÉ-ÍÁÌØÎÁÑ ÍÅÔÒÉËÁ ÄÌÑ �1(S2) | ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ; ÜÔÏ ÎÅ ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÏ. ðÏÔÏÍ ÂÙÌ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ�1(RP 2) ÍÅÔÒÉËÁ ÔÏÖÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ. äÌÑ ÔÏÒÁ T 2 ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÍÅÔÒÉËÁ ÄÌÑ �1(T 2) | ÜÔÏ ÔÁ,ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÒ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÊ, Ô.Å. �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ ÒÅÛ£ÔËÉ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÈÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×. ðÏÔÏÍ ÍÙ ÕÚÎÁÌÉ �ÒÏ ×ÔÏÒÏÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÄÌÑ ÓÆÅÒÙ �2(S2); ÜÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔîÁÄÉÒÁÛ×ÉÌÉ. ïËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÜÔÏ | Ä×Å ÓÆÅÒÙ, ËÁÓÁÀÝÉÅÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ. �ÕÔ ÕÖÅ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑÍÅÔÒÉËÁ Ó ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØÀ. õÖÁÓÙ ÎÁÞÁÌÉÓØ, ËÏÇÄÁ �ÏÎÑÌÉ �ÒÏ ÂÕÔÙÌËÕ ëÌÅÊÎÁ. üÔÏ | ÂÉ�ÏÌÑÒ-ÎÁÑ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ ìÏÕÓÏÎÁ �̃3;1. ðÏ-×ÉÄÉÍÏÍÕ, ÎÉËÁËÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÏÔ×ÅÔÏ× �ÏËÁ ÎÅÔ. åÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ6



ÇÉ�ÏÔÅÚÁ ÄÌÑ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÒÏÄÁ 2.üÔÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÂÙÌÉ �ÏÌÕÞÅÎÙ ÞÅÒÅÚ ÂÏÌØÛÉÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ ×ÒÅÍÅÎÉ, ÎÏ ÎÅ ÉÚ-ÚÁ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÑ ÉÎÔÅ-ÒÅÓÁ, Á ÉÚ-ÚÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÚÁÄÁÞÉ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× �ÏÎÁÄÏÂÉÌÁÓØ ËÁËÁÑ-ÔÏ ÎÏ×ÁÑ ÔÅÈÎÉËÁ.ëÁË ÍÙ ÏÂÙÞÎÏ ÉÝÅÍ ÍÁËÓÉÍÕÍÙ ÉÌÉ ÍÉÎÉÍÕÍÙ? óÎÁÞÁÌÁ ÍÙ ÉÝÅÍ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÙ, Á �ÏÔÏÍÕÖÅ ÒÁÚÂÉÒÁÅÍÓÑ, ÍÁËÓÉÍÕÍ ÜÔÏ ÉÌÉ ÍÉÎÉÍÕÍ. úÄÅÓØ ÔÏÖÅ ÈÏÞÅÔÓÑ ×ÍÅÓÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÍÅÔÒÉË�Ï�ÒÏÂÏ×ÁÔØ ÉÓËÁÔØ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÅ ÍÅÔÒÉËÉ. úÄÅÓØ ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÔÏÎËÏÓÔØ. óÉÔÕÁ�ÉÑ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÁÑ. æÕÎË�ÉÏÎÁÌ g 7→ �i(g) ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÊ, ÎÏ ÎÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÊ. õ ÜÔÏÇÏ ÅÓÔØ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ�ÒÉÞÉÎÁ É ÅÓÔØ ÏÞÅÎØ �ÒÏÓÔÁÑ �ÒÉÞÉÎÁ. áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÕÀ �ÒÉÞÉÎÕ Ñ ÏÂßÑÓÎÑÔØ ÎÅ ÂÕÄÕ, Á �ÒÏÓÔÕÀÏÂßÑÓÎÀ. ðÕÓÔØ Õ ×ÁÓ ÅÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Á A �ÏÒÑÄËÁ 2, É ×Ù ÂÅÒ£ÔÅ Å£ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �1(A),�2(A). ÷ÏÚØÍ£Í �ÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÓÌÕÞÁÊ: A = (t 00 −t). óÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Õ�ÏÒÑÄÏÞÉ×ÁÀÔÓÑ, �Ï-ÜÔÏÍÕ �1(A) = −|t| É �2(A) = |t|. ëÏÇÄÁ ×Ù Õ�ÏÒÑÄÏÞÉ×ÁÅÔÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ É �ÒÏÈÏÄÉÔÅÞÅÒÅÚ ËÒÁÔÎÏÓÔØ, ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÎÁÒÕÛÁÅÔÓÑ. îÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÅÆÏÒÍÁ�ÉÑ ÍÅÔÒÉËÉÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ �ÒÅÄÅÌÙ Ó�ÒÁ×Á ddt+�i(gt) É ÓÌÅ×Á ddt−�i(gt). íÅÔÒÉËÁ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÁÑ,ÅÓÌÉ ÜÔÉ Ä×Å �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÒÁÚÎÏÇÏ ÚÎÁËÁ (ÉÌÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ÎÉÈ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ); ÜÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØ-ÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ. ïËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ Ó ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÍÉ ÍÅÔÒÉËÁÍÉ, ×ÒÏÄÅ ÂÙ, ÞÕÔØ-ÞÕÔØ �ÒÏÝÅ. ïÂÙÞÎÏÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ × ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ �ÒÉ×ÏÄÑÔ Ë ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊÆÉÚÉËÉ. úÄÅÓØ ÜÔÏ ÔÏÖÅ ÔÁË.îÁ�ÏÍÎÀ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ. çÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÕÀ ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÔØ ÔÁË: ÅÓÌÉ ÎÁËÒÉ×ÏÊ ×ÚÑÔØ Ä×Å ÔÏÞËÉ, ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÔØ ÉÈ, É ×ÁÒØÉÒÏ×ÁÔØ ËÒÉ×ÕÀ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ, ÔÏ ÉÚ ×ÓÅÈ ËÒÉ-×ÙÈ ËÒÁÔÞÁÊÛÁÑ | ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÁÑ. �Ï ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ É Ó �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØÀ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å:ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÔØ ËÏÎÔÕÒ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ É ×ÁÒØÉÒÏ×ÁÔØ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÜÔÉÍ ËÏÎÔÕÒÏÍ.îÕÖÎÁ ×ÁÒÉÁ�ÉÑ Ó ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ. ðÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ×ÁÒÉÁ-�ÉÉ Ó ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ÅÇÏ ÏÂß£Í × ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÅ ÔÏÌØËÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ. ïÄÎÏÍÅÒÎÏÅÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ | ÜÔÏ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÁÑ.åÓÔØ ÔÁËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉM × ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÓÆÅÒÕ Sn. �ÏÇÄÁ ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÎÁ M ÍÅÔÒÉËÁ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÁ ÄÌÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÇÏÞÉÓÌÁ �N(2) Ó ÎÏÍÅÒÏÍ N(2), ÇÄÅ N(�) | Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ ÒÁÎÅÅ ÆÕÎË�ÉÑ ÷ÅÊÌÑ. þÔÏÂÙ �ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ, ÎÕÖÎÏ ÒÅÛÉÔØ Ä×Å ÚÁÄÁÞÉ. 1) îÁÊÔÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ × ÓÆÅÒÁÈ. 2) îÁÊÔÉÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÎÏÍÅÒ N(2). ïÂÅ ÜÔÉ ÚÁÄÁÞÉ ÏÞÅÎØ ÓÌÏÖÎÙÅ.÷ÓÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÔÏÒÙ × ÓÆÅÒÁÈ Ï�ÉÓÁÎÙ × ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ. õÓÌÏ×ÉÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ | ÜÔÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ. üÔÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÅÛÅÎÙÁÌÇÅÂÒÏ-ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÅÔÏÄÁÍÉ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ×Ù ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ �Ï×ÅÒÈ-ÎÏÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÁÌÇÅÂÒÏ-ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÄÁÎÎÙÅ | ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÕÀ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÕÀ ËÒÉ×ÕÀ, ÄÉ-×ÉÚÏÒ, ×ÙËÏÌÏÔÙÅ ÔÏÞËÉ, É ×Ù ÍÏÖÅÔÅ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÜÔÕ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÔÜÔÁ-ÆÕÎË�ÉÊ.ðÒÏÂÌÅÍÁ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ×Ù ÎÅ ÚÎÁÅÔÅ ÔÏÞÎÏ, ËÁË ÜÔÉÍ ÄÁÎÎÙÍ ÜÔÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÅÔ. �ÁËÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÅÓÔØ, ÎÏ ÏÎÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÎÅÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ. ìÕÞÛÅÅ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ,ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÔÉ�Á: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ (ÎÅ�ÏÎÑÔÎÏ, ËÁË) n-�ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÔÏÒÏ× × S3. �Ï ÅÓÔØ ÜÔÏ, �Ï ÓÕÔÉ, ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ. éÚ×ÅÓÔÎÙ ÎÅ-ËÏÔÏÒÙÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ × ÓÆÅÒÁÈ, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ Ñ×ÎÏ. îÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÙ ÉÈ ÚÎÁÅÍ ×ÓÅ,ÎÅÌØÚÑ. ïÎÉ Ï�ÉÓÁÎÙ × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÄÒÕÇÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ.÷Ï�ÒÏÓ Ï ÔÏÍ, ËÁË ÎÁÊÔÉN(2), ÔÏÖÅ ÞÒÅÚ×ÙÞÁÊÎÏ ÓÌÏÖÎÙÊ, �ÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÍÙ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÉËÏÇÄÁÎÅ ÚÎÁÅÍ ×ÓÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.äÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ �ÒÉÍÅÒÏ× ÏÂÅ ÚÁÄÁÞÉ ÒÅÛÅÎÙ. óÁÍÙÊ �ÒÏÓÔÏÊ �ÒÉÍÅÒ | � -�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ìÏÕÓÏÎÁ�m;k. ÷ÓÅ ÏÎÉ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ ×ÎÕÔÒÉ ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÙ É ÚÁÄÁÀÔÓÑ �ÒÏÓÔÏÊ Ñ×ÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ:(
osmx 
os y; sinmx 
os y; 
oskx sin y; sin kx sin y):ïÂÙÞÎÏ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÞÉÓÌÁ m É k ÂÙÌÉ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÍÉ (ÉÎÁÞÅ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÎÁËÒÕÞÉ×ÁÅÔÓÑÎÁ ÓÅÂÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ). åÓÌÉ ÏÂÁ ÞÉÓÌÁ m É k ÎÅÞ£ÔÎÙÅ, ÔÏ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ | ÔÏÒ, Á ÅÓÌÉ ÏÄÎÏ ÉÚÎÉÈ Þ£ÔÎÏÅ, ÔÏ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ | ÂÕÔÙÌËÁ ëÌÅÊÎÁ. äÌÑ ÜÔÉÈ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ ÕÄÁÌÏÓØ ÒÅÛÉÔØ ÏÂÅ ÚÁÄÁÞÉ(ðÅÎÓËÏÊ, 2012). üÔÏ ÕÄÁÌÏÓØ �ÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ìÁ�ÌÁÓÁ �ÏÓÌÅ ÒÁÚÄÅÌÅÎÉÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ �ÒÅ×ÒÁ-ÝÁÅÔÓÑ × ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ | ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ìÁÍÅ. ÷ ÒÁÂÏÔÅ ÄÏËÌÁÄÞÉËÁ 2013 ÇÏÄÁ ÉÚÕÞÁÀÔÓÑÔÏÒÙ ï�ÕËÉ. üÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÌÏÖÎÏ ÕÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÔÏÒÙ, Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÅ ÎÅÑ×ÎÏ. ïÎÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ×ÓÆÅÒÅ, ÎÏ ÎÅ Ï�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ Ñ×ÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ. ïÎÉ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÀÔÓÑ ÄÒÏÂÑÍÉ. åÓÌÉ ×ÚÑÔØ ÎÅÓÏËÒÁÔÉ-ÍÕÀ ÄÒÏÂØ pq , ÇÄÅ 12 < pq < √22 , ÔÏ ÅÊ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÔÏÒ O pq , ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ × ÓÆÅÒÅ S3. üÔÏÔÔÏÒ �ÏÇÒÕÖ£ÎÎÙÊ, ÎÅ ×ÌÏÖÅÎÎÙÊ. é ÏÔ×ÅÔ ÚÄÅÓØ �ÒÏÓÔÏÊ: ÍÅÔÒÉËÁ ÎÁ ÔÏÒÅ O pq ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÁ ÄÌÑ7



ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �2p−1(g).
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