ðÒÏÇÒÁÍÍÁ ĂíÁÔÛËÏÌØÎÉËĄ:

ÏÂÒÁÚÃÙ ÚÁÄÁÞ É ÜËÚÁÍÅÎÁÃÉÏÎÎÙÈ ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ

1. áÒÉÆÍÅÔÉËÁ É ÁÌÇÅÂÒÁ 1.1. ëÏÌØÃÏ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. ëÏÌØÃÁ É ÐÏÌÑ ŒÙÞÅÔÏŒ

1) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ad + bc ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ a + c, ÔÏ É ab + cd ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ a + c.

2) îÁÊÔÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ 60-ÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÄÅÌÑÝÅÅÓÑ ÎÁ 101. 3) îÁÊÔÉ îïä(2^{18} − 1, 2^{32} − 1).

4) óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÞÉÓÌÏ, ÄÁÀÝÅÅ ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 2, 3, 5, 7, 11 ÏÓÔÁÔËÉ 1, 2, 3, 4, 5 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ?

5) ðÒÉ ËÁËÉÈ ÃÅÌÙÈ a ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ 12x + 20y + 30z = a ÉÍÅÅÔ ÃÅÌÏÞÉ- ÓÌÅÎÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ?

6) þÉÓÌÏ p ÐÒÏÓÔÏÅ, ÎÅ ÒÁŒÎÏ 2 É 5. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÒÏÂØ^1_p ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÁ É ÞÉÓÌÏ ÚÎÁËÏŒ ÐÅÒÉÏÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ p − 1.

7) òÅÛÉÔØ Œ ÃÅÌÙÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ 1 x + 1 y + 1 z = 7 27 .

8) óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÏÓÔÁÔËÁÍÉ ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÔÏÞÎÙÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÎÁ 101?

1.2. ëÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ

1) ðÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (x) ÎÁ x−1 ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÓÔÁÔÏË 2, Á ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ x − 3 | ÏÓÔÁÔÏË 1. îÁÊÔÉ ÏÓÔÁÔÏË ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ P (x) ÎÁ (x − 1)(x − 3).

2) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ îïä(x^m − 1, x^n − 1) = x^{îïä(m,n)} − 1. 3) éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ P (x) < 5(x^2 + 1)^3 + 1000 ÐÒÉ ŒÓÅÈ x. þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ Ï ÓÔÅÐÅÎÉ P ?

4) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ x + y + z + t = a x + 2y + 3z + 4t = b x + 4y + 9z + 16t = c x + 8y + 27z + 64t = d ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ a, b, c, d ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ.

5) îÁÒÉÓÏŒÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÅÈ ÐÁÒ (p, q), ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÊ ÔÒÅÈÞÌÅÎ x^2 + px + q ÉÍÅÅÔ 2 ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÑ.

6) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ^n √ a ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ (ÄÌÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ a É n), ÔÏ ÏÎÏ | ÃÅÌÏÅ.

7) îÁÊÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (x) ÓÔÅÐÅÎÉ 3, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ P (1) = 1, P (2) = 5, P (3) = 0, P (4) + P (5) = 8.

8) íÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ 4 ÉÍÅÅÔ 3 ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÑ. íÏÖÅÔ ÌÉ ÅÇÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÉÍÅÔØ ÒÏŒÎÏ 1 ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ?

9) îÁÊÔÉ

1000∑ n=1 1 n(n + 1)(n + 2) . 10) éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ x + y + z, xy + yz + xz, xyz | ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÕÔŒÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ x^3 + y^3 + z^3 | ÃÅÌÏÅ?

11) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ 1 + √ 2 + √ 3 É^3 √ 2 + √ 5 ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ.

1.3. ðÏÌÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ

1) œÙÞÉÓÌÉÔØ (1 + i)^{1001}.

2) îÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ É ÓÕÍÍÕ ŒÓÅÈ ËÏÒÎÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÉÚ ÞÉÓÌÁ a. 3) ëÁËÏÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÞÉÓÌÏ z, ÅÓÌÉ |z − i| < 0,5? 4) îÁÊÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ R[x], ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÉ- ÓÌÁ 1 + i, 2 É 3 − i ÂÙÌÉ ÂÙ ËÏÒÎÑÍÉ.

5) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÅÈ z, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ Re(1/z) = 1, ÅÓÔØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ (ÂÅÚ ÔÏÞËÉ).

6) ëÁËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÏÔ ÔÏÞËÉ ⟨2, 0⟩ ÄÏ ŒÅÒÛÉÎ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ ÓÅÍÉÕÇÏÌØÎÉËÁ, ŒÐÉÓÁÎÎÏÇÏ Œ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ 0?

7) îÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÁÎÙ ÔÏÞËÉ a É b. çÄÅ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÔÅ z, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ (z − a)/(z − b) | ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÏÅ ÞÉÓÌÏ?

1.4. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ. çÒÕÐÐÁ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË

1) óËÏÌØËÏ ÐÑÔÉÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÏÄÅÒÖÁÔ Œ ÓŒÏÅÊ ÚÁÐÉÓÉ ÃÉÆÒÕ 8 É ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ 0?

2) óËÏÌØËÏ ÒÅÛÅÎÉÊ Œ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÉÍÅÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ xyz = 2 · 3 · 5 · 7 · 11?

3) óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÑÔÉÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÈ ÉÚ ÃÉÆÒ 1, 2, 3, 4, 5 (ËÁÖÄÁÑ ŒÈÏÄÉÔ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ), Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÃÉÆÒÁ 5 ÎÅ ÓÔÏÉÔ ÎÁ ÐÑÔÏÍ ÍÅÓÔÅ?

4) óËÏÌØËÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x_1 + x_2 + · · · + x_k = l Œ ÃÅÌÙÈ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ?

5) îÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕ ŒÓÅÈ ÞÉÓÅÌ n-ÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ðÁÓËÁÌÑ Ó ÞčÔ- ÎÙÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ.

6) îÁÊÔÉ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ ÓÕÍÍÕ ŒÓÅÈ ÞÉÓÅÌ n-ÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÔÒÅÕÇÏÌØ- ÎÉËÁ ðÁÓËÁÌÑ Ó ÞčÔÎÙÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ (C^0_n − C^2_n + C^4_n + . . . ).

7) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÃÅÌÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n ÎÁ ÎÅÞčÔÎÙÅ ÃÅÌÙÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ ÅÇÏ ÒÁÚ- ÂÉÅÎÉÊ ÎÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÃÅÌÙÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ. (ðÏÒÑÄÏË ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÎÅÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍ.)

8) óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ 7-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÉÍÅÀÝÁÑ ÐÏÒÑÄÏË 34?

9) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÞÅÔÎÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÁ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ŒÉÄÁ (i, j, k), ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ i → j, j → k, k → i, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÎÁ ÍÅÓÔÅ.

2. áÎÁÌÉÚ

2.1. ôÅÏÒÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ

1) ëÁËÕÀ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ?

2) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ A × A ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏ A, ÅÓÌÉ A | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ.

3) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÒÕÇ É ËŒÁÄÒÁÔ (Ó ŒÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÑÍÉ) ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÙ.

4) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÕ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

2.2. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ É ÐÒÅÄÅÌÙ

1) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x^2_n + y^2_n → 0, ÔÏ x_n + y_n → 0.

2) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ- ÍÕ ÞÉÓÌÕ a, ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÉÚ ÅÅ ÞÌÅÎÏŒ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë √ a. 3) îÁÊÔÉ ÐÒÅÄÅÌÙ 100^n/n!, n^{1/n}, n^2/2^n, ((2^n + 3^n + 4^n)/(5^n + 6^n))^{1/n}.

4) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀ ÐÏÄ- ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.

5) éÍÅÅÔ ÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ sin 1, sin 2, sin 3, . . . ÐÒÅÄÅÌ?

2.3. óŒÏÊÓÔŒÁ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ

1) åÓÌÉ M | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ÏÔÒÅÚËÁ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÅÔ ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ x, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÉÎÔÅÒŒÁÌ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ x, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÔÏÞÅË ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M.

2) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞËÁ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÁÑ ŒÓÅÍ ÏÔÒÅÚËÁÍ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.

3) åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÔÁËÏŒÁ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ ÏÔÒÅÚËÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ Åč ÉÎÔÅÒŒÁÌ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ f ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ, ÔÏ f ÏÇÒÁÎÉ- ÞÅÎÁ ÎÁ ŒÓÅÍ ÏÔÒÅÚËÅ.

4) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ n-Í É k-Í ÞÌÅÎÁÍÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 1/n + 1/k, ÔÏ ÜÔÁ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÈÏÄÉÔÓÑ. þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÅÓÌÉ ÜÔÁ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 1/(nk)?

2.4. þÉÓÌÏŒÙÅ ÒÑÄÙ

1) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÑÄÙ Ó ÞÌÅÎÁÍÉ x^2 É y^2 ÓÈÏÄÑÔÓÑ, ÔÏ É ÒÑÄ Ó ÞÌÅÎÁÍÉ x_ny_n ÓÈÏÄÉÔÓÑ.

2) ðÒÉ ËÁËÉÈ x ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÑÄ Ó ÞÌÅÎÁÍÉ n^2x^n?

3) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f(x), ÒÁŒÎÁÑ ÓÕÍÍÅ ÒÑÄÁ x^n/n!, n | ÃÅÌÏÅ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ ŒÓÅÈ x É f(x + y) = f(x)f(y).

4) ðÒÉ ËÁËÉÈ p ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÑÄ Ó ÞÌÅÎÁÍÉ 1/(n^p + n)?

5) œÙÞÉÓÌÉÔØ ÓÕÍÍÕ ÒÑÄÁ ∑ n 1/n^3 Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ 0,01.

2.5. îÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ

1) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÁÑ ÏÔ- ÒÅÚÏË [0, 1] Œ ÓÅÂÑ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ x, ÞÔÏ f(x) = x.

2) ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙŒÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË ŒÉÄÁ 1/n ÐÒÉ ÃÅÌÙÈ ÐÏÌÏ- ÖÉÔÅÌØÎÙÈ n.

3) æÕÎËÃÉÑ f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ x ÔÁË: f(x) = (1 + x^3)/2^x. âÕÄÅÔ ÌÉ ÏÎÁ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ?

4) ëÁËÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒ- ÎÙÈ ÎÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ (0, 1) ÆÕÎËÃÉÊ?

5) äÏËÁÚÁÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) = ∑ n n^2x^n ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0, 0,5].

6) ðÅÒŒÙÊ ÞÌÅÎ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁŒÅÎ 1, Á ËÁÖÄÙÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ | ËŒÁÄÒÁÔÎÏÍÕ ËÏÒÎÀ ÉÚ ÓÕÍÍÙ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÞÌÅÎÁ É ÞÉÓÌÁ 2. éÍÅÅÔ ÌÉ ÜÔÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÒÅÄÅÌ?

2.6. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ

1) éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ f(x) = a ÉÍÅÅÔ n ÒÅÛÅÎÉÊ. ëÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ f^′(x) = 0?

2) íÏÖÅÔ ÌÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ŒÓÀÄÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅ ÂÙÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ?

3) éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ |f(y)−f(x)| ≤ (y−x)^2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ f | ËÏÎÓÔÁÎÔÁ.

4) éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ h(x) = f(f(x)), f(2) = 2, ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ h^′(2) ÒÁŒÎÁ 3.

þÅÍÕ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁŒÎÏ f^′(2)?

5) îÁÊÔÉ ÞÉÓÌÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ x^3 − x + a = 0 Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ a. 6) îÁÊÔÉ ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ Ë ËÒÉŒÏÊ x^3 + x + y^3 + y = 2 Œ ÔÏÞËÅ ⟨1, 0⟩.

7) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÎÅÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÁÒÉÆ- ÍÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ŒÙÐÕËÌÏÓÔØÀ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ.

8) îÁÊÔÉ ÐÒÅÄÅÌ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (sin x − tg x)/x^3 ÐÒÉ x → 0.

2.7. éÎÔÅÇÒÁÌ

1) îÁÊÔÉ g^′(1) É g^′(2), ÅÓÌÉ g(x) =

∫_x2 x (sin t)/t dt 2) îÁÊÔÉ ÔÏÞÎÕÀ ŒÅÒÈÎÀÀ ÇÒÁÎØ ÞÉÓÅÌ

∫_1 0 xf(x) dx ÐÏ ŒÓÅÍ ÎÅÐÒÅÒÙŒ- ÎÙÍ ÎÁ [0, 1] ÆÕÎËÃÉÑÍ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

∫_1 0 f(x) dx ≤ 2. 3) æÕÎËÃÉÑ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÎÁ [0, 1]. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

∫_1 0 f(x) sin nx dx → 0 ÐÒÉ n → ∞.

4) œÙÞÉÓÌÉÔØ ∫ x ln x dx. 5) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 1 + 1/2 + · · · + 1/n − ln n ÍÏÎÏ- ÔÏÎÎÁ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ.

3. çÅÏÍÅÔÒÉÑ

3.1. çÒÕÐÐÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ É ÉÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ ÓÍÙÓÌ

1) åÓÌÉ ÆÉÇÕÒÁ ÉÍÅÅÔ ÄŒÁ ÃÅÎÔÒÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉ, ÔÏ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ É ÔÒÅÔÉÊ.

2) œÏ ÞÔÏ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Ó ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ 1 + i, 2 − 3i, 4 − i ÐÒÉ ÐÏŒÏÒÏÔÅ ÎÁ 120^∘ ŒÏËÒÕÇ 2 − 2i?

3) îÁÊÔÉ ŒÓÅ ÄŒÉÖÅÎÉÑ, ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙÅ Ó ÐÏŒÏÒÏÔÏÍ ÎÁ 90^∘ ŒÏËÒÕÇ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ.

4) ðÒÉ ËÁËÉÈ a, b ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ z → a—z + b ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ?

5) ðÒÉ ËÁËÉÈ a, b ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ z → az + b ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÔÅÔÉÅÊ?

6) äŒÅ ËÁÒÔÙ ÏÄÎÏÊ ÍÅÓÔÎÏÓÔÉ ÒÁÚÎÙÈ ÍÁÓÛÔÁÂÏŒ ÐÏÌÏÖÅÎÙ ÄÒÕÇ ÎÁ ÄÒÕÇÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏËÏÌÏÔØ ÉÇÌÏÊ, ÏÔÍÅÔÉŒ ÎÁ ÏÂÅÉÈ ËÁÒÔÁÈ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÔÏÞËÕ ÍÅÓÔÎÏÓÔÉ.

7) äÁÎÙ ÔÒÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÚÎÙÈ ÒÁÄÉÕÓÏŒ. ë ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÅ ÐÒÏŒÅÄÅ- ÎÙ ŒÎÅÛÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ É ŒÚÑÔÁ ÔÏÞËÁ ÉÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÒÉ ÜÔÉÈ ÔÏÞËÉ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

8) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ a, b, c, d ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ

ÉÌÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ a − c a − d : b − c b − d ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ.

9) îÁÊÔÉ ŒÓÅ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÉÅ ŒÅÒÈ- ÎÀÀ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ ÎÁ ÓÅÂÑ.

10) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÃÅÎÔÒÙ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË.

11) äÁÎÁ ÔÏÞËÁ É ÄŒÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÐÒÏÈÏÄÑ- ÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ É ËÁÓÁÀÝÕÀÓÑ ÄÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ.

3.2. çÅÏÍÅÔÒÉÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ

1) îÁÊÔÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Œ ÐÑÔÉÍÅÒ- ÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ ⟨1, 1, 5, 1, 1⟩, ⟨0, 2, 4, 2, 1⟩, ⟨0, 3, 3, 3, 1⟩, ⟨0, 4, 2, 4, 1⟩, ⟨0, 5, 1, 6, 2⟩. 2) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÙ ⟨1, 2, . . . , n⟩, ⟨1^2, 2^2, . . . , n^2⟩, . . . , ⟨1^n, 2^n, . . . , n^n⟩ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ.

3) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÓÏÏÔ- ÎÏÛÅÎÉÀ a_{n+2} = a_{n+1} + 2a_n, ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ a_n = A2^n + B(−1)^n ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ A É B.

4) ðÒÉ ËÁËÉÈ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÎÁ ÞÉÓÌÁ a, b, c, d ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ŒÅËÔÏÒÁ u É v Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ (u, u) = a, (u, v) = b, (v, u) = c, (v, v) = d? 5) îÁÊÔÉ ÐÌÏÝÁÄØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÅÇÏ ŒÅÒ- ÛÉÎ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ.

6) îÁÊÔÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ Åč ËÏÏÒÄÉÎÁ- ÔÁÍÉ, ÄÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÅÇÏ Åč ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ.

7) äÌÉÎÁ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÔÒÅÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÒÁŒÎÁ 1, Á ÓËÁÌÑÒ- ÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÒÁŒÎÏ −0.5. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ŒÅËÔÏÒÁ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ.

4. ðÉÓØÍÅÎÎÙÊ ÜËÚÁÍÅÎ 1984 ÇÏÄÁ

ðÉÓØÍÅÎÎÙÊ ÜËÚÁÍÅÎ ÐÏ ÐÒÏÇÒÁÍÍÅ ĂíÁÔÛËÏÌØÎÉËĄ, ÐÒÏÉÓÈÏÄÉŒÛÉÊ Œ ËÏÎÃÅ 1983/4 ÕÞÅÂÎÏÇÏ ÇÏÄÁ, ÓÏÓÔÏÑÌ ÉÚ ÄŒÕÈ ÞÁÓÔÅÊ: ÐÏ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ É ÁÌÇÅÂÒÅ É ÐÏ ÁÎÁÌÉÚÕ. îÁ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ŒÍÅÓÔÅ ÂÙÌÏ ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÌÅÎÏ 6 ÞÁÓÏŒ.

þÁÓÔØ 1. áÒÉÆÍÅÔÉËÁ É ÁÌÇÅÂÒÁ

1) òÅÛÉÔØ Œ ÃÅÌÙÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ 1 x + 1 y + 1 z = 7 27 .

2) óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÞÉÓÌÏ, ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÍÏÅ n ÅÄÉÎÉÃÁÍÉ ÐÏÄÒÑÄ É ÄÅÌÑ- ÝÅÅÓÑ ÎÁ 49, ÅÓÌÉ 0 < n < 45?

3) îÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÊ m-ÕÇÏÌØÎÉË É ÐÒÁŒÉÌØ- ÎÙÊ n-ÕÇÏÌØÎÉË. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ m É n ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÃÉÒËÕÌÑ É ÌÉÎÅÊËÉ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÊ mn- ÕÇÏÌØÎÉË.

4) îÁÊÔÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ x^{480} − 1 É x^{36} + 1.

5) íÎÏÇÏÞÌÅÎ P (x) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÕ P (x) = P (1 − x). äÏËÁ- ÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ M(y), ÞÔÏ P (x) = M((x − 0.5)^2).

6) éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ z + 1/z = 2 cos a. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ z^n + 1/z^n = 2 cos na.

7) îÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÓÔÏÒÏÎ É ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ 7- ÕÇÏÌØÎÉËÁ, ŒÐÉÓÁÎÎÏÇÏ Œ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

8) îÁÊÔÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ ÓÔÒÏËÉ ⟨1, a, −1, 2⟩, ⟨2, −1, a, 5⟩, ⟨1, 10, −6, 1⟩ (a | ÐÁÒÁÍÅÔÒ). 9) íÁÔÒÉÃÕ 2 × 2 ÂÕÄÅÍ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ ÓÔÒÏÞËÏÊ ÉÚ ÞÅÔÙÒÅÈ ŒÈÏÄÑÝÉÈ Œ ÎÅč ÞÉÓÅÌ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ÍÁÔÒÉÃÕ X Œ ÍÁÔÒÉÃÕ AX ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ É ÎÁÊÔÉ ÅÇÏ ÍÁÔÒÉÃÕ (ÒÁÚÍÅÒÁ 4 × 4). úÄÅÓØ A | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÒÁÚÍÅÒÁ 2 × 2.

[ðÒÉÍÅÞÁÎÉÅ. œ ŒÁÒÉÁÎÔ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÏŒÏÄÉÌÓÑ ÜËÚÁ- ÍÅÎ, ŒÈÏÄÉÌÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ É ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ.]

10) ëÁËÏŒÁ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÕÇÁÄÁÔØ ÒÏŒÎÏ 4 ÎÏÍÅÒÁ Œ ÉÇÒÅ ĂóÐÏÒÔÌÏÔÏ 6 ÉÚ 49Ą? [œ ÜÔÏÊ ÉÇÒÅ ÎÁÄÏ ŒÙÂÒÁÔØ 6 ÞÉÓÅÌ ÓÒÅÄÉ 1, 2, . . . , 49, ŒÏ ŒÒÅÍÑ ÒÏÚÙÇÒÙÛÁ ŒÙÂÉÒÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇÉÅ ÛÅÓÔØ ÞÉÓÅÌ É ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÏÂÝÉÈ ÞÉÓÅÌ Œ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÛÅÓÔčÒËÁÈ.]

11) óËÏÌØËÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x_1 + x_2 + · · · + x_{10} = 100, ÇÄÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÂÏÌØÛÉÅ 2?

12) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅÌØÚÑ, ÐÏŒÏÒÁÞÉŒÁÑ ÇÒÁÎÉ ËÕÂÉËÁ òÕÂÉËÁ, ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ (Á) ÏÄÉÎ ÒčÂÅÒÎÙÊ (ÎÁ ÓÅÒÅÄÉÎÅ ÒÅÂÒÁ) ËÕÂÉË ÐÅÒÅŒÅÒÎÕÌÓÑ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÏÓÔÁÌÉÓØ Œ ÐÒÅÖÎÅÍ ÐÏÌÏÖÅÎÉÉ É ÐÏ-ÓÔÁÒÏÍÕ ÏÒÉÅÎÔÉ- ÒÏŒÁÎÎÙÍÉ;

(Â) ÕÇÌÏŒÙÅ ËÕÂÉËÉ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÇÒÁÎÅÊ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ ÐÅÒÅÓÔÁŒÉÌÉÓØ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÏÓÔÁÌÉÓØ ÎÁ ÓŒÏÉÈ ÍÅÓÔÁÈ (ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ ËÕÂÉËÏŒ ÍÏÖÅÔ ÐÏÍÅÎÑÔØÓÑ).

þÁÓÔØ 2. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ

1) îÁÊÔÉ ÐÒÅÄÅÌ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ a_1 = 1, a_{n+1} = 0.5(a_n + 2/a_n).

2) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÚÎÁËÉ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ 1 ±^1_2 ± 1 3 ± · · · = 5 ÓÔÁÌÏ ŒÅÒÎÙÍ.

3) ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÎÁ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÊ ÏÓÉ ÆÕÎËÃÉÑ (Á) e^{−x}; (Â) 1 1 + x^2 ? 4) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ sin x > x − x^3/6 ÐÒÉ 0 < x < π/2.

5) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙŒÁ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞčÔÎÏ.

6) P (x) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÒÁÚÌÁÇÁÀÝÉÊÓÑ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Ó ÄÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÐÒÉÞÅÍ P^′(0) = P^{′′}(0) = 0. äÏËÁ- ÚÁÔØ, ÞÔÏ P (0) = 0.

7) óÈÏÄÉÔÓÑ ÌÉ ÒÑÄ ∑ 1/(n ln n)?

8) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÅÌ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÊ e^{x2} cos nx ÐÒÉ n, ÓÔÒÅÍÑÝÅÍÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÒÁŒÅÎ 0.

9) æÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ŒÓÅÊ ÞÉÓÌÏŒÏÊ ÏÓÉ, ÐÒÉÞÅÍ Õ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞ- ËÉ ÅÓÔØ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÎÁ ŒÓÅÊ ÞÉÓÌÏŒÏÊ ÏÓÉ.

10) óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ŒÏ ŒÓÅÈ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ É ÒÁÚÒÙŒÎÁÑ ŒÏ ŒÓÅÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ?

5. ðÉÓØÍÅÎÎÙÊ ÜËÚÁÍÅÎ, ÍÁÊ 1985 þÁÓÔØ 1. áÒÉÆÍÅÔÉËÁ É ÁÌÇÅÂÒÁ

1) (Á) þÉÓÌÁ p É q ÐÒÏÓÔÙÅ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ 2^p − 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ q, ÔÏ q − 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2p; (Â) ÐÒÏÓÔÏ ÌÉ ÞÉÓÌÏ 2^{13} − 1?

2) þÉÓÌÏ x ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ŒÙÞÅÔÏÍ ÐÏ ÐÒÏÓÔÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ p, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÓÒÁŒÎÉÍÏ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÔÏÞÎÙÍ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÙÞÅÔÁ, ÎÅ ÄÅÌÑÝÅÇÏÓÑ ÎÁ p, É ÎÅŒÙÞÅÔÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅŒÙÞÅÔÏÍ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p.

3) òÅÛÉÔØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (x + iy)^5 = x − iy.

4) (Á) îÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕ sin(πk/2n) ÐÏ ŒÓÅÍ k = 1, . . . , 2n; (Â) îÁÊÔÉ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÅ sin(πk/2n) ÐÏ ŒÓÅÍ k = 1, . . . , n.

5) îÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (x^2 − x + 1)^{100}.

6) ðÒÉ ËÁËÏÍ n ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ a^n + a^{n−1}b + . . . + ab^{n−1} + b^n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ a^2 + ab + b^2) (ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÄ C )?

7) îÁÊÔÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ 10-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ.

5.1. þÁÓÔØ 2. áÎÁÌÉÚ

1) îÁÊÔÉ ÐÒÅÄÅÌ ÓÕÍÍÙ 1/n + 1/(n + 1) + · · · + 1/2n ÐÒÉ n → ∞.

2) îÁÊÔÉ ÔÏÞÎÕÀ ŒÅÒÈÎÀÀ ÇÒÁÎØ ŒÓÅÈ ÞÉÓÅÌ ŒÉÄÁ sin x + cos √ x ÐÏ ŒÓÅÍ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍ x.

3) þÔÏ ÂÏÌØÛÅ: π^e ÉÌÉ e^π?

4) ëÁÖÄÙÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÞÌÅÎ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁŒÅÎ ÓÉÎÕÓÕ ÐÒÅÄÙ- ÄÕÝÅÇÏ. îÁÊÔÉ ÅÅ ÐÒÅÄÅÌ.

5) îÁÊÔÉ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ 1/ sin x.

6) äÁÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ŒÙÐÕËÌÁÑ ÆÉÇÕÒÁ ÐÌÏÝÁÄÉ S. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ÄŒÅ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ, ÄÅÌÑÝÉÅ Åč ÎÁ ÞÁ- ÓÔÉ ÐÌÏÝÁÄÉ S/4.

7) äŒÁÖÄÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÎÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÏÌÕÏÓÉ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 0 ÐÒÉ x → ∞ É ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ŒÔÏÒÕÀ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÄÎÕÀ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Åč ÐÅÒŒÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 0.

8) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ Œ ÔÏÞËÁÈ (ÎÅÓÔÒÏÇÉÈ) ÍÁËÓÉÍÕÍÏŒ ÎÅ ÂÏ- ÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞčÔÎÏ.

9) óÈÏÄÉÔÓÑ ÌÉ ÒÑÄ ∑ n(sin n)/2^n?

þÁÓÔØ 3. çÅÏÍÅÔÒÉÑ

1) âÙÌ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉË. îÁ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ŒÏŒÎÅ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ É ÏÔÍÅÔÉÌÉ ÉÈ ÃÅÎÔÒÙ, Á ŒÓč ÏÓÔÁÌØÎÏÅ ÓÔÅÒÌÉ. œÏÓ- ÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉË.

2) îÁÊÔÉ ŒÓÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÐÏÄÏÂÉÑ, ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙÅ Ó ÏÓÅŒÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ.

3) ïÄÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÌÅÖÉÔ ŒÎÕÔÒÉ ÄÒÕÇÏÊ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÅÔ ÉÎŒÅÒÓÉÑ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Œ ËÏÎÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ.

4) ðÒÉ ËÁËÉÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ a, b, c, d ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ z → (a—z +b)/(c—z + d) | ÉÎŒÅÒÓÉÑ?

5) óÕÍÍÁ ÔÒÅÈ ÕÇÌÏŒ ÒÁŒÎÁ 2π. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÉÈ ËÏÓÉÎÕÓÏŒ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ −3/2.

6) œ ÞÅÔÙÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ ŒÅËÔÏÒÏŒ ⟨1, 2, 0, 1⟩ É ⟨1, 1, 1, 0⟩, Á ÔÁËÖÅ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ ŒÅËÔÏ- ÒÏŒ ⟨1, 0, 1, 0⟩ É ⟨1, 3, 0, 1⟩. îÁÊÔÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÓÕÍÍÙ É ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

6. úÁÄÁÞÉ ÕÓÔÎÙÈ ÜËÚÍÅÎÏŒ

áÌÇÅÂÒÁ

1) (Á) îÁÊÔÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË ÞčÔÎÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÚ 12 ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. (Â) óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÞčÔÎÙÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÜÔÏ- ÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ? (Œ) ôÏ ÖÅ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÉÚ 30 É 10 ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

2) îÁÊÔÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ x^{179} Œ (1 − x + x^4)^{60}(1 + x + x^4)^{60}.

3) óÌÏÎÏÐÏÔÁÍ ÈÏÄÉÔ ÐÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÄÏÓËÅ ËÁË ËÏÎØ, ÔÏÌØËÏ ÎÅ ÎÁ ⟨1, 2⟩, Á ÎÁ ⟨m, n⟩. ðÒÉ ËÁËÉÈ m É n ÓÌÏÎÏÐÏÔÁÍ ÍÏÖÅÔ ÐÏÐÁÓÔØ ÉÚ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ËÌÅÔËÉ Œ ÓÏÓÅÄÎÀÀ?

4) (Á) õÒÁŒÎÅÎÉÑ x^2 − a = yp É x^2 − b = yp (a, b, p ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÙ, p | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ) ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÙ Œ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x^2 − ab = yp ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ Œ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ. (Â) óËÏÌØËÏ ŒÙÞÅÔÏŒ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÁÍÉ ?

5) (Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ Œ ËÏÌØÃÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÁÔ- ÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ. (Â) äÏËÁÚÁÔØ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔØ ÎÁÄ Q ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^6 + x^5 + . . . + 1.

6) îÁÊÔÉ

∑_{100} n=1(cos nx)/2^n.

7) (Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (x) = (x − a_1)(x − a_2) . . . (x − a_6) − 1 ÎÅ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. (Â) ôÏÔ ÖÅ ŒÏÐÒÏÓ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (x−a_1)^{α1} (x−a_2)^{α2} . . . (x−a_n)^{αn} − 1, ÇÄÅ α_i ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ.

8) íÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ Œ ÃÅ- ÌÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÃÅÌÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ

ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ q_i(x) = x(x − 1)(x − 2) . . . (x − i + 1)/i! Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ.

9) îÁÊÔÉ ∑_{p−1} i=1 i^k mod p ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ k É ÐÒÏÓÔÏÇÏ p.

10) (Á) ëÁÖÄÁÑ ÉÚ ÇÒÁÎÅÊ ËÕÂÁ ÒÁÓËÒÁÛÅÎÁ Œ ÏÄÉÎ ÉÚ ÞÅÔÙÒčÈ ÃŒÅÔÏŒ.

óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÒÁÓËÒÁÓÏË? (òÁÓËÒÁÓËÉ, ÏÔÌÉÞÁÀ- ÝÉÅÓÑ ÐÏŒÏÒÏÔÏÍ ËÕÂÁ, ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÍÉ.) (Â) ôÏÔ ÖÅ ŒÏ- ÐÒÏÓ ÄÌÑ 6 ÃŒÅÔÏŒ. (Œ) ôÏÔ ÖÅ ŒÏÐÒÏÓ ÄÌÑ 3 ÃŒÅÔÏŒ.

11) (Á) îÁÊÔÉ 1985^{1000} ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 77. (Â) îÁÊÔÉ ÄŒÅ ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ ÃÉÆÒÙ ÞÉÓÌÁ 77^{1000}.

12) (Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÒÎÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÌÅÖÁÔ Œ ÌÀÂÏÊ ŒÙÐÕËÌÏÊ ÆÉÇÕÒÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ËÏÒÎÉ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ. (Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ a_1, . . . , a_n É z | ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÐÒÉÞčÍ ∑ i 1/(z − a_i) = 0, ÔÏ z ÌÅÖÉÔ Œ ÌÀÂÏÊ ŒÙÐÕËÌÏÊ ÆÉÇÕÒÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ŒÓÅ a_i.

13) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ P (t) É Q(t) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ R(x, y), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ R(P (t), Q(t)) = 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ t.

14) ðÕÓÔØ z + 1/z = 2 cos φ. îÁÊÔÉ z^n + 1/z^n.

15) îÁÊÔÉ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ x^{243} + x^{81} + x^{27} + x^9 + x^3 + x ÎÁ x^2 − 1.

16) íÏÖÎÏ ÌÉ ÚÁ ÎÅÞčÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÄŒÕÈ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÞÉÓÅÌ ÐÏ- ÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 1, 2, 3, . . . , 101 ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 101, 100, 99, . . . , 2, 1?

17) (Á) óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÞÉÓÅÌ, ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ Ó 2400 É ÍÅÎØÛÉÈ 2400 ? (ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: φ(2400).) (Â) ôÏ ÖÅ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ p^{α1}_1 · . . . · p^{αn}_n (p_i | ÐÒÏÓÔÙÅ). (Œ) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ φ(ab) = φ(a)φ(b) ÄÌÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ a É b.

18) (Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÞčÔ- ÎÙÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ. (Â) îÁÊÔÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ËÏ- ÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ 5 ÏÔ 3 ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. (Œ) îÁÊÔÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ 10 ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ŒÓÅ ÏÄÎÏÞÌÅÎÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÀÔ ÓÕÍÍÁÒÎÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ 4. (Ç) äÏËÁÚÁÔØ ÏÓÎÏŒÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ. (Ä) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x_1, . . . , x_n | ÓÐÉÓÏË ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P ÓÔÅÐÅÎÉ n, ÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ∏ i≠j(xi − xj) ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ËÏ-

ÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P .

19) (Á) îÁÊÔÉ ÄÌÉÎÕ ÐÅÒÉÏÄÁ Œ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ 1/41. (Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÓÔÁÔËÏŒ ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÞÉÓÅÌ 1, a, a^2, a^3, . . . ÎÁ ÐÒÏÓÔÏÅ p ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÁ, ÐÒÉÞÅÍ ÐÅÒÉÏÄ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÞÉÓÌÁ p − 1. 20) (Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÅÎØÛÅ n Œ ÃÅÎÔÒÅ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁŒÎÏ ÓÒÅÄÎÅÍÕ ÁÒÉÆ- ÍÅÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ Œ ŒÅÒÛÉÎÁÈ. (Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÏÒ- ÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ Œ ŒÅÒÛÉÎÁÈ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ n- ÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÔÏ ÅÇÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ Œ ÃÅÎÔÒÅ ÒÁŒÎÁ 0. îÁÊÔÉ ÜÔÏÔ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎ. (Œ) äÏËÁÚÁÔØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÄÒÏÂÉ 1/P (x), ÇÄÅ P (x) ÉÍÅÅÔ ÌÉÛØ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ, ÎÁ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÄÒÏ- ÂÉ. 21) óËÏÌØËÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔ ÓÒÁŒÎÅÎÉÅ x^{11} ≡ 23 (mod 23) (ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ ÏÔ 0 ÄÏ 22)?

22) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ (p − 1)! + 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p ÐÒÉ ÐÒÏÓÔÏÍ p.

23) (Á) œÙÒÁÚÉÔØ cos 77x ÞÅÒÅÚ cos x. (Â) îÁÊÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Ó ËÏÒÎÑÍÉ sin(π/99), sin(2π/99), . . . , sin(98π/99).

24) (Á) 1 + 1/2 + 1/3 + . . . + 1/(p − 1) = m/n, p ÐÒÏÓÔÏÅ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ m ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p. (Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÁÓÔÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÑÄÁ ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÃÅÌÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ.

25) (Á) åÓÌÉ ÓÒÁŒÎÅÎÉÅ x^2 + 1 ≡ 0 ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ ÐÏ ÐÒÏÓÔÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ p, ÔÏ p ÄÁčÔ ÏÓÔÁÔÏË 1 ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 4. (Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ. (Œ) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÅ x^2 − 1 ≡ 0 (mod p) ŒÓÅÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÒÏŒÎÏ 2 ÒÅÛÅÎÉÑ (ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ 0ldotsp − 1).

26) íÏÖÎÏ ÌÉ, ŒÒÁÝÁÑ ËÕÂÉË òÕÂÉËÁ, ÐÏŒÅÒÎÕÔØ ÕÇÌÏŒÏÊ ËÕÂÉË, ÏÓÔÁ- ŒÉŒ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ Œ ÉÓÈÏÄÎÏÍ ÐÏÌÏÖÅÎÉÉ?

27) (Á) þÉÓÌÏ p | ÐÒÏÓÔÏÅ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÒÉ ÞÉÓÌÁ x, y, z, ÎÅ ŒÓÅ ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ p, ÓÕÍÍÁ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p. (Â) íÎÏÇÏÞÌÅÎ P (x, y, z) | ÓÕÍÍÁ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏŒ ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ 2 Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ x, y, z, ÎÅ ŒÓÅ ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ p, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ P (x, y, z) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p. (þÉÓÌÏ p | ÐÒÏÓÔÏÅ.)

28) íÏÖÎÏ ÌÉ ŒÅÒÎÕÔØ Œ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÆÉÛËÉ ÉÇÒÙ Œ 15, ÐÒÅÄ- ŒÁÒÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÅÓÔÁŒÉŒ 14 É 15?

29) (Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÑ Q , ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ ËÁË ŒÅË- ÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ Q , ÔÏ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ | ÁÌÇÅ- ÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ. (Â) äÏËÁÚÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÓÔØ Q (^3 √ 2, √ 5). (Œ) äÏËÁ-

ÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ É ÞÁÓÔÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ.

30) òÁÚÌÏÖÉÔØ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ x^{p−1} − 1 Œ ÐÏÌÅ ŒÙÞÅÔÏŒ ÐÏ ÐÒÏÓÔÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ p 31) îÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕ ∑ i |MA_i|^2, ÅÓÌÉ M | ÔÏÞËÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÅÄÉÎÉÞ- ÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ, Á A_i | ŒÅÒÛÉÎÙ ŒÐÉÓÁÎÎÏÇÏ Œ ÎÅč ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ n- ÕÇÏÌØÎÉËÁ.

32) þÉÓÌÁ p_1, . . . , p_n | ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ, a_1, . . . , a_n | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÃÅÌÙÅ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ a ÓÒÁŒÎÉÍÏÅ Ó a_i ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p_i ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i.

33) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ x_1 + x_2 + . . . + x_{10} = a_1 x_1 + 2x_2 + . . . + 10x_{10} = a_2 . . . x_1 + 2^9x_2 + . . . + 10^9x_{10} = a_{10} ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ a_1, a_2, . . . , a_{10}.

34) íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ P (x, y) É Q(x, y) ÔÁËÏŒÙ, ÞÔÏ P (ab, a+b) = Q(ab, a+b) ÄÌÑ ŒÓÅÈ a É b. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ P = Q.

35) îÁÊÔÉ (Á) ∑_n k=0(C^k_n)^2; (Â) ∑_n k=0 kC^k_n. 36) óÅÍØ ÂÅÌÙÈ ÉÌÉ ÞčÒÎÙÈ ÂÕÓÉÎÏË ÎÁÎÉÚÙŒÁÀÔ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ.

óËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÏÖÅÒÅÌÉÊ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ?

37) óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏ- ÒÏÇÏ P (5) = 13, P (10) = 8, P (13) = 21?

38) òÁÚÌÏÖÉÔØ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÙ x^{12} − 1, x^4 + 4.

39) ðÒÉ ËÁËÉÈ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ p É q ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x^2 +px+q ÉÍÅÅÔ ÒÏŒÎÏ ÄŒÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ËÏÒÎÑ?

40) îÁÊÔÉ ÍÁËÓÉÍÕÍ |z| ÐÒÉ |(z + 1)/z| = a.

41) æÕÎËÃÉÑ P (x, y) ÄŒÕÈ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Ó ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙ- ÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ x ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ y É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ y ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ x. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ P | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ.

42) (Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (x − 1)(x − 2) · . . . · (x − 99)(x − 100) ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ 101 (ËÒÏÍÅ ÓÔÁÒÛÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎ- ÔÁ, ÒÁŒÎÏÇÏ 1, É ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ). (Â) îÁÊÔÉ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ ÎÁ 101.

43) íÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌÅÎ ÐÒÉ ŒÓÅÈ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÈ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÄŒÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Ó ÄÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ.

44) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ ŒÒÁÝÅÎÉÊ ËÕÂÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕÐÐÅ ÐÅÒÅÓÔÁ- ÎÏŒÏË ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÚ 4 ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

45) îÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕ φ(d) ÐÏ ŒÓÅÍ ÄÅÌÉÔÅÌÑÍ d ÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n.

(úÄÅÓØ φ(k) | ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÞÉÓÅÌ ÏÔ 1 ÄÏ k, ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ Ó k.)

46) þÉÓÌÏ p | ÐÒÏÓÔÏÅ, ÏÔÌÉÞÎÏÅ ÏÔ 2 É 5. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÅÔ ÄÅÌÑÝÅÅÓÑ ÎÁ p ÞÉÓÌÏ, ÄÅÓÑÔÉÞÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÉÈ ÅÄÉÎÉÃ.

47) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÎÅÞčÔÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÓÕÍÍÕ ÄŒÕÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ, ÔÏ ÏÎÏ ÐÒÏÓÔÏÅ.

48) íÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÃÅÌÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ ÃÅÌÙÈ ÔÏÞËÁÈ. íÏÇÕÔ ÌÉ ŒÓÅ ÜÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÂÙÔØ ÐÒÏÓÔÙ- ÍÉ? áÎÁÌÉÚ

1) ðÅÒŒÙÊ ÞÌÅÎ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a_n ÒÁŒÅÎ 1, Á ËÁÖÄÙÊ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÉÊ | ÓÉÎÕÓÕ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ. îÁÊÔÉ ÔÁËÏÅ λ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÅÌ lim n^λa_n ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÎÅ ÒÁŒÅÎ 0.

2) (Á) ðÕÓÔØ M | ÍÁËÓÉÍÕÍ ÍÏÄÕÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ ÏÔ- ÒÅÚËÅ [0, 2π]. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ | |∫ 2π_0 f(x) cos nx dx | | < 2πM/n. 3) (Á) æÕÎËÃÉÑ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ. éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x ÐÒÅÄÅÌ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a_n = f(nx) ÒÁŒÅÎ 0. íÏÖÎÏ ÌÉ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÁÔØ, ÞÔÏ f(x) → 0 ÐÒÉ x → ∞? (Â) ôÏÔ ÖÅ ŒÏÐÒÏÓ ÄÌÑ f(n + x) ŒÍÅÓÔÏ f(nx).

4) óÈÏÄÉÔÓÑ ÌÉ ÒÑÄ ∑ n(cos n)/n? 5) (Á) îÁÊÔÉ ÐÒÅÄÅÌ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a_n = 1/(1 + 1/(1 + . . . (1 + 1/1) . . . )) (n ÄÒÏÂÅÊ). (Â) äÏËÁÚÁÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÐÒÅÄÅÌÁ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a_n = 1/(x_1 + 1/(x_2 + . . . (x_{n−1} + 1/x_n) . . . )) (x_i | ÌÀÂÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ).

6) éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ f(x) = o(x^n) ÐÒÉ x → 0 (Ô.Å. ÐÒÅÄÅÌ f(x)/x^n ÐÒÉ x → 0 ÒÁŒÅÎ 0). óÌÅÄÕÅÔ ÌÉ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ f^{(n)}(0) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÒÁŒÎÏ 0? (Â) ôÏÔ ÖÅ ŒÏÐÒÏÓ, ÅÓÌÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ Œ ÔÏÞËÅ 0 ŒÐÌÏÔØ ÄÏ (n − 1)-ÏÊ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ. (Œ) ôÏÔ ÖÅ ŒÏÐÒÏÓ, ÅÓÌÉ ÜÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ.

7) æÕÎËÃÉÉ f_n ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ ÎÁ [0, 1] É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ÉÚ [0, 1] ÐÒÅÄÅÌ f_n(x) ÒÁŒÅÎ f(x). íÏÖÅÔ ÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÂÙÔØ (Á) ÒÁÚÒÙŒÎÏÊ ÈÏÔÑ ÂÙ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ? (Â) ÂÙÔØ ÒÁÚÒÙŒÎÏÊ ŒÓÀÄÕ? (Œ) ÂÙÔØ ÒÁÚÒÙŒÎÏÊ ÈÏÔÑ ÂÙ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ, ÅÓÌÉ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÁ?

8) æÕÎËÃÉÑ f : R → R ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ, É Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÒÁŒÎÁ 0. (Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÔÒÅÚÏË, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ f | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. (Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ f | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ.

9) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ x > sin x > 2x/π ÐÒÉ 0 < x < π/2.

10) òÑÄ ÉÚ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÈÏÄÉÔÓÑ. íÏÖÅÔ ÌÉ ÒÑÄ ÉÚ ÉÈ ËÕÂÏŒ ÒÁÓÈÏÄÉÔØÓÑ?

11) æÕÎËÃÉÑ f ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a, b] ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÈÏÒÏÛÅÊ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÕÍÍ ŒÉÄÁ ∑ |f(x_{i+1}) − f(x_i)| (x_i | ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË ÏÔÒÅÚËÁ [a, b]) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ. (Á) œÓÑËÁÑ ÌÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ | ÈÏÒÏÛÁÑ? (Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ | ÈÏÒÏÛÁÑ. (Œ) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÈÏÒÏÛÉÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÔÅ É ÔÏÌØËÏ ÔÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÙ Œ ŒÉÄÅ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÄŒÕÈ ÎÅÕÂÙŒÁ- ÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

12) (Á) âÙŒÁÅÔ ÌÉ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÎÅ ÒÁŒÎÁÑ 0 ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕ- ÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÒÁŒÎÁÑ 0 ŒÎÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ? (Â) óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ, ÎÅ ÒÁŒÎÁÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ 1, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ f(f(x)) = 1 ÐÒÉ ŒÓÅÈ x?

13) (Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ lim a_n = a, ÔÏ s_n = (a_1 + . . . + a_n)/n ÔÁËÖÅ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë a. (Â) œÅÒÎÏ ÌÉ ÏÂÒÁÔÎÏÅ?

14) (Á) íÏÖÅÔ ÌÉ Q ÂÙÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÔÏÞÅË ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÎÅËÏÔÏ- ÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f? (Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙŒÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.

15) íÏÖÅÔ ÌÉ R \ Q ÂÙÔØ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÓÞčÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ?

16) (Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÕÀ ÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÄÏ ŒÓÀÄÕ

ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. (Â) íÎÏÖÅÓÔŒÁ X É Y | ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÎÅÐÅ- ÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ R. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ X É Y ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÒÏÏÂÒÁÚÁÍÉ 0 É 1.

17) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ŒÓÅÈ ÄŒÁÖÄÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ f, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ f(0) = f(1) = 0 É |f^{′′}(x)| ≤ C ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x. îÁÊÔÉ sup{|f(x)|} ÐÏ ŒÓÅÍ x ∈ {0, 1} É f ∈ M.

18) (Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ n! > (n/3)^n. (Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ln(n!)/ ln((n/e)^n) → 1 ÐÒÉ n → ∞.

19) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ, ÉÍÅÀÝÁÑ ÓÞčÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙŒÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ, ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ ÐÏ òÉÍÁÎÕ.

20) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a_1, . . . , a_n É b_1, . . . , b_n ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ∑_n k=1(a_k cos kx + b_k sin kx) = 0 ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ.

21) íÏÖÅÔ ÌÉ ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÈÏÄÉÔØÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ Ë ÞÉÓÌÕ, ÏÔÌÉÞÎÏÍÕ ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ?

22) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÎÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ ÆÕÎËÃÉÉ ŒÍÅÓÔÅ Ó ÌÀÂÙÍÉ ÄŒÕÍÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ É ŒÓÅ ÐÒÏ- ÍÅÖÕÔÏÞÎÙÅ.

23) ðÕÓÔØ g(x) = x + sin x. îÁÊÔÉ ÐÒÅÄÅÌ g(g(g . . . g(x) . . . )) (n ÒÁÚ) ÐÒÉ n → ∞. 24) œÓÑËÏÅ ÌÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ËÏÎÔÉÎÕÕÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÉÎÔÅÒŒÁÌ?

25) æÕÎËÃÉÑ f : R → R ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ É f(f(x)) = x ÐÒÉ ŒÓÅÈ x. äÏËÁ- ÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ x, ÞÔÏ f(x) = x.

26) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.

27) ðÒÉ ËÁËÉÈ x ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÑÄ ∑_∞ n=1 n^3x^n?

28) (Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÎÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ. (Â) œÅÒÎÏ ÌÉ ÏÂÒÁÔÎÏÅ?

29) æÕÎËÃÉÑ f ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÎÁ (0, 1) É f^′ = f. îÁÊÔÉ ŒÓÅ ÔÁËÉÅ f. 30) (Á) îÁÊÔÉ ŒÓÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ f : R → R, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ f(a + b) = f(a) + f(b) É f(ab) = f(a)f(b). (Â) ôÁ ÖÅ ÚÁÄÁÞÁ ÂÅÚ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ.

31) äÌÑ ËÁËÉÈ x ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ sin nx ÓÈÏÄÉÔÓÑ?

32) ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ a_1 = 1 É a_{n+1} = (a_n + 2/a_n)/2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÅÌ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁŒÅÎ √ 2. ïÃÅ- ÎÉÔØ ÓËÏÒÏÓÔØ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ.

33) ðÏÓÔÒÏÉÔØ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ Q ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÞÉÓÅÌ ŒÉÄÁ m/2^n ÄÌÑ ÃÅÌÙÈ m É n, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÐÏÒÑÄÏË.

34) ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÆÕÎËÃÉÀ f, ÑŒÌÑÀÝÕÀÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÄŒÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÏŒ Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ x_1 = 1, x_{n+1} = f(x_n) ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë^3 √ 2. 35) éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ x_{n+2} = x_n + x_{n+1}, x_1 = 5, x_2 = 7. îÁÊÔÉ x_{1001}/x_{1000} Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ 0,001. 36) ðÒÉ ËÁËÉÈ α, β, γ ÔÏÞËÉ ⟨{αn}, {βn}, {γn}⟩ (ÐÒÉ n = 1, 2, 3, . . . ) ÐÌÏÔÎÙ Œ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ËÕÂÅ? ({s} | ÄÒÏÂÎÁÑ ÞÁÓÔØ s.)

37) îÁÊÔÉ ŒÓÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÎÁ (0, +∞) ÆÕÎËÃÉÉ f, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ f(2x) = 2f(x), f(3x) = 3f(x) ÐÒÉ ŒÓÅÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ x.

38) îÁÊÔÉ ÔÏÞÎÕÀ ŒÅÒÈÎÀÀ ÇÒÁÎØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ sin x + sin √ 2x. 39) ðÅÒÉÏÄÉÞÎÁ ÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ sin x + sin √ 2x? 40) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙŒÁ ÐÅÒŒÏÇÏ ÒÏÄÁ (ËÏÇÄÁ ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÀÔ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÅ ÐÒÅÄÅÌÙ) ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞčÔÎÏ.

41) îÁÊÔÉ ÆÕÎËÃÉÀ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÕÀ ŒÓÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÁ ÌÀ- ÂÏÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ.

42) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÙÐÕËÌÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÌÀÂÏÊ ËÕÓÏË ÇÒÁÆÉËÁ ÌÅÖÉÔ ÐÏÄ ÓÔÑÇÉŒÁÀÝÅÊ ÅÇÏ ÈÏÒÄÏÊ) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ.

43) æÕÎËÃÉÑ f : R → R ÄŒÁÖÄÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ŒÓÀÄÕ, ÐÏÌÏÖÉ- ÔÅÌØÎÁ ÎÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ (a, b); f(a) = f(b) = 0, f(x) + f^{′′}(x) < 0 ÐÒÉ a < x < b. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ |b − a| ≤ π.

44) îÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) = x^x.

45) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) = x − x^2/2 + x^3/3 − x^4/4 + . . . ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÁ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ (−1, 1). îÁÊÔÉ f^′.

46) îÁÊÔÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ f, g ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË ⟨f(t), g(t)⟩ ÅÓÔØ ÇÒÁÎÉÃÁ ÔÒÅ- ÕÇÏÌØÎÉËÁ.

47) ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÆÕÎË- ÃÉÑ f ÔÁËÏŒÁ, ÞÔÏ |f^′(x)| ≤ |f(x)|. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ |f(100)| ≤ e^{100}|f(0)|.

48) âÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÔÁËÏŒÁ, ÞÔÏ f(x) + f(2x) + f(3x) = 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ x. íÏÖÎÏ ÌÉ ÕÔŒÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ f ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÁ 0?

49) æÕÎËÃÉÑ f ÄŒÁÖÄÙ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ. äÏ- ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÅÌ lim_{h→0}[f(x+h)+f(x−h)−2f(x)]/h^2 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÒÁŒÅÎ f^{′′}(x).

50) íÏÖÅÔ ÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ËÏÒÎÅÊ ÎÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ (0, 1) É ÎÅ ÒÁŒÎÑÔØ- ÓÑ 0 ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ? ôÏÔ ÖÅ ŒÏÐÒÏÓ ÄÌÑ ÓÕÍÍÙ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ (ÓÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ ÐÒÉ ŒÓÅÈ x).

51) îÁÊÔÉ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÊ 1/(2 + 3x), 1/(x^2 + 3x + 2), ln x.

52) âÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÐÅÒÉ- ÏÄ 1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÅÌ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÔÏÞËÁÈ 0, 1/n, 2/n, . . . , (n − 1)/n ÒÁŒÅÎ

∫_1 0 f(t) dt. ïÃÅ- ÎÉÔØ ÓËÏÒÏÓÔØ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ (ÏÔŒÅÔ: o(1/n^k) ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ k).

53) ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÁËÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ- ÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ f_k ÎÁ [−1, 1], ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÎÁ ÜÔÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÆÕÎËÃÉÉ g ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ g(0) = lim_{k→∞} ∫_1 −1 f_k(t)g(t) dt . 54) òÑÄ ∑ a_i Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ, S_i | ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÅÇÏ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÓÕÍÍ. (Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÑÄ ∑ a_i/S_i ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ. (Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÑÄ ∑ a_i/S^2_i ÓÈÏÄÉÔÓÑ.

55) ëÏÎÅÞÎÁ ÌÉ ÓÕÍÍÁ 1/n ÐÏ ŒÓÅÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ n, ÄÅÓÑÔÉÞÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÏÓØÍÅÒÏË?

56) þÌÅÎÙ ÒÑÄÁ ∑ a_i ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙ É ÕÂÙŒÁÀÔ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÉÌÉ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ Ó ÒÑÄÏÍ a + 2a_2 + 4a_4 + 8a_8 + . . .

57) ëÏÎÅÞÎÙ ÌÉ ÓÕÍÍÙ (Á) 1/(m^2 + n^2) (Â) 1/îïë(m, n) ÐÏ ŒÓÅÍ ÐÁÒÁÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ m, n?

58) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ A, B, C, ÞÔÏ 1 + 1/2 + 1/3 + . . . + 1/n = C + ln n + A/n + B/n^2 + o(1/n^2). îÁÊÔÉ A, B.

59) ëÏÎÅÞÎÁ ÌÉ ÓÕÍÍÁ 1/p ÐÏ ŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÙÍ p?

60) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

∫_{x+1} x sin t^2 dt < 2/x ÐÒÉ x > 0.

61) åÓÌÉ f((x + y)/2) ≤ (f(x) + f(y))/2 ÄÌÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f, ÔÏ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ŒÙÐÕËÌÁ.

62) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÙÐÕËÌÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ŒÓÀÄÕ, ËÒÏÍÅ ÓÞčÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÔÏÞÅË.

çÅÏÍÅÔÒÉÑ

1) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Œ ÓÅÂÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÐÅÒÅŒÏ- ÄÉÔ 0 Œ 0 É ÌÀÂÕÀ ÐÒÑÍÕÀ | Œ ÐÒÑÍÕÀ.

2) îÁ ËÁËÉÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÄÅÌÑÔ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ËÕÂÁ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎ?

3) œ R^k ÉÍÅÀÔÓÑ n ŒÅËÔÏÒÏŒ, ŒÓÅ ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ | ÔÕÐÙÅ.

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ n ≤ k + 1.

4) óÆÅÒÁ ÓÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÐÒÏÅËÔÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÖÅÔ ŒÒÁÝÁÔØÓÑ ŒÏËÒÕÇ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÇÏ ÃÅÎÔÒÁ. œÏÚÎÉËÁÀÔ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Œ ÓÅÂÑ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ | ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ.

5) åÓÌÉ Õ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÆÉÇÕÒÙ ÅÓÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÓÅÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ, ÔÏ ŒÓÅ ÏÎÉ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.

6) ïÐÉÓÁÔØ ŒÓÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ ÇÒÕÐÐÙ ÐÏÄÏÂÉÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

7) îÁÊÔÉ ÑŒÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ æÉÂÏÎÁÞÞÉ.

8) œÅËÔÏÒÙ e_1, . . . , e_n ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, a_1, . . . , a_n | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÅË- ÔÏÒ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ (x, e_i) = a_i.

9) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ a, b, c É ÒÁÄÉÕÓÏÍ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ R ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÃÅÎÔÒÏÍ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÏÒÔÏÃÅÎÔÒÏÍ ÒÁŒÎÏ √ 9R^2 − a^2 − b^2 − c^2.

10) œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÓËÁÌÑÒÎÙÊ ËŒÁÄÒÁÔ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÁ- ŒÅÎ 2, Á ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓÏÓÅÄÎÉÈ, Á ÔÁËÖÅ ÐÅÒŒÏÇÏ É ÐÏ- ÓÌÅÄÎÅÇÏ, ÒÁŒÎÏ −1. íÏÇÕÔ ÌÉ ŒÅËÔÏÒÙ ÂÙÔØ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ?

11) ðÒÉ ËÁËÉÈ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÔÒÅÈ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Ó ÚÁ- ÄÁÎÎÙÍÉ ÃÅÎÔÒÁÍÉ É ÕÇÌÁÍÉ ÒÁŒÎÁ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÀ?

12) ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÄŒÅ ÄÁÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ É ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÕÀ ÄÁÎÎÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÐÏÄ ÄÁÎÎÙÍ ÕÇÌÏÍ.

13) îÁ ËÁÔÅÔÁÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ ËŒÁÄÒÁÔÙ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÃÅÎÔÒÙ ÜÔÉÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ É ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÙ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÅÒÛÉ- ÎÁÍÉ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÒÁŒÎÏÂÅÄÒÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

14) îÁÊÔÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÄÏ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓ- ËÏÓÔÉ Œ ÜÔÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ ÚÁÄÁÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ, Á ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ | ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ.

15) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ËÏÓÉÎÕÓÏŒ ÄŒÕÇÒÁÎÎÙÈ ÕÇÌÏŒ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2.

16) (Á) îÁÊÔÉ ŒÓÅ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÉÅ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ËÒÕÇ |z| < 1 ÎÁ ÓÅÂÑ. (Â) ôÏ ÖÅ ÄÌÑ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ Im z > 0. 17) óÏÐÏÓÔÁŒÉÍ Ó ËÁÖÄÙÍ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ z →

(az + b)/(cz + d) ÍÁÔÒÉÃÕ | | a b c d | | äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÐÒÅ-

ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÔ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃ.

18) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ R^n ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÏ Œ ŒÉÄÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÔÏ ÏÎÏ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÎÉÈ.

19) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÙÐÕËÌÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ R^n ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÁ ËÁË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ.

20) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ⟨x, y⟩ → ⟨x + y, y⟩ ËÒÕÇ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÆÉÇÕÒÕ, ÉÍÅÀÝÕÀ ÏÓÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ, É ÎÁÊÔÉ ÉÈ.

21) îÁÊÔÉ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÐÒÏÅËÃÉÀ ŒÅËÔÏÒÁ x → x^2 Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ⟨f, g⟩ =

∫_1 0 f(x)g(x) dx ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ x, sin x.

22) œÏËÒÕÇ ÄÁÎÎÏÇÏ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄÁ ÏÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÐÒÑÍÏ- ÕÇÏÌØÎÙÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÙ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ŒÓÅÈ ÜÔÉÈ ÐÁ- ÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÏŒ ÒÁŒÎÙ.

23) îÁÊÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ 0, 1, . . . , n, ÏÒ- ÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ⟨f, g⟩ = ∫_1 0 f(x)g(x) dx (Á) ÐÒÉ n = 4; (Â) ÐÒÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ n.

24) ðÒÉ ËÁËÉÈ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÜÌÌÉÐÓ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎ ËÁË ÓÅÞÅÎÉÅ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄÁ?

25) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÑÔÁÑ ÐÏ ŒÅÌÉÞÉÎÅ (ÓÞÉÔÁÑ ÏÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ) ÏÓØ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄÁ ÅÓÔØ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÍÁÌÏÊ ÏÓÉ ŒÓÅÈ ÐÑÔÉÍÅÒÎÙÈ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄÏŒ, ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ ÅÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ.

26) ãÅÎÔÒÙ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË.

27) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÌÏÝÁÄØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÎÅ ÐÒÅ- ŒÏÓÈÏÄÉÔ ÐÌÏÝÁÄÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÉÚ ÅÇÏ ÇÒÁÎÅÊ.

28) ôÒÉ ËÏÒÎÑ ËÕÂÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎ- ÔÁÍÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÍÏÖÎÏ ŒÐÉÓÁÔØ ÜÌÌÉÐÓ, ÆÏËÕÓÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ Œ ËÏÒÎÑÈ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÄÎÏÊ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.

29) ôÒÉ ŒÅËÔÏÒÁ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ÕÇÌÙ A, B, C.

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ cos A + cos B + cos C ≥ −3/2.

30) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ d ÍÅÖÄÕ ÃÅÎÔÒÁÍÉ ŒÐÉÓÁÎÎÏÊ Œ ÔÒÅ- ÕÇÏÌØÎÉË ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ ÎÅÇÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÓŒÑÚÁÎÏ Ó ÉÈ ÒÁÄÉÕÓÁÍÉ r É R ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ d^2 = R^2 − 2Rr.