Ńěłűĺ£ 1 Ŕőń£

.Ăłśĺőňż ŕőń£ .Řăśÿĺřěŋĺ£ ŕőń£ řăűĺőŋăńĳŋżţ ůĺśěń .Ŕőńě łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń .Čěőňěšřĺůěśłĺě ĺ ăńčěąřăĺůěśłĺě ćżůĺśńěŋĺ£ ś łőňŕńěłśŋżňĺ ůĺśńăňĺ .Ŕřăćĺńă řăśłřżšĺ£ śłőąőł ĺ šřĺčőŋőňěšřĺůěśłĺě šőęďěśšćă .Čőňőňőřťĺğňż ŕőńěľ

x1. Őŕřěďěńěŋĺě ĺ ŕřĺňěřż ŕőńěľ

1.1. Ůšő šăłőě ŕőńě. Ĺŋšşĺšĺćŋő ŋăĺąőńěě ŕřĺćżůŋőľ ăńčěąřăĺůěśłőľ śšřşłšşřőľ £ćń£-

ěšś£ śšřşłšşřă ŕőń£. Čőćőř£ ŋăĺćŋő, ŕőńě | ¡šő šăłă£ Àůĺśńőćă£ őąńăśšĳÁ, ć łőšőřőľ őŕřěďěńěŋż ćśě ůěšżřě ďěľśšćĺ£ ăřĺťňěšĺłĺ śő ćśěňĺ śćőĺňĺ őążůŋżňĺ śćőľśšćăňĺ. Ňőďěńĳŋżľ őąřăğěű ŕőń£ | ¡šő řăűĺőŋăńĳŋżě ůĺśńă Q. Śšřőčőě őŕřěďěńěŋĺě šăłőćő.

1.2. Őŕřěďěńěŋĺě. Ňŋőęěśšćő k ŋăğżćăěšś£ ŕőńěň, ěśńĺ ŋă ŋ-ěň ğăďăŋż ďćě ąĺŋăřŋżě őŕě-

řăűĺĺ^1, łőšőřżě ŋăğżćă¿š śńőęěŋĺěň: (a; b) −→ a + b ĺ şňŋőęěŋĺěň: (a; b) −→ a · b = ab, ĺ ŕřĺ ¡šőň ćżŕőńŋěŋż śńěďş¿źĺě śćőľśšćă:

Ăłśĺőňż ŕőń£

1) Ăłśĺőňż śńőęěŋĺ£

ă) łőňňşšăšĺćŋőśšĳ (ŕěřěňěśšĺšěńĳŋżľ ğăłőŋ): a + b = b + a ∀a; b∈k ą) ăśśőűĺăšĺćŋőśšĳ (śőůěšăšěńĳŋżľ ğăłőŋ): a + (b + c) = (a + b) + c ∀a; b; c∈k ć) śşźěśšćőćăŋĺě ŋěľšřăńĳŋőčő ¡ńěňěŋšă (ŋşń£): ∃0∈k : a = 0 = a ∀a∈k č) śşźěśšćőćăŋĺě ŕřőšĺćőŕőńőęŋőčő: ∀a∈k ∃(−a)∈k : a + (−a) = 0 2) Ăłśĺőňż şňŋőęěŋĺ£

ă) łőňňşšăšĺćŋőśšĳ: ab = ba ∀a; b∈k ą) ăśśőűĺăšĺćŋőśšĳ: a(bc) = (ab)c ∀a; b; c∈k ć) śşźěśšćőćăŋĺě ěďĺŋĺűż: ∃1∈k : a · 1 = a ∀a∈k č) śşźěśšćőćăŋĺě őąřăšŋőčő: ∀a∈k; a ≠ 0 ∃a�^1∈k : a · a�^1 = 1 1š. ě. ďćă ŕřăćĺńă, śőŕőśšăćń£¿źĺě łăęďőľ ŕăřě ¡ńěňěŋšőć ă; b 2 k ŋěłĺě ŋőćżě ¡ńěňěŋšż ĺğ k, ĺńĺ, ąőńěě ŋăşůŋő, | ďćă őšőąřăęěŋĺ£ ĺğ k � k ć k 6

3) Ăłśĺőňă ďĺśšřĺąşšĺćŋőśšĺ (řăśŕřěďěńĺšěńĳŋżľ ğăłőŋ):

a(b + c) = ab + ac ∀a; b∈k

4) Ăłśĺőňă ŋěšřĺćĺăńĳŋőśšĺ: 0 ≠ 1

1.2.1. Ńőčĺůěśłĺe łőňňěŋšăřĺĺ. Śńěďş£ śőćřěňěŋŋőľ ňőďě, ňż ďăńĺ Àňăłśĺňăńĳŋő

ćżęăšżľÁ śŕĺśőł ăłśĺőň, ĺğ łőšőřőčő ĺśłń¿ůěŋż ćśě şšćěřęďěŋĺ£, £ćń£¿źĺěś£ śńěďśšćĺěň őśšăńĳŋżţ. İšőš ĺďşźĺľ őš ńőčĺśšĺłőćłőć (šěřňĺŋ Ă.Ŕşăŋłăřě) śšĺńĳ ŕőďăůĺ ŋőćőčő ňăšěřĺăńă, ąěśśŕőřŋő, ŋě śăňżľ şďőąŋżľ ďń£ ůĺšăšěń£: ěśšěśšćěŋŋő ążńő ąż ćłń¿ůĺšĳ ć ŋăÿĺ ăłśĺőňż ĺ šăłĺě (ĺŋšşĺšĺćŋő őęĺďăěňżě ĺğ őŕżšă řăąőšż ś řăűĺőŋăńĳŋżňĺ ůĺśńăňĺ) ďőŕőńŋĺšěńĳŋżě śćőľśšćă őŕěřăűĺľ:

Ďőŕ.1 : Ć ń¿ąőň ŕőńě ŋşńĳ ěďĺŋśšćěŋěŋ. Ďőŕ.2 : Ć ń¿ąőň ŕőńě ěďĺŋĺűă ěďĺŋśšćěŋŋă.

Ďőŕ.3 : ∀ă ∈ k ŕřőšĺćőŕőńőęŋżľ ¡ńěňěŋš (−ă) šőęě ěďĺŋśšćěŋěŋ, ć šőň śňżśńě, ůšő őŋ őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ ŕő ă (őšś¿ďă ĺ őąőğŋăůěŋĺě, ğăćĺś£źěě ńĺÿĳ őš ă).

Ďőŕ.4 : ∀ă ∈ k; a ≠ 0 őąřăšŋżľ ¡ńěňěŋš ă�^1 šăłęě ěďĺŋśšćěŋěŋ. Ďőŕ.5 : ∀ă ∈ k a · 0 = 0.

Ďőŕ.6 : (−1) · a = (−a) (ğďěśĳ ć ńěćőľ ůăśšĺ śšőĺš ŕřőĺğćěďěŋĺě ¡ńěňěŋšă ă ŋă ¡ńěňěŋš, ŕřőšĺćőŕőńőęŋżľ ěďĺŋĺűě, ă śŕřăćă { ¡ńěňěŋš ŕřőšĺćőŕőńőęŋżľ ł ă, ĺ a priori ŋě£śŋő, ś ůěčő ąż ĺň śőćŕăďăšĳ)

1.2.2. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ďőŕőńŋĺšěńĳŋżě śćőľśšćă śńěďş¿š ĺğ ăłśĺőň. Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďőŕ.1 : Ŕşśšĳ 0_1 ĺ 0_2 { ń¿ążě ďćă ŋşń£. Šőčďă 0_2 = 0_2 + 0_1 = 0_1 ( ŕěřćőě řăćěŋśšćő ŋăŕĺśăŋő ŕő ăłśĺőňě 1ć ďń£ 0_1, ă ćšőřőě | ŕő ăłśĺőňě 1ć ďń£ 0_2). Šăłĺň őąřăğőň ďćă ŋşń£ řăćŋż.

Ďőŕ.2 : ăŋăńőčĺůŋő.

Ďőŕ.3 : Ŕşśšĳ (−ă)_1 ĺ (−ă)_2 { ń¿ążě ďćă ¡ńěňěŋšă, ďă¿źĺě 0 ć śşňňě ś ă. Šőčďă (−ă)_1 = (−ă)_1 + 0 = (−ă)_1 + (ă + (−ă)_2) = ((−ă)_1 + a) + (−ă)_2 = 0 + (−ă)_2 = (−a_2).

Ďőŕ.4 : ăŋăńőčĺůŋő.

Ďőŕ.5 : Ŕşśšĳ ă · 0 = b. Šőčďă b + a = a · 0 + a = a · 0 + a · 1 = a(0 + 1) = a · 1 = a. Šăłĺň őąřăğőň, b + a ĺ ă { ¡šő ďćě řăğŋżţ ğăŕĺśĺ ďń£ őďŋőčő ĺ šőčő ęě ¡ńěňěŋšă. Ŕřĺąăćń££ ł ¡šőňş ¡ńěňěŋšş (−ă), ňż ŕőńşůĺň ŋőćżľ ¡ńěňěŋš, łőšőřżľ šăłęě ďőŕşśłăěš ďćě řăğŋżţ ğăŕĺśĺ: b = b + a + (−a) ĺ 0 = a + (−a). Šěň śăňżň b = 0.

Ďőŕ.6 : Ŋăďő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő (−1) · a + a = 0. Ĺňěěň: (−1) · a + a = (−1) · a + 1 · a = a · ((−1) + 1) = ă · 0 = 0 (ŕő (Ďőŕ.5)). Ŕřěďńőęěŋĺě ďőłăğăŋő.

1.2.3. Ğăňěůăŋĺě. Řăśśşęďěŋĺě ŕřĺ ďőłăğăšěńĳśšćě śćőľśšćă (Ďőŕ.5) ěśšĳ ŋě ůšő ĺŋőě,

łăł ŕőďřőąŋőě őąž£śŋěŋĺě ŕřĺćżůŋőľ ÿłőńĳŋőľ ŕřőűěďşřż ŕřĺąăćńěŋĺ£ ł őąěĺň ůăśš£ň řăćěŋśšćă őďŋőčő ĺ šőčő ęě ůĺśńă. Ć ďăńĳŋěľÿěň šăłĺě ŕőďřőąŋőśšĺ ůĺšăšěń¿ ŕřěďńăčăěšś£ ćőśśšăŋăćńĺćăšĳ śăňőśšő£šěńĳŋő.

Ğăďăůă1.1. Ďőłăęĺšě, ůšő ăłśĺőňă ŋěšřĺćĺăńĳŋőśšĺ (0 ≠ 1) řăćŋőśĺńĳŋă šřěąőćăŋĺ¿, ůšőąż k ≠ {0}.

Ğăďăůă1.2. Ďőłăęĺšě, ůšő šřěąőćăŋĺě ă ≠ 0 ć ăłśĺőňě 2č śşźěśšćőćăŋĺ£ őąřăšŋőčő ŋěőąţőďĺňő, ĺąő ŋşńĳ ŋě ňőęěš ĺňěšĳ őąřăšŋőčő ć śĺńş őśšăńĳŋżţ ăłśĺőň.

1.3. Ćżůĺšăŋĺě ĺ ďěńěŋĺě. Őŕřěďěńĺň ěźě ďćě ąĺŋăřŋżţ őŕěřăűĺĺ ć ŕőńě k:

Ćżůĺšăŋĺě: (a; b) −→ a − b^{def}= a + (−b) (őŕřěďěńěŋő ďń£ ń¿ążţ ¡ńěňěŋšőć ŕőń£) Ďěńěŋĺě: (a; b) −→ a=b^{def}= ab�^1 (őŕřěďěńěŋő ∀ă ĺ b ≠ 0).

Ğăďăůă1.3. Ďőłăęĺšě, ůšő a − b ňőęŋő ążńő ąż őŕřěďěńĺšĳ łăł ěďĺŋśšćěŋŋżľ ¡ńěňěŋš ĺğ k, łőšőřżľ ć śşňňě ś b ďăěš ă, ĺ ďăľšě ăŋăńőčĺůŋőě őŕřěďěńěŋĺě (ś ďőłăğăšěńĳśšćőň!) ďń£ a=b.

1.4. Ŕřĺňěřż ŕőńěľ. Ŕőńě řăűĺőŋăńĳŋżţ ůĺśěń Q (š.ě. śőćőłşŕŋőśšĳ őążłŋőćěŋŋżţ ďřőąěľ

ś őąźěĺğćěśšŋżňĺ ŕřăćĺńăňĺ ďěľśšćĺľ ŋăď ŋĺňĺ) £ćń£ěšś£, łăł şęě őšňěůăńőśĳ, Àőśŋőćŋżň ŕěřćőĺśšőůŋĺłőňÁ ďń£ ăąśšřăłšŋőčő őŕřěďěńěŋĺ£ ŕőń£.

Ŕőńě ćěźěśšćěŋŋżţ ůĺśěń R ňőęŋő őŕĺśżćăšĳ ďćşň£ śŕőśőąăňĺ: ńĺąő łăł ŕőŕőńŋěŋĺě ŕőń£ Q (śěůěŋĺ£ňĺ Ďěďěłĺŋďă ĺńĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśš£ňĺ Łőÿĺ), ńĺąő ŋěğăćĺśĺňő őš Q łăł ňŋőęěśšćő ąěśłőŋěůŋżţ ďěś£šĺůŋżţ ďřőąěľ. Ć ń¿ąőň śńşůăě őŕřěďěńěŋĺě őŕěřăűĺľ ć R ĺ ŕřőćěřłă ćżŕőńŋěŋĺ£ ăłśĺőň ŕőń£ šřěąş¿š őŕřěďěńěŋŋőľ řăąőšż, łőšőřőľ ŕőść£źěŋż ŕěřćżě čńăćż śšăŋďăřšŋőčő łşřśă ăŋăńĺğă. § ąşďş ŕřěďŕőńăčăšĳ, ůšő ¡šă řăąőšă ążńă ŕřőďěńăŋă ćăňĺ ć ÿłőńě. § ąşďş śůĺšăšĳ šăłęě, ůšő ćż şňěěšě ĺğőąřăęăšĳ ďěľśšćĺšěńĳŋżě ůĺśńă čěőňěšřĺůěśłĺ | łăł šőůłĺ őřĺěŋšĺřőćăŋŋőľ ůĺśńőćőľ ŕř£ňőľ.

Ć łăęďőň ĺğ šř-ěţ ŕőďţőďőć ł őŕřěďěńěŋĺ¿ ŕőń£ R ĺňěěšś£ łőŋśšřşłűĺ£, őšőęďěśšćń£¿źă£ ŕőńě Q ś ŋěłőšőřżň ŕőďňŋőęěśšćőň ć ŕőńě R ŕřĺů-ěň ¡šő őšőęďěśšćńěŋĺě śőčńăśőćăŋő ś őŕěřăűĺ£ňĺ, šăł ůšő ćś-ě řăćŋő { ćżůĺśń£šĳ ś řăűĺőŋăńĳŋżňĺ ůĺśńăňĺ łăł ś őążłŋőćěŋŋżňĺ ďřőą£ňĺ (š.ě. ŕő śšăŋďăřšŋżň ŕřăćĺńăň ŕőń£ Q), ĺńĺ ęě łăł ś ďěľśšćĺšěńĳŋżňĺ ůĺśńăňĺ (ŕő ŕřăćĺńăň ďěľśšćĺľ ć ŕőńě R).

1.5. Ŕőďŕőń£ ĺ řăśÿĺřěŋĺ£. Ŕőďňŋőęěśšćő k ć ŕőńě K ŋăğżćăěšś£ ŕőďŕőńěň, ěśńĺ őŋő

şďőćńěšćőř£ěš ăłśĺőňăň ŕőń£ őšŋőśĺšěńĳŋő šěţ őŕěřăűĺľ śńőęěŋĺ£ ĺ şňŋőęěŋĺ£, łőšőřżě ĺňě¿šś£ ć K. İšő řăćŋőśĺńĳŋő šőňş, ůšő ćśě ůěšżřě ăřĺťňěšĺůěśłĺţ őŕěřăűĺĺ ŋăď ¡ńěňěŋšăňĺ ĺğ k ŋě ćżćőď£š ğă ŕřěďěńż k. Řăśÿĺřěŋĺěň ŕőń£ k ŋăğżćăěšś£ ń¿ąőě ŕőńě Ł, śőďěřęăźěě k ć łăůěśšćě ŕőďŕőń£.

Ŋăŕřĺňěř, R ěśšĳ řăśÿĺřěŋĺě ŕőń£ Q. Ć ăńčěąřě ĺ šěőřĺĺ ůĺśěń ůăśšő ćőğŋĺłă¿š ďřşčĺě řăśÿĺřěŋĺ£ ŕőń£ Q.

1.5.1. Ŕřĺňěř: Q[ √ 2]^{def}= {a+b √ 2 | a; b ∈ Q}. Ŋă śőćőłşŕŋőśšĺ ůĺśěń ćĺďă a+b √ 2 ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ śńőęěŋĺě ĺ şňŋőęěŋĺě, ŕřőśšő řăśłřżćă£ śłőąłĺ (ś şů-ěšőň šőčő, ůšő ( √ 2)^2 = 2):

(a + b √ 2) + (c + √ 2)^{def}= (a + c) + (b + d) √ 2: (a + b √ 2) · (c + d √ 2)^{def}= (ac + 2bd) + (cb + ad) √ 2 Ğăďăůă1.4. Ŕřőćěřĳšě, ůšő Q[ √ 2] { ¡šő ŕőńě.

Ŕőďśłăğłă: Ďń£ ŋăţőęďěŋĺě őąřăšŋőčő ¡ńěňěŋšă ŋăďő ďőňŋőęĺšĳ ŋă śőŕř£ęěŋ-

ŋőě: 1 a + b √ 2 = a − b √ 2 (a + b √ 2)(a − b √ 2) = a − b √ 2 a^2 − 2b^2 = a a^2 − 2b^2 − b a^2 − 2b^2 √ 2 1.5.2. Řăśÿĺřěŋĺ£ ŕőń£ Q, , őąőąźă¿źĺě ŕřěďżďşźş¿ łőŋśšřşłűĺ£, ňőęŋő śšřőĺšĳ

śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Řăśśňőšřĺň ňŋőęěśšćő Q[#] ćżřăęěŋĺľ ćĺďă

Q[#]^{def}= { = x0#^{n�1} + x1#^{n�1�1} + · · · + xn�1�1# + xn�1 | ćśě xν ∈Q}

čďě # şďőćńěšćőř£ěš ăńčěąřăĺůěśłőňş şřăćŋěŋĺ¿

A(#) = a_0#^n + a_1#^n�^1 + · · · + a_n�_1# + a_n = 0

Ŕřĺ ŕőňőźĺ ¡šőčő şřăćŋěŋĺ£ śšěŕěŋĺ #^m ś m ≥ n ňőęŋő ğăňěŋ£šĳ ŋă ňěŋĳÿĺě šőůŋő šăłęě, łăł ĺ ć ŕřěďżďşźěň ŕřĺňěřě:

#^m = −ă�^1_n #^m�^n(ă_0#^n�^1 + ă_1#^n�^1�^1 + · · · + ă_n�_1�_1# + ă_n�_1)

Ă ¡šő, łăł ĺ ćżÿě, ŕőğćőń£ěš őŕřěďěńĺšĳ ŋă śőćőłşŕŋőśšĺ ůĺśěń ćĺďă = x_0#^n�^1 + x_1#^n�^1�^1 + · · · + x_n�_1�_1# + x_n�_1 śńőęěŋĺě ĺ şňŋőęěŋĺě, łőšőřżě śńěďşěš ďěńăšĳ ŕő őążůŋżň ŕřăćĺńăň řăśłřżšĺ£ śłőąőł ĺ ŕřĺćěďěŋĺ£ ŕőďőąŋżţ śńăčăěňżţ, ŋő ğăňěŋ££ ćśě ćőğŋĺłă¿źĺě ŕő ţőďş ďěńă śšěŕěŋĺ # ś ŕőłăğăšěń£ňĺ, ąőńĳÿĺňĺ (n − 1), ŋă śšěŕěŋĺ, ŕőłăğăšěńĳ łőšőřżţ ńěęĺš ć šřěąşěňżţ ŕřěďěńăţ őš 0 ďő (n − 1).

Ğăďăůă1.5. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ć Q[#] ćżŕőńŋ£¿šś£ ćśě ăłśĺőňż ŕőń£, łřőňě ăłśĺőňż śşźěśšćőćăŋĺ£ őąřăšŋőčő ¡ńěňěŋšă 2č.

Ćĺďĺňă£ šřşďŋőśšĳ, ćőğŋĺłă¿źă£ ŕřĺ ŕřőćěřłě ăłśĺőňż 2č, | ŕőďżśłăšĳ ğăňěŋş šř¿łş Àşňŋőęěŋĺ£ ŋă śőŕř£ę-ěŋŋőěÁ. Šő, ůšő řěăńĳŋő šřěąşěšś£ őš ¡šőčő šř¿łă, | ¡šő ćőğňőęŋőśšĳ ďń£ łăęďőčő ćżřăęěŋĺ£ X(#) = x_0#^n�^1 + x_1#^n�^1�^1 + · · · + x_n�_1�_1# + x_n�_1 ŕőďőąřăšĳ ďřşčőě ćżřăęěŋĺě —X(#) = —x_0#^n�^1 + —x_1#^n�^1�^1 + · · · + —x_n�_1�_1# + —x_n�_1, šăł ůšőąż

X(#) · —X(#) = q + Y (#) · A(#);

čďě q ∈ Q { řăűĺőŋăńĳŋőě ůĺśńő, ă ĺğ ŕřăćőčő śńăčăěňőčő ćżŋőśĺšś£ A(#), šăł ůšő śőčńăśŋő ŕřăćĺńăň ďěľśšćĺľ ć Q[#] ¡šő śńăčăěňőě őąřăšĺšś£ ć ŋşńĳ (ĺąő A(#) = 0). Ŕő¡šőňş ąşďěň ĺňěšĳ: 1 X(#) = —X(#) X(#) —X(#) = 1 q —X(#) ∈ Q[#]

Ć śńşůăě #^2 = 2 ĺğ n^o 1.5.1 ćőğňőęŋőśšĳ ďń£ šăłőčő ňăŋ-ěćřă ş ŋăś ążńă: ěśńĺ X(#) = x_0 + x_1#, šő ŕőńăčă£ —X(#) = x_0 − x_1#, ŕőńşůăěň X(#) —X(#) = x^2_0 − #^2x^2_1 − x^2_1(#^2 − 2). Řăğşňěěšś£, šăłă£ ćőğňőęŋőśšĳ ěśšĳ ŋě ćśěčďă.

Ğăďăůă1.6. Ďőłăęĺšě, ůšő Q[#] ś #^2 + # + 1 = 0 £ćń£ěšś£ ŕőńěň, ă Q[“] ś “^3 + 1 = 0 { ŋě £ćń£ěšś£.

Şłăğăŋĺě: ůĺśńő 1+“ ∈ Q[“] ŋěőąřăšĺňő ć Q[“], ă ćśě ůĺśńă x_0 +x_1# (śőśšăćń£¿źĺě

Q[#]) őąřăšĺňż ć Q[#].

Ğăďăůă1.7. Łăłĺň ďőńęŋő ążšĳ śőőšŋőÿěŋĺě ă_0#^n + ă_1#^n�^1 + · · · + ă_n�_1# + ă_n = 0 ďń£ šőčő, ůšőąż śőćőłşŕŋőśšĳ ůĺśěń Q[#] śőśšăćń£ńă ŕőńě?

Şšěÿěŋĺě. İšő šřşďŋă£ ğăďăůă, ĺ ěśńĺ ŋě ŕőńşůăěšś£, { ŋě ćőńŋşľšěśĳ: ě-ě ĺśůěřŕżćă¿źěě řěÿěŋĺě ąşďěš ďăŋő ć śńěďş¿źĺţ ďćşţ ńěłűĺ£ţ.

1.6. Ŕőńě ÀňŋĺňżţÁ ůĺśěń. Ğăňěšĺň, ůšő ďń£ łőŋśšřşłűĺĺ řăśÿĺřěŋĺ£ Q[#] ŕőń£ Q

śőćěřÿěŋŋő ąěğřăğńĺůŋő ŋăńĺůĺě ŋăśšő£źěčő ůĺśńă # ∈ R, şďőćńěšćőř£¿źěčő şřăćŋěŋĺ¿ a_0#^n + a_1#^n�^1 + · · · + a_n�_1# + a_n = 0. Ĺŋżňĺ śńőćăňĺ, ňż ňőęěň ćőśŕřĺŋĺňăšĳ # ŋě łăł ďěľśšćĺšěńĳŋőě ůĺśńő, ă łăł ťőřňăńĳŋş¿ ąşłćş, ă ¡ńěňěŋšż Q[#] | łăł ťőřňăńĳŋżě śńőćă, ŋăď łőšőřżňĺ ŕřőĺğćőď£šś£ ťőřňăńĳŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ŕő ŋěłőšőřżň ŕřăćĺńăň.

Ğă ŕřĺňěřőň ďăńěłő ţőďĺšĳ ŋě ŋăďő. Ŕőńőęĺň M = R[i], čďě i^2 + 1 = 0. Ĺŋăůě čőćőř£,

M ěśšĳ ňŋőęěśšćő ğăŕĺśěľ ćĺďă a + bi ś ćěźěśšćěŋŋżňĺ ă ĺ b, łőšőřżě śłńăďżćă¿šś£ ĺ

ŕěřěňŋőęă¿šś£ ŕő őążůŋżň ŕřăćĺńăň ś şůěšőň řăćěŋśšćă i^2 = −1:

(a + bi) + (c + di)^{def}= (a + c) + (b + d)i

(a + bi)(c + di)^{def}= (ac − bd) + (ad + bc)i

1.6.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. M { ŕőńě.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Łőňňşšăšĺćŋőśšĳ, ăśśőűĺăšĺćŋőśšĳ ĺ ďĺśšřĺąşšĺćŋőśšĳ śńőęěŋĺ£ ĺ şňŋőęěŋĺ£ ŕőůšĺ őůěćĺďŋż (őďŋăłő ŕřőćěřĳšě ĺţ őą£ğăšěńĳŋő!). Ŋşńĳ ěśšĳ ůĺśńő 0+0i, ěďĺŋĺűă ěśšĳ 1 + 0i (ŕřőćěřĳšě!). Ŕřőšĺćőŕőńőęŋżň ł a + bi ąşďěš −a − bi, őąřăšŋżň | 1 a + bi = a − bi (a + bi)(a − bi) = a a^2 + b^2 − b a^2 + b^2 i: §śŋő, ůšő 0 ≠ 1. Ŕřěďńőęěŋĺě ďőłăğăŋő.

1.6.2. Ğăňěůăŋĺě. Ŕőń£ Q[#], čďě # { Àŋăśšő£źĺěÁ ůĺśńă šĺŕă √ 2, ćőğŋĺłăńĺ ěźě ć ăŋšĺůŋżţ řăśśşęďěŋĺ£ţ, łőšőřżě ŕřőĺśţőďĺńĺ ŋă čěőňěšřĺůěśłőň £ğżłě ĺ ŋě ŕřĺćőďĺńĺ ł ňěšőďőńőčĺůěśłĺň śŕőřăň, ŕőśłőńĳłş ĺňěńĺ £śŋżľ čěőňěšřĺůěśłĺľ śňżśń. Ŋăŕřĺňěř, √ 5 { ¡šő čĺŕőšěŋşğă ŕř£ňőşčőńĳŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă śő śšőřőŋăňĺ 1 ĺ 2, ă Q[ √ 5] { ¡šő ćśě őšřěğłĺ, łőšőřżě ňőęŋő őšńőęĺšĳ, ĺśŕőńĳğş£ śšőřőŋż ¡šőčő šřěşčőńĳŋĺłă ĺ šěőřěňş Ťăńěśă. Ćżůĺśńěŋĺ£ ć ŕőńě M = R[i] ŋăůăńĺ ŕő£ćń£šĳś£ ć śřěďŋĺě ćěłă ŕřĺ řěÿěŋĺĺ şřăćŋěŋĺľ ĺ ĺňěńĺ ŋěśłőńĳłő ňĺśšĺůěśłş¿ őłřăśłş, ĺąő ŋěőąţőďĺňőśšĳ ŕřĺąěčăšĳ ł i ś i^2 = −1 ďń£ šőčő, ůšőąż ŋăľšĺ ćěźěśšćěŋŋżľ łőřěŋĳ łşąĺůěśłőčő şřăćŋěŋĺ£ ś řăűĺőŋăńĳŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ŋăŕőňĺŋăěš Àśďěńłş ś ďĳ£ćőńőňÁ. Ŕőďśőğŋăšěńĳŋżľ ŕřőšěśš ŕřőšĺć őŕĺśăŋŋőľ ćżÿě łőŋśšřşłűĺĺ ŕőń£ M ćőğŋĺł, £ ďşňă¿, ĺ ş ňŋőčĺţ ĺğ ćăś. Ŕřĺůĺŋă ć šőň, ůšő ňăšěňăšĺůěśłĺě ŕőśšřőěŋĺ£ ńĺÿĳ šőčďă ćţőď£š ć śőğŋăŋĺě ś ăąśőń¿šŋőľ £śŋőśšĳ¿ ĺ ćżğżćă¿š ćŋşšřěŋŋěě şďőćńěšćőřěŋĺě, łőčďă ğă ŋĺňĺ śšő£š čěőňěšřĺůěśłĺě őąřăğż. Ŕő¡šőňş ŋăř£ďş ś ťőřňăńĳŋő-ăńčěąřăĺůěśłőľ łőŋśšřşłűĺěľ ŕőń£ M , łőšőřőě ňż ćřěňěŋŋő ŋăğőć-ěň ŕőńěň ňŋĺňżţ ůĺśěń, ňż ďăďĺň śěľůăś ŋăčń£ďŋő-čěőňěšřĺůěśłőě ŕőśšřőěŋĺě ŕőń£ łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń C , ćőśţőď£źěě ł Čăşśśş, Řĺňăŋş ĺ Łńěľŋş (XIX ćěł). Ćŕőśńěďśšćĺĺ ¡šĺ ďćă ŕőń£ ąşďşš őšęďěśšćńěŋż, ĺ ŋăğćăŋĺě ĺ őąőğŋăůěŋĺě ďń£ ŕěřćőčő ĺğ ŋĺţ (ŋě £ćń£¿źĺěś£ őąźěşŕőšřěąĺšěńĳŋżňĺ) ňż ŕőśńě n^o 2.8.2 ŕřĺňěŋ£šĳ ŋĺłőčďă ŋě ąşďěň.

x2. Łőňŕńěłśŋżě ůĺśńă

2.1. Ůšő šăłőě łőňŕńěłśŋżě ůĺśńă. Ťĺłśĺřşěň ŋă ŕńőśłőśšĺ őřĺěŋšĺřőćăŋŋş¿ ŕř£ňş¿

ŐŢ ś őšňěůěŋŋőľ ŋăůăńĳŋőľ šőůłőľ Ő ĺ ąşďěň ĺŋšěřŕřĺšĺřőćăšĳ ě-ě łăł ůĺśńőćş¿ ŕř£ňş¿, ĺğőąřăęă¿źş¿ ŕőńě R ďěľśšćĺšěńĳŋżţ ůĺśěń. Łăęďőľ šőůłě z ŕńőśłőśšĺ śőŕőśšăćĺň ě-ě řăďĺşś-ćěłšőř ~Őz (ć ůăśšŋőśšĺ, ŋăůăńĳŋőľ šőůłě śőŕőśšăćĺň ŋşńěćőľ ćěłšőř ~Ő). Ďăńěě ňż ŋě ąşďěň řăğńĺůăšĳ šőůłĺ ĺ ĺţ řăďĺşś-ćěłšőřż, ĺąő ĺğ łőŋšěłśšă ćśěčďă ąşďěš £śŋő, ůšő ĺňěěšś£ ć ćĺďş ŕőď z: śăňă šőůłă z ĺńĺ ćěłšőř ~Őz. Őśŋăź-ěŋŋă£ šăłĺň őąřăğőň ŕńőśłőśšĳ ŋăğżćăěšś£ łőňŕńěłśŋőľ ŕńőśłőśšĳ¿, ă šőůłĺ ¡šőľ ŕńőśłőśšĺ (ĺ ĺţ řăďĺşś-ćěłšőřż) ŋăğżćă¿šś£ łőňŕńěłśŋżňĺ ůĺśńăňĺ.

Ş łăęďőčő łőňŕńěłśŋőčő ůĺśńă z (řăďĺşś-ćěłšőřă ~Őz) ĺňě¿šś£ ďćě ćăęŋżě čěőňěšřĺůěśłĺě ţăřăłšěřĺśšĺłĺ:

ňőďşńĳ |z| | ¡šő ďńĺŋă ćěłšőřă ~Oz;

ăřčşňěŋš Arg(z) | ¡šő őřĺěŋšĺřőćăŋŋżľ şčőń ńşůă [Oz) ś ńşůőň [ŐŢ). Ŕřő őřĺěŋšĺřőćăŋŋżľ şčőń ŋăďő śłăğăšĳ őśőąő. Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, őŋ řăćěŋ őřĺěŋšĺřőćăŋŋőľ ďńĺŋě šőľ ďşčĺ^2 ěďĺŋĺůŋőľ őłřşęŋőśšĺ ś űěŋšřőň ć Ő, ŕő łőšőřőľ ŋăďő ŕőćőřăůĺćăšĳ ńşů [ŐŢ), ůšőąż śőćňěśšĺšĳ ěčő ś ńşů-ěň [Oz) (ďńĺŋă ąěřěšś£ śő ğŋăłőň À+Á ŕřĺ ďćĺęěŋĺĺ ŕřőšĺć ůăśőćőľ śšřěńłĺ, ĺ ś À−Á { ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě). Ćĺďŋő, ůšő šăłă£ ďşčă őŕřěďěńěŋă ŋě őďŋőğŋăůŋő, ă ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ń¿ąőčő űěńőčő ůĺśńă őąőřőšőć. Šăłĺň őąřăğőň, Arg(z) ŋě ěśšĳ łőŋłřěšŋőě ůĺśńő, ŋő űěńőě śů-ěšŋőě ňŋőęěśšćő ďěľśšćĺšěńĳŋżţ ůĺśěń, śőśšăćń£¿źĺţ ăřĺťňěšĺůěśłş¿ ŕřčřěśśĺ¿ ś řăğŋőśšĳ¿ 2ı. İšő ğăŕĺśżćă¿š ć ćĺďě

Arg(z) = ’ + 2ın; n ∈ Z;

čďě ’ { őďŋő ĺğ ğŋăůěŋĺľ şčńă. Ć śšăřĺŋş śłăğăńĺ ąż, ůšő Arg(z) ěśšĳ ňŋőčőğŋăůŋă£ ťşŋłűĺ£ őš łőňŕńěłśŋőčő ůĺśńă z.

2.2. Őŕřěďěńěŋĺě őŕěřăűĺľ. Śńőęěŋĺě ĺ şňŋőęěŋĺě řăďĺşśőć-ćěłšőřőć őŕřěďěńĺň ŕřă-

ćĺńăňĺ:

śńőęěŋĺě: őążůŋőě śńőęěŋĺě ćěłšőřőć ŋă ŕńőśłőśšĺ;

şňŋőęěŋĺě: ŕřěňŋőęěŋĺě ňőďşńěľ ĺ őďŋőćřěňěŋŋőě śńőęěŋĺě ăřčşňěŋšőć, šăł ůšő

|z_1 · z_2| = |z_1||z_2| Arg(z_1 · z_2) = Arg(z_1) + Arg(z_2) ;

Ćăęŋő őśőğŋăšĳ, ůšő ďń£ ćěłšőřőć, ńěęăźĺţ ŋă ďěľśšćĺšěńĳŋőľ ůĺśńőćőľ ŕř£ňőľ ŐŢ, ¡šĺ ŕřăćĺńă őŕřěďěń£¿š őążůŋżě ďěľśšćĺ£ ś ďěľśšćĺšěńĳŋżňĺ ůĺśńăňĺ (ňĺŋşś ŋă ňĺŋşś ďăěš ŕń¿ś ĺ š.ŕ.). Šő, ůšő šăłă£ čěőňěšřĺůěśłă£ ťőřňşńĺřőćłă ďěľśšćĺľ ążńă ŕřĺďşňăŋă ńĺÿĳ ć XIX ćěłě £śŋő ŕőłăğżćăěš, ŋăśłőńĳłő šřşďŋő şćĺďěšĳ ĺğ őďŋőňěřŋőčő ňĺřă, ůšő ¡šőš ňĺř ěśšĳ śřěğ ďćşňěřŋőľ čěőňěšřĺĺ.

2.3. Šěőřěňă. Łőňŕńěłśŋżě ůĺśńă śőśšăćń£¿š ŕőńě.

~a ~a +~b

~b

~a

~b

BB BB BB BB BM

¸¸¸¸¸

¸¸¸¸¸ ¸¸: ¸¸¸¸¸

¸¸¸¸¸ ¸¸:

BB BB BB BB BM

´´ ´´ ´´ ´´ ´´ ´´7 ~a ~b + ~c

~a +~b + ~c

~c ~a +~b

~b

BB BB BB BB BM

� � � � � � �`

- ıııı ıııı ıııı ıııı ı1 HHH HHH HHH HHH HHH HHj?

Řĺś. 1. Ŕřăćĺńő ŕăřăńńěńőčřăňňă ĺ ŕřăćĺńő šřěşčőńĳŋĺłă Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ăłśĺőňż śńőęěŋĺ£ ţőřőÿő ĺğćěśšŋż ĺğ ÿłőńĳŋőčő łşřśă čěőňěšřĺĺ łăł

ŕřăćĺńă śńőęěŋĺ£ ćěłšőřőć. Ŋăŕřĺňěř, łőňňşšăšĺćŋőśšĳ ěśšĳ ŋě ůšő ĺŋőě, łăł ŕřăćĺńő ŕăřăńńěńőčřăňňă, ă ăśśőűĺăšĺćŋőśšĳ śńěďş¿š ĺğ ŕřăćĺńă šřěşčőńĳŋĺłă (śň. řĺś.řĺś.1). Łőňňşšăšĺćŋőśšĳ ĺ ăśśőűĺăšĺćŋőśšĳ şňŋőęěŋĺ£ őůěćĺďŋż ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£. Ěďĺŋĺűěľ śńşęĺš

2ŋăŕőňŋ¿, ůšő ďńĺŋă ďşčĺ | ¡šő ďěľśšćĺšěńĳŋżň ůĺśńő ěďĺŋĺůŋżľ ćěłšőř −→ 01 , ńěęăźĺľ ŋă ďěľśšćĺšěńĳŋőľ őśĺ (ĺąő ěčő ňőďşńĳ řăćěŋ 1, ă şčőń { 0).

Őůěćĺďŋő, ůšő 0 ≠ 1.

Őąřăšŋżň ł ůĺśńş z ąşďěš ůĺśńő z�^1, ňőďşńĳ łőšőřőčő řăćěŋ |z|�^1, ă ăřčşňěŋš řăćěŋ Arg(z�^1) = −Arg(z) (ńşů ŋă łőšőřőň ńěęĺš z�^1 śĺňňěšřĺůěŋ ńşůş ŋă łőšőřőň ńěęĺš z őšŋőśĺšěńĳŋő ďěľśšćĺšěńĳŋőľ őśĺ).

Ďń£ ŕřőćěřłĺ ďĺśšřĺąşšĺćŋőśšĺ ğăňěšĺň, ůšő ŕřěőąřăğőćăŋĺě ŕńőśłőśšĺ, śőśšő£źěě ć şňŋőęěŋĺĺ ćśěţ šőůěł ŋă ťĺłśĺřőćăŋŋőě łőňŕńěłśŋőě ůĺśńő ă: z → ăz śşšĳ łőňŕőğĺűĺ£ ŕőćőřőšă ŋă şčőń Arg(a) ćőłřşč 0 ĺ čőňőšěšĺĺ ś łő¡ťťĺűĺěŋšőň |ă| őšŋőśĺšěńĳŋő 0 (ćś-ě řăćŋő ć łăłőň ŕőř£ďłě). Šăłőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ŋăğżćăěšś£ ŕőćőřőšŋőľ čőňőšěšĺěľ. Ăłśĺőňă ďĺśšřĺąşšĺćŋőśšĺ şšćěřęďăěš, ůšő ćś-ě řăćŋő: ŕřĺňěŋĺšĳ ŕőćőřőšŋş¿ čőňőšěšĺ¿ ł śşňňě ćěłšőřőć ~b + ~c, ńĺąő ŕřĺňěŋĺšĳ ě-ě őšďěńĳŋő ł ~b ĺ őšďěńĳŋő ł ~c , ă ğăšěň śńőęĺšĳ ŕőńşůěŋŋżě ćěłšőřż. Ŋő ¡šő őůěćĺďŋő, ĺąő ĺ ŕřĺ ŕőćőřőšě ĺ ŕřĺ čőňőšěšĺĺ ŕăřăńńěńőčřăňň ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ śşňňż ~b+~c ŕěřěľďěš ć šőůŋőśšĺ ć ŕăřăńńěńőčřăňň ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ śşňňż ĺţ őąřăğőć. Šěőřěňă ďőłăğăŋă.

2_{Ğăďăůă1.8. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ŕřěőąřăğőćăŋĺě ŕńőśłőśšĺ z → z�1 £ćń£ěšś£ łőňŕőğĺ-}

űĺěľ őśěćőľ śĺňňěšřĺĺ őšŋőśĺšěńĳŋő ďěľśšćĺšěńĳŋőľ ŕř£ňőľ OX ĺ ĺŋćěřśĺĺ őšŋőśĺšěńĳŋő ěďĺŋĺůŋőľ őłřşęŋőśšĺ |z| = 1.

2.3.1. Řăśłřżšĺě śłőąőł. Ŋěťőřňăńĳŋőě śńěďśšćĺě śőśšőĺš ć šőň, ůšő ś čěőňěšřĺ-

ůěśłĺňĺ łőňŕńěłśŋżňĺ ůĺśńăňĺ ňőęŋő ćżůĺśń£šĳ ŕő ćśěň ŕřăćĺńăň ÿłőńĳŋőľ ăńčěąřż. Ć ůăśšŋőśšĺ, śŕřăćěďńĺćż Àťőřňşńż śőłřăźěŋŋőčő şňŋőęěŋĺ£Á, ĺğ łőšőřżţ ŋăň ąşďşš őśőąěŋŋő ŕőńěğŋż śńěďş¿źĺě ďćě.

Ğăďăůă1.9. Ďőłăęĺšě, ůšő ć ń¿ąőň ŕőńě ĺňě¿š ňěśšő řăćěŋśšćă:

ă) (a^m − b^m) : (a − b) = a^m�^1 + a^m�^2b + a^m�^3b^2 + · · · + ab^m�^2 + b^m�^1

ą) (a_1 + a_2 + · · · + a_k)^n =^∑_ν 1+...+νk=n n! 1!_2! · · · _k!

a^{ν1}_1 a^{ν2}_2 · · · a^{νk}_k

(śşňňĺřőćăŋĺě ŕřőĺğćőďĺšś£ ŕő ćśěň řăğńĺůŋżň şŕőř£ďőůěŋŋżň ŋăąőřăň ŋěőšřĺűăšěńĳŋżţ űěńżţ ůĺśěń (_1; _2; : : : ; _k), śşňňă łőšőřżţ řăćŋă n). Ğăňěůăŋĺ£ ł ŕşŋłšş (ą):

1. Ŕřĺňěŋĺšěńĳŋő ł Àń¿ąőňş ŕőń¿Á şśńőćĺě šřěąşěš şšőůŋěŋĺ£, ŕőśłőńĳłş łő¡ťťĺűĺěŋš ć ŕřăćőľ ůăśšĺ (ą) { ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő. Ć ŕřőĺğćőńĳŋőň ŕőńě ¡šőš łő¡ťťĺűĺěŋš őąőğŋăůăěš (ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿) śşňňş śőőšćěšśšćş¿źěčő łőńĺůěśšćă ěďĺŋĺű ¡šőčő ŕőń£. Ć śńěďş¿źěľ ńěłűĺĺ ňż şćĺďĺň, ůšő ¡šő ňőęěš őšńĺůăšĳś£ őš ĺŋšşĺšĺćŋőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ő ŋăšşřăńĳŋőň ůĺśńě. Őďŋăłő ć ŕőńě łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń ňż ŕőńşůĺň ŋăśšő£źěě ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő, łőšőřőě ňőęŋő ćőśŕřĺŋĺňăšĳ łăł ŋăšşăńĳŋş¿ šőůłş ďěľśšćĺšěńĳŋőľ ŕř£ňőľ.

2. Őŕřěďěńěŋĺě łő¡ťťĺűĺěŋšă ŕřĺ a^{ν1}_1 a^{ν2}_2 · · · a^{νk}_k šěśŋő ść£ğăŋő ś łőňąĺŋăšőřŋőľ ğăďăůěľ ŕőďśůěšă łőńĺůěśšćă ćśěćőğňőęŋżţ śńőć , łőšőřżě ňőęŋő śőśšăćĺšĳ ĺğ n ąşłć, ĺğ łőšőřżţ _1 ÿšşł ąşłć ă_1, _2 ÿšşł ąşłć ă_2, : : : , _k ÿšşł ąşłć ă_k. Ŕřěęďě, ůěň ćżćőďĺšĳ őąźş¿ ťőřňşńş, ŕőšřěŋĺřşľšěśĳ, ŕőďśůĺšăć, śłőńĳłő śńőć (ŋě őą£ğăšěńĳŋő őśňżśńěŋŋżţ) ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ, ŕěřěśšăćń££ ąşłćż ć śńőćăţ: řőł, şřőł, ÿŋşřőł, łşřőł, łőńőąőł (ţőřőÿă£ ĺďě£ | ćżŕĺśżćăšĳ śńőćă ŕőďř£ď ŕő ăńťăćĺšş).

2.4. Ăńčěąřăĺůěśłă£ ğăŕĺśĳ ťőřňşń. Ďń£ ăńčěąřăĺůěśłőľ ğăŕĺśĺ ćěłšőřőć ŋă łőňŕńěłś-

ŋőľ ŕńőśłőśšĺ şďőąŋő ććěśšĺ ŕř£ňőşčőńĳŋżě łőőřďĺŋăšż OXY , őśĳ ŐŢ łőšőřżţ śőćŕăďăěš ś ďěľśšćĺšěńĳŋőľ ŕř£ňőľ. Ąăğĺśŋżě ćěłšőřż őśěľ ŐŢ ĺ ŐY őąőğŋăůă¿šś£ ~1 ĺ ~{ (ŋăŕőňŋ¿, ůšő ~1 ěśšĳ ěďĺŋĺűă ŕőń£ C (śň.řĺś.řĺś.2)).

Ŕřőĺğćőńĳŋżľ ćěłšőř z ĺňěěš łőőřďĺŋăšż: (ţ; y) { ŕřőěłűĺĺ šőůłĺ z ŋă őśĺ. Šăłĺň

őąřăğőň ćěłšőř −→ Oz ňőęěš ążšĳ ćżřăęěŋ ůěřěğ ąăğĺśŋżě ćěłšőřż ~1 ĺ ~{ ć ćĺďě −→ 0z = x · ~1 + y ·~{:

Ŕőśłőńĳłş şňŋőęěŋĺě ćěłšőřă ŋă ŕńőśłőśšĺ ŋă ćěźěśšćěŋŋőě ůĺśńő śőćŕăďăěš (łăł ńěčłő ćĺďěšĳ) ś şňŋőęěŋĺěň ¡šőčő ćěłšőřă łăł łőňŕńěłśŋőčő ůĺśńă ŋă šő ęě ćěÿěśšćěŋŋőě ůĺśńő, ŋő şęě řăśśňăšřĺćăěňőě łăł łőňŕńěłśŋőě, ŕřěďżďşźă£ ťőřňşńă ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ śőőšŋőÿěŋĺě ć ŕőńě C . Őążůŋő ěčő ğăŕĺśżćă¿š ŋě śšőńĳ ŕőňŕěğŋő łăł ćżÿě, ă ć ćĺďě:

z = x + yi;

őŕşśłă£ śšřěńłş ŋăď i ĺ ~1 (š.ł. şňŋőęěŋĺě ŋă ěďĺŋĺűş ŕőń£ ćőőąźě ŕřĺŋ£šő őŕşśłăšĳ). İšă ğăŕĺśĳ ŋăğżćăěšś£ ăńčěąřăĺůěśłĺň ŕřěďśšăćńěŋĺěň łőňŕńěłśŋőčő ůĺśńă z ĺ ůěřěğćżůăľŋő şďőąŋă, ŕőśłőńĳłş ŕő šěőřěňě Šěőř.2.3 ĺ śńěďśšćĺ¿ ğăď.1.9 ňż ćőńĳŋż ć ćżůĺśńěŋĺ£ţ ś šăłĺňĺ ğăŕĺś£ňĺ ŕőńĳğőćăšĳś£ ćśěň ăřśěŋăńőň ÿłőńĳŋżţ šőęďěśšć. Ćăęŋő őšňěšĺšĳ, ůšő ďěľśšćĺšěńĳŋżě ůĺśńă ţ ĺ y ć ŕřěďśšăćńěŋĺĺ z = x+yi őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£¿šś£ ŕő z (łăł łőőřďĺŋăšż). Őŋĺ őąőğŋăůă¿šś£ Re(z) ĺ Im(z) ĺ ŋăğżćă¿šś£ ďěľśšćĺšěńĳŋőľ ĺ ňŋĺňőľ ůăśšĳ¿ ůĺśńă z. Ěśńĺ Arg(z) = ’, šő ĺňě¿š ňěśšő őůěćĺďŋżě ťőřňşńż:

x = |z| cos(’) y = |z| sin(’)

6

- - 6 ´´ ´´ ´´ ´´ ´´ ´´7 Y

X ~{ ~1 y =Im(z)

x=Re(z)

~z

Arg(z)

Řĺś. 2. Łőőřďĺŋăšż ŋă C

|z| = √ x^2 + y^2 Arg(z) = arccos ( x= √ x^2 + y^2 ) + 2ın = arcsin ( y= √ x^2 + y^2 ) + 2ın

Ĺšăł, ćś£łĺľ z ∈C ŕřěďśšăćń£ěšś£ ć ćĺďě

z = x + iy = |z|(cos ’ + i sin ’);

ĺ ¡šĺ ćżřăęěŋĺ£ śşšĳ ăńčěąřăĺůěśłĺě řăćěŋśšćă ć ŕőńě C , ś łőšőřżň ňż ňőęěň ćżůĺśń£šĳ ŕőńĳğş£śĳ ŕřăćĺńăňĺ řăśłřżšĺ£ śłőąőł, šőęďěśšćăňĺ śőłřăź-ěŋŋőčő şňŋőęěŋĺ£ ĺ š.ŕ.

2.5. Ŕřĺňěřż ćżůĺśńěŋĺľ ś łőňŕńěłśŋżňĺ ůĺśńăňĺ. Łőňŕńěłśŋżě ůĺśńă £ćń£¿šś£

şďĺćĺšěńĳŋő čĺąłĺň ĺ ňőčşůĺň ĺŋśšřşňěŋšőň ŕřăłšĺůěśłĺ ćő ćśěţ őąńăśš£ţ ěśšěśšćőğŋăŋĺ£. Ŕřĺůĺŋă ć šőň, ůšő ŕřĺ ćżůĺśńěŋĺ£ţ ś łőňŕńěłśŋżňĺ ůĺśńăňĺ őďĺŋăłőćő ţőřőÿő řăąőšă¿š őąă ňăšěňăšĺůěśłĺţ £ğżłă { ĺ ăńčěąřăĺůěśłĺľ £ğżł ťőřňşń, ĺ čěőňěšřĺůěśłĺľ £ğżł łăřšĺŋőł.

2.5.1. Łőřŋĺ ĺğ −1. Ŕř£ňő ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£ şňŋőęěŋĺ£ ŕőńşůăěň: i^2 = i · i = −1 (š.ł.

Arg(i^2) = 2 · ı=2 = ı ĺ |i^2| = 1. Ŕő¡šőňş ĺňěěň řăğńőęěŋĺě z^2 + 1 = (z + i)(z − i), ĺğ łőšőřőčő śńěďşěš, ůšő şřăćŋěŋĺě z^2 + 1 = 0 ĺňěěš ć ŕőńě C ďćă łőřŋ£: i ĺ −i.

Ğăďăůă1.10. Ďőłăęĺšě, ůšő ć ŕřőĺğćőńĳŋőň ŕőńě şřăćŋěŋĺě (x − a_1)(x − a_2) · · · (x − a_k) = 0

ĺňěěš řőćŋő k łőřŋěľ x = a_1; : : : ; a_k.

2.5.2. Őśŋőćŋżě šřĺčőŋőňěšřĺůěśłĺŋ šőęďěśšćă. Ŕşśšĳ z1 ĺ z2 { ďćă ůĺśńă, ńěęă-

źĺě ŋă ěďĺŋĺůŋőľ őłřşęŋőśšĺ: |z_1| = |z_2| = 1. Šőčďă z_1 = cos ’_1+i sin ’_1 ĺ z_2 = cos ’_2+i sin ’_2. Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ şňŋőęěŋĺ£, |z_1z_2| = 1 ĺ Arg(z_1z_2) = ’_1 + ’_2, šő ěśšĳ

z_1z_2 = cos(’_1 + ’_2) + i sin(’_1 + ’_2)

Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ĺğ ďĺśšřĺąşšĺćŋőśšĺ ŕőńşůăěň

z_1z_2 = (cos ’_1 + i sin ’_1)(cos ’_2 + i sin ’_2) = =^(cos ’_1 cos ’_2 − sin ’_1 sin ’_2^) + i^(cos ’_1 sin ’_2 + sin ’_1 cos ’_2^)

(ňż ćőśŕőńĳğőćăńĺśĳ šěň, ůšő i^2 = −1). Śřăćŋĺćă£ ďěľśšćĺšěńĳŋżě ĺ ňŋĺňżě ůăśšĺ, ŋěňěďńěŋŋő ŕőńşůăěň őśŋőćŋżě šřĺčőŋőňěšřĺůěśłĺě šőęďěśšćă:

cos(’_1 + ’_2) = cos ’_1 cos ’_2 − sin ’_1 sin ’_2 sin(’_1 + ’_2) = cos ’_1 sin ’_2 + sin ’_1 cos ’_2

İšő řăśśşęďěŋĺě ŋăćőďĺš ŋă ňżśńĳ, ůšő ćś-ě łăğşĺśšĺůěśłőě ĺğőąĺńĺě ťőřňşń ÿłőńĳŋőľ šřĺčőŋőňěšřĺĺ ěśšĳ ńĺÿĳ ąěśťőřňěŋŋă£ šěŋĳ őš śšřőľŋőčő śőőřşęěŋĺ£, ŕőśšřőěŋŋőčő ŕő ŕřőśšżň ŕřăćĺńăň | ăłśĺőňăň ŕőń£, ćżŕőńŋěŋŋżň ć ŕőńě łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń C .

2.5.3. Łřăšŋżě şčńż. Ŕşśšĳ |z| = 1 ĺ z = cos ’ + i sin ’. Šőčďă ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿:

z^n = cos(n’) + i sin(n’). Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ŕő ťőřňşńě ąĺŋőňă (łőšőřă£ ŕőńşůăěšś£ ĺğ ŕ.(ą) ğăď.1.9 ŕřĺ k = 2, łőčďă łő¡ťťĺűĺěŋšż ŕřĺ a^{ν1}_1 a^{ν2}_2 = a^ν_1a^n�^ν_2 ŕřĺŋĺňă¿š ćĺď^{n!}_{ν!(n}�_{ν)!} ĺ őąőğŋăůă¿šś£^{(n}_ν^) ĺńĺ C^k_n; őŋĺ ŋăğżć¿šś£ ąĺŋőňĺăńĳŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ) ĺňěěň:

z^n = (cos ’ + i sin ’)^n =

= cos^n’ + i ( n 1 ) cos^n�^1’ sin ’ − ( n 2 ) cos^n�^2’ sin^2’ − i ( n 3 ) cos^n�^3’ sin^3’ + · · · = = [( n 0 ) cos^n’ − ( n 2 ) cos^n�^2’ sin^2’ + ( n 4 ) cos^n�^4’ sin^4’ − · · · ] + + i · [( n 1 ) cos^n�^1’ sin ’ − ( n 3 ) cos^n�^3’ sin^3’ + ( n 5 ) cos^n�^5’ sin^5’ − · · · ]

Őšś¿ďă ŕőńşůăěň ťőřňşńż ďń£ łřăšŋżţ şčńőć:

cos(n’) = ( n 0 ) cos^n’ − ( n 2 ) cos^n�^2’ sin^2’ + ( n 4 ) cos^n�^4’ sin^4’ − · · ·

sin(n’) = ( n 1 ) cos^n�^1’ sin ’ − ( n 3 ) cos^n�^3’ sin^3’ + ( n 5 ) cos^n�^5’ sin^5’ − · · ·

Ğăďăůă1.11. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřĺ ŋěů-ěšŋőň n ťşŋłűĺ£ sin(n’)= sin ’ £ćń£ěšś£ ňŋőčőůńěŋőň őš sin^2’ ĺ ŋăľďĺšě ěčő śšěŕěŋĳ, łőřŋĺ ĺ śšăřÿĺľ łő¡ťťĺűĺěŋš. Ćżŕĺÿĺšě ¡šőš ňŋőčőůńěŋ £ćŋő ďń£ n = 3 ĺ n = 5.

Ğăďăůă1.12. Ďőłăęĺšě ďń£ ŋěů-ěšŋżţ n šőęďěśšćő:

sin(n’) sin ’

= (−4)^n

�1_2^n

�1_2 ∏ ν=1 ( sin^2’ − sin^2 2ı n )

Ğăďăůă1.13. Ć ěďĺŋĺůŋş¿ őłřşęŋőśšĳ ś űěŋřőň ć ŋăůăńě łőőřďĺŋăš ćŕĺśăŋ ŕřăćĺńĳŋżľ m-şčőńĳŋĺł (m { ŋěů-ěšŋő) šăł, ůšő őďŋă ĺğ ćěřÿĺŋ ŋăţőďĺšś£ ć šőůłě (1,0). Ňŋőčőşčőńĳŋĺł ŕőćőřăůĺćă¿š ŋă şčőń ’ ćőłřşč ŋăůăńă łőőřďĺŋăš ŕřőšĺć ůăśőćőľ śšřěńłĺ. Ćżůĺśńĺšě ŕřőĺğćěďěŋĺě őřďĺŋăš ćěřÿĺŋ ŕőćěřŋşšőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă.

2.6. Şřăćŋěŋĺě ďěńěŋĺ£ łřşčă. Řěÿĺň ć ŕőńě C šăł ŋăğżćăěňőě şřăćŋěĺě ďěńěŋĺ£ łřşčă

ŋă n ůăśšěľ: z^n = 1. Őŋő řăŋőśĺńĳŋő ďćşň čěőňěšřĺůěśłĺň śőőšŋőÿěŋĺ£ň ŋă ćěłšőř z: |z|^n = 1 ĺ nArg(z) = 0 + 2ık (čďě k ∈ Z| ń¿ąőě). Őšś¿ďă ŕőńşůăěň řőćŋő n řăğńĺůŋżţ łőřŋěľ, řăśŕőńăčă¿źĺţś£ ŋă ěďĺŋĺůŋőľ őłřşęŋőśšĺ ć ćěřÿĺŋăţ ŕřăćĺńĳŋőčő n-şčőńĳŋĺłă (śň.řĺś. řĺś.3 ďń£ n = 5):

|z_ν| = 1; Arg(z_ν) = 2ı=n; čďě = 0; 1; : : : ; (n − 1)

Ğăďăůă1.14. Ćżřăğĺšě cos 36ffi ĺ sin 36ffi ć řăďĺłăńăţ.

Şłăğăŋĺě: ŕőśńě ďěńěŋĺ£ őąěĺţ ůăśšěľ ŋă z − 1, şřăćŋěŋĺě z^5 − 1 = 0 śšăŋőćĺšś£

ćőğćřăšŋżň ĺ śćőďĺšś£ ł łćăďřăšŋőňş ŕőďśšăŋőćłőľ t = z + 1=z.

2.7. Čőňőňőřťĺğňż. Ŕřěďżďşźĺě ćżůĺśńě-

ŋĺ£ ŕőłăğżćă¿š, ůšő čěőňěšřĺůěśłőě ŕőńě łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń C Àŋĺůěň ŋě őšńĺůăěšś£Á őš ťőřňăńĳŋőčő ŕőń£ ňŋĺňżţ ůĺśěń M , ćěďěŋŋőčő ć n^o 1.6. Ďń£ ŕřĺďăŋĺ£ šőůŋőčő śňżśńă ťřăğě Àŋĺůěň ŋě őšńĺůăěšś£Á ŕřĺďşňăŋő ŕőŋ£šĺě čőňőňőřťĺğňă. Ďń£ śřăćŋěŋĺ£ ňŋőęěśšć őążůŋő ĺśŕőńĳğş¿š ĺţ őšőąřăęěŋĺ£ ďřşč ć ďřşčă. Ěśńĺ ňŋőęěśšćă ĺňě¿š łăłş¿-ńĺąő ăńčěąřăĺůěśłş¿ śšřşłšşřş, šő řăśśňăšřĺćă¿š ŋě ń¿ążě őšőąřăęěŋĺ£, ă šőńĳłő őšőąřăęěŋĺ£, śőţřăŋ£¿źĺě ¡šş śšřşłšşřş. Šăłĺě őšőąřăęěŋĺ£ ŋăğżćă¿š čőňőňőřťĺğňăňĺ. Ć śńşůăě ŕőńěľ šőůŋőě őŕřěďěńěŋĺě ğćşůĺš šăł:

6 - Y

X 1u u u

u u

Řĺś. 3. Łőřŋĺ şřăćŋěŋĺ£ z^5 = 1

2.8. Őŕřěďěńěŋĺě. Őšőąřăęěŋĺě ŕőńěľ ff: Ł −→ L ŋăğżćăěšś£ čőňőňőřťĺğňőň, ěśńĺ ∀a; b∈

K ć ŕőńě L ćżŕőńŋ£¿šś£ śőőšŋőÿěŋĺ£

ff(a + b) = ff(a) + ff(b) ff(ab) = ff(a)ff(b)

Őłăğżćăěšś£, šřěąőćăŋĺě śőćňěśšĺňőśšĺ ś ăńčěąřăĺůěśłőľ śšřşłšşřőľ ŋăłńăďżćăěš ŋă őšőąřăęěŋĺě őůěŋĳ ę-ěśšłĺě őčřăŋĺůěŋĺ£.

2.8.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ďń£ ń¿ąőčő čőňőňőřťĺğňă ŕőńěľ ff: K −→ L őą£ğăšěńĳŋő ćżŕőńŋěŋż śńěďş¿źĺě śćőľśšćă: ă) ff(0) = 0 ą) ff(1) = 1; ěśńĺ šőńĳłő ff(K) ≠ {0} ć) ff(a − b) = ff(a) − ff(b) ∀a; b∈K č) ff(a=b) = ff(a)=ff(b); ěśńĺ šőńĳłő b ≠ 0 ĺ ff(K) ≠ {0}

Ąőńěě šőčő: ńĺąő ff(K) = {0}, ńĺąő ff | ćńőęěŋĺě (šő ěśšĳ ŕěřěćőďĺš řăğŋżě ¡ńěňěŋšż ĺğ Ł ć řăğŋżě ¡ńěňěŋšż ĺğ L) Šěřňĺŋőńőčĺůěśłőě ğăňěůăěĺě. Čőňőňőřťĺğň, ŕěřěćőďźĺľ ćś-ě ŕőńě K ć ŋşńĳ ŕőń£ L, ŋăğżćăěšś£ šřĺćĺăńĳŋżň, ĺńĺ ŋşńŋćżň. Čőňőňőřťĺğň, £ćń£¿źĺľś£ őďŋőćřěňěŋŋő ćńőęěŋĺěň, ŋăğżćăěšś£ ĺŋžěłšĺćŋżň ĺńĺ ňőŋőňőřťĺğňőň. Čőňőňőřťĺğň, £ćń£¿źĺľś£ ćğăĺňŋőőďŋőğŋăůŋżň, ŋăğżćăěšś£ ĺğőňőřťĺğňőň. Ďőłăğăšěńĳśšćő. (ă): ∀a∈K ĺňěěň

ff(a) = ff(a + 0) = ff(a) + ff(0) :

Ćżůĺšă£ ĺğ ńěćőľ ĺ ŕřăćőľ ůăśšěľ ¡šőčő řăćěŋśšćă ff(a), ŕőńşůĺň ff(0) = 0. (ą): ăŋăńőčĺůŋő, šőńĳłő ŋăďő ćżąřăšĳ ă šăł, ůšőąż ff(ă) ≠ 0 (š.ě. ążń őąřăšĺň). (ć): ćżůšěň ĺğ ńěćőľ ĺ ŕřăćőľ ůăśšěľ řăćěŋśšćă ff(a − b) + ff(b) = ff(a − b + b) = ff(a) ůĺśńő ff(b).

(č): ăŋăńőčĺůŋő ć).

Ŋăłőŋěű, ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă ŕőśńěďŋěčő şšćěřęďěŋĺ£ ďőŕşśšĺň, ůšő ff ŋě £ćń£ěšś£ ćńőęěŋĺěň. Šőčďă ŋăľďşšś£ b; c∈K šăłĺě, ůšő b ≠ c ĺ ff(b) = ff(c). Š.ł. d = b − c ≠ 0, őŋő őąřăšĺňő ć Ł. Ŋő ff(d) = ff(b) − ff(c) = 0, ĺ ŕő¡šőňş ∀a∈K ĺňěěň ff(a) = ff(add�^1) = ff(a)ff(d)ff(d�^1) = 0. Šăłĺň őąřăğőň, ff(Ł) = {0} ĺ ff šřĺćĺăńěŋ. Ŕřěďńőęěŋĺě ďőłăğăŋő.

2.8.2. Ŕřĺňěř. Ŕőńě łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń C ĺğőňőřťŋő ŕőń¿ ňŋĺňżţ ůĺśěń M . Ĺğőňőř-

ťĺğň ğăďă-ěšś£ śőŕőśšăćńěŋĺěň ůĺśńş ¸ + i˛ ∈ R[i] = M ćěłšőřă ś łőőřďĺŋăšăňĺ (¸; ˛) ŋă łőňŕńěłśŋőľ ŕńőśłőśšĺ C . Ňż őšőęďěśšćĺň C ś M ŕőśřěďśšćőň ¡šőčő ĺğőňőřťĺğňă ĺ ďăńěě ŋě ąşďěň ĺţ řăğńĺůăšĳ (ĺ ŕőńĳğőćăšĳś£ őąőğŋăůěŋĺěň M ).

2.8.3. Ŕřĺňěř. Ĺňěěšś£ řőćŋő őďĺŋ ŋěšőęďěśšćěŋŋżľ ĺğőňőřťĺğň ŕőń£ C ŋă śěą£,

śőţřăŋ£¿źĺľ ŋěŕőďćĺęŋżň ćěźěśšćěŋŋőě ŕőďŕőńě R⊂C. Őŋ ŕěřěćőďĺš z = x+iy ć —z = x−iy ĺ ŋăğżćăěšś£ łőňŕńěłśŋżň śőŕř£ęěŋĺěň. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ R ŋěŕőďćĺęŋő, šő ff(x + iy) = x + yff(i), ĺ ff őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ ğăďăŋĺěň ff(i). Ŕőśłőńĳłş ff(i)^2 = ff(i^2) = ff(−1) = −1, ğŋăůěŋĺě ff(i) ěśšĳ łőřěŋĳ şřăćŋěŋĺ£ t^2 = −1. Ş ¡šőčő şřăćŋěŋĺ£ ć ŕőńě C ĺňěěšś£ řőćŋő ďćă łőřŋ£: i ĺ −i. Šěň śăňżň, ěśńĺ ŋěšřĺćĺăńĳŋżľ čőňőňřťĺğň śşźěśšćşěš, šő őŋ śőćŕăďăěš ś łőňŕńěłśŋżň śőŕř£ęěŋĺěň. Őśšă-ěšś£ ŕřőćěřĺšĳ, ůšő őšőąřăęěŋĺě z → —z ĺ ć śăňőň ďěńě čőňőňřťĺğň.

Ğăďăůă1.15. Śďěńăľšě ¡šő.

2.8.4. Ğăňěůăŋĺě. Ĺŋšşĺšĺćŋő, ŕőśńěďŋěě şšćěřęďěŋĺě ć ŕřěďńőęěŋĺĺ ĺğ Ŕř.2.8.1 őğŋă-

ůăěš, ůšő ďćă ŕőń£ Ł ĺ L ńĺąő ćőőąźě ÀŋěśřăćŋĺňżÁ (šő ěśšĳ ňěęďş ŋĺňĺ ŋěš ŋěšřĺćĺăńĳŋżţ čőňőňőřťĺğňőć), ńĺąő őďŋő ĺğ ŋĺţ ňőęŋő őšőęďěśšćĺšĳ ś ŕőďŕőńěň ć ďřşčőň. Ćăęŋő őšňěšĺšĳ, ůšő őšőęďěśšćĺšĳ ŕőńě Ł ś ŕőďŕőńěň ć L ňőęŋő, łăł ŕřăćĺńő, ňŋőčĺňĺ řăğŋżňĺ śŕőśőąăňĺ.

2.8.5. Ŕřĺňěř. Ĺňěěšś£ řőćŋő ďćă ćńőęěŋĺ£ ŕőń£ Q[ √ 2] ć ŕőńě C . Őąřăğ őąőĺţ śőďěřęĺšś£ ć ćěźěśšćěŋŋőň ŕőďŕőńě R ⊂ C . Ŕěřćőě | šőęďěśšćěŋŋő, ă ćšőřőě ŕěřěćőďĺš a + b √ 2 ∈ Q[^√2] ć a − b^√2 ∈ R ⊂ C . Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕşśšĳ ff: Q[^√2] ,→ C | ćńőęěŋĺě. Šőčďă

ff(a + b √ 2) = a + bff( √ 2) (ĺąő ŕřĺ k ∈N, k = 1 + 1 + : : : + 1

k řăğ

ĺňěěň ff(k) = kff(1) = k, ă ğŋăůĺš

ĺ ďń£ ń¿ąőčő řăűĺőŋăńĳŋőčő a = p=q ŕőńşůĺň ff(a) = ff(p)=ff(q) = p=q = a). Šěň śăňżň, ff őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ ğŋăůěŋĺěň ff( √ 2). Ŋő ff( √ 2)∈C őą£ğăŋ ążšĳ łőřŋěň şřăćŋěŋĺ£ z^2 = 2

(ŕőůěňş?), ă ş šăłőčő şřăćŋěŋĺ£ ć ŕőńě C řőćŋő ďćă łőřŋ£: √ 2 ĺ − √ 2. Ŕő¡šőňş ĺňěěšś£ řőćŋő ďćě ćőğňőęŋőśšĺ: ff( √ 2) = √ 2 ĺ ff( √ 2) = − √ 2.

Ğăďăůă1.16. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕőńě Q[#] (čďě #^2 + # + 1 = 0) ďőŕşśłăěš řőćŋő ďćă ćńőęěŋĺ£ ć ŕőńě C . Ŕřĺ őďŋőň ĺğ ŋĺţ # ŕěřěţőďĺš ć (−1 + i √ 3)=2, ŕřĺ ďřşčőň | ć (−1 − i √ 3)=2.

Ğăďăůă1.17. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕőńě Q[#] (čďě #^3 + # + 1 = 0) ďőŕşśłăěš šřĺ ćńőęěŋĺ£

ć C . Őąřăğ őďŋőčő ĺğ ŋĺţ śőďěřęĺšś£ ć R, ă őąřăğż ďćşţ ďřşčĺţ | łőňŕńěłśŋő

śőŕř£ęěŋż.