Ńěłűĺ£ 10 Čřşŕŕż

.Ăćšőňőřťĺğňż ĺ śĺňňěšřĺĺ .Čřşŕŕőćőľ ğăłőŋ łőňŕőğĺűĺĺ .Śĺňňěšřĺůěśłĺě čřşŕŕż .Čřşŕŕż Čăńşă .Čřşŕŕż ňŋőčőčřăŋŋĺłőć .Śňěęŋżě łńăśśż ĺ šěőřěňă Ńăčřăŋęă .Ďěľśšćĺě čřşŕŕż ŋă ňŋőęěśšćě: ťőřňşńă ďń£ ďńĺŋż őřąĺšż .Ťăłšőřčřşŕŕż, ŋőřňăńĳŋżě ŕőďčřşŕŕż ĺ śšřőěŋĺě čőňőňőřťĺğňőć .Űĺłńőćőľ šĺŕ ŕőďśšăŋőćłĺ .Śšřőěŋĺě čřşŕŕ S_3, S_4, S_5,

A3, A4, A5 .Ŕřőśšőšă ğŋăłőŕěřěňěŋŋżţ čřşŕŕ An ś n ˘ 5

x1. Ůšő šăłőě čřşŕŕă

Ćśě ŕőğŋă-ěšś£ ć śřăćŋěŋĺĺ, ĺ őśŋőćŋżň ĺśšőůŋĺłőň ĺŋťőřňăűĺĺ ő ňăšěňăšĺůěśłĺţ őąžěłšăţ £ćń£ěšś£ ĺśśńěďőćăŋĺě ĺţ ćğăĺňőďěľśšćĺ£ ňěęďş śőąőľ. Ěśńĺ ňż řăśśňăšřĺćăěň ňŋőęěśšćă, ŋăďěń-ěŋŋżě šőľ ĺńĺ ĺŋőľ śšřşłšşřőľ, šő ĺţ ćğăľňőďěľśšćĺ£ ďřşč ś ďřşčőň | ¡šő őšőąřăęěŋĺ£ ĺğ őďŋĺţ ć ďřşčĺě, śőţřăŋ£¿źĺě ¡šş śšřşłšşřş. Ĺğşůăšĳ šăłĺě ćğăľňőďěľśšćĺ£ ňőęŋő ŕő ďćşň ŋăŕřăćńěŋĺ£ň: ćż£śŋ£šĳ ćŋşšřěŋŋěě şśšřőľśšćő łăęďőčő őšďěńĳŋő ćğ£šőčő őšőąřăęěŋĺ£, ńĺąő őŕĺśăšĳ śšřőěŋĺě ćśěčő ňŋőęěśšćă ćğăľňőďěľśšćĺľ, řăśśňăšřĺćă£ ěčő łăł ŋěłĺľ ŋőćżľ ňăšěňăšĺůěśłĺľ őąžěłš. Ŕěřćş¿ ćőğňőęŋőśšĳ ďěňőŋśšřĺřş¿š šěőřěňż ő čőňőňőřťĺğňăţ ŕőńěľ ĺ łőńěű, ďőłăğăŋŋżě ŋăňĺ ć ŕěřćżţ ńěłűĺ£ţ. Ć ¡šőľ ńěłűĺĺ ňż őąśşďĺň ćšőřş¿ ćőğňőęŋőśšĳ.

1.1. İŋďőňőřťĺğňż ĺ śĺňňěšřĺĺ. Cřăğş £śŋő, ůšő ňŋőęěśšćő őšőąřăęěŋĺľ ŋăďěńěŋő ěśšěśšćěŋŋőľ ăńčěąřăĺůěśłőľ śšřşłšşřőľ. Ă ĺňěŋŋő, ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ćżŕőńŋ££ ďćă őšőąřăęěŋĺ£:

f : X −→ Y ĺ g : Y −→ Z

ňż ŕőńşůăěň ŋőćőě őšőąřăęěŋĺě g ∘ f : X −→ Z, ŋăğżćăěňőě łőňŕőğĺűĺěľ f ĺ g (őąřăšĺšě ćŋĺňăŋĺě ŋă šő, ůšő ŕěřćőě ĺğ ďćşţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ćżŕőńŋ£ňżţ őšőąřăęěŋĺľ ć őąőğŋăůěŋĺĺ g ∘ f ¡ăŕĺśăŋő śŕřăćă). Őŕěřăűĺ£ łőňŕőğĺűĺĺ, őůěćĺďŋő, őŕřěďěńěŋă ŋě ďń£ ń¿ążţ ŕăř (f; g), ŋő şę ěśńĺ őŕřěďěńěŋă, šő ăśśőűĺăšĺćŋă: (h ∘ g) ∘ f = h ∘ (g ∘ f), ţőš£ ĺ ŋě łőňňşšăšĺćŋă. Ňż şęě ćśšřěůăńĺśĳ ś ŕőďőąŋőľ śĺšşăűĺěľ, łőčďă ĺğşůăńĺ ăńčěąřş ňăšřĺű (ůšő ŋě şďĺćĺšěńĳŋő, ĺąő ňăšřĺűż ŕřěďśšăćń£¿š śőąőľ ńĺÿĳ şďőąŋőě ăńčěąřăĺůěśłőě őąőğŋăůěŋĺě ďń£ ńĺŋěľŋżţ őšőąřăęěŋĺľ ćěłšőřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć ĺ ňőďşńěľ).

Ğăďăůă10.1. Ŕřĺďşňăľšě ŕřĺňěř ďćşţ ŋěłőňňşšĺřş¿źĺţ őšőąřăęěŋĺľ ĺğ ŋěłőšőřőčő ňŋőęěśšćă X ć śěą£.

Ěśńĺ őčřăŋĺůĺšĳś£ řăśśňőšřěŋĺěň őďŋőčő ěďĺŋśšćěŋŋőčő őąžěłšă X,šő łőňŕőğĺűĺ£ şęě ąşďěš őŕřěďěńěŋă ďń£ ń¿ążţ f; g : X −→ X. Ňŋőęěśšćő ćśěţ őšőąřăęěŋĺľ ĺğ X ć śěą£ (śő- 137 ţřăŋ£¿źĺţ ăńčěąřăĺůěśłş¿ śšřşłšşřş ŋă X, ąşďě šăłőćă£ ĺňěěšś£) ŋăăğżćăěšś£ ŕőńşčřşŕŕőľ ¡ŋďőňőřťĺğňőć őąžěłšă X ĺ őąőğŋăůăěšś£ End(X). Ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋżě ¡ŋďőňőřťĺğňż f : X −→ X ŋăğżćă¿šś£ ăćšőňőřťĺğňăňĺ ĺńĺ śĺňňěšřĺ£ňĺ őąžěłšă X ĺ ĺţ śőćőłşŕŋőśšĳ (čřşŕŕă) őąőğŋăůăěšś£ Aut (X).

Ňŋőęěśšćő śĺňňěšřĺľ őšřăęăěš ćğăľňőďěľśšćĺě őąžěłšă X śăňőčő ś śőąőľ, š. ě. ěčő Àćŋşšřěŋŋĺľ ţăřăłšěřÁ, ă ŕőšőňş £ćń£ěšś£ ćăęŋěľÿĺň ĺśšőůŋĺłőň ĺŋťőřňăűĺĺ őą X. Śŕőśőąż śşďĺšĳ őą X čń£ď£ ŋă Aut (X) ŋăğżćă¿šś£ cooąřăęěŋĺ£ňĺ śĺňňěšřĺĺ. Ś ďřěćŋěľÿĺţ ćřěň-ěŋ őŋĺ ĺňě¿š śšăšşś ŋăĺąőńěě ĺğ£źŋżţ śřěďĺ ťĺğĺůěśłĺţ ĺ ňăšěňăšĺůěśłĺţ řăśśşęďěŋĺľ. Čőćőř£ ŕő-şů-ěŋőňş, śćőľśšćă X ăďěłćăšŋő łőďĺřş¿šś£ ăńčěąřăĺůěśłőľ śšřşłšşřőľ ŋă Aut (X). Ĺğşůěŋĺ¿ ¡šőľ śšřşłšşřż ĺ ąşďěš ŕőść£źěŋă ŋăśšő£źă£ ńěłűĺ£. Ŕřěęďě ćśěčő ğăňěšĺň, ůšő ććĺďş ćğăĺňŋőľ őďŋőğŋăůŋőśšĺ ş łăęďőľ śĺňňěšřĺĺ X^f−→ X ĺňěěšś£ őąřăšŋă£ śĺňňěšřĺ£ X^f �1 ←−−− X. Ğăďăůă10.2. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ X £ćń£ěšś£ łőńĳűőň (ĺńĺ ňőďşńěň) ĺ X^f−→ X £ćń£ěšś£ ćğăĺňŋő-őďŋő¡ŋăůŋżň čőňőňőřťĺğňőň, šő őąřăšŋőě őšőąřăęěŋĺě šăłęě ąşďěš čőňőňőřťĺğňőň.

Ňŋőęěśšćă śĺňňěšřĺľ ś ŕěřćőľ ŕőńőćĺŋż XIX ćěłă śšăńĺ ŋăğżćăšĳ čřşŕŕăňĺ. Ŕőŋ£šĺě ăąśšřăłšŋőľ čřşŕŕż ćőğŋĺłńő ć ŢŢ ćěłě ĺ śńşęĺš ďń£ ăłśĺőňăšĺğăűĺĺ ăńčěąřăĺůěśłĺţ śćőľśšć čřşŕŕ śĺňňěšřĺľ (łőšőřżě ć ŢIŢ ćěłě ŋě śůĺšăńĺ ŋşęŋżň şšőůŋ£šĳ, ĺąő őŋĺ ążńĺ ćśěň őůěćĺďŋż ĺğ łőŋšěłśšă.)

1.2. Őŕřěďěńěŋĺě. Čřşŕŕőľ ŋăğżćăěšś£ ćś£łőě ňŋőęěśšćő G, ŋă ¡ńěňěŋšăţ łőšőřőčő őŕřěďěńěŋă ąĺŋăřŋă£ őŕěřăűĺ£ G × G −→ G : (f; g) −→ fg , ŋăğżćăěňă£ łőňŕőğĺűĺěľ (ă ć ŕőśńěďŋěě ćřěň£ ůăźě { şňŋőęěŋĺěň), şďőćńěšćőř£¿źă£ ăłśĺőňăň:

(ăłśĺőňż čřşŕŕőćőčő ğăłőŋă łőňŕőğĺűĺĺ)

(i) ăśśőűĺăšĺćŋőśšĳ: (fg)h = f(gh) ∀f; g; h

(ii) śşźěśšćőćăŋĺě ěďĺŋĺűż (šőęďěśšćěŋŋőčő őšőąřăęěŋĺ£):

∃e ∈ G: eg = ge = g ∀g ∈ G

(iii) śşźěśšćőćăŋĺě őąřăšŋőčő:

∀g ∈ G ∃g^{−1} : gg^{−1} = g^{−1}g = e

Ğăďăůă10.3. Ďőłăęĺšě, ůšő ěďĺŋĺůŋżľ ¡ńěňěŋš ěďĺŋśšćěŋěŋ, ă őąřăšŋżľ ¡ńěňěŋš g^{−1} őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ ŕő g.

1.3. Őŕřěďěńěŋĺě. Ăąěńěćőľ čřşŕŕőľ ŋăğżćăěšś£ ćś£łă£ čřşŕŕă G, ć łőšőřőľ łőňŕőğĺűĺ£

łőňňşšăšĺćŋă: fg = gf ∀f; g ∈ G.

Ć ¡šőň śńşůăě ć ăłśĺőňăţ (ii) ĺ (iii) ňőęŋő őšąřőśĺšĳ ńěćőě řăćěŋśšćő, ĺ ăłśĺőňż łőňŕőğĺűĺĺ ŕřěćřăš£šś£ ć ăłśĺőňż śńőęěŋĺ£ ćěłšőřőć. Ŕő¡šőňş őŕěřăűĺ¿ ć ăąěńěćőľ čřşŕŕě őążůŋő őąőğŋăůă¿š ğŋăłőň À+Á.

1.4. Őŕřěďěńěŋĺě. Őšőąřăęěŋĺě čřşŕŕ ’ : G1 −→ G2 ŋăğżćăěšś£ čőňőňőřťĺğňőň čřşŕŕ, ěśńĺ ć čřşŕŕě G_2 ĺňěěň ’(gh) = ’(g)’(h) ∀g; h ∈ G_1. İŕĺ-, ňőŋő- ĺ ĺğőňőřťĺğňż őŕřěďěń£- ¿šś£ łăł őążůŋő.

x2. Ŕřĺňěřż čřşŕŕ

2.1. Ŕőďčřşŕŕż. Łăł şęě čőćőřĺńőśĳ, čřşŕŕż ůăźě ćśěčő řěăńĺğş¿šś£ łăł ŕőďňŋőęěśšćă ć ňŋőęěśšćě Aut (X) ćśěţ ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋżţ őšőąřăęěŋĺľ šőčő ĺńĺ ĺŋőčő ňŋőęěśšćă X ć śěą£. Őůěćĺďŋő, ůšő Aut (X) śăňő £ćń£ěšś£ čřşŕŕőľ. Ďń£ šőčő ůšőąż ŕőďňŋőęěśšćő H čřşŕŕż G śőśšăćń£ńő čřşŕŕş őšŋőśĺšěńĳŋő ĺňě¿źěľś£ ć G łőňŕőğĺűĺĺ ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż ∀h ∈ H őąřăšŋőě őšőąřăęěŋĺě h^{−1} šăłęě ńěęăńő ć H ĺ ůšőąż ∀h_1; h_2 ∈ G ĺţ łőňŕőğĺűĺ£ h_1h_2 ∈ G. Šăłĺě H ⊂ G ŋăğżćă¿šś£ ŕőďčřşŕŕăňĺ ć G. Łăł ćśěčďă, ¡šĺ ďćă şśńőćĺ£ ňőęŋő ğăňěŋĺšĳ őďŋĺň.

Ğăďăůă10.4. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕőďňŋőęěśšćő H ć čřşŕŕě G šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă śőśšăćń£ěš čřşŕŕş őšŋőśĺšěńĳŋő łőňŕőğĺűĺĺ, ĺňě¿źěľś£ ć G, łőčďă

h_1h^{−1}_2 ∈ H ∀h_1; h_2 ∈ H :

2.2. Śĺňňěšřĺůěśłă£ čřşŕŕă Sn^{def}= Aut ({1; 2; : : : ; n}) | ¡šő čřşŕŕă ćśěţ ćğăĺňŋő-őďŋő-ğŋăůŋżţ őšőąřăęěŋĺľ ňŋőęěśšćă ĺğ n ¡ńěňěŋšőć^1 ć śěą£. Łăęďőě šăłőě őšőąřăęěŋĺě őśşźěśšćń£ěš ŕőŕřőśšş ŕěřěśšăŋőćłş ůĺśěń ć śšřőůłě (1; 2; 3; : : : ; n), ŕő¡šőňş S_n ĺŋőčďă ŋăğżćă¿š čřşŕŕőľ ŕěřěśšăŋőćőł.

Ňż şęě ćśšřěůăńĺśĳ ś čřşŕŕőľ S_n ć ńěłűĺĺ 6 ŕřĺ ĺśśńěďőćăŋĺĺ ŕőńĺńĺŋěľŋżţ łőśżţ ťőřň. İšă čřşŕŕă šăłęě ŋěğřĺňő ŕřĺśşšśšćőćăńă ć ńěłűĺĺ 8, łőčďă ňż ğăŋĺňăńĺśĳ śĺňňěšřĺůěśłĺňĺ ňŋőčőůńěŋăňĺ. Ŕőśłőńĳłş ŕěřěŋşňěřăűĺ¿ ŕěřěňěŋŋżţ ć ňŋőčőůńěŋě f(x_1; : : : ; x_n) ňőęŋő ćőśŕřĺŋĺňăšĳ łăł řěğşńĳšăš ŕőďśšăŋőćłĺ ć f ćňěśšő ŋăąőřă ŕěřěňěŋŋżţ (x_1; : : : ; x_n) ŋőćőčő ŋăąőřă ŕěřěňěŋŋżţ (y_1; : : : ; y_n), ŕőńşůěŋŋőčő ĺğ ŋěčő ŕěřěśšăŋőćłőľ ąşłć, čřşŕŕş S_n ŋăğżćă¿š šăłęě čřşŕŕőľ ŕőďśšăŋőćőł n ăřčşňěŋšőć.

Ğăďăůă10.5. Ćśŕőňŋĺšě, łőńĳłő ćśěčő ŕőďśšăŋőćőł ĺňěěšś£ ć Sn. Őšćěš: n!.

2.2.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ń¿ąă£ łőŋěůŋă£ čřşŕŕă ĺğ n ¡ńěňěŋšőć ďőŕşśłăěš čőňőňőřťŋőě ćńőęěŋĺě ć S_n.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ğăŋşňěřşěň ¡ńěňěŋšż čřşŕŕż G ĺ śőŕőśšăćĺň łăęďőňş ¡ńěňěŋšş h ∈ G ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋőě őšőąřăęěŋĺě ňŋőęěśšćă ¡šĺţ ŋőňěřőć ŋă śěą£, ĺŋďşűĺřőćăŋŋőě şňŋőęěŋĺěň ŋă h: ŋőňěř k, śőőšćěšśšćş¿źĺľ ¡ńěňěŋšş g ∈ G, ŕěřěćěďěň ć ŋőňěř ¡ńěňěŋšă hg. Őšőąřăęěŋĺě ŋőňěřőć ąşďěš ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋżň, ŕőśłőńĳłş ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋżň ąşďěš őšőąřăęěŋĺě g → hg (ĺąő hg_1 = hg_2 ŕőśńě şňŋőęěŋĺ£ śńěćă ŋă h^{−1} ŕřěćřăźăěšś£ ć g_1 = g_2). Ŕőśšřőěŋŋőě őšőąřăęěŋĺě G −→ S_n , őůěćĺďŋő, £ćń£ěšś£ čőňőňőřťĺğňőň ĺ ĺŋžěłšĺćŋő, ŕőśłőńĳłş ěśńĺ h_1 ĺ h_2 őďĺŋăłőćő ŕěřěśšăćń£¿š ¡ńěňěŋšż G, šő ć ůăśšŋőśšĺ ĺ h_1e = h_2e, š. ě. h_1 = h_2.

2_{Ğăďăůă10.6. Ďőłăęĺšě ůšő ń¿ąă£ ăąśšřăłšŋă£ čřşŕŕă ĺğőňőřťŋă ŋěłőšőřőľ ŕőď-}

čřşŕŕě čřşŕŕż ćśěţ ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋżţ őšőąřăęěŋĺľ ŕőďţőď£źěčő ňŋőęěśšćă X ć śěą£.

2.3. Čřşŕŕă Čăńşă. Ŕşśšĳ f ∈ Q[x] - ŋěŕřĺćőďĺňżľ ňŋőčőůńěŋ ĺ K ⊃ Q - ŕőńě řăğńőęěŋĺ£ f (š. ě. ŕőńě, ć łőšőřőň f řăśłńăďżćăěšś£ ŋă ńĺŋěľŋżě ňŋőęĺšěńĺ, ĺ łőšőřőě ćłńăďżćăěšś£ ć ń¿ąőě ďřşčőě šăłőě ŕőńě). Ŕőńě K ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ, ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ŕřĺśőěďĺŋ££ ł Q

1ć łăůěśšćě łőšőřżţ őążůŋő ąěřşš ŕěřćżě n ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń

ŋěďőśšă¿źĺě łőřŋĺ f (śň. ńěłűĺ¿ 3). Čřşŕŕă ăćšőňőřťĺğňőć ŕőń£ K ŋăğżćăěšś£ čřşŕŕőľ Čăńşă ňŋőčőůńěŋă f ŋăď Q ĺ őąőğŋăůăěšś£ Gal(f=Q) ĺńĺ Gal(K=Q) ĺńĺ ŕřőśšő Gal(f).

Ŕşśšĳ (#_1; : : : ; #_n) | ňŋőęěśšćő ćśěţ (ăćšőňăšĺůěśłĺ ŕőŕăřŋő-řăğńĺůŋżţ) łőřŋěľ f ć K. Ń¿ąőľ ¡ńěňěŋš ĺğ K ňőęěš ążšĳ ćżřăęěŋ ć ćĺďě ğŋăůěŋĺ£ ŋěłőšőřőčő ňŋőčőůńěŋă F (x_1; : : : ; x_n) ∈ Q[x_1; : : : ; x_n] ŋă ŋăąőřě (#_1; : : : ; #_n), ŕő¡šőňş ďěľśšćĺě ń¿ąőčő ăćšőňőřťĺğňă ff : K −→ K ĺğ čřşŕŕż Čăńşă őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěż£ěšś£ šěň, łăł őŋ ďěľśšćşěš ŋă #_i. Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ćś£łĺľ ăćšőňőřťĺğň ŕőń£ K ďěľśšćşěš šőęďěśšćěŋŋő ŋă ŕřőśšőň ŕőďŕőńě

Q ⊂ K, ć ůăśšŋőśšĺ, ŕěřěćőďĺš ć śěą£ łő¡ťťĺűĺěŋšż f, ă śšăńő ążšĳ őšőąřăęăěš łőřŋĺ f

ć łőřŋĺ f. Śńěďőćăšěńĳŋő, čřşŕŕă Čăńşă Gal(f) őšőęďěśšćń£ěšś£ ś ŕőďčřşŕŕőľ ć čřşŕŕě S_n ŕěřěśšăŋőćőł łőřŋěľ (#_1; : : : ; #_n).

Čřşŕŕż Čăńşă ążńĺ ćŕěřćżě řăśśňőšřěŋż Ńăčřăŋęěň ć 1770č ďń£ šőčő, ůšőąż őŕĺśăšĳ šăłĺě ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżě ćżřăęěŋĺ£ őš x_1; : : : ; x_n, ğŋăůěŋĺ£ łőšőřżţ ŋă łőřŋ£ţ (#_1; : : : ; #_n) ďăŋŋőčő ňŋőčőůńěŋă ńěęăš ć Q. Ěśńĺ ğŋăůěŋĺě F (#_1; : : : ; #_n) ∈ Q, šő (ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ čřşŕŕż Čăńşă) őŋő ŋě ňěŋ£ěšś£ ŕřĺ ćśěţ ŕěřěśšăŋőćłăţ łőřŋěľ #_i ĺğ čřşŕŕż Čăńşă. Šěőřěňă Ńăčřăŋęă şšćěřęďăěš, ůšő ćěřŋő ĺ őąřăšŋőě:

2.3.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. (Šěőřěňă Ńăčřăŋęă) Ěśńĺ ťşŋłűĺ£ ŋě ňěŋ£ěš ğŋăůěŋĺě ŕřĺ ćśěţ ŕěřěśšăŋőćłăţ ĺğ čřşŕŕż Čăńşă, šő ¡šő ğŋăůěŋĺě řăűĺőŋăńĳŋő.

2.3.2. Łőňňěŋšăřĺľ: Ĺğ őśŋőćŋőľ šěőřěňż ő śĺňňěšřĺůěśłĺţ ňŋőčőůńěŋăţ šřĺćĺăńĳŋő śńěďşěš, ůšő šăłőćżňĺ ğăćěďőňő £ćń£¿šś£ ťşŋłűĺĺ őš #_1; : : : ; #_n, ĺŋćăřĺăŋšŋżě őšŋőśĺšěńĳŋő ćőőąźě ćśěţ ŕěřěśšăŋőćőł #_i, ĺąő šăłĺě ťşŋłűĺĺ ćżřăęă¿šś£ ůěřěğ łő¡ťťĺűĺěŋšż şřăćŋěŋĺ£. Šěőřěňă Ńăčřăŋęă £ćń£ěšś£ ąőńěě šőŋłĺň ťăłšőň, ŕőśłőńĳłş şśšăŋăćńĺćăěš řăűĺőŋăńĳŋőśšĳ ŋě šőńĳłő śĺňňěšřĺůěśłĺţ ťşŋłűĺľ, ŋő ťşŋłűĺľ, ĺŋćăřĺăŋšŋżţ őšŋőśĺšěńĳŋő, ćőőąźě čőćőř£, ňěŋĳÿěľ, čřşŕŕż Čăńşă. Ŕő¡šőňş řăćěŋśšćő F (#_1; : : : ; #_n) = q ∈ Q ďń£ šăłőľ ťşŋłűĺĺ F őğŋăůăěš ŋăńĺůĺě ŋěšřĺćĺăńĳŋőčő śőőšŋőÿěŋĺ£ ňěęďş łőřŋ£ňĺ, ŋě ćżšěłă¿źěčő ĺğ šěőřěňż Ćĺěšă. §śŋő, ůšő ůěň ňěŋĳÿě čřşŕŕă Čăńşă, šěň ąőńĳÿě ş ŋăś šăłĺţ śőőšŋőÿěŋĺľ, ĺ šěň ŕřőźě řěÿăšĳ şřăćŋěŋĺě. Ĺ ŋăőąőřőš, şřăćŋěŋĺ£, čřşŕŕă łőšőřżţ śőćŕăďăěš ś S_n, ňăłśĺňăńĳŋő šřşďŋż ďń£ řěÿěŋĺ£, ĺąő ňěęďş ĺţ łőřŋ£ňĺ ŋěš ŋĺłăłĺţ śőőšŋőÿěŋĺľ, łřőňě ćżšěłă¿źĺţ ĺğ šěőřěňż Ćĺěšă.

2.3.3. Ŋăąřőśőł ďőłăğăšěńĳśšćă šěőřěňż Ńăčřăŋęă. Ć šěřňĺŋăţ ŕőńěľ šěőřěňă Ńăčřăŋęă şšćěřęďăěš, ůšő ěśńĺ ¡ńěňěŋš ¸ ∈K ĺŋćăřĺăŋšěŋ őšŋőśĺšěńĳŋő ćśěţ ăćšőňőřťĺğňőć K, šő ¸ ∈ Q. Ůšőąż şąěďĺšĳś£ ć ¡šőň, ŋăďő şňěšĳ śšřőĺšĳ ďń£ łăęďőčő ¸ ∉ Q ăćšőňőřťĺğň ŕőń£ K, śďćĺčă¿źĺľ ¸. Ňż ŋăňěšĺň ďőłăğăšěńĳśšćő ć śěřĺĺ ğăďăů:

Ğăďăůă10.7. Ďőłăęĺšě, ůšő K łőŋěůŋőňěřŋő łăł ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ŋăď Q. Şłăğăŋĺě: ćśŕőňŋĺšě £ćŋőě ŕőśšřőěŋĺě K.

Ğăďăůă10.8. Ďőłăęĺšě, ůšő ćśě ¡ńěňěŋšż ¸ ∈ K \ Q ăńčěąřăĺůŋż ŋăď Q ĺ ĺňě¿š śšěŕěŋĳ ≥ 2.

Şłăğăŋĺě: ćěłšőřż 1; ¸; ¸^2; : : : ŋě ňőčşš ążšĳ ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż, ĺąő dim(K) < ∞. Ğăďăůă10.9. Ŕşśšĳ ¸ ∈ K \ Q ĺ f ∈ Q[x] | ňĺŋĺňăńĳŋżľ ňŋőčőůńěŋ ďń£ ¸. Ďőłăęĺšě, ůšő őšőąřăęěŋĺě, ŕěřěćőď£źěě ¸ ć ń¿ąőľ ďřşčőľ łőřěŋĳ f, ěďĺŋśšćěŋŋżň őąřăğőň ŕřőďőńęăěšś£ ďő ăćšőňőřťĺğňă ŕőń£ Q[¸] (ŋăĺňěŋĳÿěčő ŕőďŕőń£ ć K , śőďěřęăźěčő ¸).

Ğăďăůă10.10. Ďőłăęĺšě, ůšő ăćšőňőřťĺğň ĺğ ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ ňőęŋő ŕřőďőńęĺšĳ ś Q[¸] ŋă ćś-ě ŕőńě K.

Şłăğăŋĺě: ŋăďő ćňěśšő řăśÿĺřěŋĺ£ K ⊃ Q řăśśňőšřěšĳ řăśÿĺřěŋĺě K ⊃ Q[¸] ĺ ŕřőďěńăšĳ ś ŋĺň ćś-ě šő ęě śăňőě.

2.4. Čřşŕŕż ňŋőčőčřăŋŋĺłőć. Őšőąřăęěŋĺě ŕřőśšřăŋśšćă ŋă śěą£, śőţřăŋ£¿źěě řăśśšő- £ŋĺě ňěęďş šőůłăňĺ, ŋăğżćăěšś£ ďćĺęěŋĺěň. Őůěćĺďŋő, ďćĺęěŋĺ£ śőśšăćń£¿š ŕőďčřşŕŕş ć čřşŕŕě ćśěţ ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋżţ őšőąřăęěŋĺľ R^3 ŋă śěą£. Ďćĺęěŋĺ£ ążćă¿š śőąśšćěŋŋżě ĺ ŋěśőąśšćěŋŋżě, śňőšř£ ŕő šőňş, ŕěřěćőď£š őŋĺ śšăŋďăřšŋő őřĺěŋšĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś ć R^3 ć śšăŋďăřšŋżľ, ĺńĺ ć ŋěśšăŋďăřšŋżľ (śň. řĺś.3 ŋă śšř. 82). Ďćĺęěŋĺě F šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă £ćń£ěšś£ śőąśšćěŋŋżň, łőčďă ěčő ňőęŋő ŋěŕřěřżćŋő ŕřőďěťőřňĺřőćăšĳ ć šőęďěśšćěŋŋőě, š. ě. ŕőśšřőĺšĳ šăłőě ŋěŕřěřżćŋő ğăćĺś£źěě őš t ∈ [0; 1] śěňěľśšćő ďćĺęěŋĺľ F (t), ůšő F (0) = šőęďěśšćěŋmőňş ďćĺęěŋĺ¿, ă F (1) = F . Śőąśšćěŋŋżě ďćĺęěŋĺ£ śőśšăćń£¿š ŕőďčřşŕŕş ć čřşŕŕě ďćĺęěŋĺľ. Ďćĺęěŋĺ£ (śőőšćěšśšćěŋŋő śőąśšćěŋŋżě ďćĺęěŋĺ£), ŕěřěćőď£źĺě ć śěą£ ťĺłśĺřőćăŋŋş¿ ťĺčşřş F ⊂ R^3 śőśšăćń£¿š ŕőďčřşŕŕş ć čřşŕŕě ćśěţ ďćĺęěŕĺľ (śőőšćěšśšćěŋŋő ćśěţ śőąśšćěŋŋżţ ďćĺęěŋĺľ). Őŋă ŋăğżćăěšś£ čřşŕŕőľ ťĺčşřż F (śőőšćěšśšćěŋŋő śőąśšćěŋŋőľ čřşŕŕőľ ťĺčşřż F)

2.4.1. Ŕřĺňěř. Čřşŕŕă śăňőśőćňěźěŋĺľ ŕřăćĺńĳŋőčő ŕńőśłőčő n-şčőńĳŋĺłă ć ŕřőśšřăŋśšćě ŋăğżćăěšś£ čřşŕŕőľ ďĺ¡ďřă ŕőř£ďłă 2n ĺ őąőğŋăůăěšś£ Ď_n . Őŋă śőśšőĺš ĺğ 2n ¡ńěňěŋšőć: n ŕőćőřőšőć ŋă şčńż 2ık=n (k = 0; 1; : : : n − 1) ĺ n śĺňňěšřĺľ (š. ě. ŕőćőřőšőć ŋă 180^∘ ćőłřşč ŕř£ňżţ ć ŕřőśšřăŋśšćě). Ŕřĺ ů-ěšŋőň n őśĺ śĺňňěšřĺľ ążćă¿š ďćşţ šĺŕőć: śőěďĺŋ£¿źĺě ŕřőšĺćőŕőńőęŋżě ćěřÿĺŋż ĺ śőěďĺŋ£¿źĺě śěřěďĺŋż ŕřőšĺćőŕőńőęŋżţ ř-ěąěř. Ŕřĺ ŋěů-ěšŋőň n ćśě őśĺ őďĺŋăłőćż (śň. řĺś.1)

Řĺś. 1. Čěőňěšřĺůěśłĺ řăğńĺůŋżě őśĺ ďĺ¡ďřőć.

2.4.2. Ŕřĺňěř. Čřşŕŕă śőąśšćěŋŋżţ śăňőśőćňěźěŋĺľ ŕřăćĺńĳŋőčő šěšřă¡ďřă śőśšőĺš ĺğ 12 ćřăźěŋĺľ ćőłřşč ěčő űěŋšřă: šőęďěśšćěŋŋőčő śăňőśőćňěźěŋĺ£, ćőśĳňĺ ŕőćőřőšőć ŋă ±120^∘ ćőłřşč őśěľ, ŕřőţőď£źĺţ ůěřěğ ćěřÿĺŋş ĺ űěŋšř ŕřőšĺćőŕőńőęŋőľ čřăŋĺ (śň. řĺś.2), ĺ šř-ěţ ŕőćőřőšőć ŋă 180^∘ ćőłřşč őśěľ, ŕřőţőď£źĺţ ůěřěğ śěřěďĺŋż ŕřőšĺćőŕőńőęŋżţ ř-ěąěř. Ŋĺłăłĺţ ďřşčĺţ śőąśšćěŋŋżţ śĺňňěšřĺľ ŋěš.

Ć śăňőň ďěńě, ğăťĺłśĺřşěň łăłĺě-ńĺąő ůěšżřě ćřăźěŋĺ£ t_1, t_2, t_3, t_4, ŕěřěćőď£źĺě ćěřÿĺŋş 1 śőőšćěšśšćěŋŋő ć ćěřÿĺŋż 1, 2, 3 ĺ 4, ĺ ŕşśšĳ s_0, s_1, s_2 { ¡šő šřĺ (ś şů-ěšőň šőęďěśšćěŋŋőčő) ćřăźěŋĺ£ šěšřă¡ďřă, śőţřăŋ£¿źĺě ćěřÿĺŋş 1 ŋă ňěśšě. Ŕőśłőńĳłş ďćĺęěŋĺě ćŕőńŋě őŕřěďěń£ěšś£ šěň, łşďă őŋő ŕěřěćőďĺš ćěřÿĺŋż, łăęďőě ćřăźěŋĺě ňőęŋő ěďĺŋśšćěŋŋżň śŕőśőąőň ğăŕĺśăšĳ ć ćĺďě g = s_it_j, šăł ůšő ňż ďěľśšćĺšěńĳŋő ĺňěěň řőćŋő 3 · 4 = 12 ćřăźěŋĺľ. Ŋěšřşďŋő ďăšĳ £ćŋőě őŕĺśăŋĺě ćśěţ ŕőďčřşŕŕ čřşŕŕż šěšřă¡ďřă. §śŋő, ůšő őŋă śőďěřęĺš 4 ŕőďčřşŕŕż, śőśšő£źĺě łăęďă£ ĺğ šř-ěţ (ś şů-ěšőň šőęďěśšćěŋŋőčő) ŕőćőřőšőć ćőłřşč ŕř£- ňőľ, ŕřőţőď£źěľ ůěřěğ ćěřÿĺŋş ĺ űěŋšř ŕřőšĺćőŕőńőęŋőľ čřăŋĺ. Łřőňě šőčő, šřĺ ŕőćőřőšă ŋă 180^∘ ćőłřşč ŕř£ňżţ, śőěďĺŋ£¿źĺţ śěřěďĺŋż ŕřőšĺćőŕőńőęŋżţ řěąěř, ćňěśšě ś šőęďěśšćěŋŋżň ŕřěőąřăğőćăŋĺěň śőśšăćń£¿š ŕőďčřşŕŕş ĺğ 4 ¡ńěňěŋšőć (şąěďĺšěśĳ ć ¡šőň!). Őŋă ŋăğżćăěšś£ łćăďřăšĺůŋőľ čřşŕŕőľ Łńěľŋă.

Ğăďăůă10.11. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ďřşčĺţ ŕőďčřşŕŕ ć čřşŕŕě šěšřă¡ďřă ŋěš. Ğăďăůă10.12. Śłőńĳłő ćřăźěŋĺľ ĺňěěšś£ ć śőąśšćěŋŋőľ čřşŕŕě łşąă? Ğăďăůă10.13. Śłőńĳłő ďćĺęěŋĺľ ć ŕőńŋőľ čřşŕŕě šěšřă¡ďřă?

2.5. Řăğąĺěŋĺě čřşŕŕż ŋă śňěęŋżě łńăśśż. Ŕşśšĳ H ⊂ G - ŕőďčřşŕŕă ć čřşŕŕě. Šőčďă ňż ňőęěň řăśśňőšřěšĳ ňŋőęěśšćő ćśěţ Àŕăřăńńěńĳŋżţ ŕěřěŋőśőćÁ gH ŕőďčřşŕŕż H ŋă ćśěćőğňőęŋżě g ∈ G. Ňŋőęěśšćő gH^{def}= { gh : h∈H }

ŋăğżćăěšś£ ńěćżň śňěęŋżň łńăśśőň čřşŕŕż G ŕő ŕőďčřşŕŕě H. Śňěęŋżě łńăśśż śőśšăćń£¿š řăğąĺěŋĺě G ŋă ŋěŕěřěśěłă¿źĺěś£ ŕőďňŋőęěśšćă. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ g_1H^⋂ g_2H ≠ ø ĺ g_1h_1 = g_2h_2 ďń£ ŋěłőšőřżţ h_1; h_2 ∈ H, šő g_1 = g_2h_2h^{−1}_1 , ă š. ł. H { ŕőďčřşŕŕă, šő h_2h^{−1}_1 = h ∈ H. Ŕő¡šőňş g_1 ∈ g_2H, ă śšăńő ążšĳ g_1H ⊂ g_2H. Ŕő ăŋăńőčĺůŋżň ŕřĺůĺŋăň ĺňěěšś£ ĺ őąřăšŋőě ćłń¿ůěŋĺě g_2H ⊂ g_1H, šăł ůšő g_1H = g_2H, ěśńĺ šőńĳłő g_1H^⋂ g_2H ≠ ø.

•

Řĺś. 2. Őśĺ šřěšĳěčő ŕőř£ďłă ć ŕřăćĺńĳŋőň šěšřă¡ďřě

Łřőňě šőčő, ćśě śňěęŋżě łńăśśż śőśšő£š ĺğ "őďĺŋăłőćőčő ůĺśńă ¡ńěňěŋšőć", ă šőůŋěě čőćőř£, şňŋőęěŋĺě ŋă g śńěćă: h → gh ğăďăěš ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋőě śőőšćěšśšćĺě ňěęďş H ĺ gH (őąřăšŋżň ł ŋěňş ąşďěš şňŋőęěŋĺě ¡ńěňěŋšőć gH śńěćă ŋă g^{−1}). Śńěďśšćĺěň šăłőčő řăğąĺěŋĺ£ G ŋă ŋěŕěřěśěłă¿źĺěś£ ąĺěłšĺćŋő śőőšćěšśšćş¿źĺě ďřşč ďřşčş śňěęŋżě łńăśśż £ćń£ěšś£ 2.6. Šěőřěňă. (Šěőřěňă Ńăčřăŋęă.) Ůĺśńő ¡ńěňěŋšőć łőŋěůŋőľ čřşŕŕż G ďěńĺšś£ ŋăűěńő ŋă ůĺśńő ¡ńěňěŋšőć ń¿ąőľ ě-ě ŕőďčřşŕŕż H ⊂ G.

2.7. Ŕőř£ďőł ĺ ĺŋďěłś. Ůĺśńő ¡ńěňěŋšőć ć łőŋěůŋőľ čřşŕŕě G ŋăğżćăěšś£ ŕőř£ďłőň

čřşŕŕż ĺ őąőğŋăůăěšś£ |G|. Ůĺśńő śňěęŋżţ łńăśśőć čřşŕŕż G ŕő ŕőďčřşŕŕě H ŋăğżćăěšś£ ĺŋďěłśnň ŕőďčřşŕŕż H ć G ĺ őąőğŋăůăěšś£ |G : H|.

2.7.1. Śńěďśšćĺě. Ěśńĺ |G| < ∞, šő |H| · |G : H| = |G| ∀ ŕőďčřşŕŕż G ⊂ H.

2.8. Űĺłńĺůěśłĺě čřşŕŕż. Ŕřőĺğćěďěŋĺ£ % · % · · · · · % n ĺ %^{−1} · %^{−1} · · · · · %^{−1} n őąőğŋăůă¿šś£

ůěřěğ %^n ĺ %^{−n} śőőšćěšśšćěŋŋő. Čřşŕŕă G ŋăğżćăěšś£ űĺłńĺůěśłőľ, ěśńĺ ćśě ě-ě ¡ńěňěŋšż £ćń£¿šś£ űěńżňĺ śšěŕěŋ£ňĺ ŋěłőšőřőčő őďŋőčő ¡ńěňěŋšă %∈G, ŋăğżćăěňőčő őąřăğş¿źěľ.

Ňŋőęěśšćő ćśěţ śšěŕěŋěľ %^n, n∈Z), ŕřőĺğćőńĳŋőčő ¡ńěňěŋšă % ć ń¿ąőľ čřşŕŕě śőśšăćń£ěš űĺłńĺůěśłş¿ ŕőďčřşŕŕş, ŋăğżćăěňş¿ űĺłńĺůěśłőľ ŕőďčřşŕŕőľ, ŕőřőęď-ěŋŋőľ %. Ěśńĺ ŕőř£- ďőł ¡šőľ čřşŕŕż łőŋěůěŋ, šő őŋ ŋăğżćăěšś£ šăłęě ŕőř£ďłőň ¡ńěňěŋšă % (ĺ śăň % ŋăğżćăěšś£ ć ¡šőň śńşůăě ¡ńěňěŋšőň łőŋěůŋőčő ŕőř£ďłă).

Ğăďăůă10.14. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕőř£ďőł ¡ńěňěŋšă g ∈ G ňőęŋő ĺŋăůě őŕĺśăšĳ łăł ŋăĺňěŋĳÿěě n ∈ N, šăłőě ůšő g^n = e.

2.8.1. Śńěďśšćĺě. Ćś£łĺľ ¡ńěňěŋš łőŋěůŋőľ čřşŕŕż ĺňěěš łőŋěůŋżľ ŕőř£ďőł ĺ ¡šőš ŕőř£ďőł ďěńĺš ŕőř£ďőł čřşŕŕż.

2.8.2. Śńěďśšćĺě. Čřşŕŕă ŕřőśšőčő ŕőř£ďłă ŋě śőďěřęĺš ŋěšřĺćĺăńĳŋżţ ŕőďčřşŕŕ (őšńĺůŋżţ őš {e} ĺ őš śăňőľ śěą£).

§3: Ďěľśšćĺě čřşŕŕż ŋă ňŋőęěśšćě 143

Ğăďăůă10.15. Ďőłăęĺšě, ůšő ćś£łă£ űĺłńĺůěśłă£ čřşŕŕă ŕőř£ďłă n ĺğőňőřťŋă ăďďĺšĺćŋőľ čřşŕŕě łőńĳűă Z=nZ(ć ůăśšŋőśšĺ ćśě ě-ě ¡ńěňěŋšż ŕřěďśšăćń£¿šś£ ŋăšşřăńĳŋżňĺ śšěŕěŋ£ňĺ őąřăğş¿źěľ.

x3. Ďěľśšćĺě čřşŕŕż ŋă ňŋőęěśšćě

Śĺšşăűĺ£, łőčďă ăąśšřăłšŋă£ čřşŕŕă G ćżśšşŕăěš łăł čřşŕŕă őšőąřăęěŋĺľ łăłőčő-ńĺąő ňŋőęěśšćă X ć śěą£, ťőřňăńĺğşěšś£ šăł:

3.1. Őŕřěďěńěŋĺě. Ďěľśšćĺěň čřşŕŕż G ŋă ňŋőęěśšćě X ŋăğżćăěšś£ őšőąřăęěŋĺě

G × X −→ X : (g; x) → g(x) ;

şďőćńěšćőř£¿źěě şśńőćĺ£ň: gh(x) = g(h(x)) ∀ g; h ∈ G ĺ e(x) = x ∀ x∈X .

3.2. Šěřňĺŋőńőčĺ£. Ŕőśłőńĳłş łăęďżľ ¡ńěňěŋš g ∈ G őąńăďăěš őąřăšŋżň, ćśě őšőąřăęěŋĺ£ X^g−→ X, ĺŋďşűĺřőćăŋŋżě ďěľśšćĺěň, £ćń£¿šś£ ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋżňĺ. Ŕő¡šőňş ďěľśšćĺě čřşŕŕż G ŋă ňŋőęěśšćě X ňőęŋő ĺŋăůě őŕĺśăšĳ łăł čőňőňőřťĺğň G −→ Aut X ĺğ G ć čřşŕŕş Aut X ćśěţ ąĺěłűĺľ X ŋă śěą£.

Ďěľśšćĺě ŋăğżćăěšś£ šőůŋżň, ěśńĺ ¡šőš čőňőňőřťĺğň ĺŋžěłšĺćěŋ, š. ě. řăğŋżě ¡ńěňěŋšż g ∈ G ğăďă¿š řăğŋżě őšőąřăęěŋĺ£ X^g−→ X.

Ďěľśšćĺě ŋăğżćăěšś£ šřăŋğĺšĺćŋżň, ěśńĺ ∀x_1; x_2 ∈ X ∃g ∈ G : g(x_1) = x_2, š. ě. ń¿ąőľ ¡ńěňěŋš ĺğ X ňőęŋő ŕěřěćěśšĺ ć ń¿ąőľ ďřşčőľ ŕőďţőď£źĺň ŕřěőąřăğőćăŋĺěň ĺğ G.

Ňŋőęěśšćő ćśěţ g ∈ G, őśšăćń£¿źĺţ ŋă ňěśšě ŋěłĺľ ťĺłśĺřőćăŋŋżľ ¡ńěňěŋš x ∈ X (š. ě. šăłĺţ ůšő g(x) = x) ŋăğżćăěšś£ śšăąĺńÿğăšőřőň ¡ńěňěŋšă x ĺ őąőğŋăůăěšś£ G_x. Śšăąĺńĺğăšőř, őůěćĺďŋő, £ćń£ěšś£ ŕőďčřşŕŕőľ ć G.

3.3. Őřąĺšż. Ňŋőęěśšćő x ∈ X, łőšőřżě ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ ĺğ ďăŋŋőčő ¡ńěňěŋšă x0 ∈ X ŕřĺ ŕőňőźĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ĺğ G ŋăğżćăěšś£ őřąĺšőľ ¡ńěňěŋšă x_0 ĺ őąőğŋăůăěšś£ G(x_0). Šăłĺň őąřăğőň, ďěľśšćĺě šřăŋğĺšĺćŋő, ěśńĺ őřąĺšă łăęďőčő ¡ńěňěŋšă śőćŕăďăěš śő ćśěň X. Ć őąźěň śńşůăě ňŋőęěśšćő X, ŋă łőšőřőň ďěľśšćşěš čřşŕŕă G, řăśŕăďăěšś£ ć őąžěďĺŋěŋĺě ŋěŕěřěśěłă¿źĺţś£ őřąĺš.

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ G(x_1)^⋂ G(x_2) ≠ ø ĺ x = gx_1 = hx_2 ďń£ łăłĺţ-šő g; h ∈ G, šő x_1 = g^{−1}hx_2. Ŕőšőňş x_1 ∈ G(x_2), ă ğŋăůĺš G(x_1) ⊂ G(x_2). Ăŋăńőčĺůŋő, G(x_2) ⊂ G(x_1), | šăł ůšő ŕěřěśěłă¿źĺěś£ őřąĺšż ć ďěľśšćĺšěńĳŋőśšĺ śőćŕăďă¿š, ĺ ďěľśšćĺě čřşŕŕż G ŋă X ňőęŋő ĺğşůăšĳ őšďěńĳňő ŋă łăęďőľ őřąĺšě (čďě őŋő šřăŋğĺšĺćŋő).

3.3.1. Ńěňňă. Ŕşśšĳ čřşŕŕă G ďěľśšćşěš ŋă ŋěłőšőřŕň ňŋőęěśšćě X. Šőčďă őřąĺšă łăęďőčő ¡ńěňěŋšă x ∈ X ŋăţőďĺšś£ ć ąĺěłšĺćŋőň śőőšćěšśšćĺĺ ś ńěćżňĺ śňěęŋżňĺ łńăśśăňĺ čřşŕŕż G ŕő ŕőďčřşŕŕě G_x.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Śőŕőśšăćĺň łăęďőňş ¡ńěňěŋšş gx śňěęŋżľ łńăśś gGx. İšő śőŕőśšăćńěŋĺě łőřřěłšŋő, ŕőśłőńĳłş ĺğ řăćěŋśšćă g_1x = g_2x ćżšěłăěš, ůšő g^{−1}_1 g_2 ∈ G_x, ă ğŋăůĺš

g_1G_x = g_1(g^{−1}_1 g_2)G_x = g_2G_x:

Őąřăšŋőě őšőąřăęěŋĺě, ŕěřěćőď£źěě śňěęŋżľ łńăśś gG_x ć ¡ńěňěŋš gx šăłęě, őůěćĺďŋő, łőřřěłšŋő, ă ŕőšőňş ňż ĺňěěň ďěńő ś ąĺěłűĺěľ. 2

3.3.2. Śńěďśšćĺě. (Ťőřňşńă ďń£ ďńĺŋż őřąĺšż.) Ěśńĺ G łőŋěůŋă, šő |G(x)| = |G| : |G_x|. 2 3.3.3. Śńěďśšćĺě. Śšăąĺńĺğăšőřż ćśěţ ¡ńěňěŋšőć őďŋőľ őřąĺšż śőśšő£š ĺğ őďŋőčő ĺ šőčő ęě ůĺśńă ¡ńěňěŋšőć.

2_{İšő śńěďśšćĺě ňőęŋő şšőůŋĺšĳ. Ă ĺňěŋŋő, ŕşśšĳ H - ¡šő śšăąĺńĺğăšőř ¡ńěňěŋšă x, ă}

y = g(x). Šőčďă śšăąĺńĺğăšőř y ěśšĳ gHg^{−1} = {ghg^{−1} ∀h ∈ H}. Ďěľśšćĺšěńĳŋő,

gHg^{−1}y = gHg^{−1}gx = gHx = gx = y

ĺ ěśńĺ hy = y, šő g^{−1}hgx = g^{−1}hy = g^{−1}y = x

š. ě. g^{−1}hg ∈ H, ă ğŋăůĺš h ∈ gHg^{−1}. Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő őšőąřăęěŋĺě G^{Ad (g)}−−−−→ G, ğăďăŋŋőě ŕřăćĺńőň h −→ ghg^{−1}, £ćń£ěšś£ ăćšőňőřťĺğňőň^2 čřşŕŕż G. Ŋăÿě şšőůŋěŋĺě ŕřěďżďşźěčő śńěďśšćĺ£ šěŕěřĳ ňőęŋő śťőřňşńĺřőćăšĳ šăł:

3.3.4. Śńěďśšćĺě. Śšăąĺńĺğăšőřż ¡ńěňěŋšőć x ĺ gx śőŕř£ęěŋż ŕřĺ ŕőňőźĺ g:

G_{gx} = gG_xg^{−1} :

2_{Ğăďăůă10.16. Ďőłăęĺšě, ůšő őšőąřăęěŋĺě G Ad−−→ Aut G, ŕěřěćőď£źěě ¡ńěňěŋš g ∈}

G ć ăćšőňőřťĺğň śőŕř£ęěŋĺ£ G^{Ad(g)}−−−−→ G £ćń£ěšś£ čőňőňőřťĺğňőň^3.

3.4. Ŋőřňăńĳŋżě ŕőďčřşŕŕż ĺ ŕřőśšőšă. Ŕőďčřşŕŕă H ⊂ G ŋăğżćăěšś£ ĺŋćăřĺăŋšŋőľ (ĺńĺ ŋőřňăńĳŋőľ), ěśńĺ gHg^{−1} = H ∀g ∈ G, š. ě. ěśńĺ ćśě ćŋşšřěŋŋĺě ăćšőňőřťĺğňż čřşŕŕż G śőţřăŋ£¿š H (ć ¡šőň śńşůăě ŕĺÿşš H / G). Čřşŕŕă G ŋăğżćăěšś£ ŕřőśšőľ, ěśńĺ ş ŋě-ě ŋěš ŋőřňăńĳŋżţ ŕőďčřşŕŕ, őšńĺůŋżţ őš {e} ĺ G. Ć ůăśšŋőśšĺ, śćě łőŋěůŋżě čřşŕŕż ŕřőśšőčő ŕőř£ďłă £ćń£¿šś£ ŕřőśšżňĺ.

x4. Ťăłšőřĺğăűĺ£

4.1. Łőřřěłšŋőśšĳ čřşŕŕőćőčő ğăłőŋă ŋă ťăłšőřě. Ćż£śŋĺň, łőčďă ŋă ťăłšőř-ňŋő-ęěśšćě čřşŕŕż G ŕő łăłőňş-ńĺąő řăğąĺěŋĺ¿ ŋă łńăśśż ňőęŋő ććěśšĺ śšřşłšşřş čřşŕŕż, ĺŋďşűĺřőćăŋŋş¿ ś G, š. ě. őŕřěďěńĺć čřşŕŕőćş¿ őŕěřăűĺ¿ ŋăď łńăśśăňĺ řăğąĺěŋĺ£ ťőřňşńőľ [h][g] = [hg].

Łăł ĺ ć śńşůăě łőńěű, ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő čńăćŋőě ŕřěŕ£šśšćĺě śőśšőĺš ć ćőğňőęŋőľ ŋěłőřřěłšŋőśšĺ ¡šőčő őŕřěďěńěŋĺ£, ŕőśłőńĳłş ěśńĺ őŋő łőřřěłšŋő, ăłśĺőňż čřşŕŕż ąşďşš šřĺćĺăńĳŋő ŕěřěŋőśĺšĳś£ ś čřşŕŕż G ŋă ťăłšőř, ć ůăśšŋőśšĺ, ěďĺŋĺűěľ ć ťăłšőřě ąşďěš łńăśś [e], ă őąřăšŋżň łńăśśőň ł łńăśśş [g] ąşďěš łńăśś [g^{−1}].

Ďń£ łőřřěłšŋőśšĺ ŕřăćĺńă [h][g] = [hg] ŋěőąţőďĺňő ŕřěęďě ćśěčő, ůšőąż łńăśś [e] śőśšăćń£ń ŋőřňăńĳŋş¿ ŕőďčřşŕŕş ć G. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ∀g ∈ [e] łńăśś [g^{−1}] ďőńęěŋ śőćŕăśšĳ ś

2őŋ ŋăğżćăěšś£ ăćšőňőřťĺğňőň śőŕř£ęěŋĺ£ ¡ńěňěŋšőň g 3ěčő őąřăğ ŋăğżćăěšś£ čřşŕŕőľ ćŋşšřěŋŋĺţ ăćšőňőřťĺğňőć čřşŕŕż G

§4: Ťăłšőřĺğăűĺ£ 145

[e^{−1}] = [e], ĺ śšăńő ążšĳ, g^{−1} ∈ [e]. Ăŋăńőčĺůŋő, ∀g; h ∈ [e] łńăśś [gh] = [g][h] = [e][e] = [e], š. ě. gh ∈ [e]. Ŕőěšőňş [e] { ŕőďčřşŕŕă ć G. Ąőńěě šőčő, ∀g ∈ G ĺ ∀h ∈ [e] ĺňěěň

[ghg^{−1}] = [g][h][g^{−1}] = [g][e][g^{−1}] = [geg^{−1}] = [e]

őšłşďă g[e]g^{−1} ⊂ [e] ∀g ∈ G, ă ğŋăůĺš g[e]g^{−1} = [e] (š. ł. ğăňěŋĺć g ŋă g^{−1}, ŕőńşůĺň őąřăšŋőě ćłń¿ůěŋĺě).Ŕő¡šőňş [e] { ŋőřňăńĳŋă£ ŕőďčřşŕŕă.

Ćšőřőě ŋěőąţőďĺňőě şśńőćĺě | łńăśśż řăğąĺěŋĺ£ ďőńęŋż śőćŕăďăšĳ ś ńěćżňĺ śňěęŋżňĺ łńăśśăňĺ ŕő [e]. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ h ∈ [g], šő

[e] = [gg^{−1}] = [g][g^{−1}] = [h][g^{−1}] = [hg^{−1}]

ŕő¡šőňş hg^{−1} ∈ [e], ă ğŋăůĺš h ∈ g[e]. Ŋăőąőřőš, ěśńĺ h ∈ g[e]; h = gt (čďě t ∈ [e]), šő

[h] = [gt] = [g][t] = [g][e] = [ge] = [g];

š. ě. h ∈ [g].

4.2. Šěőřěňă. Ťăłšőř-ňŋőęěśšćő čřşŕŕż G, ŕő ŋěłőšőřőňş řăğąĺěŋĺ¿ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă £ćń£ěšś£ čřşŕŕőľ, łőčďă ¡šő řăğąĺěŋĺě ěśšĳ řăğąĺěŋĺě ŋă (ńěćżě) śňěęŋżě łńăśśż ŕő ŋěłőšőřőľ ŋőřňăńĳŋőľ ŕőďčřşŕŕě H / G.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Őśšăńőśĳ ŕřőćěřĺšĳ ńĺÿĳ łőřřěłšŋőśšĳ őŕřěďěńěŋĺ£ łőňŕőğĺűĺĺ łńăśśőć g_1H ∘ g_2H = (g_1g_2)H. Ŕşśšĳ t_1 ∈ g_1H, śłăęěň t_1 = g_1h_1, ĺ t_2 ∈ g_2H, śłăęěň t_2 = g_2h_2. Šőčďă t_1t_2 = g_1h_1g_2h_2. Ŕőśłőńĳłş H ŋőřňăńĳŋă, ¡ńěňěŋš g^{−1}_2 h_1g_2 ∈ H, š. ě. g^{−1}_2 h_1g_2 = h ďń£ ŋěłőšőřőčő h ∈ H, ă ŕőšőňş h_1g_2 = g_2h, ĺ śšăńő ążšĳ t_1t_2 = g_1g_2hh_2. Ŋő šőčďă t_1t_2H = g_1g_2H. Šěőřěňă ďőłăğăŋă.

2_{Śńőćő "ńěćżľ" ć şśńőćĺĺ šěőřěňż ćğ£šő ć śłőąłĺ, ŕőśłőńĳłş ĺňěěš ňěśšő}

Ğăďăůă10.17. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕőďčřşŕŕă H ⊂ G šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ŋőřňăńĳŋă, łőčďă ćś£łĺľ ńěćżľ śňěęŋżľ łńăśś gH śőćŕăďăěš ś ŕřăćżň śňěęŋżň łńăśśőň Hg.

4.3. Őŕřěďěńěŋĺě. Čřşŕŕă śňěęŋżţ łńăśśőć čřşŕŕż G ŕő ŋőřňăńĳŋőľ ŕőďčřşŕŕě H ŋăğżćăěšś£ ťăłšőř-čřşŕŕőľ G ŕő H ĺ őąőğŋăůăěšś£ G=H.

4.4. Śšřőěŋĺě čőňőňőřťĺğňőć. Őšőąřăęěŋĺě G −→ G=H : g −→ gH £ćń£ěšś£ ś¿řžěłšĺćŋżň čőňőňőřťĺğňőň čřşŕŕż G ŋă ťăłšőř-čřşŕŕş G=H. Őŋ ŋăğżćăěšś£ čőňőňőřťĺğňőň ŕřĺćěďěŋĺ£ ŕő ňőďşń¿ H ĺńĺ čőňőňőřťĺğňőň ťăłšőřĺğăűĺĺ.

C ŕřőĺğćőńĳŋżň čőňőňőřťĺğňőň G^φ−→ G ňőęŋő, łăł őążůŋő, ść£ğăšĳ

£ďřő ker’ = {g_1 ∈ G_1 | ’(g_1) = e} őąřăğ im’ = {g_2 ∈ G_2 | ∃g_1 ∈ G_1 : ’(g_1) = g_2}

4.4.1. Ńěňňă. im ’ £ćń£ěšś£ ŕőďčřşŕŕőľ ć G2, ă ker ’ | ŋőřňăńĳŋőľ ŕőďčřşŕŕőľ ć G1. Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕőśłőńĳłş ’(e) = ’(ee) = ’(e)’(e), şňŋőęĺć őąě ůăśšĺ ¡šőčő řăćěŋśšćă ŋă ’(e)^{−1} , ňż ŕőńşůĺň ’(e) = e. Ŋő šőčďă ∀g ∈ G_1 ĺňěěň

e = ’(e) = ’(gg^{−1}) = ’(g)’(g^{−1})

őšłşďă ’(g^{−1}) = ’(g)^{−1}. Ŕő¡šőňş ∀g; h ∈ G_1 ĺňěěň ’(gh^{−1}) = ’(g)’(h)^{−1}, ă śšăńő ążšĳ, im ’ ⊂ G_2 | ŕőďčřşŕŕă.

Ěśńĺ h_1; h_2 ∈ ker ’, šő ’(h_1h^{−1}_2 ) = ’(h_1)’(h_2)^{−1} = e · e = e, ă ğŋăůĺš ∀h_1; h_2 ∈ ker’ h_1h^{−1}_2 šăłęě ńěęĺš ć ker’, ĺ ker’ | ŕőďčřşŕŕă ć G_1. Ąőńěě šőčő,

∀g ∈ G_1 ’(g(ker ’)g^{−1}) = ’(g)’(ker ’)’(g)^{−1} = ’(g)e’(g)^{−1} = e

ŕő¡šőňş ker ’ | ŋőřňăńĳŋă.

Ŕőśńěďŋěě ňőęŋő ążńő ąż ŕřőćěřĺšĳ ĺ ĺŋăůě: im ’ ěśšĳ ťăłšőř-čřşŕŕă G_1 ŕő řăğąĺěŋĺ¿, őšŋőś£źěňş ć őďĺŋ łńăśś ćśě ¡ńěňěŋšż, ĺňě¿źĺě őďĺŋ ĺ šőš ęě őąřăğ őšŋőśĺšěńĳŋő ’. Ŕő šěőřěňě, ďőłăğăŋŋőľ ć ŕřěďżďşźěň ŕăřăčřăťě, ¡šő őğŋăůăěš, ůšő im’ ěśšĳ ťăłšőř čřşŕŕż G_1 ŕő (ăćšőňăšĺůěśłĺ ŋőřňăńĳŋőľ) ŕőďčřşŕŕě ker(’), ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ.

4.4.2. Śńěďśšćĺě. Łăŋőŋĺůěśłőě őšőąřăęěŋĺě

~’: im’ −→ G_1= ker ’

ŕěřěćőď£źěě łăęďżľ ’(g) ∈ im’ ć łńăśś [g] mod ker ’ £ćń£ěšś£ łőřřěłšŋő őŕřěďěń-ěŋŋżň ĺğőňőřťĺğňőň ňěęďş őąřăğőň ĺ ťăłšőřőň ŕő £ďřş.

4.4.3. Śńěďśšćĺě. Ŕřőśšă£ čřşŕŕă ŋě ĺňěěš ŋěšřĺćĺăńĳŋżţ ťăłšőř-čřşŕŕ, ă ćś£łĺľ čőňőňőřťĺğň ĺğ ŕřőśšőľ čřşŕŕż £ćń£ěšś£ ńĺąő ćńőęěŋĺěň, ńĺąő őšőąřăęěŋĺěň ć ěďĺŋĺűş.

4.4.4. Śńěďśšćĺě. (Šěőřěňă ő śšőřőěŋĺĺ čőňőňőřťĺğňă čřşŕŕ) Ćś£łĺľ čőňőňőřťĺğň čřşŕŕ ’ : G_1 −→ G_2 ňőęěš ążšĳ řăğńőęěŋ ć łőňŕőğĺűĺ¿ ¡ŕĺňőřťĺğňă ťăłšőřĺğăűĺĺ ŕő £ďřş, ĺğőňőřťĺğňă ¡šőčő ťăłšőřă ś őąřăğőň ĺ ćńőęěŋĺ£ őąřăğă:

G_1 G_2

G_1= ker ’ im’

?

         6

       -

       -

’

~’ ¡ŕĺ ňőŋő ĺğő x5. Śĺňňěšřĺůěśłĺě čřşŕŕż

5.1. Čřşŕŕż ňŋőčőčřăŋŋĺłőć Śńěďş¿źĺě ŋĺęě ŕřĺňěřż śńşęăš ŋěŕńőţőľ ĺńń¿śšřăűĺěľ ćśěţ ŕřěďżďşźĺţ łőŋśšřşłűĺľ ś čřşŕŕăňĺ.

5.1.1. Ĺğőňőřťĺğň Ď3 ~→S3. Čřşŕŕă S3 ŕěřěśšăŋőćőł ňŋőęěśšćă {123} śőśšőĺš ĺğ ÿěśšĺ ŕěřěśšăŋőćőł:

E = (123); T = (231); T^{−1} = (312);

ff_{12} = (213); ff_{13} = (321); ff_{23} = (132):

Ŕěřěśšăŋőćłĺ E; T; T^{−1} śőśšăćń£¿š ŋőřňăńĳŋş¿ űĺłńĺůěśłş¿ ŕőďčřşŕŕş.

Čřşŕŕă šřěşčőńĳŋĺłă Ď_3 (š. ě. ňŋőęěśšćő ćśěţ ďćĺęěŋĺľ šř-ěţňěřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă, ŕěřěćőď£źĺţ ć śěą£ ďăŋŋżľ ŕřăćĺńĳŋżľ šřěşčőńĳŋĺł) šăłęě śőśšőĺš ĺğ ÿěśšĺ ¡ńěňěŋšőć: šř-ěţ (ś şů-ěšőň šőęďěśšćěŋŋőčő) ŕőćőřőšőć őšŋőśĺšěńĳŋő űěŋšřă, śőśšăćń£¿źĺţ ŋőřňăńĳŋş¿ ŕőďčřşŕŕş, ĺ ěź-ě šř-ěţ śĺňňěšřĺľ. Ěśńĺ ğăŋşňěřőćăšĳ ćěřÿĺŋż šřěşčőńĳŋĺłă ĺ śőŕőśšăćĺšĳ łăęďőňş śăňőśőćňěźěŋĺ¿ šřěşčőńĳŋĺłă śőőšćěšśšćş¿źş¿ ŕěřěśšăŋőćłş ŋőňěřőć ćěřÿĺŋ, ňż ŕőńşůĺň (őůěćĺďŋő, ĺŋžěłšĺćŋżľ) čőňőňőřťĺğň ĺğ Ď_3 ć S_3 . Śńěďőćăšěńĳŋő, Ď_3 ĺ S_3 ĺğőňőřťŋż.

Ğăďăůă10.18. Śőśšăćĳšě šăąńĺűż şňŋőęěŋĺ£ ďń£ S3 ĺ Ď3, ĺ £ćŋżň śřăćŋěŋĺěň ¡šĺţ šăąńĺű şąěďĺšěśĳ, ůšő Ď_3 ĺ S_3 ĺğőňőřťŋż .

5.1.2. S4 ĺ šěšřă¡ďř. Őąőąźă£ ŕřěďżďşźş¿ łőŋśšřşłűĺ¿ ŋă šěšřă¡ďř, ňż ňőęěň ŕőśšřőĺšĳ čőňőňőřťĺğň ĺğ ŕőńŋőľ čřşŕŕż šěšřă¡ďřă ć čřşŕŕş S_4 ŕěřěśšăŋőćőł ŋőňěřőć ěčő ćěřÿĺŋ. Őŋ ĺŋžěłšĺćěŋ, ŕőśłőńĳłş ĺňěěš šřĺćĺăńĳŋőě £ďřő: ěśńĺ ďćĺęěŋĺě őśšăćń£ěš ŋă ňěśšě ćśě 4 ćěřÿĺŋż ŋěłőšőřőčő šěšřă¡ďřă, šő ¡šő ďćĺęěŋĺě šőęďěśšćěŋŋőě (ŕőůěňş?). Ć čřşŕŕě S_4 ĺňěěšś£ 24 ŕěřěśšăŋőćłĺ. Ŋő ć ŕőńŋőľ čřşŕŕě šěšřă¡ďřă šăłęě 24 ďćĺęěŋĺ£: ćśě ćěřÿĺŋż śőśšăćń£¿š őďŋş őřąĺšş ŋăÿěľ čřşŕŕż, ă śšăąĺńĺğăšőř ćěřÿĺŋż śőśšőĺš ĺğ šř-ěţ ŕőćőřőšőć ćőłřşč ćżśőš šěšřă¡ďřă, ŕřőţőď£źĺţ ůěřěğ ¡šş ćěřÿĺŋş, ĺ šř-ěţ śĺňňěšřĺľ ć ŕńőśłőśš£ţ, ŕřőţőď£źĺţ ůěřěğ ŕřĺňżłă¿źěě ł ćěřÿĺŋě řěąřő ĺ śěřěďĺŋş ŕřőšĺćőŕőńőęŋőčő řěąřă.

Ğăďăůă10.19. Ďőłăęĺšě, ůšő śšăąĺńĺğăšőř ćěřÿĺŋż ĺğőňőřťěŋ čřşŕŕě šřěşčőńĳŋĺłă.

Śńěďőćăšěńĳŋő, ŕő ťőřňşńě ďń£ ďńĺŋż őřąĺšż (Śń.3.3.2), ćśěčő ć čřşŕŕě šěšřă¡ďřă ĺňěěšś£ 4 · 6 = 24 ďćĺęěŋĺ£, ĺ śšăńő ążšĳ, ŕőńŋă£ čřşŕŕă šěšřă¡ďřă ĺğőňőřťŋă S_4.

Śőąśšćěŋŋżě (śőţřăŋ£¿źĺě őřĺěŋšăűĺ¿) ćřăźěŋĺ£ šěšřă¡ďřă śőśšăćń£¿š, őůěćĺďŋő, ŋőřňăńĳŋş¿ ŕőďčřşŕŕş ć čřşŕŕě šěšřă¡ďřă. Śőőšćěšśšćş¿źă£ ŕőďčřşŕŕă ć S_4 ŋăğżćăěšś£ ğŋăłőŕěřěňěŋŋőľ čřşŕŕőľ ŋă ůěšżř-ěţ ¡ńěňěŋšăţ ĺ őąőğŋăůăěšś£ A_4. Ďřşčőě ŋăğćăŋĺě ďń£ A_4,| čřşŕŕă ů-ěšŋżţ ŕěřěśšăŋőćőł, | őąşśńőćńěŋő šěň, ůšő łăęďă£ ĺğ 12 ŕěřěśšăŋőćőł, śőśšăćń£- ¿źĺţ A_4, ňőęěš ążšĳ ŕőńşůěŋă ů-ěšŋżň ůĺśńőň šřăŋśŕőğĺűĺľ, š. ě. ŕěřěśšăŋőćőł łăłőľ-ńĺąő ŕăřż ¡ńěňěŋšőć. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ¡šĺň śćőľśšćőň őąńăďă¿š ćśě 8 űĺłńőć ďńĺŋż 3 (ŕěřěśšăćń£- ¿źĺţ ŕő űĺłńş łăłĺě-ńĺąő 3 ¡ńěňěŋšă, ă ůěšć-ěřšżľ ŋě ňěŋ£¿źĺě), śőőšćěšśšćş¿źĺě ŕőćőřőšăň ćőłřşč ćżśőš šěšřă¡ďřă, ă šăłęě šřĺ ŕőďśšăŋőćłĺ (2143), (4321), (3412) ĺğ łćăďřăšĺůŋőľ čřşŕŕż Łńěľŋă.

5.1.3. S4 ĺ śőąśšćěŋŋă£ čřşŕŕă łşąă. Čřşŕŕă śőąśšćěŋŋżţ śăňőśőćňěźěŋĺľ łşąă śőśšőĺš ĺğ 24 ćřăźěŋĺľ (ĺąő ş łşąă 8 ćěřÿĺŋ, ă śšăąĺńĺğăšőř ćěřÿĺŋż śőśšőĺš ĺğ šř-ěţ ŕőćőřőšőć ŋă 0^∘ ĺ ±120^∘ ćőłřşč ďĺăčőŋăńĺ, ŕřőţőď£źěľ ůěřěğ ćěřÿĺŋş). Ğăŋşňěřőćăć 4 ďĺăčőŋăńĺ łşąă űĺťřăňĺ 1 , 2 , 3 ĺ 4 ňż, łăł ĺ ćżÿě, őŕřěďěń£ěň ĺŋžěłšĺćŋżľ čőňőňőřťĺğň ĺğ čřşŕŕż łşąă ć S_4. Ŕő¡šőňş S_4 ĺğőňőřťŋă śőąśšćěŋŋőľ čřşŕŕě łşąă.

Ğăďăůă10.20. Őŕĺÿĺšě £ćŋő ćśě ŕőďčřşŕŕż ć čřşŕŕě ćřăźěŋĺľ łşąă. Ć ůăśšŋőśšĺ, őŕĺÿĺšě, łăłĺň ćřăźěŋĺ£ň łşąă őšćěůă¿š ŋěśőąśšćěŋŋżě śăňőśőćňěźěŋĺ£ šěšřă- ¡ďřă, ă łăłĺň - śőąśšćěŋŋżě.

5.2. Űĺłńőćőľ šĺŕ ŕěřěśšăŋőćłĺ. Păśśňőšřĺň ć Sn űĺłńĺůěśłş¿ ŕőďčřşŕŕş, ŕőřőęď-ěŋ-ŋş¿ ¡ńěňěŋšőň g (őąőğŋăůĺň ě-ě ⟨g⟩). Čřşŕŕă ⟨g⟩ ďěľśšćşěš ŋă ňŋőęěśšćě {1; 2; : : : ; n} śĺňćőńőć, ŕěřěśšăćń£ěňżţ čřşŕŕőľ S_n. Ŕő n^o 3.3 ¡šő ďěľśšćĺě řăğąĺćăěš ćś-ě ňŋőęěśšćő {1; 2; : : : ; n} ć őąžěďĺŋěŋĺě ŋěŕěřěśěłă¿źĺţś£ őřąĺš őšŋőśĺšěńĳŋő ďěľśšćĺ£ g. İšĺ őřąĺšż ŋăğżćă¿šś£ ŋěğăćĺśĺňżňĺ űĺłńăňĺ, ŕőśłőńĳłş łăęďă£ ĺğ ŋĺţ śőśšőĺš ĺğ ¡ńěňěŋšőć {i; gi; g^2i; : : :}, űĺłńĺůěśłĺ ŕěřěśšăćń£ěňżţ ¡ńěňěŋšőň g, ĺ ďěľśšćĺě g ŋă łăęďőň šăłőň űĺłńě ŕřőĺśţőďĺš ŋěğăćĺśĺňő. Ć ůăśšŋőśšĺ, ¡šő őğŋăůăěš, ůšő g = h_1h_2 : : : h_m, čďě m - łőńĺůěśšćő űĺłńőć, ă h_i | űĺłńĺůěśłă£ ŕěřěśšăŋőćłă ¡ńěňěŋšőć i-šőčő űĺłńă ŋă 1 ÿăč. Šăłőě řăğńőęěŋĺě ŋăğżćăěšś£ řăğńőęěŋĺěň g ć ŕřőĺğćěďěŋĺě ŋěğăćĺśĺňżţ űĺłńőć. Ŋăąőř ďńĺŋ űĺłńőć śőśšăćń£ěš řăğąĺěŋĺě ůĺśńă n ĺ ŋăğżćăěšś£ űĺłńőćżň šĺŕőň g. Şďőąŋő ŕřěďśšăćń£šĳ ěčő ďĺăčřăňňőľ đŋčă. Ŋăŕřĺňěř, ŕěřěśšăŋőćłă g ∈ S_8, ŕěřěćőď£źă£ (12345678) ć (51682374), řăśŕăďăěšś£ ć ŕřőĺğćěďěŋĺě űĺłńőć 1 → 5 → 2 → 1 ďńĺŋż 3, 3 → 6 → 3 ďńĺŋż 2, 4 → 8 → 4 ďńĺŋż 2, 7 → 7

ďńĺŋż 1, ĺ ě-ě űĺłńőćőľ šĺŕ ĺğőąřăęăěšś£ ďĺăčřăňňőľ đŋčă: .

Ğăďăůă10.21. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ďćě ŕěřěśšăŋőćłĺ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă śőŕř£ęěŋż ć

Sn, łőčďă őŋĺ ĺňě¿š őďĺŋăłőćżľ űĺłńőćőľ šĺŕ.

Şłăğăŋĺě. Ğăŕĺÿěň ć śšřőłĺ ďĺăčřăňňż đŋčă ŋőňěřă ¡ńěňěŋšőć, űĺłńĺůěśłĺ ŕěřěśšăćń£ěňżţ śőőšćěšśšćş¿źĺňĺ űĺłńăňĺ ŕěřěśšăŋőćłĺ g, ć šőň ŕőř£ďłě, ć łăłőň őŋĺ ŕěřěţőď£š ďřşč ć ďřşčă ŕřĺ ďěľśšćĺĺ g. Ěśńĺ g ĺ g_1 ĺňě¿š őďĺŋăłőćżľ űĺłńőćőľ šĺŕ, šő g = hg_1h^{−1}, čďě h őšőąřăęăěš ¡ńěňěŋš ¸ ∈ {1; : : : ; n} ć ¡ńěňěŋš, śšő£źĺľ ć šőľ ęě łńěšőůłě ďĺăčřăňňż g, ć łőšőřőľ ¸ śšőĺš ŋă ďĺăčřăňňě g_1.

5.3. Ğŋăłőŕěřěňěŋŋă£ ŕőďčřşŕŕă An ⊂ Sn. Őŕřěďěń-ěŋŋżľ ŋăňĺ ć ńěłűĺĺ 6 ğŋăł ŕěřě-

śšăŋőćłĺ £ćń£ěšś£, őůěćĺďŋő čőňőňőřťĺğňőň ĺğ śĺňňěšřĺůěśłőľ čřşŕŕż S_n ć čřşŕŕş ĺğ ďćşţ ¡ńěňěŋšőć {±1} ś őŕěřăűĺěľ şňŋőęěŋĺ£. §ďřő ker(sgn ) śőśšőĺš ĺğ ćśěţ ů-ěšŋżţ ŕěřěśšăŋőćőł, łőšőřżě, šěň śăňżň, őąřăğş¿š ŋőřňăńĳŋş¿ ŕőďčřşŕŕş ĺŋďěłśă 2 ć S_n. Őŋă őąőğŋăůăěšś£ A_n ĺ ŋăğżćăěšś£ ğŋăłőŕěřěňěŋŋőľ čřşŕŕőľ ĺńĺ čřşŕŕőľ ů-ěšŋżţ ŕőďśšăŋőćőł.

Šěřňĺŋ ÀğŋăłőŕěřěňěŋŋżľÁ ść£ğăŋ ś šěň, ůšő ŕőďčřşŕŕă A_n £ćń£ěšś£ űěŋšřăńĺğăšőřőň^4 ňŋőęěśšćă ğŋăłőŕěřěňěŋŋżţ ťşŋłűĺľ | šăłĺţ ťşŋłűĺľ őš n ŕěřěňěŋŋżţ, łőšőřżě ňěŋ£¿š ğŋăł ŕřĺ šřăŋśŕőğĺűĺĺ ń¿ąőľ ŕăřż ăřčşňěŋšőć. Ŕřĺňěřőň ğŋăłőŕěřěňěŋŋőčő ňŋőčőůńěŋă £ćń£ěšś£ ŕřőĺğćěďěŋĺě şŕőř£ďőůěŋŋżţ řăğŋőśšěľ:

‹(x_1; : : : ; x_n) =^∏_{1≤i<j≤n}(x_i − x_j) :

Ğăďăůă10.22. Ďőłăęĺšě, ůšő ćś£łĺľ ğŋăłőŕěřěňěŋŋżľ ňŋőčőůńěŋ ďěńĺšś£ (ć łőńĳűě ňŋőčőůńěŋőć őš n ŕěřěňěŋŋżţ) ŋă ŕřőĺğćěďěŋĺě şŕőř£ďőůěŋŋżţ řăğŋőśšěľ, ĺ ůăśšŋőě őš ¡šőčő ďěńěŋĺ£ ąşďěš śĺňňěšřĺůěśłĺň ňŋőčőůńěŋőň.

Ğăďăůă10.23. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕěřěśšăŋőćłă šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ů-ěšŋă, łőčďă ć ě-ě űĺłńőćőň šĺŕě ůĺśńő űĺłńőć ů-ěšŋőľ ďńĺŋż ů-ěšŋő.

5.3.1. Śšřőěŋĺě čřşŕŕż A5 Őŕĺÿěň łńăśśż śőŕř£ę-ěŋŋżţ ¡ńěňěŋšőć ć A5. Ďń£ ¡šőčő śŋăůăńă őŕĺÿěň łńăśśż ¡ńěňěŋšőć A_5, śőŕř£ę-ěŋŋżţ ć S_5. Śőčńăśŋő ŕřěďżďşźěňş, šăłĺě łńăśśż śőőšćěšśšćş¿š ďĺăčřăňňăň đŋčă ćěśă 5 ś ů-ěšŋżň łőńĺůěśšćőň śšřőł ů-ěšŋőľ ďńĺŋż. Šăłĺţ ďĺăčřăňň ĺňěěšś£ ćśěčő 4:

− űĺłńż ďńĺŋż 5, ćśěčő 4! = 24ÿš. (ŕőůěňş?);

− űĺłńż ďńĺŋż 3, ćśěčő 2 · ( 5 2 ) = 20ÿš. (ŕőůěňş?);

− ŕăřż ŋěğăćĺśĺňżţ šřăŋśŕőğĺűĺľ, ćśěčő 5 · 3 = 15ÿš. (ŕőůěňş?);

− šőęďěśšćěŋŋă£ ŕőďśšăŋőćłă, 1ÿš.

Ğăďăůă10.24. Ďőłăęĺšě, ůšő ćśě űĺłńż ďńĺŋż 3 śőŕř£ęěŋż ňěęďş śőąőľ ć A5 . Ğăďăůă10.25. Ďőłăęĺšě, ůšő ćśě ŕăřż šřăŋśŕőğĺűĺľ śőŕř£ęěŋż ňěęďş śőąőľ ć A5 . 4š. ě. ŕőšőůěůŋő őśšăćń£ěš ŋă ňěśšě ćśě ¡ńěňěŋšż

Ğăďăůă10.26. Ďőłăęĺšě, ůšő ćśě űĺłńż ďńĺŋż 5 őąřăğş¿š ďćă łńăśśă śőŕř£ę-ěŋŋőś-šĺ ć A_5: űĺłńż, śőŕř£ę-ěŋŋżě űĺłńş 1 −→ 2 −→ 3 −→ 4 −→ 5; ĺ űĺłńż, śőŕř£ę-ěŋŋżě űĺłńş 2 −→ 1 −→ 3 −→ 4 −→ 5.

5.4. Šěőřěňă. Čřşŕŕă A5 ŕřőśšă.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ěśńĺ ŕőďčřşŕŕă H ⊂ A | ŋőřňăńĳŋă£, šő ćňěśšě ś łăęďżň ¡ńěňěŋšőň őŋă śőďěřęĺš ćěśĳ łńăśś śőŕř£ę-ěŋŋżţ ěňş ¡ńěňěŋšőć. Ćśěčő šăłĺţ łńăśśőć ć A_5,| łăł ňż ćĺďěńĺ ć ğăďăůăţ ğăď.10.24{ğăď.10.26,| ĺňěěšś£ 5, ĺ śőśšő£š őŋĺ ĺğ 1, 12, 12, 20 ĺ 15 ¡ńěňěŋšőć. Š.ł. ěďĺŋĺűă ńěęĺš ć ń¿ąőľ ŕőďčřşŕŕě, ĺňěěň:

|H| = 1 + 12"_1 + 12"_2 + 20"_3 + 15"_4;

čďě ćśě "_k řăćŋż ńĺąő 1, ńĺąő 0. Ŋěŕőśřěďśšćěŋŋă£ ŕřőćěřłă ŕőłăğżćăěš, ůšő |H| ďěńĺš

|A5| = 60 ńĺÿĳ ć ďćşţ śńşůă£ţ: "k = 1 ∀k ĺ "k = 0 ∀k (şąěďĺšěśĳ!), šăł ůšő ŋěŕřőśšőšă A5

ŕřőšĺćőřěůĺš šěőřěňě Ńăčřăŋęă (Šěőř.2.6).

Ğăďăůă10.27. Ďőłăęĺšě, ůšő ćśě čřşŕŕż An ś n ≥ 5 ŕřőśšż. Şłăğăŋĺě. Ćőśŕőńĳğşľšěśĳ ĺŋďşłűĺěľ. Ćńőęĺšě An−1 ć An łăł śšăąĺńĺğăšőř śĺňćőńă n, ĺ ďőłăęĺšě, ůšő ŋěšřĺćĺăńĳŋă£ ŋőřňăńĳŋă£ ŕőďčřşŕŕă ć A_n őą£ğăŋă ĺňěšĳ ŋěšřĺćĺăńĳŋőě ŕěřěśěůěŋĺě ś A_{n−1} (ăćšőňăšĺůěśłĺ ŋőřňăńĳŋőě ć A_{n−1})), ůšő ŕřőšĺćőřěůĺš ĺŋďşłšĺćŋőňş ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ ő ŕřőśšőšě A_{n−1}.

Ğăďăůă10.28. Ďőłăęĺšě, ůšő ćŋşšřěŋŋĺě ăćšőňőřťĺğňż śőśšăćń£¿š ŕőďčřşŕŕş ĺŋďěłśă 2 ć čřşŕŕě ćśěţ ăćšőňőřťĺğňőć čřşŕŕż A_5 .

Şłăğăŋĺě. Ćś£łĺľ ăćšőňőřťĺğň A5 ŕěřěćőďĺš űĺłń ďńĺŋż 5 ć űĺłń ďńĺŋż 5 ĺ £ćń£ěšś£ ćŋşšřěŋŋĺň šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ŕěřěćőďĺš űĺłńż ďńĺŋż 5 ć śőŕř£ę-ěŋŋżě űĺłńż ďńĺŋż 5.

Ğăďăůă10.29. Ďőłăęĺšě, ůšő čřşŕŕă A5 ĺğőňőřťŋă śőąśšćěŋŋőľ čřşŕŕě ĺłőśă¡ďřă. Şłăğăŋĺě. Ŋăľďĺšě ş ĺłőśă¡ďřă 5 čěőňěšřĺůěśłĺţ ŕőďłőŋťĺčşřăűĺľ, ŕěřěśšăćń£ěňżţ ěčő ćřăźěŋĺ£ňĺ.