Ńěłűĺ£ 3 Ďěńĺňőśšĳ ĺ ňŋőčőůńěŋż

▷Ďěńěŋĺě ć łőńĳűě k[x] ▷Ěćłńĺďőćż łőńĳűă ▷Ăśśőűĺĺřőćăŋŋżě, ŕřőśšżě ĺ ŋěŕřĺćőďĺňżě ¡ńěňěŋšż łőńĳűă ▷ŊŐĎ ĺ łĺšăľśłă£ šěőřěňă őą őśšăšłăţ ć łőńĳűě čńăćŋżţ ĺďěăńőć ▷Ňŋőčőůńěŋż łăł ťşŋłűĺĺ ▷Łőřŋĺ ▷Ŕřőĺğćőďŋżľ ňŋőčőůńěŋ ▷Śěŕăřăąěńĳŋőśšĳ ▷Ăńčěąřăĺůěśłĺě řăśÿĺřěŋĺ£ ŕőńěľ ▷Ńěňňă Čăşśśă ĺ łřĺšěřĺľ İľğěŋÿšěľŋă ▷Řăğńőęěŋĺě ŋă ňŋőęĺšěńĺ ňŋőčőůńěŋőć ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ▷Ťăłšőřĺăńĳŋżě łőńĳűă

x1. Łőńĳűă čńăćŋżţ ĺďěăńőć.

Űěńőśšŋőě (š. ě. ąěğ ďěńĺšěńěľ ŋşń£) łőňňşšăšĺćŋőě łőńĳűő ś ěďĺŋĺűěľ, ć łőšőřőň ćśě ĺďěăńż £ćń£¿šś£ čńăćŋżňĺ, ŋăğżćăěšś£ őąńăśšĳ¿ čńăćŋżţ ĺďěăńőć. Ś šőůłĺ ğřěŋĺ£ ďěńĺňőśšĺ ćśě šăłĺě łőńĳűă şśšřőěŋż ŕőďőąŋő łőńĳűş Z, ĺ ŋă ŋĺţ ňőęŋő řăśŕřőśšřăŋĺšĳ ćśě řěğşńĳšăšż, ďőłăğăŋŋżě ŕřő Z ć ŕřőÿńőľ ńěłűĺĺ. Ňż ŋăůŋ-ěň ś ŕřĺňěřőć łőńěű čńăćŋżţ ĺďěăńőć, ŋě śőćŕăďă¿źĺţ ś Z.

1.1. Ďěńěŋĺě ś őśšăšłőň ć k[x]. § ąşďş śůĺšăšĳ, ůšő ůĺšăšěńĳ şňěěš ďěńĺšĳ ňŋőčőůńěŋż ś

őśšăšłőň (ŋăŕřĺňěř, \şčőńłőň"). Šőůŋőě şšćěřęďěŋĺě, łőšőřőě ć ďăńĳŋěľÿěň ŕőŋăďőąĺšś£, ňőęŋő śťőřňşńĺřőćăšĳ šăł:

Ğăďăůă3.1. Ŕşśšĳ k { ŕřőĺğćőńĳŋőě ŕőńě. Ďń£ ń¿ążţ ďćşţ ňŋőčőůńěŋőć f(x), g(x) ∈

k[x] śşźěśšćş¿š ňŋőčőůńěŋż q(x) ∈ k[x] (ŋěŕőńŋőě ůăśšŋőě) ĺ r(x) ∈ k[x] (őśšăšőł), šăłĺě, ůšő:

(1) f(x) = q(x) · g(x) + r(x) (2) 0 ≤ deg r ≤ deg(g) − 1 , (čďě deg | ¡šő śšěŕěŋĳ.)

İšĺňĺ şśńőćĺ£ňĺ q(x) ĺ r(x) őŕřěďěń£¿šś£ ŕő f ĺ g őďŋőğŋăůŋő.

Ŕőďśłăğłă: śşźěśšćőćăŋĺě őąěśŕěůĺćăěšś£ ŕřőűěďşřőľ \ďěńěŋĺ£ şčőńłőň". Ěďĺŋ-

śšćěŋŋőśšĳ ďőłăğżćăěšś£ őš ŕřőšĺćŋőčő: ěśńĺ q_1(x) ĺ r_1(x) šőęě şďőćńěšćőř£¿š şśńőćĺ£ň (1) ĺ (2), šő r_1(x)− r(x) = g(x)·(q_1(x)− q(x)). Śšěŕěŋĳ ńěćőľ ůăśšĺ ≤ deg(g)−1, ůšő ćőğňőęŋő ńĺÿĳ ŕřĺ q_1(x) − q(x) ≡ 0. Ŋő šőčďă ĺ r_1 ≡ r.

1.1.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. k[x] | őąńăśšĳ čńăćŋżţ ĺďěăńőć.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Řăśśşęďěŋĺě ďőśńőćŋő ŕőćšőř£ěš ďőłăğăšěńĳśšćő ăŋăńőčĺůŋőľ šěőřěňż

ŕřő łőńĳűő Z. Ŕşśšĳ I ⊂ k[x] | ŋěšřĺćĺăńĳŋżľ ĺďěăń. Ćżąěřěň ć I ŕřőĺğćőńĳŋżľ ňŋőčőůńěŋ d(x) ≠ 0, śšěŕěŋĳ łőšőřőčő ĺňěěš ŋăĺňěŋĳÿěě ćőğňőęŋőě ¡ŋăůěŋĺě śřěďĺ śšěŕěŋěľ ŋěŋşńşćżţ ňŋőčőůńěŋőć ĺğ I. Šőčďă I = (d). 33

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, (d) ⊂ I ŕő ŕőśšřőěŋĺ¿. Ůšőąż ďőłăğăšĳ, ůšő I ⊂ (d), ŕőďěńĺň ŕřőĺğćőńĳŋżľ ňŋőčőůńěŋ f ∈I ŋă d ś őśšăšłőň:

f = q · d + r, čďě deg r ≤ deg d − 1.

Šăł łăł r = f −q·d ∈ I, šő r ≡ 0, ĺąő d ĺňěń ŋăĺňěŋĳÿş¿ śšěŕěŋĳ śřěďĺ ŋěŋşńěćżţ ňŋőčőůńěőć ĺğ I. Ŕő¡šőňş f = q · d ∈ (d) ĺ (d) = I. 2 1.2. Ěćłńĺďőćż łőńĳűă. Ć ŕřĺćěď-ěŋŋőň ćżÿě ďőłăğăšěńĳśšćě, šăłęě łăł ĺ ć ŕřőÿńőľ

ńěłűĺĺ, łń¿ůěćżň ňěśšőň £ćń£ěšś£ ćőğňőęŋőśšĳ ďěńěŋĺ£ ś őśšăšłőň. Ňőęŋő ăłśĺőňăšĺğĺřőćăšĳ łńăśś łőńěű, ďń£ łőšőřżţ šăłă£ ćőğňőęŋőśšĳ ĺňěěšś£.

1.3. Őŕřěďěńěŋĺě. Űěńőśšŋőě łőňňşšăšĺćŋőě łőńĳűő A ŋăğżćăěšś£ ěćłńĺďőćżň, ěśńĺ śşźěśšćşěš ťşŋłűĺ£ λ (ŋăğżćăěňă£ ćżśőšőľ) ĺğ ňŋőęěśšćă ŋěŋşńěćżţ ¡ńěňěŋšőć A ć ňŋőęěśšćő űěńżţ ŋěőšřĺűăšěńĳŋżţ ůĺśěń, őąńăďă¿źă£ śćőľśšćőň λ(ab) ≥ max(λ(a), λ(b)) ĺ šăłă£, ůšő ∀ a, b ∈ A, b ≠ 0 ŋăľďşšś£ q ĺ r ĺğ A šăłĺě, ůšő a = bq + r ĺ ńĺąő r = 0, ńĺąő λ(r) < λ(b).

Ğăďăůă3.2. Ďőłăęĺšě, ůšő ćś£łőě ěćłńĺďőćő łőńĳűő £ćń£ěšś£ őąńăśšĳ¿ čńăćŋżţ

ĺďěăńőć.

1.3.1. Ŕřĺňěřż. Łőńĳűő Zěćłńĺďőćő őšŋőśĺšěńĳŋő ćżśőšż, řăćŋőľ ăąśőń¿šŋőľ ćěńĺ-

ůĺŋě űěńőčő ůĺśńă. Łőńĳűő k[x] ěćłńĺďőćő ś ćżśőšőľ řăćŋőľ śšěŕěŋĺ ňŋőčőůńěŋă.

Łőńĳűő Čăşśśőćżţ ůĺśěń Z[i] ěćłńĺďőćő őšŋőśĺšěńĳŋő ćżśőšż λ(z)^{def}= |z|^2. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ćőğňőęŋőśšĳ ďń£ ďăŋŋżţ a, b ∈ Z[i] ŕőďőąřăšĳ šăłĺě q, r ∈ Z[i], ůšő a = bq + r ĺ |r|^2 < |b|^2, řăćŋőśĺńĳŋă šőňş, ůšő ć łřşčě řăďĺşśă < 1 ś űěŋšřőň ć łőňŕńěłśŋőľ šőůłě a b ∈ C ŋăľď-ěšś£

űěńă£ šőůłă q ∈Z[i]. Ŋő ¡šő őůěćĺďŋő.

Ğăďăůă3.3. Ďőłăęĺšě, ůšő łőńĳűő Z[ϑ], čďě ϑ { łőňŕńěłśŋżľ łőřěŋĳ şřăćŋěŋĺ£ ϑ^2 +

ϑ + 1 = 0, ěćłńĺďőćő őšŋőśĺšěńĳŋő šőľ ęě ćżśőšż λ(z) = |z|^2.

Őšňěšĺň, őďŋăłő, ůšő śşźěśšćş¿š łőńĳűă čńăćŋżţ ĺďěăńőć, ŋě £ćń£¿źĺěś£ ěćłńĺďőćżňĺ.

1.4. Ăśśőűĺĺřőćăŋŋżě ¡ńěňěŋšż. Ŕşśšĳ A | ŕřőĺğćőńĳŋőě űěńőśšŋőě łőńĳűő. İńěňěŋšż

a ĺ b ĺğ A ŋăğżćă¿šś£ ăśśőűĺĺřőćăŋŋżňĺ, ěśńĺ ŕőřőęď-ěŋŋżě ĺňĺ čńăćŋżě ĺďěăńż śőćŕăďă¿š: (a) = (b). İšő řăćŋőśĺńĳŋő šőňş, ůšő a = bs ďń£ ŋěłőšőřőčő őąřăšĺňőčő ¡ńěňěŋšă s ∈ A.

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ĺğ řăćěŋśšć a = bs ĺ b = as^{−1} śńěďş¿š ćłń¿ůěŋĺ£ (a) ⊂ (b) ĺ (b) ⊂ (a), š.ě. řăćěŋśšćő (a) = (b). Ŋăőąőřőš, ěśńĺ a ∈ (b), śłăęěň: a = rb, ĺ b ∈ (a), śłăęěň: b = sa, šő a = rb = rsa, őšłşďă 0 = a − rsa = a(1 − rs), ůšő ć ćĺďş űěńőśšŋőśšĺ A ćńěů-ěš rs = 1, š.ě. őąřăšĺňőśšĳ r ĺ s.

1.4.1. Ŕřĺňěř: ŕřĺćěď-ěŋŋżě ňŋőčőůńěŋż. Ŕőśłőńĳłş őąřăšĺňżě ¡ńěňěŋšż ć k[x]

| ¡šő łőŋśšăŋšż ĺ šőńĳłő őŋĺ, ŕřěďżďşźěě řăśśşęďěŋĺě ŕőłăğżćăěš, ůšő ďćă ňŋőčőůńěŋă f ĺ g ŕőřőęďă¿š őďĺŋ ĺ šőš ęě čńăćŋżľ ĺďěăń ć k[x] šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă őŋĺ ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋż, š.ě. f(x) = c · g(x), čďě c = const.

Ąşďěň ŋăğżćăšĳ ňŋőčőůńěŋ ŕřĺćěď-ěŋŋżň, ěśńĺ ěčő śšăřÿĺľ łő¡ťťĺűĺěŋš řăćěŋ ěďĺŋĺűě. Ĺğ ŕřěďżďşźěčő ćżšěłăěš, ůšő ďń£ łăęďőčő ĺďěăńă I ⊂ k[x], śşźěśšćşěš ĺ ěďĺŋśšćěŋěŋ šăłőľ ŕřĺćěď-ěŋŋżľ ňŋőčőůńěŋ f, ůšő (f) = I.

1.5. ŊŐĎ. Ŕşśšĳ A | łőńĳűő čńăćŋżţ ĺďěăńőć, ĺ {a1, a2, . . . , an} ⊂ A | ŕřőĺğćőńĳŋżľ ŋăąőř

¡ńěňěŋšőć. İńěňěŋš d ∈ A, ŕőřőęďă¿źĺľ ĺďěăń

(a_1, a_2, . . . , a_n) = { x_1a_1 + x_2a_2 + · · · + x_na_n | x_ν ∈ A { ń¿ążě } ⊂ A ,

§1: Łőńĳűă čńăćŋżţ ĺďěăńőć. 35

ŋăğżćăěšś£ ŋăĺąőńĳÿĺň őąźĺň ďěńĺšěńěň ¡ńěňěŋšőć a_1, a_2, . . . , a_n ĺ őąőğŋăůăěšś£

ŊŐĎ (a_1, a_2, . . . , a_n) .

Őŋ őŕřěďěń£ěšś£ ¡ńěňěŋšăňĺ a_ν őďŋőğŋăůŋő ś šőůŋőśšĳ¿ ďő şňŋőęěŋĺ£ ŋă őąřăšĺňżě ¡ńěňěŋšż łőńĳűă, ŕő ŕőśšřőěŋĺ¿, ďěńĺš łăęďżľ ĺğ a_ν , ŕřěďśšăćĺň ć ćĺďě d = x_1a_1 + x_2a_2 + · · · + x_na_n, ĺ šěň śăňżň, ďěńĺšś£ ŋăűěńő ŋă ń¿ąőľ ďřşčőľ őąźĺľ ďěńĺšěńĳ ćśěţ a_ν .

Ěśńĺ ŊŐĎ (a_1, a_2, . . . , a_n) őąřăšĺň, šő ¡ńěňěŋšż a_ν ŋăğżćă¿šś£ ćğăĺňŋő-ŕřőśšżňĺ ć śőćőłşŕŋőśšĺ . İšő řăćŋőśĺńĳŋő ŋăńĺůĺ¿ šăłĺţ x_1, x_2, . . . , x_n ∈ A, ůšő

x_1a_1 + x_2a_2 + · · · + x_na_n = 1

1.5.1. Ŕřĺňěř: ŊŐĎ ć k[x]. Ć śńşůăě A = k[x] (čďě k { ŕőńě) ŋěőďŋőğŋăůŋőśšĳ

ć őŕřěďěńěŋĺĺ ŊŐĎ ňőęŋő şśšřăŋĺšĳ, ŋăğćăć ŋăĺąőńĳÿĺň őąźĺň ďěńĺšěńěň ňŋőčőůńěŋőć f_1, f_2, . . . , f_n ŕřĺćěďěŋŋżľ ňŋőčőůńěŋ d(x), ŕőřőęďă¿źĺľ ĺďěăń (f_1, f_2, . . . , f_n) ⊂ k[x].

Ďń£ ŕřăłšĺůěśłőčő ŋăţőęďěŋĺ£ ŊŐĎ (f, g) ďń£ ŕăřż f, g ∈ k[x] ĺňěěšś£ ¡ťťěłšĺćŋă£ ŕŕřőűěďşřă, ŋăğżćăěňă£ ăńčőřĺšňőň Ěćłńĺďă. Őŋă ğăłń¿ůăěšś£ ć ŕőśšřőěŋĺĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ňŋőčőůńěŋőć E_0(x), E_1(x), E_2(x), . . . , őŕřěďěń£ěňżţ řěłşřřěŋšŋő ŕő ŕřăćĺńş:

E_0(x) = f(x) (ňż ŕřěďŕőńăčăěň, ůšő deg f ≥ deg g) E_1(x) = g(x) E_k (x) = őśšăšłş őš ďěńěŋĺ£ E_{k−1}(x) ŋă E_{k−2}(x).

Ŋěšřşďŋő ćĺďěšĳ, ůšő śšěŕěŋĳ ňŋőčőůńěŋőć E_ν śšřőčő şążćăěěš ďő šěţ ŕőř, ŕőłă őůěřěďŋőľ E_{k+1}(x) ŋě őłăęěšś£ ŋşńěćżň, š.ě. ŕőłă E_{k−1}(x) ŋě řăğďěńĺšś£ ŋă E_k (x) ŋăűěńő.

Ğăďăůă3.4. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕőśńěďŋĺľ ŋěŋşńěćőľ ňŋőčőůńěŋ Ek(x) ć ŕőśńěďőćăšěńĳ-

ŋőśšĺ E_ν (x) ŕřőŕőřűĺőŋăńěŋ ŊŐĎ (f, g).

Şłăğăŋĺě. Ćőśŕőńĳğşľšěśĳ şążćă¿źěľ ĺŋďşłűĺěľ ŕő ν, ůšőąż ŕřőćěřĺšĳ, ůšő E0 ĺ

E_1 ďěń£šś£ ŋă ŕőśńěďŋĺľ ŋěŋşńşćőľ E_k , ĺ śőőšćěšśšćěŋŋő, ćőğřăśšă¿źěľ ĺŋďşłűĺěľ ŕő ν | ďń£ ŕřőćěřłĺ šőčő, ůšő ¡šőš ŕőśńěďŋĺľ E_k ďěńĺšś£ ŋă ń¿ąőľ őąźĺľ ďěńĺšěńĳ E_0 ĺ E_1.

Ğăďăůă3.5. Ŋăľďĺšě ňŋőčőůńěŋż g1(x) ĺ g2(x), ďń£ łőšőřżţ f1(x)g1(x)+f2(x)g2(x) ≡

1, ěśńĺ

f_1(x) = x^5 − 8x^4 + 15x^3 − x^2 + 8x − 15 f_2(x) = 21x^5 + 10x^4 − 41x^3 − 41x^2 − 12x − 1.

Ğăďăůă3.6. Řăśŕřőśšřăŋĺšě ăńčőřĺšň Ěćłńĺďă ŋă ŕřőĺğćőńĳŋőě ěćłńĺďőăő łőńĳűő. 1.6. Łĺšăľśłă£ šěőřěňă őą őśšăšłăţ. Ďń£ šőčő, ůšőąż řăśŕřőśšřăŋĺšĳ łĺšăľśłş¿

šěőřěňş őą őśšăšłăţ ŋă ŕřőĺğćőńĳŋżě łőńĳűă čńăćŋżţ ĺďěăńőć, ŋăň ŕőŋăďőąĺšś£

1.6.1. Ńěňňă. Ŕşśšĳ q = q1q2 { ŕřőĺğćěďěŋĺě ďćşţ ćğăĺňŋő ŕřőśšżţ ¡ńěňěŋšőć ć łőńĳűě čńăćŋżţ ĺďěăńőć A. Šőčďă ŕřăćĺńő a mod q −→ (a mod q_1, a mod q_2) şśšăŋăćńĺćăěš ĺğőňőřťĺğň łőńěű A/(q)^∼−−→ ( A/(q_1) ) ⊕ ( A/(q_2) ) . Ďőłăğăšěńĳśšćő. Řăśśşęďěŋĺě ąşďěš ŕőůšĺ šăłĺň ęě łăł ć ńěłűĺĺ 2. Łőřřěłšŋőśšĳ őůě-

ćĺďŋă. Ĺŋžěłšĺćŋőśšĳ ćżšěłăěš ĺğ šőčő, ůšő ćś£łĺľ a ∈ A, ďěń£źĺľś£ ĺ ŋă q_1 ĺ ŋă q_2, ďěńĺšś£ ĺ ŋă q_1q_2 = q (ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ 1 = xq_1 + yq_2 ĺ a = mq_1 = nq_2, šő a = (xn + ym)q_1q_2). İŕĺňőřťŋőśšĳ ŕřőćěř£ěšś£ ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő: ŕăřă łńăśśőć (a mod q_1, b mod q_2) £ćń£ěšś£ őąřăğőň ¡ńěňěŋšă c = ayq_2 + bxq_1, čďě, łăł ĺ ćżÿě, x ĺ y ŕőďąĺřă¿šś£ ĺğ şśńőćĺ£ 1 = xq_1 + yq_2. 2 1.6.2. Śńěďśšćĺě. (Łĺšăľśłă£ šěőřěňă őą őśšăšłăţ.) Ŕşśšĳ q = q1 · q2 · · · · · qs { řăğńőęěŋĺě ŋă ŕőŕăřŋő ŋěăśśőűĺĺřőćăŋŋżě ŕřőśšżě ňŋőęĺšěńĺ. Šőčďă ĺňěěšś£ ĺğőňőřťĺğň łőńěű: A (q) = A (q_1) ⊕ A (q_2) ⊕ · · · ⊕ A (q_s) , ğăďăŋŋżľ ŕřăćĺńőň a mod q −→ (a mod q_1, a mod q_2, . . . , a mod q_s). Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ĺŋďşłűĺ£ ŕő ůĺśńş s ćğăĺňŋő-ŕřőśšżţ śőňŋőęĺšěńěľ.

Ğăďăůă3.7. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ěśńĺ ¡ńěňěŋš q1 ćğăĺňŋő ŕřőśš ś łăęďżň ĺğ ¡ńěňěŋšőć

q_2, q_3, . . . , q_s, šő őŋ ćğăĺňŋő ŕřőśš ĺ ś ĺţ ŕřőĺğćěďěŋĺěň ~q_2 = q_2 · · · · · q_s. Ŕőńĳğş£śĳ ğăďăůěľ, śŋăůăńă ŕřĺňěŋĺň ŕřěďżďşźş¿ ńěňňş ł ŕăřě ćğăĺňŋő ŕřőśšżţ ¡ńěňěŋšőć q_1, ~q_2 = q_2 · · · · · q_s, ă ¡ăšěň ŕřĺňěŋĺň ĺŋďşłšĺćŋőě ŕřěďŕőńőęěŋĺě ł ňěŋĳÿěňş ŋăąőřş q_2, q_3, . . . , q_s. Ŕőńşůĺň łőňŕőğĺűĺ¿ ĺğőňőřťĺğňőć A (q) ∼−−→ A (q_1) ⊕ A (~q_2) ∼−−→ A (q_1) ⊕ A (q_2) ⊕ · · · ⊕ A (q_s) . 2_{Ğăďăůă3.8. Ć śńşůăě A = k[x] ŕěřěťőřňşńĺřşľšě ¡šş šěőřěňş ć šěřňĺŋăţ \ŋăśšő£-}

źĺţ" őśšăšłőć őš ďěńěŋĺ£, ăŋăńőčĺůŋő šőňş, łăł ¡šő ążńő śďěńăŋő ć łőŋűě ŕřőÿńőľ ńěłűĺĺ ďń£ A = Z.

1.7. Ŕřőśšőšă ĺ ŋěŕřĺćőďĺňőśšĳ. Ŕşśšĳ A | ŕřőĺğćőńĳŋőě űěńőśšŋőě łőńĳűő. Ĺňě¿šś£

ďćă ŕőďţőďă ł šőňş, łăłĺě ¡ńěňěŋšż ć A śůĺšăšĳ ăŋăńőčăňĺ ŕřőśšżţ ůĺśěń. Őŋĺ ŕřĺćőď£š ł řăğŋżň řěğşńĳšăšăň, ĺ ŕőšőňş ďń£ śőőšćěšśšćş¿źĺţ ¡ńěňěŋšőć łőńĳűă ĺśŕőńĳğş¿šś£ řăğńĺůŋżě ŋăğćăŋĺ£.

Ŕěřćżľ ŕőďţőď őŕĺřăěšś£ ŋă ďăŋŋőě ć n^o 3.7 ńěłűĺĺ 2 őŕřěďěńěŋĺě ŕřőśšőčő ĺďěăńă. Ŋěőąřăšĺňżľ ¡ńěňěŋš a ∈ A ŋăğżćăěšś£ ŕřőśšżň, ěśńĺ ĺďěăń (a) ⊂ A | ŕřőśšőľ, š. ě. ěśńĺ ťăłšőř-łőńĳűő A/(a) űěńőśšŋőě. İšő őğŋăůăěš, ůšő ĺğ şśńőćĺľ bc ∈ (a) ĺ b ∉ (a) śńěďşěš, ůšő c ∈ (a). Ĺŋăůě čőćőř£, ¡ńěňěŋš a ∈ A ŕřőśš šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ŕřőĺğćőńĳŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ďěńĺšś£ ŋă a ńĺÿĳ ŕřĺ şśńőćĺĺ, ůšő ţőš£ ąż őďĺŋ ĺğ śőňŋőęĺšěńěľ ďěńĺšś£ ŋă a (śř. ś Ŕř.3.6.1 ĺğ ńěłűĺĺ 2).

Ćšőřőľ ŕőďţőď śőśšőĺš ć šőň, ůšőąż, ŋě ňşďřśšćş£ ńşłăćő, ŕěřěŕĺśăšĳ őążůŋőě ÿłőńĳŋőě őŕřěďěńěŋĺě ŕřőśšőčő ůĺśńă: ŋěőąřăšĺňżľ ¡ńěňěŋš a ∈ A ŋăğżćăěšś£ ŋěŕřĺćőďĺňżň , ěśńĺ ĺğ řăğńőęěŋĺ£ a = bc śńěďşěš, ůšő őďĺŋ ĺğ śőňŋőęĺšěńěľ őąřăšĺň. Ŋăŕřĺňěř, ŋěŕřĺćőďĺňżě ¡ńěňěŋšż ć łőńĳűě ňŋőčőůńěŋőć | ¡šő ć šőůŋőśšĺ šăłĺě ňŋőčőůńěŋż, łőšőřżě ŋěńĳğ£ řăğńőęĺšĳ ć ŕřőĺğćěďěŋĺě ďćşţ ňŋőčőůńěŋőć śšřőčő ňěŋĳÿěľ śšěŕěŋĺ. Šćăłĺě ňŋőčőůńěŋż ŋăğżćă¿š ŋěŕřĺćőďĺňżňĺ ňŋőčőůńěŋăňĺ.

Ğăďăůă3.9. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ć łőńĳűě Z őąă ŕőŋ£šĺ£: ŕřőśšőšă ĺ ŋěŕřĺćőďĺňőśšĳ

śőćŕăďă¿š ĺ őŕĺśżćă¿š ć šőůŋőśšĺ ňŋőęěśšćő ŕřőśšżţ ůĺśěń.

Ć ŕřőĺğćőńĳŋőň űěńőśšŋőň łőńĳűě ĺğ ŕřőśšőšż śńěďşěš ŋěŕřĺćőďĺĺňőśšĳ. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ a = bc ĺ a ŕřőśš, šő ńĺąő b, ńĺąő c ďěńĺšś£ ŋă a, śłăęěň: b = as. Ŋő šőčďă a = asc, őšłşďă sc = 1 ĺ c | őąřăšĺň (ňż ćőśŕőńĳğőćăńĺśĳ řăćěŋśšćőň a(1 − sc) = 0 ĺ űěńőśšŋőśšĳ¿ A).

Őďŋăłő, ążćă¿š łőńĳűă, ć łőšőřżţ ĺňě¿šś£ ŋěŕřĺćőďĺňżě, ŋő ŋě ŕřőśšżě ¡ńěňěŋšż, šăł ůšő ŕřőśšőšă | ¡šő ąőńěě śĺńĳŋőě şśńőćĺě, ůěň ŋěŕřĺćőďĺňőśšĳ.

Ğăďăůă3.10. Ć łőńĳűě Z[ √ 5] = {a + b √ 5 | a, b ∈ Z} ŋăľďĺšě ŋěŕřĺćőďĺňżľ, ŋő ŋě ŕřőśšőľ ¡ńěňěŋš.

Ŕőďśłăğłă:(1 + √ 5)(−1 + √ 5) = 2 · 2.

1.7.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ŕşśšĳ A { őąńăśšĳ čńăćŋżţ ĺďěăńőć. Ťăłšőř-łőńĳűő A/(a) £ćń£- ěšś£ ŕőńěň šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă a ŋěŕřĺćőďĺň.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕřőćěřĺň, ůšő ěśńĺ a | ŋěŕřĺćőďĺň, šő ćś£łĺľ łńăśś [b] ≠ [0] ć A/(a)

őąřăšĺň. İšő ăŋăńőčĺůŋő Ŕř.3.6.2 ĺğ ńěłűĺĺ 2: ěśńĺ [b] ≠ [0], šő b ŋě ďěńĺšś£ ŋă a, ă ğŋăůĺš ŊŐĎ (b, a) őąřăšĺň (ĺąő ćśě ďěńĺšěńĺ a ńĺąő őąřăšĺňż, ńĺąő ăśśőűĺĺřőćăŋż ś a), ĺ ğŋăůĺš, xa + yb = 1 ďń£ ŋěłőšőřżţ x, y ∈ A, ůšő őğŋăůăěš, ůšő [b] őąřăšĺň ć A/(a) ĺ [b]^{−1} = [y]. 2 1.7.2. Śńěďśšćĺě. Ć łőńĳűě čńăćŋżţ ĺďěăńőć ŕřőśšőšă ĺ ŋěŕřĺćőďĺňőśšĳ řăćŋőśĺńĳŋż ďřşč ďřşčş.

x2. Ňŋőčőůńěŋż ĺ ĺţ łőřŋĺ

Ć ¡šőň ŕăřăčřăťě ňż ŕřĺňěŋĺň ŕřěďżďşźĺě řěğşńĳšăšż ł ĺśśńěďőćăŋĺ¿ ăńčěąřăĺůěśłĺţ śćőľśšć ňŋőčőůńěŋőć.

2.1. Ćżůĺśńěŋĺě ğŋăůěŋĺ£ ňŋőčőůńěŋă ć šőůłě. Ń¿ąőľ ňŋőčőůńěŋ ĺğ k[x] őŕřěďěń£ěš

ťşŋłűĺ¿ ŋă ŕőńě k, ă šăłęě ŋă ń¿ąőň łőńĳűě A, śőďěřęăźěň ŕőńě k ć łăůěśšćě ŕőďłőńĳűă. Ěśńĺ f(x) = a_0x^n + a_1x^{n−1} + · · · + a_{n−1}x + a_n ĺ λ ∈ A, šő

f(λ) = ev_λ(f)^{def}= a_0λ^n + a_1λ^{n−1} + · · · + a_{n−1}λ + a_n ∈ A

(čďě ŕřăćă£ ůăśšĳ şęě ŋě ťőřňăńĳŋżľ śĺňćőń, ŋő łőŋłřěšŋżľ ¡ńěňěŋš łőńĳűă A) ŋăğżćăěšś£ ğŋăůěŋĺěň ňŋőčőůńěŋă f ć šőůłě λ ∈ A. Čőňőňőřťĺğň ćżůĺśńěŋĺ£: ev_λ: k[x] −→ A ĺŋďşűĺřşěš čőňőňőřťĺğň φ : k[x] −→ A^A : f(x) → f(λ) ĺğ łőńĳűă ňŋőčőůńěŋőć ć łőńĳűő A-ğŋăůŋżţ ťşŋłűĺľ ŋă A. Ćőőąźě čőćőř£, ker φ ≠ 0, š.ě. řăğŋżě ¡ńěňěŋšż łőńĳűă ňŋőčőůńěŋőć ňőčşš ďăćăšĳ őďĺŋăłőćżě ťşŋłűĺĺ.

Ğăďăůă3.11. Ŋăľďĺšě ďćă řăğŋżţ ňŋőčőůńěŋă ŋăď ŕőńěň Z/pZ, ğăďă¿źĺěě, šěň ŋě

ňěŋěě, őďĺŋăłőćżě ťşŋłűĺĺ ŋă ¡šőň ŕőńě.

Čőňőňőřťĺğň ćżůĺśńěŋĺ£ ğăňěůăšěńĳŋżň őąřăğőň ść£ğăŋ ś ďěńĺňőśšĳ¿. Ă ĺňěŋŋő, ŕşśšĳ f(x) ∈ k[x] ⊂ A[x] |ňŋőčőůńěŋ ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺğ k, łőšőřżľ ňőęŋő šăłęě řăśśňăšřĺćăšĳ ĺ łăł ňŋőčőůńěŋ ĺğ A[x]. Ňż śőąĺřăěňś£ ćżůĺśń£šĳ ěčő ğŋăůěŋĺě ć šőůłě a ∈ A. Ďń£ ¡šőčő ğăňěšĺň, ůšő ŕřőűěďşřă \ďěńěŋĺ£ şčőńłőň" ŋă ńĺŋěľŋżľ ďćşůńěŋ x−a ąńăčőŕőńşůŋő řăąőšăěš ŋăď ń¿ążň łőňňşšăšĺćŋżň łőńĳűőň A, ĺ ŕőğćőń£ěš ŕřěďśšăćĺšĳ ń¿ąőľ ňŋőčőůńěŋ f(x) ∈ A[x] ć ćĺďě f(x) = (x − a) · q(x) + r , čďě q(x) ∈ A[x], ă r ∈ A { ŋěłőšőřă£ łőŋśšăŋšă (ŋăğżćăěňă£ őśšăšłőň ŕő ăŋăńőčĺĺ ś ěćłńĺďőćżň śńşůăěň). Ćżůĺśń££ ğŋăůěŋĺ£ őąěĺţ ůăśšěľ ć šőůłě a, ŕőńşůăěň: f(a) = q(a) · (a − a) + r = r . 2.1.1. Ńěňňă. Őśšăšőł őš ďěńěŋĺ£ ňŋőčőůńěŋă f(x) ∈ A[x] ŋă ńĺŋěľŋżľ ďćşůńěŋ x − a ć łőńĳűě A[x] řăćěŋ ğŋăůěŋĺ¿ ňŋőčőůńěŋă f ć šőůłě a ∈ A. 2 2.2. Łőřŋĺ. Ŕşśšĳ A | ŕřőĺğćőńĳŋőě łőňňşšăšĺćŋőě łőńĳűő. İńěňěŋš a ∈ A ŋăğżćăěšś£

łőřŋěň ňŋőčőůńěŋă f(x) ∈ A[x], ěśńĺ f(a) = 0, š.ě. ěśńĺ f ∈ ker(ev_a). Ŕř£ňő ĺğ ŕřěďżďşźěčő ŋăąń¿ďěŋĺ£ ňż ŕőńşůăěň

2.2.1. Śńěďśšćĺě. Ůĺśńő a ∈ A šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, £ćń£ěšś£ łőřŋěň ňŋőčőůńěŋă f(x)∈

A[x], łőčďă f(x) ďěńĺšś£ ŋăűěńő ć łőńĳűě A[x] ŋă ňŋőčőůńěŋ (x − a).

2.2.2. Śńěďśšćĺě. Ŕşśšĳ ć łőńĳűě A ŋěš ďěńĺšěńěľ ŋşń£. Ěśńĺ ňŋőčőůńěŋ f ∈ A[x] ĺňěěš ŋěśłőńĳłő ŕőŕăřŋő-řăğŋżţ łőřŋěľ a_1, a_2, . . . , a_n ∈ A, šő őŋ ŕřěďśšăćĺň ć ćĺďě f(x) = (x − a_1)(x − a_2) · · · (x − a_n)g(x), čďě g(x)∈ A[x].

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ĺŋďşłűĺ£ ŕő ůĺśńş łőřŋěľ n. Śńşůăľ n = 1 řăśśňőšřěŋ ć ŕřěďżďşźěň

śńěďśšćĺĺ. Ŕřĺňěŋ££ ĺŋďşłšĺćŋőě ŕřěďŕőńőęěŋĺě ł ŕěřćżň (n − 1) łőřŋ£ň a_1, a_2, . . . , a_{n−1} , ĺňěěň f(x) = (x − a_1)(x − a_2) · · · (x − a_{n−1})h(x) .

ś h(x)∈ A[x]. Ŕőďśšăćń££ x = a_n ŕőńşůĺň

0 = (a_n − a_1)(a_n − a_2) · · · (a_n − a_{n−1})h(a_n) .,

ůšő ĺğ-ğă űěńőśšŋőśšĺ łőńĳűă A ćőğňőęŋő ńĺÿĳ ŕřĺ h(a_n) = 0, š. ě. ŕřĺ h(x) = (x − a_n)g(x) ś g ∈ A[x]. 2 2.2.3. Śńěďśšćĺě. Ŋěŋşńěćőľ ňŋőčőůńěŋ f ∈ A[x] ŋě ňőęěš ĺňěšĳ ąőńěě deg f łőřŋěľ ŋĺ ć łăłőň űěńőśšŋőň łőńĳűě B ⊃ A. 2 2.2.4. Śńěďśšćĺě. Ěśńĺ ňŋőčőůńěŋż f ĺ g śőćŕăďă¿š łăł ťşŋłűĺĺ ŋă ŋěłőšőřőň űěńőśšŋőň łőńĳűě, śőďěřęăźěň ąőńěě, ůěň max(deg f, deg g) ¡ńěňěŋšőć, šő f = g ĺ łăł ňŋőčőůńěŋż (š.ě. čőňőňőřťĺğň φ : A[x] −→ A^A ć ¡šőň śńşůăě ĺŋžěłšĺćěŋ).

2_{Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ňŋőčőůńěŋ f −g, őąńăďă£ śńĺÿłőň ąőńĳÿĺň łőńĺůěśšćőň łőřŋěľ, ďőńęěŋ}

ążšĳ ŋşńěćżň. 2 2.2.5. Śńěďśšćĺě. Ŕşśšĳ k { ŕőńě. Ěśńĺ ŊŐĎ (f, g) = 1, šő f ĺ g ŋě ňőčşš ĺňěšĳ őąźĺţ łőřŋěľ ŋĺ ć łăłőň łőńĳűě A ⊃ k.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ěśńĺ ŊŐĎ (f, g) = 1, šő f(x) · v(x) + g(x) · w(x) = 1 ďń£ ŕőďţőď£źĺţ

v, w ∈ k[x]. Ćżůĺśń££ őąě ůăśšĺ ć šőůłě a ∈ A, ŕőńşůăěň f(a) · v(a) + g(a) · w(a) = 1, š.ě. f(a) ĺ g(a) ŋě ňőčşš ążšĳ řăćŋż ŋşń¿ őďŋőćřěňěŋŋő. 2

Ğŋăůěŋĺě ¡šőčő śńěďśšćĺ£ ć šőň, ůšő řăćěŋśšćő ŊŐĎ (f, g) = 1 ŕřőćěř£ěšś£ ś ŕőňőźĳ¿ ăńčőřĺšňă Ěćłńĺďă ćżůĺśńěŋĺ£ňĺ ć ŕőńě k, šőčďă łăł ćżćőď ďěńăěšś£ ő ń¿ąőň řăśÿĺřěŋĺĺ ĺ ő łőřŋ£ţ, £ćŋőčő ćżřăęěŋĺ£ ďń£ łőšőřżţ ŋě šřěąşěšś£.

2.3. Łřăšŋżě łőřŋĺ ĺ ŕřőĺğćőďŋżľ ňŋőčőůńěŋ. Ůĺśńő a ∈ A ŋăğżćăěšś£ r-łřăšŋżň

łőřŋěň ňŋőčőůńěŋă f ∈ A[x], ěśńĺ f(x) = (x − a)^r · g(x) ć A[x] ĺ g(a) ≠ 0. Łőřŋĺ ś r = 1 ŋăğżćă¿šś£ ŕřőśšżňĺ, ă ś r ≥ 2 | łřăšŋżňĺ.

Ğăňěůăšěńĳŋő, ůšő ő ŋăńĺůĺĺ łřăšŋżţ łőřŋěľ ňŋőčőůńěŋă f ∈ A[x] ć ŕřőĺğćőńĳŋőň łőńĳűě B ⊃ A ňőęŋő śşďĺšĳ ŋě ŋăţőď£ śăňĺţ łőřŋěľ, ŋő ŕřőďěńăć ŋěłőšőřżě ćżůĺśńěŋĺ£ ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ňŋőčőůńěŋă ć ĺśţőďŋőň łőńĳűě A. Ŕřĺůĺŋă śőśšőĺš ć šőň, ůšő ĺğćěśšŋă£ ĺğ ăŋăńĺğă őŕěřăűĺ£ ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ£ ć ŕřĺňěŋěŋĺĺ ł ňŋőčőůńěŋăň £ćń£ěšś£ ăńčěąřăĺůěśłőľ, š. ě. ňőęěš ążšĳ őŕĺśăŋă ć šěřňĺŋăţ ůěšżř-ěţ ăńčěąřăĺůěśłĺţ őŕěřăűĺľ ąěğ ĺśŕőńĳğőćăŋĺ£ ŕřěďěńĳŋőčő ŕěřěţőďă.

Ğăďăůă3.12. Ŕşśšĳ A { ń¿ąőě łőńĳűő. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ∀ f ∈ A[x] ňŋőčőůńěŋ f(a) −

f(b) ∈ A[a, b] ďěńĺšś£ ŋăűěńő ć A[a, b] ŋă ďćşůńěŋ a − b.

Ŕőďśłăğłă: śň. šőęďěśšćő (ă) ĺğ ğăď.1.9 ńěłűĺĺ 1.

Ŕşśšĳ f(x) ∈ A[x]. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ D_f (a, b) ∈ A[a, b] ůăśšŋőě őš ďěńěŋĺ£ f(a) − f(b) ŋă a − b ć łőńĳűě A[a, b]. Ňŋőčőůńěŋ f^′(x) = D_f (x, x) ∈ A[x] ŋăğżćăěšś£ ŕřőĺğćőďŋżň (ĺńĺ ŕřőĺğćőďŋőľ) őš f. Ďřşčőě őąőğŋăůěŋĺě^1: d dx f. Ğăďăůă3.13. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ěśńĺ f(x) = a0x^n + a1x^{n−1} + · · · + an−1x + an, šő

f^′(x) = a_1 + 2a_2x + 3a_3x^2 + · · · + ba_nx^{n−1} = n∑ ν=1 νa_ν x^{ν−1} , čďě łő¡ťťĺűĺěŋš ν ŕěřěď a_ν ěśšĳ ¡ńěňěŋš ŕřőśšőčő ŕőďłőńĳűă ć A, š. ě. őŋ řăćěŋ 1 + 1 + · · · + 1

ν řăğ . Ğăďăůă3.14. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ćğ£šĺě ŕřőĺğćőďŋőľ şďőćńěšćőř£ěš ćśěň ĺğćěśšŋżň ĺğ

ăŋăńĺğă śšăŋďăřšŋżň ťőřňăńĳŋżň ŕřăćĺńăň ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ£ śşňňż, řăğŋőśšĺ, ŕřőĺğćěďěŋĺ£, ůăśšŋőčő ĺ łőňŕőğĺűĺĺ.

Ğăňěůăŋĺě: ć ďăńĳŋěľÿěěň ďń£ ŋăś őśőąěŋŋő ćăęŋżň ąşďěš ŕřăćĺńő Ńěľąŋĺűă:

(fg)^′ = f^′ · g + f · g^′ .

Őŋő śńěďşěš ĺğ šőęďěśšćă D_{f g}(a, b) = f(a) · D_g(a, b) + ·D_f (a, b)g(b) .

2.3.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ŕşśšĳ ŕőńě k ĺňěěš ţăřăłšěřĺśšĺłş ŋşńĳ. Łőřěŋĳ a ňŋőčőůńěŋă

f ∈ k[x] šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă £ćń£ěšś£ r-łřăšŋżň łőřŋěň, łőčďă őŋ ąşďěš łőřŋěň (r − 1)-šőľ

ŕřőĺğćőďŋőľ ( d dx )_r f , ŋő ŋě ąşďěš łőřŋěň r-šőľ ŕřőĺğćőďŋőľ ( d dx )_{r−}1 f. Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďőśšăšőůŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ňăłśĺňăńĳŋă£ śšěŕěŋĳ (x − a), łőšőřă£ ďěńĺš

f^′(x), řőćŋő ŋă ěďĺŋĺűş ňěŋĳÿě ňăłśĺňăńĳŋőľ śšěŕěŋĺ (x − a), ďěń£źěľ f(x).

1śĺňćőń d dx őążůŋő ĺśŕőńĳğş¿š ďń£ őąőğŋăůěŋĺ£ őšőąřăęěŋĺ£ ĺğ A[x] ć A[x], śőŕőśšăćń£¿źěčő ňŋőčőůńěŋş ěčő ŕřőĺğćőďŋş¿

Ŕşśšĳ f(x) = (x − a)^rg(x) ĺ g(x) ŋě ďěńĺšś£ ŋă (x − a). Ŕő ŕřăćĺńş Ńěľąŋĺűă

f^′(x) = r(x − a)^{r−1}g(x) + (x − a)^rg^′(x) = (x − a)^{r−1} ( rg(x) + (x − a)g^′(x) ) . (3-1)

Ňŋőčőůńěŋ ć śłőąłăţ ŋě ďěńĺšś£ ŋă (x − a), ŕőśłőńĳłş rg(x) ≠ 0 ĺ ŋě ďěńĺšś£ ŋă (x − a).

2_{Ğăňěšĺň, ůšő ć őąźěň śńşůăě, ĺğ ťőřňşńż (3-1) ćżšěłă¿š}

2.3.2. Śńěďśšćĺě. Ŕşśšĳ A { ń¿ąőě łőňňşšăšĺćŋőě łőńĳűő ś ěďĺŋĺűěľ. Ěśńĺ a ∈ A £ćń£ěšś£ r-łřăšŋżň łőřŋěň ňŋőčőůńěŋă f ∈ A[x], šő őŋ £ćń£ěšś£ ŕő ňěŋĳÿěľ ňěřě (r − 1)- łřăšŋżň łőřŋěň ěčő ŕřőĺğćőďŋőľ. 2 2.3.3. Śńěďśšćĺě. Ŕşśšĳ A { ń¿ąőě łőňňşšăšĺćŋőě łőńĳűő ś ěďĺŋĺűěľ. Ěśńĺ a ∈ A £ćń£ěšś£ ŕřőśšżň łőřŋěň ňŋőčőůńěŋă f ∈ A[x], šő f^′(a) ≠ 0.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕřĺ r = 1 ťőřňşńă (3-1) ĺňěěš ćĺď f^′(x) = g(x) − (x − a)g^′(x), őšłşďă

f^′(a) = g(a) ≠ 0. 2 2.3.4. Śěŕăřăąěńĳŋőśšĳ. Ŕşśšĳ šěŕěřĳ k { ŕőńě. Ňŋőčőůńěŋ f ∈ k[x] ŋăğżćăěšś£ śěŕăřă-

ąěńĳŋżň, ěśńĺ őŋ ŋě ĺňěěš łřăšŋżţ łőřŋěľ ŋĺ ć łăłőň řăśÿĺřěŋĺĺ K ⊃ k, ĺ ŋěśěŕăřăąěńĳŋżň { ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě. Ŕř£ňő ĺğ ŕřěďżďşźěčő śńěďśšćĺ£ ćżšěłăěš

2.3.5. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ďń£ ŋěśěŕăřăąěńĳŋőśšĺ f ∈ k[x] ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő ŋăńĺůĺě őąźěčő łőřŋ£ ş f ĺ f^′ ć ŋěłőšőřőň řăśÿĺřěŋĺĺ ŕőń£ k.

2.3.6. Ŕřĺňěř. Ŕşśšĳ char(k) = p > 0 ĺ f(x) = x^p − 1 ∈ k[x]. Šăł łăł f^′(x) = px^{p−1} = 0

(ĺąő p = 1 + 1 + · · · + 1

(p řăğ)

= 0), šő f | ŋěśěŕăřăąěńěŋ. Ąőńěě šőčő, ěśńĺ K ⊃ k | łăłőě-ńĺąő

řăśÿĺřěŋĺě, čďě ş f ěśšĳ łőřěŋĳ ϑ : ϑ^p = 1, šő

x^p − 1 = x^p − ϑ^p = (x − ϑ)^p ,

ŕőśłőńĳłş ćőğćěďěŋĺě ć p-šş¿ śšěŕěŋĳ £ćń£ěšś£ ć ţăřăłšěřĺśšĺłě p čőňőňőřťĺğňőň. Šăłĺň őąřăğőň, ěśńĺ ć řăśÿĺřěŋĺĺ K ş f ćőőąźě ěśšĳ łőřěŋĳ, šő őŋ ăćšőňăšĺůěśłĺ p-łřăšŋżľ (ĺ ěďĺŋśšćěŋŋżľ!).

2.3.7. Ŕřĺňěř. Ŕşśšĳ char(k) = 0. Šőčďă ćś£łĺľ ŋěŕřĺćőďĺňżľ ňŋőčőůńěŋ ŕőńőęĺ-

šěńĳŋőľ śšěŕěŋĺ f(x) ∈ k[x] śěŕăřăąěńěŋ. Ć śăňőň ďěńě, f^′(x) ≠ 0 ĺ ŊŐĎ (f, f^′) = 1 ĺğ-ğă ŋěŕřĺćőďĺňőśšĺ f ĺ ŋěřăćěŋśšćă deg f^′ < deg f. Śńěďőćăšěńĳŋő, ş f ĺ f^′ ŋěš őąźĺţ łőřŋěľ ŋĺ ć łăłőň řăśÿĺřěŋĺĺ.

2.4. Ňĺŋĺňăńĳŋżľ ňŋőčőůńěŋ. Ŕşśšĳ K ⊃ k | řăśÿĺřěŋĺě ŕőńěľ. İńěňěŋš ϑ ∈ K ŋăğż-

ćăěšś£ ăńčěąřăĺůŋżň ŋăď k, ěśńĺ f(ϑ) = 0 ďń£ ŋěłőšőřőčő f ∈ k[x]. Ŕřĺćěďěŋŋżľ ňŋőčőůńěŋ f ŋăĺňěŋĳÿěľ śšěŕěŋĺ, őąńăďă¿źĺľ ¡šĺň śćőľśšćőň, ŋăğżćăěšś£ ňĺŋĺňăńĳŋżň ňŋőčőůńěŋőň ďń£ ϑ ŋăď k, ă ěčő śšěŕěŋĳ ŋăğżćăěšś£ śšěŕěŋĳ¿ ϑ ŋăď k.

Ŕőśłőńĳłş ć ŕőńě ŋěš ďěńĺšěńěľ ŋşń£, ňĺŋĺňăńĳŋżľ ňŋőčőůńěŋ ŋěŕřĺćőďĺň ć k[x], ĺąő ŕőďśšăćń££ ϑ ć řăğńőęěŋĺě f(x) = g(x)h(x), ňż ďőńęŋż ąşďěň ĺňěšĳ ĺńĺ g(ϑ) = 0, ĺńĺ h(ϑ) = 0, ă ğŋăůĺš, őďĺŋ ĺğ ňŋőęĺšěńěľ ĺňěěš šş ęě śšěŕěŋĳ ůšő ĺ f ĺğ-ğă ňĺŋĺňăńĳŋőśšĺ f.

Őŕĺÿěň ŋăĺňěŋĳÿěě ŕőďŕőńě ć K, śőďěřęăźěě k ĺ ϑ. Ďń£ ¡šőčő řăśśňőšřĺň čőňőňőřťĺğň ćżůĺśńěŋĺ£ ğŋăůěŋĺ£ ć šőůłě ϑ: ev_ϑ : k[x] −→ K : f → f(ϑ).

Ěčő £ďřő śőśšőĺš ĺğ ćśěţ g ∈ k[x], ďń£ łőšőřżţ ϑ ąşďěš łőřŋěň. Łăł ĺ ćś£łĺľ ĺďěăń ć k[x], ker(ev_ϑ) £ćń£ěšś£ čńăćŋżň ĺďěăńőň, ă ěčő őąřăğş¿źěľ ąşďěš ŕřĺćěď-ěŋŋżľ ňŋőčőůńěŋ ŋăĺňěŋĳÿěľ śšěŕěŋĺ, ğăŋşń£¿źĺľś£ ŋă ϑ, š. ě. ć šőůŋőśšĺ ňĺŋĺňăńĳŋżľ ňŋőčőůńěŋőň ďń£ ϑ. Ňż ŕőńşůăěň

2.4.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ňĺŋĺňăńĳŋżľ ňŋőčőůńěŋ ¡ńěňěŋšă ϑ ŋăď k ďěńĺš ć k[x] ń¿ąőľ ďřşčőľ ňŋőčőůńěŋ g ∈ k[x], ďń£ łőšőřőčő ϑ £ćń£ěšś£ łőřŋěň.

2_{Ďăńěě, ŕő šěőřěňě ő śšřőěŋĺĺ čőňőňőřťĺğňă őąřăğ im (evϑ) ⊂ K ĺğőňőřťěŋ ťăłšőř-łőńĳűş}

k[x]/(f). Ŕőśńěďŋěě £ćń£ěšś£ ŕőńěň, ŕőśłőńĳłş f ŋěŕřĺćőďĺň. İšő, őůěćĺďŋő, ĺ ěśšĳ ŋăĺňěŋĳÿěě ŕőďŕőńě ć K, śőďěřęăźěě k ĺ ϑ.

2.4.2. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ňŋőęěśšćő ğŋăůěŋĺľ ćśěćőğňőęŋżţ ňŋőčőůńěŋőć ĺğ k[x] ŋă ¡ńěňěŋšě ϑ ∈ K śőśšăćń£ěš ŕőńě, £ćń£¿źěěś£ ŋăĺňěŋĳÿĺň ŕőďŕőńěň ć K, śőďěřęăźĺň k ĺ ϑ. İšő ŕőńě ĺğőňőřťŋő ťăłšőř-łőńĳűş k[x]/(f), čďě f { ňĺŋĺňăńĳŋżľ ňŋőčőůńěŋ ¡ńěňěŋšă ϑ. 2 2.5. Ŕřĺśőěďĺŋěŋĺě łőřŋ£. Ŕřěďżďşźă£ łőŋśšřşłűĺ£ ŕőğćőń£ěš ďń£ ń¿ąőčő ŕőń£ k ĺ

ń¿ąőčő ŋěŕřĺćőďĺňőčő ňŋőčőůńěŋă f(x) ∈ k[x] ŕőśšřőĺšĳ šăłőě řăśÿĺřěŋĺě K ⊃ k, ć łőšőřőň ş f ŕő£ćĺšś£ łőřěŋĳ. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ć łăůěśšćě K ňőęŋő ćğ£šĳ ťăłšőř-łőńĳűő k[x]/(f). Š. ł. f ŋěŕřĺćőďĺň, őŋő £ćń£ěšś£ ŕőńěň. Ŕőńě k ćńőęěŋő ć ŋěčő ŕőśřěďśšćőň őčřăŋĺůěŋĺ£ łăŋőŋĺůěśłőčő čőňőňőřťĺğňă k[x]^{res f}−−−→ k[x]/(f) řěďşłűĺĺ ŕő ňőďşń¿ f ŋă łőŋśšăŋšż k ⊂ k[x]. Łőřŋěň ňŋőčőůńěŋă f £ćń£ěšś£ ¡ńěňěŋš ϑ = res_f (x) | őąřăğ őďŋőůńěŋă x.

Ůšőąż ŕřěďśšăćĺšĳ śěąě ŕőńě K = k[x]/(f) ąőńěě £ćŋő, ğăťĺłśĺřşěň ć łăęďőň łńăśśě ćżůěšőć ŕő ňőďşń¿ f łăŋőŋĺůěśłőčő ŕřěďśšăćĺšěń£ { őśšăšőł őš ďěńěŋĺ£ ¡ńěňěŋšőć ¡šőčő łńăśśă ŋă f. Šăłőľ őśšăšőł ňőęěš ążšĳ śőćěřÿěŋŋő ŕřőĺğćőńĳŋżň ňŋőčőůńěŋőň śšěŕěŋĺ ≤ deg(f) − 1. Šěň śăňżň, ěśńĺ deg(f) = n, šő ¡ńěňěŋšż k[x]/(f) ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋő ğăŕĺśżćă¿šś£ ć ćĺďě t_0 + t_1ϑ + · · · + t_{n−1}ϑ^{n−1} ,

čďě ϑ = x( mod f) ĺ t_ν ∈ k { ń¿ążě, ă őŕěřăűĺĺ ŋăď ŋĺňĺ ć k[x]/(f) | ¡šő őążůŋőě śńőęěŋĺě ĺ şňŋőęěŋĺě ňŋőčőůńěŋőć ŕő ňőďşń¿ śőőšŋőÿěŋĺ£ f(ϑ) = 0, š. ě. ć šőůŋőśšĺ šě ęě őŕěřăűĺĺ, łőšőřżě ążńĺ őŕĺśăŋż ŋăňĺ ć ńěłűĺĺ 1 ŕřĺ ŕőśšřőěŋĺĺ ŕőń£ k[ϑ] ś f(ϑ) = 0.

Ğăďăůă3.15. Ďőłăęĺšě, ůšő Q[ϑ] ś ϑ^4+ϑ^3+ϑ^2+ϑ+1 = 0 | ŕőńě ĺ ŋăľďĺšě (1+ϑ^2)^{−1}. Ğăďăůă3.16. Ŕşśšĳ ŋěŕřĺćőďĺňżľ ňŋőčőůńěŋ f ∈ k[x] ĺňěěš łőřěŋĳ α ć łăłőň-šő

řăśÿĺřěŋĺĺ K ⊃ k. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕőńě k[x]/(f) ćłńăďżćăěšś£ ć ŕőńě K čőňőňőřťĺğňőň, őšőąřăęă¿źĺň łńăśś x( mod f) ć α.

Śşźěśšćőćăŋĺě šăłőčő řăśÿĺřěŋĺ£, ć łőšőřőň ďăŋŋżľ ňŋőčőůńěŋ ĺňěěš łőřěŋĳ, ŕőğćőń£ěš őąěřŋşšĳ ďőłăğăŋŋżě ćżÿě řěğşńĳšăšż ő ŋăńĺůĺĺ őąźĺţ łőřŋěľ ş ŕăřż ňŋőčőůńěŋőć ĺ ő łřăšŋżţ łőřŋ£ţ.

2.5.1. Śńěďśšćĺě. Ěśńĺ f, g ∈ k[x], čďě k { ŕőńě, ĺ ŊŐĎ (f, g) ≠ 1, šő f ĺ g ĺňě¿š ć ŋěłőšőřőň řăśÿĺřěŋĺĺ őąźĺľ łőřěŋĳ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŋăďő ŕěřěľšĺ ł řăśÿĺřěŋĺ¿, ć łőšőřőň ąşďěš ĺňěšĳ łőřěŋĳ ŊŐĎ (f, g). 2 2.5.2. Śńěďśšćĺě. Ďń£ śěŕăřăąěńĳŋőśšĺ ňŋőčőůńěŋă f ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż ŊŐĎ (f, f^′) = 1.

2.6. Ăńčěąřăĺůěśłĺě řăśÿĺřěŋĺ£ ŕőńěľ. Řăśÿĺřěŋĺě K ⊃ k ŋăğżćăěšś£ ăńčěąřăĺůěśłĺň,

ěśńĺ ćśě ¡ńěňěŋšż ŕőń£ K ăńčěąřăĺůŋż ŋăď k.

2.6.1. Ŕřĺňěř: łőŋěůŋżě ŕőń£. Ćśě ¡ńěňěŋšż ń¿ąőčő łőŋěůŋőčő ŕőń£ F ăńčěąřăĺůŋż

ŋăď ŕřőśšżň ŕőďŕőńěň. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ ϑ ∈ F, šő śřěďĺ śšěŕěŋěľ ϑ^0, ϑ^1, ϑ^2, . . . ąşďşš őďĺŋăłőćżě, ĺąő F łőŋěůŋő. Ěśńĺ ϑ^k = ϑ^m, šő ϑ | łőřěŋĳ ňŋőčőůńěŋă x^{|m−k|} − 1 = 0, őŕřěďěńěŋŋőčő ŋăď ŕřőśšżň ŕőďŕőńěň. Šăłĺň őąřăğőň, ěśńĺ charF = p, šő F ŕőńşůăěšś£ ĺğ Z/pZ ŕřĺ ŕőňőźĺ łőŋěůŋőčő ůĺśńă řăśÿĺřěŋĺľ, őŕĺśăŋŋżţ ć n^o 2.5.

Ğăďăůă3.17. Ďőłăęĺšě, ůšő ůĺśńő ¡ńěňěŋšőć ć łőŋěůŋőň ŕőńě ţăřăłšěřĺśšĺłĺ p

řăćŋő p^n ďń£ ŋěłőšőřőčő n ∈N.

2.6.2. Ŕřĺňěř: ŕőńě řăğńőęěŋĺ£ ňŋőčőůńěŋă. Ďń£ ń¿ąőčő ňŋőčőůńěŋă f(x) ∈ k[x]

śşźěśšćşěš řăśÿĺřěŋĺě, ć łőšőřőň f ŕőńŋőśšĳ¿ řăğńăčăěšś£ ŋă ńĺŋěľŋżě ňŋőęĺšěńĺ. Ůšőąż ŕőśšřőĺšĳ šăłőě ŕőńě, ŋăďő ŕřĺśőěďĺŋĺšĳ ł őśŋőćŋőňş ŕőń¿ łőřěŋĳ ŋěńĺŋěľŋőčő ŋěŕřĺćőďĺňőčő ďěńĺšěń£ f ňăłśĺňăńĳŋőľ śšěŕěŋĺ. Ć řăśÿĺřěŋŋőň šăłĺň őąřăğőň ŕőńě ¡šőš ďěńĺšěńĳ śšăŋěš ŕřĺćőďĺňżň, ĺ šěň śăňżň, łőńĺůěśšćő ŋěŕřĺćőďĺňżţ ďěńĺšěńěľ f ňăłśĺňăńĳŋőľ śšěŕěŋĺ şňěŋĳÿĺšś£ (ńĺąő şňěŋĳÿĺšś£ śăňă ¡šă ňăłśĺňăńĳŋă£ śšěŕěŋĳ). Ŕřőďőńęă£ ŕő ĺŋďşłűĺĺ (š. ě. ŕřĺśőěďĺŋ££ ł şęě ŕőśšřőěŋŋőňş řăśÿĺřěŋĺ¿ łőřěŋĳ ŋěŕřĺćőďĺňőčő ŋěńĺŋěľŋőčő ďěńĺšěń£ f şęě ŋăď ¡šĺň řăśÿĺřěŋĺěň), ňż ůěřěğ łőŋěůŋőě ůĺśńő ÿăčőć ďőąĳ-ěňś£ šőčő, ůšő ćśě ŋěŕřĺćőďĺňżě ďěńĺšěńĺ f śšăŋşš ńĺŋěľŋżňĺ.

Ŕőśňšřőěŋŋőě šăłĺň őąřăğőň řăśÿĺřěŋĺě ŋăğżćăěšś£ ŕőńěň řăğńőęěŋĺ£ ňŋőčőůńěŋă f. Śőčńăśŋő ğăď.3.16, ŕőńě řăğńőęěŋĺ£ ćłńăďżćăěšś£ ć ń¿ąőě ďřşčőě ŕőńě, ć łőšőřőň f ŕőńŋőśšĳ¿ řăğńăčăěšś£ ŋă ńĺŋěľŋżě ňŋőęĺšěńĺ. Ŕő¡šőňş ŕőńě řăğńőęěŋĺ£ ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ăćšőňőřťĺğňă, šőęďěśšćěŋŋőčő ŋă ĺśţőďŋőň ŕőńě k, ŋě ğăćĺśĺš őš ŕřőĺğćőńă ć śćő-ěň ŕőśšřőěŋĺĺ, ĺ ňőęěš ążšĳ őţăřăłšěřĺğőćăŋő^2 łăł ŋăĺňěŋĳÿěě ŕőńě, ć łőšőřőň f řăśŕăďăěšś£ ŋă ńĺŋěľŋżě ňŋőęĺšěńĺ.

Ğăďăůă3.18. (ŋěőą£ğ£šěńĳŋă£) Ŕşśšĳ K ⊃ k ěśšĳ ŕőńě řăğńőęěŋĺ£ ŋěŕřĺćőďĺ-

ňőčő ňŋőčőůńěŋă f ∈ k[x]. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ łăłőľ-šő ŋěŕřĺćőďĺňżľ ňŋőčőůńěŋ g ∈ k[x] ĺňěěš łőřěŋĳ ć K, šő őŋ ŕőńŋőśšĳ¿ řăğńăčăěšś£ ć K[x] ŋă ńĺŋěľŋżě ňŋőęĺšěńĺ.

Şšěÿěŋĺě: İšő ďőćőńĳŋő šřşďŋă£ ğăďăůă, ĺ ňż ćěřŋ-ěňś£ ł ŋěľ ć ŕőśńěďŋěľ ńěłűĺĺ.

x3. Řăğńőęěŋĺě ŋă ňŋőęĺšěńĺ ňŋőčőůńěŋőć ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ

3.1. Łőńĳűő Z[x] Őąřăšĺňżňĺ ¡ńěňěŋšăňĺ ć Z[x], łăł ĺ ć Z, £ćń£¿šś£ šőńĳłő 1 ĺ −1, šăł

ůšő łő¡ťťĺűĺěŋšż ňŋőčőůńěŋőć, łăł ŕřăćĺńő, ŋěőąřăšĺňż. Ĺğ-ğă ¡šőčő ňŋőčĺě ťăłšż ő ňŋőčőůńěŋăţ ŋăď ŕőńěň ŕěřěśšă¿š ćżŕőńŋ£šĳś£ ć Z[x].

Ğăďăůă3.19. Ďőłăęĺšě, ůšő ĺďěăń (x, 2), ŕőřőęď-ěŋŋżľ ć Z[x] ňŋőčőůńěŋőň x ĺ ŕő-

śšő£ŋŋżň ňŋőčőůńěŋőň 2, ŋě £ćń£ěšś£ čńăćŋżň.

3.2. Ńěňňă Čăşśśă. Śőďěřęăŋĺěň cont(f) ňŋőčőůńěŋă f ∈ Z[x] ŋăğżćăěšś£ ŊŐĎ ěčő łő¡ť-

ťĺűĺěŋšőć.

3.2.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. (Ńěňňă Čăşśśă) cont(fg) = cont(f) · cont(g).

2őŕ£šĳ šăłĺ, őďŋőğŋăůŋő ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ĺğőňőřťĺğňă

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ĺğ ťőřňşńż, ćżřăęă¿źěľ łő¡ťťĺűĺěŋšż fg ůěřěğ łő¡ťťĺűĺěŋšż f ĺ

g, śńěďşěš, ůšő ćś£łĺľ őąźĺľ ďěńĺšěńĳ łő¡ťťĺűĺěŋšőć f ĺ ćś£łĺľ őąźĺľ ďěńĺšěńĳ łő¡ťťĺűĺěŋšőć g őďŋőćřěňěŋŋő ćżŋőś£šś£ ĺğ łő¡ťťĺűĺěŋšőć fg. Ŕő¡šőňş cont(fg) ďěńĺšś£ ŋă cont(f) · cont(g). Śőłřăźă£ ŋă ¡šő ŕřőĺğćěďěŋĺě, ňż ąěğ şźěřąă ďń£ őąźŋőśšĺ ňőęěň ŕřěďŕőńăčăšĳ, ůšő cont(f) = 1 ĺ cont(g) = 1, ĺ ďőńęŋż ąşďěň ŕőłăğăšĳ, ůšő ć ¡šőň śńşůăě ĺ cont(fg) = 1.

Ŕşśšĳ ¡šő ŋě šăł ĺ cont(fg) = k ≠ 1, ĺ p | łăłőě-ńĺąő ŕřőśšőě ůĺśńő, ďěń£źěě k. Šőčďă p ďěńĺš ćśě łő¡ťťĺűĺěŋšż fg, ŋő ŋě ďěńĺš ţőš£ ąż őďĺŋ ĺğ łő¡ťťĺűĺěŋšőć f ĺ ţőš£ ąż őďĺŋ ĺğ łő¡ťťĺűĺěŋšőć g. Řăśśňőšřĺň čőňőňőřťĺğň řěďşłűĺĺ ŕő ňőďşń¿ p: π_p : Z−→ Z/pZ. Őŋ ĺŋďşűĺřşěš čőňőňőřťĺğň π_p : Z[x] −→ Z/pZ[x], śőőšćěšśšćş¿źĺţ łőńěű ňŋőčőůńěŋőć, ŕřĺćőď£źĺľ ćśě łő¡ťťĺűĺěŋšż ňŋőčőůńěŋă f(x)∈Z[x] ŕő ňőďşń¿ p:

π_p(a_0x^k + a_1x^{k−1} + · · · + a_{k−1}x + a_k) = [a_0]_p + [a_1]_px + · · · + [a_k]_px^k

(ŕřőćěřĳšě, ůšő ¡šő čőňőňőřťĺğň!). Ŋő Z/pZ[x], łăł ĺ ćś£łőě łőńĳűő ňŋőčőůńěŋőć ŋăď ŕőńěň, ŋě ĺňěěš ďěńĺšěńěľ ŋşń£, šőčďă łăł ŕřĺ ŋăÿĺţ ŕřěďŕőńőęěŋĺ£ţ π_p(f) ≠ 0, π_p(g) ≠ 0, ŋő π_p(f) · π_p(g) = π_p(fg) = 0.

İšő ŕřőšĺćőřěůĺě ŕőłăğżćăěš, ůšő cont(fg) = 1, ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ. 2 3.2.2. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ćś£łĺľ ňŋőčőůńěŋ f(x) ∈ Q[x] őďŋőğŋăůŋő ğăŕĺśżćăěšś£ ć ćĺďě f(x) = m n ~f (x), čďě ~f (x) ∈ Z[x] { ňŋőčőůńěŋ śőďěřęăŋĺ£ 1, ă m/n ∈ Q { ŋěśőłřăšĺňă£ ďřőąĳ ś ŕőńőęĺšěńĳŋżň ğŋăňěŋăšěńěň.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Śşźěśšćőćăŋĺě řăğńőęěŋĺ£ őůěćĺďŋő: ŋăďő ŕřĺćěśšĺ ćśě łő¡ťťĺűĺěŋšż

f ł őąźěňş ğŋăňěŋăšěń¿, ćżŋěśšĺ ěčő ğă śłőąłş, ğăšěň ćżŋěśšĺ ĺğ őśšăćÿěčőś£ űěńőůĺśńěŋŋőčő ňŋőčőůńěŋă ŊŐĎ ěčő łő¡ťťĺűĺěŋšőć ĺ śőłřăšĺšĳ ćőğŋĺłăÿş¿ ć łăůěśšćě ňŋőęĺšěń£ ŕěřěď śłőąłőľ ďřőąĳ.

Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă ěďĺŋśšćěŋŋőśšĺ ďőŕşśšĺň, ůšő f(x) = m n ~f(x) = r s ^f (x) { ďćă řăğńőęěŋĺ£ ś šřěąşěňżňĺ śćőľśšćăňĺ. Şňŋőęă£ ŋă ns ĺ ąěř£ śőďěřęăŋĺě őąěĺţ ůăśšěľ, ŕőńşůăěň řăćěŋśšćő ms = nr. Ŕőśłőńĳłş s ćğăĺňŋő ŕřőśš ś r, n ąşďěš ďěńĺšĳś£ ŋă s. Ăŋăńőčĺůŋő, r ďěńĺšś£ ŋă m. Ŕő¡šőňş n = s ĺ r = m. Ŋő šőčďă ĺ ~f =^^f . 2 3.2.3. Śńěďśšćĺě. Ěśńĺ ňŋőčőůńěŋ f(x) ∈ Z[x] řăśłńăďżćăěšś£ ć Q[x] ć ŕřőĺğćěďěŋĺě ďćşţ ňŋőčőůńěŋőć ś řăűĺőŋăńĳŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ, šő őŋ řăśłńăďżćăěšś£ ĺ ć Z[x] ć ŕřőĺğćěěďěŋĺě ňŋőčőůńěŋőć šěţ ęě śšěŕěŋěľ, ŋő şęě ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ. Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ ć Q[x] ĺňěěšś£ řăğńőęěŋĺě f(x) = g(x)h(x). Ć śőőšćěšśšćĺĺ ś

ŕřěďżďşźĺň ŕřěďńőęěŋĺěň, řăśŕĺÿěň f(x) = m ~f(x) , g(x) = p q ~g(x) , h(x) = r s ~h(x) , čďě cont( ~f ) = cont(~g) = cont(~h) = ŊŐĎ (p, q) = ŊŐĎ (p, q) = 1. Şňŋőęă£ őąě ůăśšĺ řăćěŋśšćă f(x) = g(x)h(x) ŋă qs ĺ ąěř£ śőďěřęăŋĺě, ňż ć śńěďśšćĺě ńěňňż Čăşśśă ŕőńşůĺň řăćěŋśšćő mqs = pr, ĺğ łőšőřőčő, łăł ĺ řăŋěě, ćżšěłăěš, ůšő p ďěńĺšś£ ŋă s, ă r ďěńĺšś£ ŋă q. Šăłĺň őąřăğőň řăćěŋśšćő f(x) = r q ~g(x) p s ~h(x) ďőśšăćń£ěš ĺśłőňőě řăğńőęěŋĺě f ć Z[x].

2_{Ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ĺğ ďőłăğăšěńĳśšćă ŕőńşůăěň}

3.2.4. Śńěďśšćĺě. Ěśńĺ f(x) ∈ Z[x], ă g(x) ∈ Z[x] { ňŋőčőůńěŋ śőďěřęăŋĺ£ 1, ďěń£źĺľ

f(x) ć Q[x], šő g(x) ďěńĺš f(x) ĺ ć Z[x].

3.2.5. Śńěďśšćĺě. Ňŋőęěśšćő ŋěŕřĺćőďĺňżţ ¡ńěňěŋšőć łőńĳűă Z[x] śőśšőĺš ĺğ ŕřőśšżţ űěńżţ łőŋśšăŋš ĺ ŋěŕřĺćőďĺňżţ ŋăď ŕőńěň Q űěńőůĺśńěŋŋżţ ňŋőčőůńěŋőć śőďěřęăŋĺ£ 1.

3.2.6. Śńěďśšćĺě. Ŋěŕřĺćőďĺňżě ¡ńěňěŋšż Z[x] ŕřőśšż.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŋăďő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ěśńĺ gh ďěńĺšś£ ŋă ŋěŕřĺćőďĺňżľ ňŋőčőůńěŋ f, šő

ńĺąő g ńĺąő h ďěńĺšś£ ŋă f.

Ěśńĺ f ≡ p = const | ŕřőśšőě ůĺśńő, šő ńĺąő cont(g), ńĺąő cont(h) ďěńĺšś£ ŋă p (š.ł. cont(g)cont(h) = cont(gh) ďěńĺšś£ ŋă p).

Ěśńĺ f ŋěŕřĺćőďĺň ŋăď Q ĺ cont(f) = 1, šő ńĺąő g, ńĺąő h ďěńĺšś£ ŋă f ć Q[x], ă ğŋăůĺš ĺ

ć Z[x] (ŕő ŕřěďżďşźěňş śńěďśšćĺ¿). 2 3.3. Řăğńőęěŋĺě ňŋőčőůńěŋőć ĺğ Z[x] ŋă ňŋőęĺšěńĺ ŋăď ŕőńěň Q. Ćśě řăűĺőŋăńĳŋżě

łőřŋĺ ňŋőčőůńěŋă ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ňőčşš ążšĳ ŋăľďěŋż ŕřĺ ŕőňőźĺ łőŋěůŋőčő ůĺśńă ŕřőą ąńăčőďăř£ śńěďş¿źěňş ťăłšş:

3.3.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ěśńĺ ŋěśőłřăšĺňă£ ďřőąĳ a = p/q ∈ Q £ćń£ěšś£ łőřŋěň ňŋőčőůńěŋă f(x) = a_0x^n + a_1x^{n−1} + · · · + a_{n−1}x + a_n ∈ Z[x], šő p ďěńĺš a_0, ă q ďěńĺš a_n. Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕőďśšăćń££ x = p/q ĺ ŕřĺćőď£ ł őąźěňş ğŋăňěŋăšěń¿, ŕőńşůăěň

a_0q^n + pq(· · ·) + a_np^n = 0.

Šăł łăł p ĺ q ćğăĺňŋő ŕřőśšż, šő p ďěńĺš a_0 , ă q ďěńĺš a_n, ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ ďőłăğăšĳ.

2_{Ğăďăůă3.20. Şąěďĺšěśĳ, ůšő x4 + 4 řăśłńăďżćăěšś£ ć} Z[x] ć ŕřőĺğćěďěŋĺěň ďćşţ

łćăďřăšŋżţ šř-ěţůńěŋőć.

İšă ğăďăůă ŕőłăğżćăěš, ůšő őšśşšśšćĺě řăűĺőŋăńĳŋżţ łőřŋěľ ćőćśě ŋě őğŋăůăěš ŋěŕřĺćőďĺňőśšĳ ňŋőčőůńěŋă ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ. Ćőőąźě ăŋăńĺğ ŋěŕřĺćőďĺňőśšĺ ŋăď ŕőńěň Q, ţőš£ ĺ £ćń£ěšś£ ćŕőńŋě ăńčőřĺšňĺğşěňőľ ğăďăůěľ, řěÿăěňőľ ğă łőŋěůŋőě ůĺśńő ÿăčőć^3, ůăśšő őłăğżćăěšś£ őůěŋĳ šőŋłĺň (ĺńĺ ćěśĳňă šřşďő-ěňłĺň) ćőŕřőśőň. Ňż őčřăŋĺůĺňś£ ğďěśĳ őŕĺśăŋĺěň ďćşţ ŕř-ěňőć, ůăśšő őłăğżćă¿źĺţś£ ŕőńěğŋżňĺ

3.3.2. Ŕřěďńőęěŋĺě. (Łřĺšěřĺľ İľğěŋÿšěľŋă) Ŕşśšĳ

f(x) = x^n + a_{n−1}x^{n−1} + · · · + a_1x + a_0 ∈Z[x]

ŕřĺćěď-ěŋŋżľ ňŋőčőůńěŋ ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ. Ěśńĺ ďń£ ŋěłőšőřőčő ŕřőśšőčő p ∈Zćśě łő¡ťťĺűĺěŋšż a_ν ďěń£šś£ ŋă p, ŋő śćőąőďŋżľ ůńěŋ a_0 ŋě ďěńĺšś£ ŕřĺ ¡šőň ŋă p^2, šő f(x) ŋěŕřĺćőďĺň ŋăď Q.

3śň. ŋăŕřĺňěř Ą. Ń. ćăŋ ďěř Ćăřďěŋ. Ăńčěąřă (M. \Ŋăşłă" (1976) čń. V x32 (ś. 122)).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Śőčńăśŋő ńěňňě Čăşśśă ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ, ůšő f(x) ŋě řăğńăčăěšś£ ć

Z[x] ć ŕřőĺğćěďěŋĺě ďćşţ ňŋőęĺšěńěľ ňěŋĳÿěľ śšěŕěŋĺ. Ďőŕşśšĺň, ůšő šăłőě řăğńőęěŋĺě

f(x) = g(x)h(x) śşźěśšćşěš. Łăł ĺ ć ďőłăğăšěńĳśšćě šěőřěňż Ŕř.3.2.1, ŕřĺňěŋĺň ł ¡šőňş řăćěŋśšćş čőňőňőřťĺğň π_p ŕřĺćěďěŋĺ£ ŕő ňőďşń¿ p. Ŕőńşůĺň řăćěŋśšćő

π_p(f) = π_p(g)π_p(h) ć Z/pZ[x].

Ŕő şśńőćĺ¿ π_p(f) = x^n, š.ě. śőśšőĺš ńĺÿĳ ĺğ śšăřÿěčő ůńěŋă. Ĺğ ¡šőčő śńěďşěš, ůšő śšăřÿĺě łő¡ťťĺűĺěŋšż ňŋőčőůńěŋőć g ĺ h őśšă¿šś£ ŋěŋşńěćżňĺ ŕřĺ řěďşłűĺĺ ŕő ňőďşń¿ p, ă őąă śćőąőďŋżţ ůńěŋă ğăŋşń£¿šś£ (ĺŋăůě ŕřőĺğćěďěŋĺě śćőąőďŋőčő ůńěŋă ŋă ňńăďÿĺľ ĺğ ŋěŋşńěćżţ ůńěŋőć ďřşčőčő ňŋőčőůńěŋă ďăńő ąż ŋěŋşńěćőľ ňńăďÿĺľ ůńěŋ ć π_p(f) śšěŕěŋĺ ňěŋĳÿěľ, ůěň n). Šăłĺň őąřăğőň, śćőąőďŋżě ůńěŋż ĺ ş h ĺ ş g ďěń£šś£ ŋă p. Ŋő šőčďă śćőąőďŋżľ ůńěŋ ş f ďěńĺšś£ ŋă p^2, ůšő ğăŕřěźăěšś£ şśńőćĺěň. 2 3.3.3. Ŕřĺňěř. Ŕşśšĳ p | ŕřőśšőě ůĺśńő. Ňŋőčőůńěŋ

f(x) = x^{p−1} + x^{p−2} + · · · + x + 1 = x^p − 1 x − 1 ŋăğżćăěšś£ ňŋőčőůńěŋőň ďěńěŋĺ£ łřşčă, ĺąő ěčő łőňŕńěłśŋżě łőřŋĺ | ¡šő ć šőůŋőśšĺ ćśě őšńĺůŋżě őš 1 łőřŋĺ şřăćŋěŋĺ£ ďěńěŋĺ£ ěďĺŋĺůŋőčő łřşčă ŋă p řăćŋżţ ůăśšěľ (śň. ńěłűĺ¿ 1). Ŕřĺ ŕőňőźĺ łřĺšěřĺ£ İľğěŋÿšěľŋă ďőłăęěň, ůšő f(x) ŋěŕřĺćőďĺň ć Q[x]. Ďń£ ¡šőčő ğăňěšĺň, ůšő ŋěŕřĺćőďĺňőśšĳ f(x) ć Q[x] řăćŋőśĺńĳŋă ŋěŕřĺćőďĺňőśšĺ ňŋőčőůńěŋă g(t) = f(t + 1) ć Q[t] (š.ł. ğăňěŋă x = t + 1 őąřăšĺňă: t = x − 1). Ŋő g(t) = (t + 1)^p − 1 t = t^{p−1} + ( p 1 ) t^{p−2} + ( p 2 ) t^{p−3} + · · · + ( p p − 2 ) t + ( p p − 1 )

şďőćńěšćőř£ěš łřĺšěřĺ¿ İľğěŋÿšěľŋă: ćśě ěčő łő¡ťťĺűĺěŋšż^{(p}_k^) ďěń£šś£ ŋă p, ă śćőąőďŋżľ ůńěŋ (řăćŋżľ p), ďěń£śĳ ŋă p, ŋě ďěńĺšś£ ŋă p^2. Śšăńő ążšĳ, g(t), ă ś ŋĺň ĺ f(x), ŋěŕřĺćőďĺňż.

3.3.4. Ŕřĺćěďěŋĺě ŕő ŕřőśšőňş ňőďşń¿, łőšőřżň ňż şęě ňŋőčő řăğ şśŕěÿŋő ŕőńĳğő-

ćăńĺśĳ ć ¡šőľ ńěłűĺĺ, ůăśšő őłăğżćăěšś£ ćěśĳňă ¡ťťěłšĺćŋżň śřěďśšćőň ŕřĺ ăŋăńĺğě řăğńőęĺňőśšĺ űěńőůĺśńěŋŋőčő ňŋőčőůńěŋă. Ďěńő ć šőň, ůšő ŋăď ŕőńěň Z/pZĺňěěšś£ ńĺÿĳ łőŋěůŋőě ůĺśńő ŋěŕřĺćőďĺňżţ ňŋőčőůńěŋőć ďăŋŋőľ śšěŕěŋĺ, ĺ ŕřĺ ŋěąőńĳÿőľ śšěŕěŋĺ ĺ ňăńżţ p őŋĺ ňőčşš ążšĳ ńěčłő ŕěřěůĺśńěŋż.

Ŋăŕřĺňěř, ůšőąż ćż£śŋĺšĳ, řăğńăčăěšś£ ńĺ f(t) = t^5 + t^2 + 1 ŋă ňŋőęĺšěńĺ ć Z[t], ďőśšăšőůŋő řăśśňőšřěšĳ ěčő ŋăď F_2 = Z/2Z. Ěśńĺ ąż f ążń ŕřĺćőďĺň ŋăď Z, šő ŋăď F_2 őŋ őą£ğăŋ ążń ąż ďěńĺšś£ ŋă ŋěŕřĺćőďĺňżľ ŕřĺćěď-ěŋŋżľ ňŋőčőůńěŋ śšěŕěŋĺ ≤ 2. Ŋő šăłőćżţ ć F_2 [t] ćśěčő šřĺ:

t , t + 1 , t^2 + t + 1 ,

ĺ ďěń£ śšőńąĺłőň (ŋăď F_2) ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő şąěęďăěňś£, ůšő f ĺňěěš őśšăšőł 1 őš ďěńěŋĺ£ ŋă łăęďżľ ĺğ ¡šĺţ šř-ěţ ňŋőčőůńěŋőć.

Ŕőňĺňő ĺŋťőřňăűĺĺ ŋěčăšĺćŋőčő ţăřăłšěřă, řěďşłűĺ£ ŕő ňőďşń¿ p ŕőğćőń£ěš ďěńăšĳ ĺ ŕőğĺšĺćŋżě ćżćőďż | ŋăŕřĺňěř, őŕřěďěńĺšĳ, łăłĺňĺ ňőčşš ążšĳ śšěŕěŋĺ ŋěŕřĺćőďĺňżţ ďěńĺšěńěľ, ĺ łăłőćż łńăśśż ćżůěšőć ĺţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć ŕő ňőďşń¿ p.

3.4. Řăğńőęěŋĺě ŋăď R ĺ C Ć ń¿ąőň łşřśě łőňŕńěłśŋőčő ăŋăńĺğă ďőłăğżćăěšś£.

3.4.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ćś£łĺľ ňŋőčőůńěŋ ĺğ C [x] ĺňěěš łőřěŋĳ ć C .

2_{Ŋěśňőšř£ ŋă šő, ůšő ¡šş šěőřěňş ůăśšő ŋăğżćă¿š őśŋőćŋőľ šěőřěňőľ ăńčěąřż, ŕřĺůĺŋă, ŕő}

łőšőřőľ őŋă śŕřăćěďńĺćă, łřőěšś£ ŋě ć ăńčěąřăĺůěśłĺţ śćőľśšćăţ ŕőń£ C , ă ć ěčő ăŋăńĺšĺůěśłĺţ śćőľśšćăţ^4. Ňż ŋě ąşďěň ğďěśĳ ďőłăğżćăšĳ ¡šş šěőřěňş, ŋő őšňěšĺň ě-ě ăńčěąřăĺůěśłĺě śńěďśšćĺ£.

3.4.2. Śńěďśšćĺě. Ŋěŕřĺćőďĺňżňĺ ć C [x] £ćń£¿šś£ šőńĳłő łőŋśšăŋšż ĺ ňŋőčőůńěŋż śšěŕěŋĺ 1.

3.4.3. Śńěďśšćĺě. Ŋěŕřĺćőďĺňżňĺ ć R[x] £ćń£¿šś£ łőŋśšăŋšż, ňŋőčőůńěŋż śšěŕěŋĺ 1 ĺ łćăďřăšĺůŋżě ňŋőčőůńěŋż ś őšřĺűăšěńĳŋżň ďĺśłřĺňĺŋăŋšőň.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ěśńĺ z = a + ib | łőňŕńěłśŋżľ łőřěŋĳ ňŋőčőůńěŋă f(x) = f0x^n + f1x^{n−1} +

· · · + f_{n−1}x + f_n ∈ R[x], šő ŕřĺňěŋ££ ł řăćěŋśšćş f(z) = 0 čőňőňőřťĺğň łőňŕńěłśŋőčő śőŕř£- ęěŋĺ£ (ŕřĺ łőšőřőň ćěźěśšćěŋŋżě ůĺśńă ŋěŕőďćĺęŋż), ŕőńşůĺň

0 = —0 = f(z) = f_0z^n + f_1z^{n−1} + · · · + f_{n−1}z + f_n = f_0 —z^n + f_1 —z^{n−1} + · · · + f_{n−1} —z + f_n = f(—z).

Ŕő¡šőňş —z = a − ib šăłęěě ąşďěš łőřŋěň ďń£ f. Ŋő šőčďă f ďěńĺšś£ ŋă

(x − z)(x − —z) = x^2 − (z + —z)x + z—z = x^2 − 2Re(z)x + |z|^2 = x^2 − 2ax + (a^2 + b^2).

Śńěďőćăšěńĳŋő, ń¿ąőľ ňŋőčőůńěŋ śšěŕěŋĺ ≥ 3 ŕřĺćőďĺň ć R[x] ĺ řăğńăčăěšś£ ć ŕřőĺğćěďěŋĺě ńĺŋěľŋżţ ĺ łćăďřăšĺůŋżţ. Łćăďřăšĺůŋżě ęě ňŋőčőůńěŋż ŕřĺćőďĺňż šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ş ŋĺţ ěśšĳ ćěźěśšćěŋŋżě łőřŋĺ.

3.4.4. Śńěďśšćĺě. Łőňŕńěłśŋżě ŋěćěźěśšćěŋŋżě łőřŋĺ ňŋőčőůńěŋőć ĺğ R[x] řăğąĺćă- ¿šś£ ŋă ŕăřż łőňŕńěłśŋő-śőŕř£ęěŋŋżţ.

x4. Ťăłšőřĺăńĳŋőśšĳ

4.1. Řăğńőęěŋĺě ŋă ŋěŕřĺćőďĺňżě ňŋőęĺšěńĺ ĺ ŋ-ěšěřőćőśšĳ. Ŕşśšĳ A | űěńőśšŋőě

łőńĳűő. C šőůłĺ ğřěŋĺ£ ďěńĺňőśšĺ ŋěŕřĺćőďĺňżě ¡ńěňěŋšż A £ćń£¿šś£ šěňĺ \ăšőňăňĺ", ĺğ łőšőřżţ śőśšăćń£¿šś£ ŕřĺ ŕőňőźĺ ŕěřěňŋőęěŋĺ£ ćśě ŕřőůĺě ¡ńěňěŋšż A. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ a ∈ A ŋě £ćń£ěšś£ ŋěŕřĺćőďĺňżň, šő a = b_1b_2. Ěśńĺ b_1 ĺ b_2 ŕřĺćőďĺňż, śłăęěň, b_1 = c_1c_2, b_2 = c_3c_4, šő a = c_1c_2c_3c_4 ĺ š.ď. Łăł ŕřăćĺńő, ¡šőš ŕřőűěśś ŋě ňőęěš ŕřőďőńęăšĳś£ ąěśłőŋěůŋő. Ŋăŕřĺňěř, ć łőńĳűě Z ś łăęďżň ÿăčőň śšřőčő şňěŋĳÿăěšś£ ňőďşńĳ śăňőčő ąőńĳÿőčő ŕő ňőďşń¿ ŕřĺćőďĺňőčő śőňŋőęĺšěń£, ć łőńĳűě k[x_1, . . . , x_n] | ěčő śšěŕěŋĳ, ă ć Z[x_1, . . . , x_n] | ĺ šő ĺ šő ŕăřăńńěńĳŋő. Ňż ŕőńşůăěň

4.1.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ć łőńĳűăţ Z, Z[x1, . . . , xn], k[x1, . . . , xn] (čďě k | ŕőńě) ń¿ąőľ ¡ńěňěŋš £ćń£ěšś£ ŕřőĺğćěďěŋĺěň łőŋěůŋőčő ůĺśńă ŋěŕřĺćőďĺňżţ.

2_{Ěśńĺ őŕĺśăŋŋżľ ćżÿě ŕřőűěśś řăğńőęěŋĺ£ ŋă ňŋőęĺšěńĺ ŋě ğăłăŋůĺćăěšś£ ğă łőŋěůŋőě}

ůĺśńő ÿăčőć, šő őŋ ŕőğćőń£ěš ŕőśšřőĺšĳ ąěśłőŋěůŋş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŕřĺćőďĺňżţ ¡ńěňěŋšőć c_ν , ć łőšőřőľ c_{ν+1} £ćń£ěšś£ śőąśšćěŋŋżň ďěńĺšěńěň c_ν ŕřĺ łăęďőň ν. Ŋă £ğżłě ĺďěăńőć, ¡šő őğŋăůăěš, ůšő čńăćŋżě ĺďěăńż I_ν = (c_ν ) őąřăğş¿š ąěśłőŋěůŋş¿ űěŕőůłş śšřőčő

4Ćĺďĺňő, śăňżľ ŕř£ňőľ śŕőśőą ŕőńşůĺšĳ őśŋőćŋş¿ šěőřěňş ăńčěąřż | ¡šő ŕřĺňěŋĺšĳ šěőřěňş Ńĺşćĺńń£ ł ăŋăńĺšĺůěśłőľ (š.ě. ŕřěďśšăćĺňőľ ć ćĺďě śşňňż ăąśőń¿šŋő śţőď£źěěčőś£ ř£ďă) ťşŋűĺĺ 1/f(x), čďě f 2C [z] | ňŋőčőůńěŋ, ŕřő łőšőřżľ ŕřěďŕőńăčăěšś£, ůšő ş ŋěčő ŋěš łőřŋěľ. Šěőřěňă Ńĺşćĺńń£ şšćěřęďăěš, ůšő őčřăŋĺůěŋŋă£ ăŋăńĺšĺůěśłă£ ťşŋłűĺ£, őŕřěďěńěŋŋă£ ŋă ćśěň C | łőŋśšăŋšă.

§4: Ťăłšőřĺăńĳŋőśšĳ 47

ćńőęěŋŋżţ ďřşč ć ďřşčă ĺďěăńőć:

I_1 ⊂ I_2 ⊂ I_3 ⊂ · · · .

4.2. Őŕřěďěńěŋĺě. Łőńĳűő A ŋăğżćăěšś£ ŋ-ěšěřőćżň, ěśńĺ ć ŋ-ěň ŋě śşźěśšćşěš ąěśłőŋěůŋżţ ćőğřăśšă¿źĺţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ śšřőčő ćńőęěŋŋżţ ĺďěăńőć.

Ąěğ şŕőšřěąńěŋĺ£ őšřĺűăŋĺľ ŋ-ěšěřőćőśšĳ ňőęŋő őţăřăłšěřĺğőćăšĳ šěň, ůšő ďń£ ń¿ąőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ĺďěăńőć I_ν , ć łőšőřőľ I_ν ⊂ I_{ν+1}, ňőęŋő şłăğăšĳ ŋőňěř N ∈ N, ŋăůĺŋă£ ś łőšőřőčő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ śšăąĺńĺğĺřşěšś£, š. ě. I_ν = Iν + 1 ∀ ν ≥ N.

Ŕř£ňő ĺğ őŕřěďěńěŋĺľ ŕőńşůăěň

4.2.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ć űěńőśšŋőň ŋ-ěšěřőćőň łőńĳűě ń¿ąőľ ¡ńěňěŋš £ćń£ěšś£ ŕřőĺğćěďěŋĺěň łőŋěůŋőčő ůĺśńă ŋěŕřĺćőďĺňżţ.

2_{Őďĺŋ łńăśś ŋ-ěšěřőćżţ łőńěű ŋăň ţőřőÿő ĺğćěśšěŋ.}

4.2.2. Ńěňňă. Łőńĳűő čńăćŋżţ ĺďěăńőć ŋ-ěšěřőćő.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Őąžěďĺŋěŋĺě I∞^{def}=^⋃_ν Iν ćśěţ ĺďěăńőć ń¿ąőľ űěŕőůłĺ ćńőęěŋŋżţ ĺďěăńőć

£ćń£ěšś£, őůěćĺďŋő, ĺďěăńőň (ŕřőćěřĳšě!). Őąőğŋăůĺň ůěřěğ d őąřăğş¿źş¿ ¡šőčő ĺďěăńă. İšă őąřăğş¿źă£ ńěęĺš ć őďŋőň ĺğ ĺďěăńőć Iν, śłăęěň, ŕşśšĳ d ∈ I_N . Šőčďă I_∞ = I_N , ůšő ĺ őğŋăůăěš ŋ-ěšěřőćőśšĳ. 2 4.3. Őďŋőğŋăůŋőśšĳ řăğńőęěŋĺ£. Łőńĳűő A ŋăğżćăěšś£ ťăłšőřĺăńĳŋżň, ěśńĺ őŋő űě-

ńőśšŋőě ĺ łăęďżľ ¡ńěňěŋš a ∈ A řăğńăčăěšś£ ć ŕřőĺğćěďěŋĺě łőŋěůŋőčő ůĺśńă ŋěŕřĺćőďĺňżţ

a = p_1p_2p_3 . . . p_m ,

ŕřĺůěň ¡šő řăğńőęěŋĺě ěďĺŋśšćěŋŋő ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ŕěřěśšăŋőćłĺ śőňŋőęĺšěńěľ ĺ şňŋőęěŋĺ£ ĺţ ŋă őąřăšĺňżě ¡ńěňěŋšż łőńĳűă. Ĺŋăůě čőćőř£, ěśńĺ a = q_1q_2 . . . q_k | ďřşčőě řăğńőęěŋĺě, šő m = k ĺ, ćőğňőęŋő, ŕőśńě ŕőďţőď£źěľ ŕěřěŋşňěřăűĺĺ q_ν ąşďěš ăśśőűĺĺřőćăŋ p_ν ŕřĺ ćśěţ ν.

Ć őšńĺůĺě őš śşźěśšćőćăŋĺ£ řăğńőęěŋĺ£, ěďĺŋśšćěŋŋőśšĳ řăğńőęěŋĺ£ £ćń£ěšś£ ćěśĳňă šőŋłĺň ťăłšőň. Ĺňěŋŋő ŕő¡šőňş őśŋőćŋş¿ šěőřěňş ăřĺťňěšĺłĺ ĺŋőčďă ŋăğżćă¿š šěőřěňőľ őą őďŋőğŋăůŋőśšĺ řăğńőęěŋĺ£ ŋă ŕřőśšżě ňŋőęĺšěńĺ, ŕőďůěřłĺćă£ ĺňěŋŋő őďŋőğŋăůŋőśšĳ.

4.3.1. Ńěňňă. Ěśńĺ ć űěńőśšŋőň łőńĳűě A łăęďżľ ¡ńěňěŋš £ćń£ěšś£ ŕřőĺğćěďěŋĺěň łőŋěůŋőčő ůĺśńă ŋěŕřĺćőďĺňżţ, šő A ťăłšőřĺăńĳŋő šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă łăęďżľ ŋěŕřĺćőďĺňżľ ¡ńěňěŋš ć A ŕřőśš.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ A ťăłšőřĺăńĳŋő, q | ŋěŕřĺćőďĺň. Ŋăďő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ěśńĺ ab

ďěńĺšś£ ŋă q, šő ĺńĺ a, ĺńĺ b ďěńĺšś£ ŋă q.

Ŕşśšĳ ab = qr. Řăğńőęĺň ć ¡šőň řăćěŋśšćě a, b ĺ r ŋă ŋěŕřĺćőďĺňżě:

(p_1 · · · p_m) a · (p_{m+1} · · · p_n) b = q · (q_1 · · · q_k) r . Ĺğ ěďĺŋśšćěŋŋőśšĺ őďĺŋ ĺğ ňŋőęĺšěńěľ ć ńěćőľ ůăśšĺ ăśśőűĺĺřőćăŋ ś q. Ŕşśšĳ p_1 = sq. Šőčďă a = q(sp_1 · · · p_m) ďěńĺšś£ ŋă q. Šěň śăňżň ć ťăłšőřĺăńĳŋőň łőńĳűě ŋěŕřĺćőďĺňżě ¡ńěňěŋšż ŕřőśšż.

Ŕşśšĳ šěŕěřĳ ďăŋő, ůšő ć A ćśě ŋěŕřĺćőďĺňżě ¡ńěňěŋšż ŕřőśšż ĺ ĺňěěšś£ ďćă řăğńőęěŋĺ£ ŋă ŋěŕřĺćőďĺňżě ňŋőęĺšěńĺ p_1p_2 · · · p_k = q_1q_2 · · · q_m.

Šăł łăł p_1 ŕřőśš, šő ŕřőĺğćěďěŋĺě ć ŕřăćőľ ůăśšĺ ďőńęŋő śőďěřęăšĳ ňŋőęĺšěńĳ, ďěń£źĺľś£ ŋă p. Ŕşśšĳ ¡šő q_1, š.ě. q_1 = sp_1.

Ğăďăůă3.21. Şąěďĺšěśĳ, ůšő s | őąřăšĺň.

Ŕěřěŋőś£ ŕřăćş¿ ůăśšĳ ćńěćő ĺ ćżŋőś£ őąźĺľ ňŋőęĺšěńĳ, ŕőńşůĺň, ůšő

p_1(p_2 · · · p_k − sq_2 · · · q_m) = 0.

Šăł łăł A | űěńőśšŋőě łőńĳűő, ŕőńşůăěň řăćěŋśšćő ďćşţ řăğńőęěŋĺľ ŋă ŋěŕřĺćőďĺňżě ňŋőęĺšěńĺ p_2p_3 · · · p_k = (sq_2)q_3 · · · q_m,

śőśšő£źĺţ ĺğ śšřőčő ňěŋĳÿěčő, ůěň řăŋěě łőńĺůěśšćă ňŋőęĺšěńěľ. Ŕřőďőńęă£ šăł ďăńĳÿě, ŕőńşůĺň, ůšő m = n, ă śőőšćěšśšćěŋŋżě śőňŋőęěšěńĺ | ăśśőűĺřőćăŋŋż. Ńěňňă ďőłăğăŋă. 2 4.3.2. Śńěďśšćĺě. Łőńĳűă Z, k[x] ĺ Z[x] ťăłšőřĺăńĳŋż. 4.3.3. Śńěďśšćĺě. Ń¿ąă£ őąńăśšĳ čńăćŋżţ ĺďěăńőć ťăłšőřĺăńĳŋă. 4.3.4. Ťăłšőřĺăńĳŋőśšĳ łőńĳűă ňŋőčőůńěŋőć. Ŕřĺ ŕőňőźĺ ńěňňż Čăşśśă ĺ řăśśş-

ęďěŋĺľ, ăŋăńőčĺůŋżţ ŕřőďěńăŋŋżň ć §3, ŋő ś ĺśŕőńĳğőćăŋĺěň ąőńěě őąźĺţ ŕőŋ£šĺľ, ŋěšřşďŋő ďőłăğăšĳ, ůšő łőńĳűő ňŋőčőůńěŋőć A[x] ŋăď ń¿ążň ťăłšőřĺăńĳŋżň łőńĳűőň A ťăłšőřĺăńĳŋő. Ć ůăśšŋőśšĺ, ťăłšőřĺăńĳŋż łőńĳűă Z[x_1, . . . , x_n] ĺ k[x_1, . . . , x_n]. Ňż ćěřŋ-ěňś£ ł ¡šőňş ć ńěłűĺĺ 8, ŋő şęě śěľůăś ćż ňőęěšě ĺśŕőńĳğőćăšĳ ¡šĺ ťăłšż ŕřĺ řěÿěŋĺĺ ğăďăů ŋă şŕřăęŋěŋĺ£ţ. Ŕőďřőąŋěě ő ťăłšőřĺăńĳŋżţ łőńĳűăţ śň. ć łŋĺčě: Ńěŋč C. Ăńčěąřă (śšř.148-151 ŕő ĺğďăŋĺ¿ Ň."Ňĺř".1968).