Ńěłűĺ£ 7 Śšřőěŋĺě ŋěłőšőřżţ ňőďşńěľ

.Ŕř£ňżě śşňňż .Ťăłšőř-ňőďşńĺ .Řăğńőęěŋĺě čőňőňőřťĺğňă .Ő śĺğĺčĺ£ţ .Ćğăĺňŋżě ąăğĺśż .Ĺŋćăřĺăŋšŋżě ňŋőęĺšěńĺ .İńěňěŋšăřŋżě ďěńĺšěńĺ .Śšřőěŋĺě łőŋěůŋő ŕőřőęď-ěŋ-ŋżţ ňőďşńěľ ŋăď łőńĳűőň čńăćŋżţ ĺďěăńőć .Śšřőěŋĺě łőŋěůŋő-ŕőřőęď-ěŋŋżţ ăąěńěćżţ čřşŕŕ .Űěńőğŋăůŋżě ňŋőčőůńěŋż

x1. Ŋěłőšőřżě łőŋśšřşłűĺĺ ś ňőďşń£ňĺ

1.1. Ŕř£ňżě śşňňż ňőďşńěľ. Ŕř£ňă£ śşňňă ňőďşńěľ őŕřěďěń£ěšś£ ăŋăńőčĺůŋő ŕř£ňőľ śşňňě łőńěű. Ěśńĺ V_1, V_2, . . . , V_m | ŋěłőšőřżľ ŋăąőř K-ňőďşńěľ, šő ĺţ ŕř£ňőľ śşňňőľ ŋăğżćăěšś£ ňőďşńĳ, őąőğŋăůăěňżľ m⨁ i=1 V_i = V_1 ⊕ V_2 ⊕ · · · ⊕ V_m

ĺ śőśšő£źĺľ ĺğ ćśěćőğňőęŋżţ ŋăąőřőć (v_1, v_2, . . . , v_m), čďě v_i ∈ V_i, c ŕőłőňŕőŋěŋšŋżň śńőęěŋĺěň ĺ şňŋőęěŋĺěň ŋă ůĺśńă:

(u_1, u_2, . . . , u_m) + (v_1, v_2, . . . , v_m)^{def}= (u_1 + v_1 , u_2 + v_2 , . . . , u_m + v_m )

λ · (v_1, v_2, . . . , v_m)^{def}= (λv_1, λv_2, . . . , λv_m)

Ğăďăůă7.1. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ŕř£ňă£ śşňňă K-ňőďşńěľ £ćń£ěšś£ K-ňőďşńěň. Čőćőř£š, ůšő ňőďşńĳ V £ćń£ěšś£ ŕř£ňőľ śşňňőľ śćőĺţ ŕőďňőďşńěľ, U_1, U_2, . . . , U_m ⊂ U, ěśńĺ čőňőňőřťĺğň śńőęěŋĺ£ α : U_1 ⊕ U_2 ⊕ · · · ⊕ U_m −→ V : (u_1, u_2, . . . , u_m) −→ ∑ u_i £ćń£ěšś£ ĺğőňőřťĺğňőň. İšő řăćŋőśĺńĳŋő šőňş, ůšő łăęďżľ ćěłšőř v ∈ V ďőŕşśłăěš ěďĺŋśšćěŋŋőě řăğńőęěŋĺě ćĺďă v =^∑ u_i ś u_i ∈ U_i. Ňőďşńĳ, ŋě ŕřěďśšăćĺňżľ ć ćĺďě ŕř£ňőľ śşňňż śćőĺţ śőąśšćěŋŋżţ^1 ŕőďňőďşńěľ ŋăğżćăěšś£ ŋěřăğńőęĺňżň.

1.1.1. Ńěňňă. Ďń£ šőčő ůšőąż ňőďşńĳ V řăśŕăďăńś£ ć ŕř£ňş¿ śşňňş ďćşţ śćőĺţ ŕőďňőďşńěľ U ĺ W ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż ŕőďňőďşńĺ U, W ŕőřęďăńĺ V ĺ ŕěřěśěłăńĺśĳ šőńĳłő ŕő ŋşńěćőňş ćěłšőřş.

1š. ě. ŋěŋşńěćżţ ĺ őšńĺůŋżţ őš śăňőčő ňőďşń£ 100

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŋěőąţőďĺňőśšĳ őůěćĺďŋă. Ďőśšăšőůŋőśšĳ: šő ůšő U ĺ W ŕőřőęďă¿š V őğŋăůăěš, ůšő ćś£łĺľ v ∈ V ŕřěďśšăćĺň ć ćĺďě v = u + w, ă ěďĺŋśšćěŋŋőśšĳ šăłőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ćżšěłăěš ĺğ şśńőćĺ£ U ∩W = 0, ĺąő v = u+w = u^′+w^′ őğŋăůăěš, ůšő u−u^′ = w−w^′ ∈ U ∩W .

2_{1.1.2. Ŕřĺňěř: śćőąőďŋżľ ňőďşńĳ Kn ěśšĳ ŕř£ňă£ śşňňă śćőąőďŋżţ ňőďşńěľ ěďĺ-}

ŋĺůŋőčő řăŋčă: K^n = K ⊕ K ⊕ · · · ⊕ K n . Ć ůăśšŋőśšĺ, šěőřěňă ő śşźěśšćőćăŋĺĺ ąăğĺśă ć ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě őğŋăůăěš, ůšő ŋěřăğńőęĺňżě ňőďşńĺ ŋăď ŕőńěň | ¡šő őďŋőňěřŋżě ćěłšőřŋżě ŕřőśšřăŋśšćă ĺ šőńĳłő őŋĺ.

1.1.3. Ŕřĺňěř. Ěśńĺ ůĺśńő m ∈ Zřăğńőęěŋő ć ŕřőĺğćěďěŋĺě ŕőŕăřŋő ćğăĺňŋő ŕřőśšżţ ňŋőęĺšěńěľ m = q_1q_2 · · · q_s, šő ŕőśšřőěŋŋżľ ć ńěłűĺĺ 2 ĺğőňőřťĺğň łőńěű Z/mZ^∼−−→^⨁_i (Z/qiZ) ğăďă-ěš ğăőďŋő řăğńőęěŋĺě Z-ňőďşń£ Z/mZć ŕř£ňş¿ śşňňş Z-ňőďşńěľ Z/q_iZ.

Ğăďăůă7.2. Ćńőęĺšě Z/q_iZć Z/mZć łăůěśšćě ŕőďňőďşńěľ šăł, ůšőąż ŕřěďżďşźěě řăğńőęěŋĺě ŕřěćřăšĺńőśĳ ć řăğńőęěŋĺě ć ŕř£ňş¿ śşňňş ŕőďňőďşńěľ.

1.1.4. Ŕřĺňěř: ďőŕőńŋĺšěńĳŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő. Ěśńĺ V | (łőŋěůŋőňěřŋőě) ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ŋăď ŕőńěň k, ĺ W ⊂ V | ŋěłőšőřőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, šő ćśěčďă ňőęŋő (ňŋőčĺňĺ řăğŋżňĺ śŕőśőąăňĺ) ŕőďőąřăšĳ ŕőďŕřőśšřăŋśšćő W^′ ⊂ V , šăł ůšőąż V = W ⊕ W^′. Ŋăŕřĺňěř, ňőęŋő ťĺłśĺřőćăšĳ łăłőľ-ńĺąő ąăğĺś (w_1, w_2, . . . , w_m) ć W ĺ łăł-šő ďőŕőńŋĺšĳ ěčő (ŕő Śń.3.7.6 ĺğ ńěł. 5) ďő ąăğĺśă (w_1, w_2, . . . , w_n) ć V . Ŕőśńě ¡šőčő ć łăůěśšćě W^′ ňőęŋő ćğ£šĳ ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, ŕőřőęď-ěŋŋőě ŕőśńěďŋĺňĺ (n − m) ąăğĺśŋżňĺ ćěłšőřăňĺ (w_{m+1}, . . . , w_n). Ğăďăůă7.3. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ćś£łĺľ ćěłšőř v ∈ V ďěľśšćĺšěńĳŋő ďőŕşśłăěš ěďĺŋśšćěŋŋőě řăğńőęěŋĺě v = w + w^′ ś w ∈ W , w^′ ∈ W^′.

Ğăďăůă7.4. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ć łăůěśšćě W^′ ňőęŋő ćğ£šĳ ń¿ąőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć

V , şďőćńěšćőř£¿źěě şśńőćĺ£ň W^′ ∩ W = 0 ĺ dim W^′ + dim W = dim V . Ŕőďŕřőśšřăŋśšćő W^′ ⊂ V , šăłőě ůšő V = W ⊕ W^′, ŋăğżćăěšś£ ďőŕőńŋĺšěńĳŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň ł W ć V .

1.1.5. Ŕřĺňěř-ŕřěďşŕřěęďěŋĺě. Ěśńĺ łőńĳűő K ŋě £ćń£ěšś£ ŕőńěň, šő ŋěćěřŋő ůšő ćś£łĺľ ŕőďňőďşńĳ W ć K-ňőďşńě V ĺňěěš ďőŕőńŋĺšěńĳŋżľ ŕőďňőďşńĳ, ďăęě ć śńşůăě, łőčďă V = K^n { śćőąőďěŋ. Ŋăŕřĺňěř, ŕőďňőďşńĳ W = 2Z ⊂ Z ů-ěšŋżţ ůĺśěń ŋě ĺňěěš ŋĺłăłőčő ďőŕőńŋĺšěńĳŋőčő ŕőďňőďşń£ W^′ ⊂ Z. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, łăł ĺ ćś£łĺľ ŕőďňőďşńĳ ć Z, W^′ ążń ąż šőčďă čńăćŋżň ĺďěăńőň: W^′ = dZ, ĺ ĺğőňőřťĺğň Z= W ⊕ W^′ őğŋăůăń ąż, ůšő ćś£łőě űěńőě ůĺśńő m ěďĺŋśšćěŋŋżň śŕőśőąőň řăğńőęĺňő ć śşňňş m = 2x + dy, ůšő ŋěćőğňőęŋő.

Ğăďăůă7.5. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ŕřěďśšăćńěŋĺľ ůĺśńă m ć ćĺďě m = 2x + dy ńĺąő ŋěš ćőőąźě, ńĺąő ąěśłőŋěůŋő ňŋőčő.

Šěň ŋě ňěŋěě, ś ŕăřőľ W ⊂ V ćśěčďă ňőęŋő ść£ğăšĳ ŋőćżľ ňőďşńĳ, V/W ŋăğżćăěňżľ ťăłšőř-ňőďşńěň V ŕő ŕőďňőďşń¿ W . İšőš ňőďşńĳ őąńăďăěš ňŋőčĺňĺ ĺŋšşĺšĺćŋżňĺ śćőľśšćăňĺ \ďőŕőńŋěŋĺ£" ł W ć ć V , ś šőľ šőńĳłő řăğŋĺűěľ, ůšő őŋ ŋě ąşďěš ŕőďňőďşńěň ć V , ă ąşďěš \őšďěńĳŋő śšő£źĺň".

1.2. Ťăłšőřĺğăűĺ£ K-ňőďşń£ V ŕő ŕőďňőďşń¿ W ⊂ V , őŕ£šĳ-šăłĺ, ăŋăńőčĺůŋă ťăłšőřĺğăűĺĺ łőńĳűă ŕő ĺďěăńş. Ă ĺňěŋŋő, řăśśňőšřĺň řăğąĺěŋĺě V ŋă łńăśśż ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ, őšŋőś£ ďćă ¡ńěňěŋšă v_1, v_2 ∈ V ć őďĺŋ łńăśś [v_1] = [v_2], ěśńĺ ĺ šőńĳłő ěśńĺ ĺţ řăğŋőśšĳ (v_1 − v_2) ńěęĺš ć W . İšő ďěľśšćĺšěńĳŋő řăğąĺěŋĺě, ĺąő ěśńĺ łńăśśż [v_1] ĺ [v_2] ŕěřěśěłă¿šś£ ŕő ŋěłőšőřőňş u, šő v_1 − u = w_1 ĺ v_2 − u = w_2 ďń£ łăłĺţ-šő w_1, w_2 ∈ W , ĺ ğŋăůĺš, v_1 − v_2 = w_1 − w_2 ∈ W , š. ě. [v_1] = [v_2]. Łńăśś [v] ŋăğżćăěšś£ śňěęŋżň łńăśśőň ¡ńěňěŋšă v ∈ V ŕő ŕőďňőďşń¿ W . Ďćă ¡ńěňěŋšă v_1, v_2, ńěęăźĺě ć őďŋőň łďăśśě, ŋăğżćă¿šś£ śřăćŋĺňżňĺ ŕő ŕőďňőďşń¿ W . Ňŋőęěśšćő śňěęŋżţ łńăśśőż őąőğŋăůăěšś£ V/W ĺ ŋăďěń£ěšś£ śšřşłšşřőľ K-ňőďşń£, ĺŋşűĺřőćăŋŋőľ ś V : [v_1] + [v_2]^{def}= [v_1 + v_2] ∀ v_1, v_2 ∈ V λ[v]^{def}= [λv] ∀ λ ∈ K , ∀ v ∈ V İšĺ ŕřăćĺńă łőřřěłšŋż, ŕőśłőńĳłş ĺğ řăćěŋśšć [u_1] = [v_1], [u_2] = [v_2] ĺ [u] = [v], őğŋăůă¿źĺţ ůšő u_1 = v_1 + w_1, u_2 = v_2 + w_2 ĺ u = v + w, čďě w_1, w_2, w ∈ V , śńěďşěš, ůšő

u_1 + u_2 = v_1 + v_2 + (w_1 + w_2) ≡ v_1 + v_2 mod (W ) λu = λv + λw ≡ λv mod (W ) Ňőďşńĳ V/W ŋăğżćăěšś£ ťăłšőř-ňőďşńěň V ŕő W .

Ğăďăůă7.6. Ŕřőćěřĳšě ćżŕőńŋěŋĺě ăłśĺőň ňőďşń£ ďń£ V/W . Ğăďăůă7.7. Ŕřőćěřĳšě, ůšő łăŋőŋĺůěśłőě őšőąřăęěŋĺě π : V −→ V/W , v −→ [v] £ćń£ěšś£ čőňőňőřťĺğňőň ňőďşńěľ (őŋ ŋăğżćăěšś£ ¡ŕĺňőřťĺğňőň řěďşłűĺĺ ŕő ňőďşń¿ W ).

Ğăďăůă7.8. Ďőłăęĺšě, ůšő ťăłšőř-ňŋőęěśšćő ňőďşń£ V ŕő łăłőňş-ńĺąő řăğąĺěŋĺ¿ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă łőřřěłšŋő ŋăśńěďşěš ňőďşńĳŋş¿ śšřşłšşřş ś V , łőčďă ¡šő řăğąĺěŋĺě £ćń£ěšś£ řăğąĺěŋĺěň ŋă śňěęŋżě łńăśśż ŕő ŋěłőšőřőňş ŕőďňőďşń¿. Ŕőďśłăğłă: śńěďşľšě řăśśşęďěŋĺ¿ ĺğ ńěłűĺĺ 2 (š. ě. şąěďĺšěśĳ, ůšő łń£śś [0] | ¡šő ŕőďňőďşńĳ ĺ š. ď.).

1.3. Śšřőěŋĺě čőňőňőřťĺğňőć. Ŕşśšĳ V^φ−→ W | čőňőňőřťĺğň ňőďşńěľ. Šőčďă ĺňěěšś£ łăŋőŋĺůěśłĺľ ĺğőňőřťĺğň V/ ker(φ)^{φ̃}−→ im (φ), ĺŋďşűĺřőćăŋŋżľ čőňőňőřťĺğňőň φ, š. ě. ğăďăŋŋżľ ŕřăćĺńőň v mod (ker φ)^{φ̃}−→ f(v) ∈ W . İšő ŕřăćĺńő łőřřěłšŋő, ŕőśłőńĳłş ćżąĺřă£ ďřşčőľ u = v + w (čďě φ(w) = 0), ňż ŕőńşůĺň f(u) = f(v) + f(w) = f(v). Ąĺěłšĺćŋőśšĳ ~φ ćżšěłăěš ĺğ řăćŋőśĺńĳŋőśšĺ şśńőćĺľ f(v_1) = f(v_2) ĺ f(v_1 − v_2) = 0 (ŕőśńěďŋěě, őğŋăůăěš, ůšő v_1 ≡ v_2 mod (ker φ)). Ňż ďőłăğăńĺ

1.3.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. (Šěőřěňă ő śšřőěŋĺĺ čőňőňőřťĺğňă ňőďşńěľ.) Ćś£łĺľ čőňőňőřťĺğň φ : V −→ W ňőęěš ążšĳ řăğńőęěŋ ć łőňŕőğĺűĺ¿ V W

V/ker(φ) im (φ)

     -^φ

?^π -_{φ̃}

       6_{ι ,}

čďě V^π−→ V/ker(f) { łăŋőŋĺůěśłĺľ ¡ŕĺňőřťĺğň řěďşłűĺĺ ŕő ňőďşń¿ ker(f), ~φ { ĺğőňőřťĺğň, ă ι { ćńőęěŋĺě.

2 1.3.2. Ŕřĺňěř: ńĺŋěľŋżě şřăćŋěŋĺ£. Ŕşśšĳ Ax = b | śĺśšěňă ĺğ m ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ őš n ŋěĺğćěśšŋżţ ŋăď łőńĳűőň K. Řăśśňőšřĺň čőňőňőřťĺğň K^{n μA}−−→ K^m, ŕěřěćőď£źĺľ ćěłšőř-śšőńąěű v ∈ K^n ć ćěłšőř-śšőńąěű Av ∈ K^m. Śĺśšěňă Ax = b řăğřěÿĺňă šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă b ∈ im μ_A, ůšő řăćŋőśĺńĳŋő šőňş, ůšő śšőńąěű b ńěęĺš ć ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłě śšőńąűőć ňăšřĺűż A (ěśńĺ K = k { ŕőńě, šő ŕőśńěďŋěě őğŋăůăěš, ůšő řăŋč řăśÿĺřěŋŋőľ ňăšřĺűż śĺśšěňż řăćěŋ řăŋčş ňăšřĺűż A).

Ěśńĺ b ∈ im μ_A, šő ňŋőęěśšćő řěÿěŋĺľ ěśšĳ ŕőńŋżľ ŕřőőąřăğ ćěłšőřă b őšŋőśĺšěńĳŋő μ_A, ĺ śšăńő ążšĳ, ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ śňěęŋżľ łńăśś ŕő ŕőďňőďşń¿ ker μ_A, š. ě. ĺňěěš ćĺď { x = c + w } , čďě c { ŕřőĺğćőńĳŋőě ťĺłśĺřőćăŋŋőě řěÿěŋĺě śĺśšěňż Ax = b, ă w ŕřőąěčăěš ňŋőęěśšćő řěÿěŋĺľ őďŋőřőďŋőľ śĺśšěňż Ax = 0. Ěśńĺ ňőďşńĳ ker μ_A śćőąőďěŋ (ŋăŕřĺňěř, ěśńĺ K = k { ŕőńě), šő ćżąĺřă£ ć ŋ-ěň ąăğĺś (e_1, e_2, . . . , e_d), ňż ŕőńşůăěň ďń£ łăęďőčő řěÿěŋĺ£ ěďĺŋśšćěŋŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě ć ćĺďě x = c + λ_1e_1 + λ_2e_2 + · · · + λ_de_d, čďě c { łăłőě-ńĺąő őďŋő ťĺłśĺřőćăŋŋőě řěÿěŋĺě śĺśšěňż Ax = b, ă λ_i { ŕřőĺğćőńĳŋżě ŕőśšő£ŋŋżě.

1.3.3. Ŕřĺňěř: śĺğĺčĺĺ. Ćś£łĺľ łőŋěůŋő ŕőřőęď-ěŋŋżľ K-ňőďşńĳ V £ćń£ěšś£ ťăłšőřőň śćőąőďŋőčő ňőďşń£. Ć śăňőň ďěńě, ŕşśšĳ V ŕőřőęďăěšś£ ŋăąőřőň ćěłšőřőć (v_1, v_2, . . . , v_{n0} ). Šőčďă őšőąřăęěŋĺě, ŕěřěćőď£źěě śšăŋďăřšŋżľ ąăğĺśŋżľ ćěłšőř e_i ∈ K^{n0} ć ćěłšőř v_i ňőęŋő ŕřőďőńęĺšĳ ŕő ńĺŋěľŋőśšĺ ďő čőňőňőřťĺğňă ňőďşńěľ K^{n0 φ0}−−→ V . Ŕőśłőńĳłş v_i ŕőřőęďă¿š V , ŕőńşůăěň, ůšő V = K^{n0} / ker(φ_0). Ŕőďňőďşńĳ ker φ_o ⊂ K^{n0} ŋăğżćăěšś£ ňőďşńěň śőőšŋőÿěŋĺľ ĺńĺ 0-śĺğĺčĺľ ňěęďş őąřăğş¿źĺňĺ v_i. Ŋăğćăŋĺě ść£ğăŋő ś šěň, ůšő ćś£łĺľ ¡ńěňěŋš ∑ x_ie_i ∈ ker φ_0 śőőšćěšśšćşěš ńĺŋěľŋőľ ğăćĺśĺňőśšĺ ∑ x_iv_i = 0 ć ňőďşńě V , ĺ ¡šő śőőšćěšśšćĺě, őůěćĺďŋő, ąĺěłšĺćŋő.

Ěśńĺ ňőďşńĳ śőőšŋőÿěŋĺľ ker φ_0 šăłęě łőŋěůŋő ŕőřőęď-ěŋ, šő ěčő šőęě ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ łăł őąřăğ ś¿řĳěłšĺćŋőčő čőňőňőřťĺğňă K^{n1 φ1}−−→ ker φ_0 ĺğ śćőąőďŋőčő ňőďşń£, ąăğĺśŋżě ćěłšőřż łőšőřőčő śőőšćěšśšćş¿š őąřăğş¿źĺň śőőšŋőÿěŋĺ£ň ňěęďş v_i ∈ V (š. ě. śőőšŋőÿěŋĺ£ň, ĺğ łőšőřżţ ćżšěłă¿š ćśě őśšăńĳŋżě śőőšŋőÿěŋĺ£). §ďřő ker φ_1 ŋăğżćăěšś£ ňőďşńěň 1-śĺğĺčĺľ ňěęďş őąřăğş¿źĺňĺ v_i. Ĺŋšşĺšĺćŋő, 1-śĺğĺčĺĺ ¡šő \śőőšŋőÿěŋĺ£ ňěęďş śőőšŋőÿěŋĺ£ňĺ".

Ŕřőűěďşřş ňőęŋő ĺšěřĺřőćăšĳ ĺ ďăńěě, ŕőśšřőĺć ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ čőňőňőřťĺğňőć · · ·^{φk+1}−−−−→ K^{nk φk}−−→ K^{nk}�^{1 φk} �1 −−−−→ · · ·^{φ2}−−→ K^{n1 φ1}−−→ K^{n0 φ0}−−→ V −→ 0 , ć łőšőřőľ łăęďżľ řăğ ker(φ_k) = im (φ_{k+1}). İšőš ňőďşńĳ ŋăğżćăěšś£ ňőďşńěň k-śĺğĺčĺľ. Ěśńĺ ŕřőűěśś őąőřć-ěšś£ ŋă m-šőň ÿăčş, š. ě. őůěřěďŋőľ čőňőňőřťĺğň K^{nm φm}−−→ ker(φ_{m−1}) őłăęěšś£ ĺğőňőřťĺğňőň (ůšő őğŋăăůăěš, ůšő ňőďşńĳ (n − 1)-śĺğĺčĺľ śćőąőďěŋ), šő čőćőř£š ůšő ĺśţőďŋżľ ňőďşńĳ V ĺňěń łőčőňőńőčĺůěśłş¿ řăğňěřŋőśšĳ ≤ m. Łőčőňőńőčĺůěśłă£ řăğňěřŋőśšĳ ĺğňěř£ěš, šăłĺň őąřăğőň, ŋăśłőńĳłő ďăŋŋżľ ňőďşńĳ V ďăń-ěł őš śćőąőďŋőčő ňőďşń£.

1.4. Ťăłšőřĺğăűĺ£ ŕř£ňżţ śşňň. Ťăłšőřĺğăűĺ£ śőčńăśőćăŋă ś ćğ£šĺěň ŕř£ňżţ śşňň ć śńěďş¿źěň śňżśńě.

1.4.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ŕşśšĳ ć łăęďőň ĺğ ňőďşńěľ (V1, V2, . . . , Vm) ğăďăŋő ŕő ŕőďňőďşń¿

W_i ⊂ V_i, i = 1, 2, . . . , m. Šőčďă W = ⨁ i W_i | ŕőďňőďşńĳ ć V = ⨁ i V_i ĺ V/W = ⨁ i (V_i/W_i).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Šő, ůšő ŋăąőřż ćĺďă (w_1, w_2, . . . , w_m) śőśšăćń£¿š ŕőďňőďşńĳ ć V , | őůěćĺďŋő. Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő őšőąřăęěŋĺě α : V/W −→^⨁_i (V_i/W_i):

(v_1, v_2, . . . , v_m) mod W −→^( v_1( mod W_1) , v_2( mod W_2) , . . . , v_m( mod W_m)^) .

£ćń£ěšś£ łőřřěłšŋő őŕřěďěń-ěŋŋżň ¡ŕĺňőřťĺğňőň ś ŋşńěćżň £ďřőň.

Ğăďăůă7.9. Ŕřőćěřĳšě ¡šő. 2 1.4.2. Śńěďśšćĺě. Śćőąőďŋżě ňőďşńĺ K^m ĺ K^n ŋăď ŕřőĺğćőńĳŋżň łőňňşšăšĺćŋżň łőńĳűőň K ĺğőňőřťŋż šőńĳłő ŕřĺ k = m.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ V = K^n, W = K^m, ĺ ŕşśšĳ α : V −→ W | ĺğőňőřťĺğň. Řăśśňőšřĺň łăłőľ-ŋĺąşďĳ ňăłśĺňăńĳŋżľ ĺďěăń m ⊂ K, šăł ůšő ťăłšőř-łőńĳűő k = K/m £ćń£ěšś£ ŕőńěň. §śŋő, ůšő α őšőęďěśšćń£ěš ŕőďňőďşńĳ mV = { w = λv | λ ∈ m, v ∈ V } ⊂ V ś ăŋăńőčĺůŋżň ŕőďňőďşńěň mW ⊂ W , ĺ śšăńő ążšĳ, ĺŋďşűĺřşěš ĺğőňőřťĺğň ťăłšőř-ňőďşńěľ V/mV^∼−−→ W/mW . Ğăďăůă7.10. Ŕşśšĳ V { ŕřőĺğćőńĳŋżľ K-ňőďşńĳ ĺ q ⊂ K { ń¿ąőľ ĺďěăń. Şąěďĺšěśĳ, ůšő qV £ćń£ěšś£ ŕőďňőďşńěň ć V ĺ ůšő ŕřăćĺńő

λ mod (q) · v mod (qV )^{def}= λv mod (qV )

łőřřěłšŋő ğăďă-ěš ŋă V/qV śšřşłšşřş ňőďşń£ ŋăď łőńĳűőň K/q. Ŕőśłőńĳłş V = K ⊕ K ⊕ · · · ⊕ K n , ĺňěěň mV = mK ⊕ mK ⊕ · · · ⊕ mK = m ⊕ m ⊕ · · · ⊕ m, ĺ ŕő

ŕřěďżďşźěňş ŕřěďńőęěŋĺ¿ V/mV = K/mK ⊕ K/mK ⊕ · · · ⊕ K/mK n = k^n £ćń£ěšś£ n-ňěřŋżň

ćěłšőřŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň ŋăď ŕőńěň k. Ăŋăńőčĺůŋő, W/mW = k^m. Ŕőśłőńĳłş α ĺŋďşűĺřşěš őšőęďěśšćńěŋĺě ¡šĺţ ŕřőśšřăŋśšć, ďőńęŋő ćżŕőńŋ£šĳś£ řăćěŋśšćő n = m.

2_{Ğăďăůă7.11. Ŕşśšĳ U | ŕőďňőďşńĳ ć V , ă W | ŕőďňőďşńĳ ć U. Şąěďĺšěśĳ, ůšő W}

£ćń£ěšś£ ŕőďňőďşńěň ć V ĺ ůšő U/W ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł ŕőďňőďşńĳ ć V/W . Ŕőśšřőľšě ĺğőňőřťĺğň^(V/W^)/^(U/W^{) ∼}−−→ V/U.

x2. Łőŋěůŋő ŕőřőęď-ěŋŋżě ňőďşńĺ ŋăď łőńĳűőň čńăćŋżţ ĺďěăńőć

2.1. Ŋěłőšőřżě ŋăŕőňĺŋăŋĺ£. Ćś¿ďş ć ¡šőň ŕăřăčřăťě ňż ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ, ůšő K | ¡šő łőńĳűő čńăćŋżţ ĺďěăńőć, š. ě. űěńőśšŋőě łőňňşšăšĺćŋőě łőńĳűő ś ěďĺŋĺűěľ, łăęďżľ ĺďěăń I ⊂ K ć łőšőřőň ĺňěěň ćĺď I = (d) = dK ďń£ ŋěłőšőřőčő d ∈ K. Őśŋőćŋżňĺ ňőďěńĳŋżňĺ ŕřĺňěřăňĺ ďń£ ŋăś ąşďşš śńşůăĺ K = Zĺ K = k[x], čďě k { ŕőńě. Ůĺšăšěń¿ ŋăśšő£šěńĳŋő řěłőňěŋďşěšś£ őšďěńĳŋő ŕřőčőćăřĺćăšĳ ćśě ťőřňşńĺřőćłĺ ĺ ďőłăğăšěńĳśšćă ć łőŋłřěšŋżţ šěřňĺŋăţ ¡šĺţ łőńěű.

Őąřăğş¿źă£ d ĺďěăńă I ŋăğżćăěšś£ ŋăĺąőńĳÿĺň őąźĺň ďěńĺšěńěň ¡ńěňěŋšőć ¡šőčő ĺďěăńă ĺ őąőğŋăůăěšś£ ŊŐĎ (I). Ŋăŕőňŋ¿ (śň. ńěłűĺĺ 2, 3), ŊŐĎ (I) őŕřěďěń£ěšś£ ĺďŋăńőň I őďŋőğŋăůŋő ś šőůŋőśšĳ¿ ďő şňŋőęěŋĺ£ ŋă őąřăšĺňżě ¡ńěňěŋšż łőńĳűă^2. Ć ńěłűĺĺ 3 ňż ćĺďěńĺ, ůšő ćś£łőě łőńĳűő čńăćŋżţ ĺďěăńőć ŋ-ěšěřőćő ĺ ťăłšőřĺăńĳŋő. Ĺğ ŕěřćőčő ćżšěłăěš, ć ůăśšŋőśšĺ

2.1.1. Śńěďśšćĺě. Ŕś£łőě ňŋőęěśšćő ĺďěăńőć ć łőńĳűě čńăćŋżţ ĺďěăńőć śőďěřęĺš ŕő ňěŋĳÿěľ ňěřě őďĺŋ ĺďěăń, ŋě śőďěřęăźĺľś£ (śšřőčő) ŋĺ ć łăłőň ďřşčőň ĺďěăńě ĺğ ¡šőčő ňŋőęěśšćă.

2_{Ćšőřőě ęě őğŋăůăěš, ůšő ć łőńĳűě čńăćŋżţ ĺďěăńőć łăęďżľ ¡ńěňěŋš m ďőŕşśłăěš řăğńő-}

ęěŋĺě ŋă ŕřőśšżě ňŋőęĺšěńĺ m = p^{d1}_1 p^{d2}_2 · · · p^{ds}_s , ć łőšőřőň p_1, p_2, . . . , p_s { ŕőŕăřŋő ŋěăśśőűĺĺřőćăŋŋżě ŕřőśšżě (= ŋěŕřĺćőďĺňżě) ¡ńěňěŋšż łőńĳűă ĺ ŋěşŕőř£ďőůěŋŋă£ śőćőłşŕŋőśšĳ śšěŕěŋěľ p^{dν}_ν őŕřěďěń£¿šś£ ŕő m őďŋőğŋăůŋő ś šőůŋőśšĳ¿ ďő şňŋőęěŋĺ£ ń¿ąőčő p_i ŋă őąřăšĺňżľ ¡ńěňěŋš łőńĳűă K.

2.2. Šěőřěňă. (Šěőřěňă ő ćğăĺňŋżţ ąăğĺśăţ) Ŕşśšĳ U ⊂ V | ŕřőĺğćőńĳŋżľ ŕőďňőďşńĳ ć śćőąőďŋőň K-ňőďşńě V ≃ K^n. Šőčďă U šőęě śćőąőďěŋ, ĺ śşźěśšćş¿š šăłĺě ąăğĺśżć (u_1, u_2, . . . , u_r) ć U ĺ (v_1, v_2, . . . , v_n) ć V , ůšő u_i = m_iv_i, 1 ≤ i ≤ r, ďń£ ŋěłőšőřżţ m_i ∈ K, šăłĺţ ůšő m_i ďěńĺš m_j ŕřĺ i < j.

Šěřňĺŋőńőčĺůěśłőě ğăňěůăŋĺě. Ąăğĺśż, ő łőšőřżţ ĺď-ěš řěůĳ ć šěőřěňě, ŋăğżćă¿šś£

ćğăĺňŋżňĺ ąăğĺśăňĺ ňőďşń£ V ĺ ŕőďňőďşń£ U, ă ůĺśńă m_i ŋăğżćă¿šś£ ĺŋćăřĺăŋšŋżňĺ ňŋőęĺšěń£ňĺ ŕőďňőďşń£ U.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ĺŋďşłűĺ£ ŕő n. Ŕřĺ n = 1 šěőřěňă ć şšćěřęďăěš ć šőůŋőśšĺ šő, ůšő K £ćń£ěšś£ łőńĳűőň čńăćŋżţ ĺďěăńőć.

Ŕşśšĳ n ≥ 2 ĺ e = (e_1, e_2, . . . , e_n) { łăłőľ-ńĺąő ąăğĺś ć V . Ŕőďňŋőęěśšćő I(e) ⊂ K, śőśšő£źěě ĺğ ŕěřćżţ łőőřďĺŋăš ćśěćőğňőęŋżţ ćěłšőřőć u ∈ U ć ąăğĺśě e £ćń£ěšś£ ĺďěăńőň ć K (ŕřőćěřĳšě!). Ŕşśšĳ f = (f_1, f_2, . . . , f_n) { šăłőľ ąăğĺś ć V , ůšő ĺďěăń I(f) ŋě śőďěřęĺšś£ ć łăůěśšćě śőąśšćěŋŋőčő ŕőďňŋőęěśšćă ŋĺ ć őďŋőň ĺğ ĺďěăńőć śěňěľśšćă I(e), čďě e ŕřőąěčăěš ćśě ąăğĺśż V (śşźěśšćőćăŋĺě f čăřăŋšĺřőćăŋő ŕřěďżďşźĺň śńěďśšćĺěň). Ŕşśšĳ m_1 | őąřăğş¿źă£ ĺďěăńă I(f), ĺ ŕşśšĳ ¡šő m_1 śńşęĺš ŕěřćőľ łőőřďĺŋăšőľ ćěłšőřă u_1 ∈ U.

Ğăňěšĺň, ůšő ćśě łőőřďĺŋăšż ćěłšőřă u_1 ć ąăğĺśě f ďěń£šś£ ŋă m_1. Ć śăňőň ďěńě, ěśńĺ, śłăęěň, ćšőřă£ łőőřďĺŋăšă x ćěłšőřă u_1 = m_1f_1 + xf_2 + · · · ŋě ńěęĺš ć ĺďěăńě (m_1) = I(f), šő ĺďěăń I(f^′), ŕőśšřőěŋŋżľ ŕő ąăğĺśş

f^′ = (f_2, (f_1 + f_2), f_3, f_4, . . . , f_n) ,

ąşďěš (ćőŕřěłĺ ćżąőřş f) śšřőčő śőďěřęăšĳ I(f), ŕőśłőńĳłş ŕěřćă£ łőőřďĺŋăšă ćěłšőřă xf_2 − u_1 ąşďěš řăćŋă m_1, ă ŕěřćă£ łőőřďĺŋăšă ćěłšőřă u_1 ąşďěš řăćŋă x − m_1 ∉ (m_1) (őą£ğ£šěńĳŋő ŕřőćěřĳšě!).

Šăłĺň őąřăğőň, u_1 = m_1v_1 ďń£ ŋěłőšőřőčő v_1 ∈ V . Ŕőďůěřłŋ-ěň, ůšő ŕěřćă£ łőőřďĺŋăšă ćěłšőřă v ć ąăğĺśě f řăćŋă 1, ĺ őąőğŋăůĺň ůěřěğ V^′ śćőąőďŋżľ ŕőďňőďşńĳ řăŋčă (k − 1), ŕőřőęď-ěŋŋżľ ćěłšőřăňĺ f_2, f_3, . . . , f_n, ă ůěřěğ U^′ { ŕěřěśěůěŋĺě V^′ ∩ U. § şšćěřęďă¿, ůšő V = Kv_1 ⊕ V^′ ĺ U = Ku_1 ⊕ U^′.

Ŕěřćőě śńěďşěš ĺğ šőčő, ůšő ŕőďňőďşńĺ Kv_1 ĺ V^′ ŕěřěśěłă¿šś£ šőńĳłő ŕő ŋşń¿ (ĺąő ćěłšőř ćĺďă xv_1 ć řăğńőęěŋĺĺ ŕő ąăğĺśş f śőďěřęĺš xf_1, ă śšăńő ążšĳ ńěęĺš ć V^′ ńĺÿĳ ŕřĺ x = 0) ĺ ŕőřőęďă¿š V (ĺąő ćś£łĺľ v =^∑ x_if_i = x_1v_1 + v^′ c v^′ ∈ V^′).

2ć Zĺ k[x] ¡šőš ŕřőĺğćőń ňőęŋő şśšřăŋĺšĳ šřěąş£ ůšőąż ŊŐĎ ążń ŋěőšřĺűăšěńĳŋżň ůĺśńőň ĺńĺ śőőš-

ćěšśšćěŋŋő ŕřĺćěď-ěŋŋżň ňŋőčőůńěŋőň.

Ćšőřőě şśšăŋăćńĺćăěšś£ ăŋăńőčĺůŋő: őůěćĺďŋő, ůšő Ku_1 ∩ U^′ = 0, ă u_1 ĺ U^′ ŕőřőęďă¿š U ŕőšőňş, ůšő ŕěřćă£ łőőřďĺŋăšă ćś£łőčő u ∈ U ć ąăğĺśě f ďěńĺšś£ ŋă ŕěřćş¿ łőőřďĺŋăšş ćěłšőřă u_1 (ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ I(f), f ĺ u_1), ĺ ğŋăůĺš, ňőęěš ążšĳ őąŋşńěŋă ćżůĺšăŋĺěň ĺğ u ŕőďţőď£źěčő łřăšŋőčő u_1.

Ŕřĺňěŋ££ ł U^′ ⊂ V^′ ŕřěďŕőńőęěŋĺě ĺŋďşłűĺĺ, ňż ňőęěň ŕőśšřőĺšĳ ďń£ ¡šĺţ ňőďşńěľ ćğăĺňŋżě ąăğĺśż (u_2, . . . , u_r) ĺ (v_2, . . . , v_n) ś u_i = m_iv_i ŕřĺ i = 2, . . . , r, čďě r^′ ≤ (n − 1) ĺ űěńżě ůĺśńă m_i šăłőćż, ůšő m_i ďěńĺš m_j ŕřĺ i < j. Ďőąăćń££ ł ¡šĺň ąăğĺśăň ŕőśšřőěŋŋżě ćżÿě v_1 ĺ u_1 = m_1v_1 ňż ŕőńşůĺň ąăğĺśż ć ĺśţőďŋżţ ňőďşń£ţ U ĺ V ĺ ďń£ ŕřőćěřłĺ šőčő, ůšő őŋĺ ąşďşš ćğăĺňŋżňĺ ŋăň őśšă-ěšś£ šőńĳłő ŕőłăğăšĳ, ůšő ćśě m_i ś i ≥ 2 ďěń£šś£ ŋă m_1.

Ďń£ ¡šőčő ŕőłăęěň śŋăůăńă, ůšő ćśě łőőřďĺŋăšż ćśěţ ćěłšőřőć u^′ ∈ U^′ ć ąăğĺśě f ďěń£šś£ ŋă m_1. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕşśšĳ, ł ŕřĺňěřş, łőőřďĺŋăšă x ćěłšőřă u^′ = xf_2 + · · · ŋě ńěęĺš ć ĺďěăńě (m_1) = I(f) ĺ ŕşśšĳ u_1 = m_1f_1 + yf_2 + · · ·. Šőčďă ĺďěăń I(f^{′′}), ŕőśšřőěŋŋżľ ŕő ąăğĺśş

f^{′′} = (f_2, (f_1 + f_2), f_3, f_4, . . . , f_n) ,

őŕ£šĳ-šăłĺ, ąşďěš śšřőčő śőďěřęăšĳ I(f), ŕőśłőńĳłş ŕěřćă£ łőőřďĺŋăšă ćěłšőřă yf_2−u_1 ąşďěš řăćŋă m_1, ă ŕěřćă£ łőőřďĺŋăšă ćěłšőřă u^′ ąşďěš řăćŋă x ∉ (m_1) (őą£ğ£šěńĳŋő ŕřőćěřĳšě!).

Ğăňěšĺň šěŕěřĳ, ůšő łăęďőě m_i ěśšĳ łőőřďĺŋăšă ćěłšőřă u_i ć ąăğĺśě (v_1, v_2, . . . , v_n), ă ŕőšőňş £ćń£ěšś£ k-ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺěľ łőőřďĺŋăš ćěłšőřă u_i ć ąăğĺśě f (ŕřĺ ğăňěŋě ąăğĺśă śšőńąěű łőőřďĺŋăš şňŋőęăěšś£ ŋă ňăšřĺűş ŕěřěţőďă). Šăł łăł ŕőśńěďŋĺě ďěń£šś£ ŋă m_1, ňż ŕőńşůăěň, ůšő m_i šăłęě ďěńĺšś£ ŋă m_1.

2_{Ğăďăůă7.12. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ŕřĺćěď-ěŋŋőě šőńĳłő ůšő řăśśşęďěŋĺě ŕő-śşźěśšćş ďş-}

ąńĺřşěš ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż ő ŕřĺćěďěŋĺĺ ňăšřĺűż ł śšřőčőňş śšşŕěŋůăšőňş ćĺďş.

Ğăďăůă7.13. Ďőłăęĺšě šăłőľ ćăřĺăŋš šěőřěňż ő řăŋčě ňăšřĺűż: ŕşśšĳ A { ňăšřĺűă řăğňěřă m × n ŋăď łőńĳűőň čńăćŋżţ ĺďěăńőć K; šőčďă ěě śšőńąűż ŕőřőęďă¿š śćőąőďŋżľ ŕőďňőďşńĳ ć K^m, ă śšřőłĺ | śćőąőďŋżľ ŕőďňőďşńĳ ć K^n, ŕřĺů-ěň řăŋčĺ ¡šĺţ ŕőďňőďşńěľ śőćŕăďă¿š ĺ řăćŋż ůĺśńş ŋěŋşńěćżţ ďĺăčőŋăńĳŋżţ ¡ńěňěŋšőć, ćőğŋĺłă¿źĺţ ć řěğşńĳšăšě ŕřĺćěďěŋĺ£ ňăšřĺűż A ł śšřőčőňş ďĺăčőŋăńĳŋőňş ćĺďş ¡ńěňěŋšăřŋżňĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ňĺ śšřőł ĺ śšőńąűőć.

2.3. Šěőřěňă. (Šěőřěňă őą ĺŋćăřĺăŋšŋżţ ňŋőęĺšěń£ţ.) Łăęďżľ ĺğ ĺŋćăřĺăŋšŋżţ ňŋőęĺšěńěľ m_i ∈ K ć ŕřěďżďşźěľ šěőřěňě őďŋőğŋăůŋő ś šőůŋőśšĳ¿ ďő şňŋőęěŋĺ£ ŋă őąřăšĺňżľ ¡ńěňěŋš łőńĳűă K őŕřěďěń£ěšś£ śăňĺňĺ ňőďşń£ňĺ U ĺ V , ĺ ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ćğăĺňŋżţ ąăğĺśőć.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ {v_1, v_2, . . . , v_n} ⊂ K^n ĺ {u_1, u_2, . . . , u_r} ⊂ U ⊂ K^n | łăłă£-šő ŕăřă ćğăĺňŋżţ ąăğĺśőć, šăł ůšő u_i = m_iv_i, m_i ∈ K. Ňż ďăďĺň ŋěğăćĺś£źěě őš ćżąőřă ćğăĺňŋżţ ąăğĺśőć őŕĺśăŋĺě ďń£ łăęďőčő ĺğ ŕřőĺğćěďěŋĺľ

M_i = m_1m_2 . . . m_i , 1 ≤ i ≤ r

(šěň śăňżň, m_i = M_i/M_{i−1} šőęě ąşďşš őŕĺśăŋż ĺŋćăřĺăŋšŋő).

Ďń£ łăęďőčő ŋăąőřă w = {w_1, w_2, . . . , w_i} ⊂ U ĺğ i ćěłšőřőć ĺ łăęďőčő ąăğĺśă e = (e_1, e_2, . . . , e_n) ňőďşń£ V őąőğŋăůĺň ůěřěğ C_i(e, w) ∈ Mat_i(K) ňăšřĺűş, j-šżľ śšőńąěű łőšőřőľ śőšőĺš ĺğ ŕěřćżţ i łőőřďĺŋăš ćěłšőřă w_j ć ąăğĺśě e, ĺ ŕőńőęĺň D_i(e, w) = det(C_i(e, w)) ∈ K (ŕřĺ i = 1 C_1(e, w) = D_1(e, w) | ¡šő ć šőůŋőśšĺ ŕěřćă£ łőőřďĺŋăšă ćěłšőřă w = w_1 ć ąăğĺśě e). Ňăšřĺűă C_i(e, w) ěśšĳ ŕőďňăšřĺűă, śőśšăćńěŋŋă£ ĺğ ćěřţŋĺţ i śšřőł ňăšřĺűż ŕěřěţőďă C_{ew}, łőšőřă£, ŋăŕőňŋ¿, ĺňěěš řăğňěř (n × i) ĺ őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ řăćěŋśšćőň

(w_1, w_2, . . . , w_i) = (e_1, e_2, . . . , e_n)C_{ew} .

Őšňěšĺň, ůšő M_i = D_i(v, u), čďě (v, u) =^( (v_1, v_2, . . . , v_n) , (u_1, u_2, . . . , u_i)^) ŕřőĺśţőďĺš ĺğ ğăťĺłśĺřőćăŋŋżţ ćżÿě ćğăĺňŋżţ ąăğĺśőć. Ĺŋćăřĺăŋšŋă£ ţăřăłšěřĺğăűĺ£ M_i śőśšőĺš ć šőň, ůšő M_i £ćń£ěšś£ ŋăĺąőńĳÿĺň őąźĺň ďěńĺšěńěň ćśěţ ůĺśěń D_i(e, w) ŕő ćśěň w, e. Ůšőąż ďőłăğăšĳ ¡šő, ŋăň őśšă-ěšś£ ŕřőćěřĺšĳ, ůšő M_i ďěńĺš łăęďőě ĺğ ůĺśěń D_i(e, w).

Ŕşśšĳ ŕřőĺğćőńĳŋżľ ŋăąőř (w_1, w_2, . . . , w_i) ćěłšőřőć ŕőďňşďşń£ U řăśłńăďżćăěšś£ ŕő ćěłšőřăň ĺğ ğăťĺłśĺřőćăŋŋżţ ćżÿě ćğăĺňŋżţ ąăğĺśőć ŕő ťőřňşńăň

w_j = r∑ α=1 c_{αj}u_α = r∑ α=1 m_αc_{αj}v_α . Ěśńĺ ďń£ ń¿ąőčő ćěłšőřă g ∈ V őąőğŋăůĺšĳ ůěřěğ g^{(i)} ∈ K^i ćěłšőř-śšőńąěű ćżśőšż i, śőśšő£źĺľ ĺğ ŕěřćżţ i łőőřďĺŋăš ćěłšőřă g őšŋőśĺšěńĳŋő ŕřőĺğćőńĳŋő ćżąřăŋŋőčő ąăğĺśă (e_1, e_2, . . . , e_n) ć V , šő śőčńăśŋő ŕřěďżďşźěľ ťőřňşńě, j-šżľ śšőńąěű ňăšřĺűż C_i(e, w) ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺĺ w^{(i)}_j =^{r∑}_{α=1} m_αc_{αj}v^{(i}_α ), őšłşďă ŕőńĳğş£śĳ ŕőńĺńĺŋěľŋőśšĳ¿ ĺ łőśőśĺňňěšřĺůŋőśšĳ¿ őŕřěďěńĺšěń£ ŕőńşůăěň

D_i(e, w) = det(w^{(i)}_1 , w^{(i)}_2 , . . . , w^{(i)}_i ) = ∑ 1≤α1<α2<···<αi≤r ∑ σ∈Si sgn (σ)m_{ασ(1)}m_{ασ(2)} · · · m_{ασ(i)} · c_{ασ(1)j} c_{ασ(2)j} · · · c_{ασ(i)j} · det^(v^{(i)}_{α1} , v^{(i)}_{α2} , . . . , v^{(i)}_{αi}^) .

Šăł łăł m_α ďěńĺš m_β ŕřĺ α < β, łăęďőě śńăčăěňőě śşňňż ďěńĺšś£ ŋă M_i = m_1m_2 · · · m_i, ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ.

2_{Ğăďăůă7.14. Ďőłăęĺšě, ůšő ďćě ŕř£ňőşčőńĳŋżě ňăšřĺűż őďĺŋăłőćőčő řăğňěřă ŋăď}

łőńĳűőň čńăćŋżţ ĺďěăńőć šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ŕřĺćőď£šś£ ł őďĺŋăłőćőňş śšřőčőňş ďĺăčőŋăńĳŋőňş ćĺďş ¡ńěňěŋšăřŋżňĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ňĺ śšřőł ĺ śšőńąűőć, łőčďă ŕřĺ ćśěţ k ş ¡šĺţ ňăšřĺű śőćŕăďăěš ŋăĺąőńĳÿĺľ őąźĺľ ďěńĺšěńĳ ćśěţ ňĺŋőřőć k-šőčő ŕőř£ďłă.

2.4. İńěňěŋšăřŋżě ďěńĺšěńĺ. Ŕşśšĳ šěŕěřĳ (m1, m2, . . . , mr) { şŕőř£ďőůěŋŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ¡ńěňěŋšőć łőńĳűă, ć łőšőřőľ m_i ďěńĺš m_j ŕřĺ i < j. Ěśńĺ řăğńőęĺšĳ łăęďżľ ĺğ ŋĺţ ŋă ŕřőśšżě ňŋőęĺšěńĺ m_i = p^{di1}_{i1} p^{di2}_{i2} · · · p^{disi}_{isi} , šő ĺśţőďŋă£ şŕőř£ďőůěŋŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ (m_1, m_2, . . . , m_r) ąşďěš őďŋőğŋăůŋő ćőśśšăŋăćńĺćăšĳś£ ŕő ŋěşŕőř£ďőůěŋŋőňş ŋăąőřş, ŕőńşůěŋŋőňş ďĺğž¿ŋłšŋżň őąžěďĺŋěŋĺěň ćśěţ śšěŕěŋěľ p^d ĺğ ćśěţ ¡šĺţ řăğńőęěŋĺľ (ďĺğž¿ŋłšŋőśšĳ őğŋăůăěš, ůšő łăęďă£ śšěŕěŋĳ ŕřĺśşšśšćşěš ć ĺšőčőćőň ŋěşŕőř£ďőůěŋŋőň ŋăąőřě śšőńĳłő řăğ, śłőńĳłő őŋă ŕő£ćń£ěšś£ ćő ćśěćőğňőęŋżţ řăğńőęěŋĺ£ţ). Ć śăňőň ďěńě, ćśě śšěŕěŋĺ őďŋőčő ĺ šőčő ęě ŕřőśšőčő ¡ńěňěŋšă p ĺğ ĺšőčőćőčő ŋăąőřă ňőęŋő ćżśšřőĺšĳ ć ř£ď šăł, ůšőąż ŕőłăğăšěńĺ ňőŋőšőŋŋő ŋěćőğřăśšăńĺ śńěćă ŋăŕřăćő. Šőčďă ŕěřćżľ śńěćă ¡ńěňěŋš ¡šőčő ř£ďă ćţőďĺš ć řăğńőęěŋĺě ůĺśńă m_r, ćšőřőľ { ć řăğńőęěŋĺě m_{r−1} ĺ š. ď. ŕőłă ř£ď ŋě łőŋůĺšś£. Ć řěğşńĳšăšě ňż őďŋőğŋăůŋő ćőśśšăŋăćńĺćăěň řăğńőęěŋĺě łăęďőčő m_i ć őšďěńĳŋőśšĺ. Ŋăňĺ ďőłăğăŋă

2.4.1. Ńěňňă. Ŕřőĺğćőńĳŋżľ ŋăąőř (ćőğňőęŋő ŕőćšőř£¿źĺţś£) śšěŕěŋěľ p^d ŕřőśšżţ ¡ńěňěŋšőć ćőğŋĺłăěš ĺğ ěďĺŋśšćěŋŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ (m_1, m_2, . . . , m_r), ć łőšőřőľ m_i ďěńĺš m_j ŕřĺ i < j, łăł ďĺğž¿ŋłšŋőě őąžěďĺŋěŋĺě ćśěţ śšěŕěŋěľ ŕřőśšżţ ¡ńěňěŋšőć, ćţőď£źĺţ ć řăğńőęěŋĺ£ m_i ŋă ŕřőśšżě ňŋőęĺšěńĺ.

2_{Ć śĺšşăűĺĺ, łőčďă ŋăąőř (m1, m2, . . . , mr) £ćń£ěšś£ ŋăąőřőň ĺŋćăřĺăŋšŋżţ ňŋőęĺšěńěľ}

ŕőďňőďşń£ U ć śćőąőďŋőň ňőďşńě V , śőőšćěšśšćş¿źěě ěňş ďĺğž¿ŋłšŋőě őąžěďĺŋěŋĺě śšěŕěŋěľ ŕřőśšżţ śőňŋőęĺšěńěľ p^d, ćţőď£źĺţ ć řăğńőęěŋĺ£ m_i, ŋăğżćăěšś£ ŋăąőřőň ¡ńěňěŋšăřŋżţ ďěńĺšěńěľ ŕőďňőďşń£ U ć śćőąőďŋőň ňőďşńě V .

2.5. Šěőřěňă. Ćś£łĺľ łőŋěůŋő ŕőřőęď-ěŋŋżľ ňőďşńĳ V ŋăď łőńĳűőň čńăćŋżţ ĺďěăńőć K ďőŕşśłăěš łőŋěůŋőě řăğńőęěŋĺě ćĺďă V = K^n ⊕ ⨁ ν K p^{dν}_ν K (7-1)

čďě p_ν ∈ K { ŕřőśšżě ¡ńěňěŋšż. Ůĺśńő n ĺ śőćőłşŕŋőśšĳ śšěŕěŋěľ p^{sν}_ν ŋě ğăćĺś£š (ś šőůŋőśšĳ¿ ďő şňŋőęěŋĺ£ p_ν ŋă őąřăšĺňżě ¡ńěňěŋšż łőńĳűă) őš śŕőśőąă řăğńőęěŋĺ£^3 ĺ őŕřěďěń£¿šś£ ňőďşńěň V őďŋőğŋăůŋő.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ V ŕőřőęďăěšś£ ¡ńěňěŋšăňĺ e_1, e_2, . . . , e_N . Šőčďă V = K^N / ker(φ), čďě K^{N φ}−→ V | ¡ŕĺňőřťĺğň, ŕěřěćőď£źĺľ śšăŋďăřšŋżľ ąăğĺś łőőřďĺŋăšŋőčő ňőďşń£ K^N ć őąřăğş¿źĺě e_ı. Ćżąěřěň ć ker(φ) ⊂ K^N ćğăĺňŋżě ąăğĺśż {u_1, u_2, . . . , u_r} ĺ {v_1, v_2, . . . , v_N }, čďě u_i = m_iv_i. Ć ¡šĺţ ąăğĺśăţ V = K ⊕ K ⊕· · ·⊕ K ⊕K⊕· · ·⊕K m_1K⊕m_2K⊕· · ·⊕m_rK⊕ 0 ⊕· · ·⊕ 0 N = K (m_1) ⊕ K (m_2) ⊕ · · · K (m_r) .

Řăśłńăďżćă£ łăęďżľ ĺğ ĺŋćăřĺăŋšŋżţ ňŋőęĺšěńěľ m_i ć ŕřőĺğćěďěŋĺě śšěŕěŋěľ ŕřőśšżţ ¡ńěňěŋšőć m_i = p^{di1}_{i1} p^{di2}_{i2} · · · p^{disi}_{isi} ŕő łĺšăľśłőľ šěőřěňě őą őśšăšłăţ (śň. ś Śń.1.6.2 ńěłűĺĺ 3), ŕőńşůăěň ďăńĳŋěľÿěě řăğńőęěŋĺě K (m_i) = K (p^{di1}_{i1} ) ⊕ K (p^{di2}_{i2} ) ⊕ · · · K (p^{disi}_{isi} ) . İšő ďőłăğżćăěš śşźěśšćőćăŋĺě řăğńőęěŋĺ£.

Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă ěďĺŋśšćěŋŋőśšĺ őšňěšĺň ŕřěęďě ćśěčő ŋěśłőńĳłő śńěďśšćĺľ ĺğ ťăłšă śşźěśšćőćăŋĺ£ řăğńőęěŋĺ£ (7-1).

2.5.1. Śńěďśšćĺě. Ćś£łĺľ łőŋěůŋő ŕőřőęď-ěŋŋżľ ňőďşńĳ ŋăď łőńĳűőň čńăćŋżţ ĺďěăńőć £ćń£ěšś£ ŕř£ňőľ śşňňőľ śćőąőďŋőčő ňőďşń£ ĺ ŕőďňőďşń£ łřşůěŋĺ£^4.

2_{2.5.2. Śńěďśšćĺě. Ćś£łĺľ łőŋěůŋő ŕőřőęď-ěŋŋżľ ňőďşńĳ ąěğ łřşůěŋĺ£ ŋăď łőńĳűőň čńăć-}

ŋżţ ĺďěăńőć śćőąőďěŋ.

2_3

šăłĺţ śŕőśőąőć, řăğşňěěšś£, ňŋőčő: ŋăŕřĺňěř śŕőśőąőć ŕřěďśšăćĺšĳ śćőąőďŋżľ ňőďşńĳ V ć ćĺďě V = Kn ĺňěěšś£ śšőńĳłő ęě, śłőńĳłő ąăğĺśőć ć V

4ŋăŕőňŋ¿, ůšő ŕőďňőďşńĳ łřşůěŋĺ£ Tors(V ) = { v ≠ 0 | ∃λ ≠ 0 : λv − 0 }

Ĺğ ¡šőčő śńěďśšćĺ£ śřăğş ęě ćżšěłăěš, ůšő ůĺśńő n ć (7-1) őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ ŕő ňőďşń¿ V łăł řăŋč śćőąőďŋőčő ňőďşń£ V/Tors(V ).

Ěśńĺ p ĺ q | ŕřőśšżě ŋěăśśőűĺĺřőćăŋŋżě ¡ńěňěŋšż, šő p^k ćğăĺňŋő-ŕřőśš ś q^d, ă śšăńő ążšĳ, őąřăšĺň ć K/(q^d), ĺ ğŋăůĺš, čőňőňőřťĺğň K/(p^d)^{μpk}−−−→ K/(p^d) şňŋőęěŋĺ£ ŋă p^k ć ňőďşńě K/(p^d) £ćń£ěšś£ ĺğőňőřťĺğňőň. Ŋăŕřőšĺć, čőňőňőřťĺğň μ_pk ć ňőďşńě K/(p^d) šőęďěśšćěŋŋő ŋşńěćőľ, ěśńĺ k ≥ d, ĺ ker μ_pk = p^{d−k}K/(p^d), ěśńĺ k < d. Šăłĺň őąřăğőň, ŕř£ňă£ śşňňă ćśěţ śńăčăěňżţ ĺğ (7-1) ćĺďă K/(p^s) ś s ≤ d ĺŋćăřĺăŋšŋő ţăřăłšěřĺğşěšś£ łăł ňŋőęěśšćő ćśěţ ćěłšőřőć, łőšőřżě ăŋŋşńĺřş¿šś£ şňŋőęěŋĺěň ŋă p^d. Ŋő šőčďă ůĺśńő śńăčăěňżţ ćĺďă K/(p^s) ś ťĺłśĺřőćăŋŋżň s ěśšĳ ńőčăřĺťň ŕő ňőďşń¿ p^s őš ůĺśńă ¡ńěňěŋšőć ć ťăłšőř ňőďşńě ker μ_ps ker μ_ps�1

, čďě ůěřěğ V^{μα}−−→ V ňż ŋă ¡šőš řăğ őąőğŋăůăěň čőňőňőřťĺğň şňŋőęěŋĺ£ ŋă α ć

ňőďşńě V .

Šěőřěňă ďőłăğăŋă. 2 2.6. Ŕřĺňěř: łőŋěůŋő ŕőřőęď-ěŋŋżě ăąěńěćż čřşŕŕż. Ŕřĺ K = Zŕřěďżďşźă£ šěőřěňă şšćěřęďăěš, ůšő ćś£łă£ łőŋěůŋő ŕőřőęď-ěŋŋă£ ăąěńěćă čřşŕŕă ĺğőňőřťŋă

Z^n ⊕^⨁_ν Z_{pdνν} Z,

čďě p_ν { ŕřőśšżě ůĺśńă, ĺ ďćě čřşŕŕż šăłőčő ćĺďă ĺğőňőřťŋż, ěśńĺ ĺ šőńĳłő ěśńĺ śőćŕăďă¿š ůĺśńă n ĺ ŋăąőřż śšěŕěŋěľ p^{dν}_ν .

Ěśńĺ ăąěńěćă čřşŕŕă ğăďăŋă ć šěřňĺŋăţ őąřăğş¿źĺţ ĺ śőőšŋőÿěŋĺľ, š. ě. ć ćĺďě K^N /R, čďě ňőďşńĳ śőőšŋőÿěŋĺľ R ⊂ K^N šăłęě ğăďăŋ őąřăğş¿źĺňĺ śőőšŋőÿěŋĺ£ňĺ (r_1, r_2, . . . , r_k), šő ďń£ őŕřěďěńěŋĺ£ ě-ě łăŋőŋĺůěśłőčő řăğńőęěŋĺ£ ć ŕř£ňş¿ śşňňş űĺłńĺůěśłĺţ ťăłšőřčřşŕŕ ňőęŋő ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ £ćŋżňĺ ŕřőűěďşřăňĺ ĺğ ďőłăğăšěńĳśšć ŕřěďżďşźĺţ šěőřěň, ă ĺňěŋŋő, śőśšăćĺšĳ ĺğ ćěłšőř-śšőńąűőć r_i ŕř£ňőşčőńĳŋş¿ ňăšřĺűş, ¡ńěňěŋšăřŋżňĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ňĺ śšřőł ĺ śšőńąűőć ŕřĺćěśšĺ ě-ě ł śšřőčőňş ďĺăčőŋăńĳŋőňş ćĺďş, šőčďă ůĺśńă (m_1, m_2, . . . , m_r), śšő£źĺě ŋă ďĺăčőŋăńĺ, ąşďşš ŋě ůěň ĺŋżň łăł ĺŋćăřĺăŋšŋżňĺ ňŋőęĺšěń£ňĺ ŕőďňőďşń£ śőőšŋőÿěŋĺľ R, ĺ ŋăąőř ĺţ ¡ńěňěŋšăřŋżţ ďěńĺšěńěľ ąşďěš śőćŕăďăšĳ ś ŋăąőřőň ğŋăňěŋăšěńěľ, şůăśšćş¿źĺţ ć łăŋőŋĺůěśłőň řăğńőęěŋĺĺ (ă n ąşďěš řăćŋő N − r), Řăğşňěěšś£, ŋă ŕřăłšĺłě ůăśšő şďă-ěšś£ ĺğąěęăšĳ ŕőńŋőňăśÿšăąŋőčő ćżůĺśńěŋĺ£ ŕő šőńĳłő ůšő őŕĺśăŋŋőňş ăńčőřĺšňş ĺ ŋăľšĺ ąăğĺś Z-ňőďşń£ ĺśŕőńĳğş£ śŕěűĺťĺłş ěčő ĺğŋăůăńĳŋőčő őŕřěďěńěŋĺ£.

2.6.1. Ŕřĺňěř: ąăğĺś ć ňőďşńě űěńőğŋăůŋżţ ňŋőčőůńěŋőć. Űěńőğŋăůŋżňĺ ŋăğżćă- ¿šś£ šăłĺě ňŋőčőůńěŋż ĺğ Q[x], łőšőřżě ŕřĺŋĺňă¿š űěńżě ğŋăůěŋĺ£ ŕřĺ űěńżţ ğŋăůěŋĺ£ţ x. Ŕőśłőńĳłş śşňňă ďćşţ űěńőğŋăůŋżţ ňŋőčőůńěŋőć ĺ űěńőě łřăšŋőě űěńőğŋăůŋőčő ňŋőčőůńěŋă šăłęě ąşďşš űěńőğŋăůŋżňĺ, ¡šĺ ňŋőčőůńěŋż őąřăğş¿š Z-ňőďşńĳ. Őšňěšĺň, ůšő łő¡ťťĺűĺěŋšż űěńőğŋăůŋőčő ňŋőčőůńěŋă ćőćśě ŋě őą£ğăŋż ążšĳ űěńżňĺ, łăł ŕőłăğżćăěš ŕřĺňěř ňŋőčőůńěŋă T (x) = x(x + 1)/2, ğăďă¿źěčő šřěşčőńĳŋżě ůĺśńă. Ňż śőąĺřăěňś£ ďőłăğăšĳ, ůšő ňŋőčőůńěŋż b_i(x) = 1 i! x(x − 1)...(x − i + 1) , i = 0, 1, 2, . . . (ŕřĺ i = 0 ňż śůĺšăěňěň b_i(x) ≡ 1) śőśšăćń£¿š ąăğĺś ňőďşń£ űěńőğŋăůŋżţ ňŋőčőůńěŋőć ŋăď

Z._{Ďń£ ¡šőčő ğăňěšĺň ŕřěęďě ćśěčő, ůšő ňŋőčőůńěŋż bi(x) śőśšăćń£¿š ąăğĺś ćěłšőřŋőčő ŕřő-}

śšřăŋśšćă Q[x] ŋăď ŕőńěň Q.

110 Ńěłűĺ£ 7: Śšřőěŋĺě ŋěłőšőřżţ ňőďşńěľ

Ğăďăůă7.15. Ďőłăęĺšě ¡šő (śř. ś ğăď.5.21).

Śšăńő ążšĳ, ń¿ąőľ ňŋőčőůńěŋ g śšěŕěŋĺ ≤ n ďőŕşśłăěš řăğńőęěŋĺě g(x) = n∑ i=0 λ_ib_i(x) ś řăűĺőŋăńĳŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ λ_i. Ŕőłăęěň, ůšő ěśńĺ g(x) { űěńőğŋăůěŋ, šő ¡šĺ łő¡ťťĺűĺěŋšż őą£ğ£ŋż ążšĳ űěńżňĺ.

Ďń£ ¡šőčő řăśśňőšřĺň ńĺŋěľŋżľ čőňőňőřťĺğň ∇ : f(x) −→ ∇f(x)^{def}= f(x) − f(x − 1) . Őŋ ŕěřěćőďĺš űěńőğŋăůŋżě ňŋőčőůńěŋż ć űěńőğŋăůŋżě ĺ ďěľśšćşěš ŋă ąăğĺśŋżě ňŋőčőůńěŋż b_i(x) = ( x + i i ) ŕő ŕřăćĺńş

∇b_i(x) = ( x + i i ) − ( x + i − 1 i ) = ( x + i − 1 i − 1 ) = b_{i−1}(x) .

Ŕőśłőńĳłş b_i(0) = { 1 , ŕřĺ i = 0 0 , ŕřĺ i > 0 , ňż ğăłń¿ůăň, ůšő λ_i = ∇∇ · · · ∇ i g (0) ∈ Z,

ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ.

Ğăďăůă7.16. Ďőłăęĺšě, ůšő ňŋőčőůńěŋż

c^n_i (x)^{def}= ( x + i + n n ) = 1 n! (x + i)(x + i + 11)...(x + i + n) ,

ś i = 0, 1, . . . , n śőśšăćń£¿š ąăğĺś ňőďşń£ űěńőğŋăůŋżţ ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ ≤ n ŋăď Z.