Ńěłűĺ£ 8 Ăńčěąřăĺůěśłĺě ťşŋłűĺĺ

▷Ńěłśĺłőčřăťĺůěśłőě şŕőř£ďőůěŋĺě ňőŋőňőć ▷Ťőřňşńż Ćĺěšă ▷Řăğńőęěŋĺě ŋă ňŋőęĺšěńĺ řěğşńĳšăŋšă ĺ ďĺśłřĺňĺŋăŋšă ▷Ąăğĺśż ć ňőďşńě śĺňňěšřĺůěśłĺţ ňŋőčőůńěŋőć ▷Őśŋőćŋă£ šěőřěňă ő śĺňňěšřĺůěśłĺţ ťşŋłűĺ£ţ ▷Řăűĺőŋăńĳŋżě ťşŋłűĺĺ ▷Řăğńőęěŋĺě ŋă ŕřőśšěľÿĺě ďřőąĺ ▷Ŕőńě ůăśšŋżţ ▷Ř£ďż Ńőřăŋă ĺ ďřőąŋő-śšěŕěŋŋżě ř£ďż ▷Řăğńőęěŋĺě ŋě£ćŋőľ ăńčěąřăĺůěśłőľ ťşŋłűĺĺ ć ťőřňăńĳŋżľ ďřőąŋő-śšěŕěŋŋőľ ř£ď

Ťşŋłűĺĺ, łăł ŕřăćĺńő, ğăďă¿šś£ ăńčěąřăĺůěśłĺňĺ ťőřňşńăňĺ. Ŕřĺ řăąőšě ś šăłĺňĺ ťşŋłűĺ£ňĺ ćőğŋĺłă¿š ďćă ćőŕřőśă: ŕěřćżľ { łăł őŕřěďěńĺšĳ ğŋăůěŋĺě ťşŋłűĺĺ ć šőůłě, ĺńĺ ąőńěě őąźő, łăł ŕřĺďăšĳ śňżśń ćżśłăğżćăŋĺ¿: \šăłă£-šő ăńčěąřăĺůěśłă£ ťőřňşńă őŕřěďěń£ěš ŋăň ťşŋłűĺ¿"; ćšőřőľ { łăł ś šăłĺňĺ ťőřňşńăňĺ ŕřőĺğćőďĺšĳ ćżůĺśńěŋĺ£, šő ěśšĳ şśšăŋăćńĺćăšĳ ďń£ šăłĺţ ťşŋłűĺľ šě ĺńĺ ĺŋżě šőęďěśšćă. Ŕěřćőě ŕőńě ďě£šěńĳŋőśšĺ šřăďĺűĺőŋŋő őšŋőśĺšś£ ł ăŋăńĺğş, ă ćšőřőě - ł ăńčěąřě. Ąńĺęăľÿĺě ďćě ńěłűĺĺ ňż ąşďěň ğăŋĺňăšĳś£ ĺňěŋŋő ¡šőľ ćšőřőľ ğăďăůěľ | őąśşďĺň łăł ŕřőĺğćőďĺšĳ ćżůĺśńěŋĺ£ ŋăď ťşŋłűĺ£ňĺ (őąřăğş¿źĺňĺ, łăł ŕřăćĺńő, ŋěłş¿ śšăŋďăřšŋş¿ ăńčěąřăĺůěśłş¿ śšřşłšşřş), ĺ şśšăŋőćĺň ř£ď łńăśśĺůěśłĺţ śőőšŋőÿěŋĺľ.

x1. Ňŋőčőůńěŋż őš ňŋőčőĺţ ŕěřěňěŋŋżţ

Ć ¡šőň ŕşŋłšě ňż ŕřĺňěŋĺň ćěłšőřŋş¿ ňăÿĺŋěřĺ¿ ł šőňş, ůšőąż śĺśšěňăšĺğĺřőćăšĳ ŋăÿĺ ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ő K[x_1; x_2; : : : ; x_n] łăł ő K-ňőďşńě. Łőńĳűő K šěŕěřĳ ąşďěš ŕřőĺğćőńĳŋżň łőňňşšăšĺćŋżň łőńĳűőň ś ěďĺŋĺűěľ.

1.1. Şŕőř£ďőůěŋĺě ňőŋőňőć. Ąăğĺś ć K-ňőďşńě K[x1; x2; : : : ; xn] śőśšăćń£¿š (ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ ňŋőčőůńěŋőć) ćśěćőğňőęŋżě ňőŋőňż x^{d1}_1 ; x^{d2}_2 ; : : : ; x^{dn}_n . Űěńőě ŋěőšřĺűăšěńĳŋőě ůĺśńő |d|^{def}= ∑ i d_i ŋăğżćăěšś£ śšěŕěŋĳ¿ ňőŋőňă, ă śăň ŋăąőř d = (d_1; d_2; : : : ; d_n) { ňşńĳšĺśšěŕěŋĳ¿.

Ňż ůăśšő ąşďěň śőłřăźăšĳ ğăŕĺśĳ x^{d1}_1 ; x^{d2}_2 ; : : : ; x^{dn}_n ďő x^d. Ŕřĺ ¡šőň şďőąŋő ŕřěďśšăćń£šĳ śěąě d = (d_1; d_2; : : : ; d_n) łăł ćěłšőř, ńěęăźĺľ ć ŕěřćőň łőőřďĺŋăšŋőň őłšăŋšě řěÿ-ěšłĺ Z^n.

Ćżÿě ňż ŕřĺćżłńĺ ĺňěšĳ ďěńő ś ąăğĺśăňĺ, ćěłšőřż ć łőšőřżţ ńĺŋěľŋő şŕőř£ďőůěŋż: e_1; e_2; : : : . Ńĺŋěľŋă£ şŕőř£ďőůěŋŋőśšĳ ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć ŋěőąţőďĺňă, ł ŋăŕřĺňěřş, ďń£ šőčő ůšőąż ğăŕĺśżćăšĳ čőňőňőřťĺğňż ňăšřĺűăňĺ. Ŋă ňŋőęěśšćě ŋăąőřőć d = (d_1; d_2; : : : ; d_n) ĺňěěšś£ śšăŋďăřšŋżľ ńĺŋěľŋżľ ŕőř£ďőł, łőšőřżľ ŋăğżćăěšś£ ńěłśĺłőčřăťĺůěśłĺň, ĺąő őśŋőćăŋ ŋă šőň ęě ŕřĺŋűĺŕě, ůšő ĺ řăśŕőńőęěŋĺě śńőć ć śńőćăřě: ňşńĳšĺśšěŕěŋĳ a = (a_1; a_2; : : : ; a_n) ŋăğżćăěšś£ ńěłśĺłőčřăťĺůěśłĺ ąőńĳÿěľ, ůěň ňşńĳšĺśšěŕěŋĳ b = (b_1; b_2; : : : ; b_n), ěśńĺ ďń£ ŋěłőšőřőčő i ĺňěěň a_ν = b_ν ŕřĺ < i, ŋő a_i > b_i. Ć ¡šőň śńşůăě ňż ąşďěň ŕĺśăšĳ a > b. 111

Ğăďăůă8.1. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ňż ďěľśšćĺšěńĳŋő őŕřěďěńĺńĺ ŋă ňŋőęěśšćě ňşńĳšĺśšěŕěŋěľ őšŋőÿěŋĺě ŕőńŋőčő ńĺŋěľŋőčő ŕőř£ďłă (š. ě. ŕřőćěřĳšě, ůšő ∀a; b ĺňě¿šś£ ć šőůŋőśšĺ 3 ćğăĺňő ĺśłń¿ůă¿źĺě ćőğňőęŋőśšĺ: a < b, a = b, b < a, ůšő ĺğ ŋěřăćěŋśšć a > b ĺ b > c śńěďşěš ŋěřăćěŋśšćő a > c ĺ ůšő ć łăęďőň ŋěŕşśšőň ňŋőęěśšćě ňşńĳšĺĺŋďěłśőć ěśšĳ ŋăĺňěŋĳÿĺľ ¡ńěňěŋš).

1.1.1. Ŕřĺňěř: őďŋőřőďŋżě ňŋőčőůńěŋż śšěŕěŋĺ d | ¡šő ňŋőčőůńěŋż, łăęďżľ ňőŋőň łőšőřżţ ĺňěěš śšěŕěŋĳ d. Őŋĺ śőśšăćń£¿š śćőąőďŋżľ ŕőďňőďşńĳ ć K[x_1; x_2; : : : ; x_n]

řăŋčă ( d + n − 1 n ) (ŕőůěňş?). Ńěłĺłőčřăťĺůěśłĺ śšăřÿĺň ňőŋőňőň ć ¡šőň ňőďşńě £ćń£ěšś£

x^d_1, ă ńěłśĺłőčřăťĺůěśłĺ ňńăďÿĺň - ňőŋőň x^d_n.

Ğăďăůă8.2. Ďőłăęĺšě, ůšő f ∈ K[x1; x2; : : : ; xn] šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă őďŋőřőďěŋ śšěŕěŋĺ d, łőčďă ć łőńĳűě K[t; x_1; x_2; : : : ; x_n] ćżŕőńŋěŋő řăćěŋśšćő f(tx_1; tx_2; : : : ; tx_n) = tf(x_1; x_2; : : : ; x_n).

Ğăďăůă8.3. (Šěőřěňă İľńěřă őą őďŋőřőďŋżţ ťşŋłűĺ£ţ.) Ďőłăęĺšě, ůšő f ∈ K[x_1; x_2; : : : ; x_n] šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă őďŋőřőďěŋ śšěŕěŋĺ d, łőčďă ć łőńĳűě K[x_1; x_2; : : : ; x_n] ćżŕőńŋěŋő řăćěŋśšćő^{n∑}_{i=1} @f@x_i = d · f (ůěřěğ @f@x_i őąőğŋăůăěšś£ ŕřőĺğćőďŋżľ ňŋőčőůńěŋ őš f(x_1; x_2; : : : ; x_n), řăśśňăšřĺćăěňőčő, łăł ňŋőčőůńěŋ őš x_i ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺğ łőńĳűă ňŋőčőůńěŋőć őš őśšăńĳŋżţ ŕěřěňěŋŋżţ).

1.2. Śřăćŋěŋĺě śőőšćěšśšćěŋŋżţ ňőŋőňőć. Ŋăńĺůĺě ńĺŋěľŋőčő ŕőř£ďłă ŋă ňőŋőňăţ ŕőğćőń£ěš řăśŕřőśšřăŋĺšĳ ŋă łőńĳűő K[x_1; x_2; : : : ; x_n] śšăŋďăřšŋżě śćőľśšćă şňŋőęěŋĺ£ ć K[x].

Ğăďăůă8.4. Şąěďĺšěśĳ, ůšő śšăřÿĺľ ĺ ňńăďÿĺľ ňőŋőňż ć ŕřőĺğćěďěŋĺĺ řăćŋż, śőőšćěšśšćěŋŋő, ŕřőĺğćěďěŋĺ£ň śšăřÿĺţ ĺ ňńăďÿĺţ ňőŋőňőć śőňŋőęĺšěńěľ.

Ć ůăśšŋőśšĺ, őšś¿ďă śńěďşěš, ůšő ć K[x_1; x_2; : : : ; x_n] ŋě ąşďěš ďěńĺšěńěľ ŋşń£, ěśńĺ ĺţ ŋě ążńő ć K, ĺ ůšő őąřăšĺňżňĺ ¡ńěňěŋšăňĺ ć K[x_1; x_2; : : : ; x_n] £ćń£¿šś£ őąřăšĺňżě łőŋśšăŋšż ĺ šőńĳłő őŋĺ.

Ŕřĺ ďőłăğăšěńĳśšćě řăğńĺůŋżţ šőęďěśšć ůăśšő őůěŋĳ ¡ťťěłšĺćŋżň őłăğżćăěšś£ śřăćŋěŋĺě śšăřÿĺţ ůńěŋőć. Śšăŋďăřšŋă£ śţěňă šăłőćă. Ďőŕşśšĺň, ůšő ŋăň ŋăďő řăğńőęĺšĳ ňŋőčőůńěŋ f ŋă ňŋőęĺšěńĺ, ĺ ňż ĺğ łăłĺţ-šő śőőąřăęěŋĺľ ğŋăěň, ůšő f ďěńĺšś£ ŋă ňŋőčőůńěŋż g_1; g_2; : : : ; g_k . Šőčďă, ěśńĺ śšăřÿĺľ ňőŋőň ş ŕřőĺğćěďěŋĺ£ g_1g_2 · · · g_k ĺňěěš šş ęě ňşńĳšĺśšěŕěŋĳ, ůšő ĺ śšăřÿĺľ ňőŋőň ć f, šő f = c · g_1g_2 · · · g_k, čďě c ∈ K { łőŋśšăŋšă, ĺ ďń£ ŋăţőęďěŋĺ£ šőůŋőčő ğŋăůěŋĺ£ c, őŕ£šĳ ęě, ďőśšăšőůŋő śřăćŋĺšĳ ńĺÿĳ łő¡ťťĺűĺěŋšż ŕřĺ śšăřÿĺţ ňőŋőňăţ.

1.2.1. Ŕřĺňěř: őŕřěďěńĺšěńĳ ćăŋ ďěř Ňőŋďă

det 1 1 1 : : : 1 x_1 x_2 x_3 : : : x_n x^2_1 x^2 x^2_3 : : : x^2_n . . . . . . . . x^{n−1}_1 x^{n−1}_2 x^{n−1}_3 : : : x^{n−1}_n

=^∏_{i>j}(x_i − x_j) :

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, őąě ůăśšĺ £ćń£¿šś£ ¡ńěňěŋšăňĺ Z[ x_1; x_2; : : : ; x_n ], ŕřĺů-ěň ńěćżľ ňŋőčőůńěŋ ďěńĺšś£ ŋă ŕřăćżľ, ĺąő őŋ ďěńĺšś£ ŋă łăęďżľ ĺğ ŕőŕăřŋő ćğăĺňŋő ŕřőśšżţ ńĺŋěľŋżţ ďćşůńěŋőć (x_i − x_j) (ůšőąż şąěďĺšĳś£ ć ¡šőň ŋăďő őšŋ£šĳ ĺğ i-šőčő śšőńąűă j-šżľ ĺ ćżŋěśšĺ (x_i − x_j) ĺğ łăęďőčőľ řăğŋőśšĺ x^k_i − x^k_j ). Őśšă-ěšś£ ğăňěšĺšĳ, ůšő śšăřÿĺě ňőŋőňż śńěćă ĺ śŕřăćă őďĺŋăłőćż { ¡šő (−1)^{n(n−1)}2 x^{n−1}_1 x^{n−2}_2 x^{n−3}_3 · · · x_{n−1}.

§1: Ňŋőčőůńěŋż őš ňŋőčőĺţ ŕěřěňěŋŋżţ 113

Ğăďăůă8.5. Şąěďĺšěśĳ ć ¡šőň!

1.3. Ťőřňşńż Ćĺěšă. Ŕşśšĳ {x1; x2; : : : ; xn} { łőřŋĺ ňŋőčőůńěŋă f(t) = a0t^n + a1t^{n−1} +

· · · + a_{n−1}t + a_n ∈ K[t], čďě K { ŕřőĺğćőńĳŋőě łőňňşšăšĺćŋőě łőńĳűő. Šőčďă, łăł ňż ğŋăěň, f(t) ďěńĺšś£ ŋă ŕřőĺğćěďěŋĺě (t − x_1)(t − x_2) · · · (t − x_n), ĺ śřăćŋĺćă£ śšăřÿĺě śšěŕěŋĺ t, ňż ŕőńşůăěň řăğńőęěŋĺě:

a_0t^n + a_1t^{n−1} + · · · + a_{n−1}t + a_n = a_0(t − x_1)(t − x_2) · · · (t − x_n) ;

łőšőřőě ŕőğćőń£ěš ćżřăğĺšĳ łő¡ťťĺűĺěŋšż a_1; a_2; : : : ; a_n ůěřěğ a_0 ĺ łőřŋĺ x_1; x_2; : : : ; x_n . Ďěľśšćĺšěńĳŋő, śřăćŋĺćă£ łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ t^{n−k}, ňż ŕőńşůăěň

1.3.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. (Šěőřěňă Ćĺěšă.) a_k = (−1)^ka_0e_k(x_1; x_2; : : : ; x_n) ;

čďě e_k(x_1; x_2; : : : ; x_n)^{def}=^∑_{1≤ν1<ν2<···<νk≤n} x_{ν1} x_{ν2} · · · x_{νn} ěśšĳ śşňňă ćśěţ ćőğňőęŋżţ ŕřőĺğćěďěŋĺľ ĺğ k ŕőŕăřŋő řăğŋżţ ŕěřěňěŋŋżţ (k = 1; 2; : : : ; n).

2_{Ňŋőčőůńěŋż ek(x1; x2; : : : ; xn) ŋăğżćă¿šś£ ¡ńěňěŋšăřŋżňĺ śĺňňěšřĺůěśłĺňĺ ňŋőčőůńě-}

ŋăňĺ.

Ğăďăůă8.6. Ŕşśšĳ si = x^{−1}_i , i = 1; 2; : : : ; n | ćěńĺůĺŋż, őąřăšŋżě ł łőřŋ£ň. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ĺňěěšś£ řăğńőęěŋĺě

a_0t^n + a_1t^{n−1} + · · · + a_{n−1}t + a_n = a_n(1 − s_1t)(1 − s_2t) · · · (1 − s_nt) ĺ ďőłăęĺšě ťőřňşńż a_k = (−1)^{n−k}a_ne_{n−k}(s_1; s_2; : : : ; s_n).

1.4. Řăğńőęěŋĺě řěğşńĳšăŋšă ĺ ďĺśłřĺňĺŋăŋšă. Ŕşśšĳ K { ŕřőĺğćőńĳŋőě łőňňşšăšĺćŋőě łőńĳűő. Řăśśňőšřĺň łőńĳűő ňŋőčőůńěŋőć K = K[ x_1; x_2; : : : ; x_n ; y_1; y_2; : : : ; y_m ] ĺ ąşďěň ćőśŕřĺŋĺňăšĳ ŕěřěňěŋŋżě x_1; x_2; : : : ; x_n łăł ťőřňăńĳŋżě łőřŋĺ ňŋőčőůńěŋă

f(t) = a_0^{n∏}_{ν=1}(t − x_ν ) = a_0t^n + a_1t^{n−1} + · · · + a_{n−1}t + a_n ∈ K[t] ;

ă ŕěřěňěŋŋżě y_1; y_2; : : : ; y_m | łăł ťőřňăńĳŋżě łőřŋĺ ňŋőčőůńěŋă

g(t) = b_0^{n∏}_{μ=1}(t − y_μ) = b_0m^t + b_1m^{t−1} + · · · + b_{t−1}m + b_t ∈ K[t] :

Ňż śőąĺřăěňś£ řăğńőęĺšĳ ŋă ňŋőęĺšěńĺ řěğşńĳšăŋš R(f; g) łăł ¡ńěňěŋš łőńĳűă K^′ = K[ a_0; a_1; : : : ; a_n ; b_0; b_1; : : : ; b_m ] :

Ďń£ ¡šőčő ğăňěšĺň, ůšő ŕřĺ ŕőďśšăŋőćłě y_j ćňěśšő x_i, ňŋőčőůńěŋż f ĺ g ŕřĺőąřěšă¿š őąźĺľ łőřěŋĳ, ă śšăńő ążšĳ, řěğşńĳšăŋš ć ¡šőň śńşůăě őąřăšĺšś£ ć ŋőńĳ.

Ğăďăůă8.7. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ěśńĺ ňŋőčőůńěŋ őš x; y (ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ć ń¿ąőň łőňňşšăšĺćŋőň łőńĳűě) őąřăźăěšś£ ć ŋőńĳ ŕřĺ ğăňěŋě ćśěţ ćţőď£źĺţ ć ŋěčő x’őć ŋă y, šő őŋ ďěńĺšś£ ŋăűěńő ŋă x − y.

Şłăğăŋĺě. İšő ćŕőńŋě ăŋăńőčĺůŋő Śń.2.2.1 ĺğ ńěłűĺĺ 3.

Ŕőśłőńĳłş ćśě řăğŋőśšĺ x_i − y_j ŕőŕăřŋő ćğăĺňŋő ŕřőśšż, ĺ ćśě łő¡ťťĺűĺěŋšż f ďěń£šś£ ŋă a_0, ă ćśě łő¡ťťĺűĺěŋšż g ďěń£šś£ ŋă b_0, řěğşńĳšăŋš R(f; g) ďěńĺšś£ ć łőńĳűě

K[ x_1; x_2; : : : ; x_n ; y_1; y_2; : : : ; y_m ; a_0; b_0] ⊃ K^′

ŋă ŕřőĺğćěďěŋĺě

P = a^m_0 b^n_0^∏_{1≤ν≤n} 1≤μ≤m (x_ν − y_μ) = a^m_0 n∏ ν=1 g(x_ν) = (−1)^{mn}b^n_0^{m∏}_{μ=1} f(y_μ) :

Ĺğ ŕőśńěďŋĺţ ďćşţ ŕěřěğăŕĺśěľ ćĺďŋő, ůšő P łăł ¡ńěňěŋš K^′ £ćń£ěšś£ őďŋőřőďŋżň śšěŕěŋĺ n ŕő ŕěřěňěŋŋżň b_i, ĺ őďŋőřőďŋżň śšěŕěŋĺ m ŕő ŕěřěňěŋŋżň a_j.

Ğăďăůă8.8. Şąěďĺšěśĳ, ůšő řěğşńĳšăŋš R(F; G) ń¿ążţ ďćşţ ňŋőčőůńěŋőć F ĺ G őďŋőřőďěŋ śšěŕěŋĺ deg G ŕő łő¡ťťĺűĺěŋšăň F ĺ őďŋőřőďěŋ śšěŕěŋĺ deg F ŕő łő¡ťťĺűĺěŋšăň G.

Šăłĺň őąřăğőň, R(f; g) = const · P . Śřăćŋěŋĺě łő¡ťťĺűĺěŋă ŕřĺ a^m_0 b^n_m ć R(f; g) ĺ P ŕőłăğżćăěš, ůšő łőŋśšăŋšă řăćŋă ěďĺŋĺűě.

Ğăďăůă8.9. Ůěňş šőůŋő řăćŋż śřăćŋĺćăěňżě łő¡ťťĺűĺěŋšż? Ĺšăł, ňż ďőłăğăńĺ

1.4.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. Řěğşńĳšăŋš R(f; g) ŕăřż ňŋőčőůńěŋőć f ĺ g (ŋăď ŕřőĺğćőńĳŋżň łőňňşšăšĺćŋżň łőńĳűőň), ĺňě¿źĺţ łőřŋĺ x_1; x_2; : : : ; x_n ĺ y_1; y_2; : : : ; y_m ĺ śšăřÿĺě łő¡ťťĺűĺěŋšż a_0 ĺ b_0 ďőŕşśłăěš řăğńőęěŋĺ£

R(f; g) = a^m_0 b^n_0^∏_{1≤ν≤n} 1≤μ≤m (x_ν − y_μ) = a^m_0 n∏ ν=1 g(x_ν) = (−1)^{mn}b^n_0^{m∏}_{μ=1} f(y_μ) : 2 1.4.2. Śńěďśšćĺě. Ďĺśłřĺňĺŋăŋš D(f) ňŋőčőůńěŋă f (ŋăď ŕřőĺğćőńĳŋżň łőňňşšăšĺćŋżň łőńĳűőň), ĺňě¿źěčő łőřŋĺ x_1; x_2; : : : ; x_n ĺ śšăřÿĺľ łő¡ťťĺűĺěŋš a_0 ďőŕşśłăěš řăğńőęěŋĺě

D(f) = a^{2n−2}_0^∏_{i>j}(x_i − x_j)^2 = a^{2n−2}_0 det^2

1 1 1 : : : 1 x_1 x_2 x_3 : : : x_n x^2_1 x^2 x^2_3 : : : x^2_n . . . . . . . . x^{n−1}_1 x^{n−1}_2 x^{n−1}_3 : : : x^{n−1}_n :

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, D(f) = (−1)^{n(n−1)}2 R(f; f^′). Ŋő ćżÿě ňż ćĺďěńĺ, ůšő R(f; f^′) = a^{n−1}_0^∏_i f^′(x_i). Ŋő ŕő ťőřňşńě ďń£ ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ£ ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ňż ĺňěěň

f^′(x_i) = d dt | | | | t=x_i a_0^∏_ν (t − x_ν) = a_0^∏_{ν≠i}(x_i − x_ν) ;

őšłşďă ŕőśńě ŕěřěňŋőęěŋĺ£ ĺ ŕőńşůăěšś£ ŋşęŋőě řăćěŋśšćő. 2 Ğăďăůă8.10. Ďőłăęĺšě, ůšő ďĺśłřĺňĺŋăŋš ĺ řěğşńĳšăŋš £ćń£¿šś£ ŋěŕřĺćőďĺňżňĺ ňŋőčőůńěŋăňĺ őš łő¡ťťĺűĺěŋšőć ĺśţőďŋżţ ňŋőčőůńěŋőć.

Ğăďăůă8.11. Ďőłăęĺšě, ůšő ďĺśłřĺňĺŋăŋš D(a0t^n + a1t^{n−1} + · · · + an−1t + an) łăł ťşŋłűĺ£ őš łő¡ťťĺűĺěŋšőć a_i şďőćńěšćőř£ěš ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőňş şřăćŋěŋĺ¿

na_0 + (n − 1)a_1 @D @a_2

+ (n − 2)a_2 @D @a_3 + · · · + @D @a_n : Şłăğăŋĺě: Ŕřőćěřĳšě śŋăůăńă, ůšő ďĺśłřĺňĺŋăŋš ĺŋćăřĺăŋšěŋ őšŋőśĺšěńĳŋő śďćĺčőć ŕěřěňěŋŋőľ, š. ě. D^(f(t)^) = D^(f(t + a)^) ∀ a∈K .

x2. Śĺňňěšřĺůěśłĺě ňŋőčőůńěŋż

2.1. Őŕřěďěńěŋĺě. Ňŋőčőůńěŋ f(x1; x2; : : : ; xn) ŋăğżćăěšś£ śĺňňěšřĺůěśłĺň, ěśńĺ őŋ ŋě ĺğňěŋ£ěšś£ ŕřĺ ń¿ąőľ ŕěřěŋşňěřăűĺĺ ŕěřěňěŋŋżţ, š. ě. ěśńĺ

f(x_{σ(1)}; x_{σ(2)}; : : : ; x_{σ(n)}) = f(x_1; x_2; : : : ; x_n) ∀ ff ∈S_n :

§śŋő, ůšő śĺňňěšřĺůěśłĺě ňŋőčőůńěŋż ĺğ K[x_1; x_2; : : : ; x_n] őąřăğş¿š K-ňőďşńĳ (ŋăď ŕřőĺğćőńĳŋżň łőňňşšăšĺćŋżň łőńĳűőň K).

Ĺğ šěőřěňż Ćĺěšă śńěďşěšěš, ůšő łő¡ťťĺűĺěŋšż ĺ ďĺśłřĺňĺŋăŋš ŕřĺćěďěŋŋőčő ňŋőčőůńěŋă t^n + a_1t^{n−1} + · · · + a_{n−1}t + a_n ∈ k[t] £ćń£¿šś£ śĺňňěšřĺůěśłĺňĺ ňŋőčőůńěŋăňĺ őš ěčő łőřŋěľ. Őłăğżćăěšś£, ĺňěěš ňěśšő śńěďş¿źěě

2.1.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ćś£łĺľ śĺňňěšřĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ őš łőřŋěľ ŕřĺćěďěŋŋőčő ňŋőčőůńěŋă ĺğ k[t] ňőęěš ążšĳ ćżřăęěŋ ć ćĺďě ňŋőčőůńěŋă őš łő¡ťťĺűĺěŋšőć (ă śšăńő ążšĳ, ěčő ğŋăůěŋĺ£ ňőęŋő ŋăľšĺ ŋě řěÿă£ şřăćŋěŋĺ£).

Ňż ďőłăęěň śěľůăś ŋěśłőńĳłő ąőńěě śĺńĳŋżľ řěğşńĳš: ŕřőćěřĺň, ůšő ňŋőčőůńěŋż ćĺďă

e^{d1}_1 e^{d2}_2 · · · e^{dn}_n ;

čďě e_k(x_1; x_2; : : : ; x_n) =^∑_{1≤ν1<ν2<···<νk ≤n} x_{ν1} x_{ν2} · · · x_{νn} śşšĳ ¡ńěňěŋšăřŋżě śĺňňěšřĺůěśłĺě ňŋő-

čőůńěŋż, śőśšăćń£¿š ąăğĺś ňőďşń£ śĺňňěšřĺůěśłĺţ ňŋőčőůńěŋőć. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ Sym^d = Sym^d(x_1; x_2; : : : ; x_n) ŕőďňőďşńĳ, śőśšő£źĺľ ĺğ őďŋőřőďŋżţ śĺňňěšřĺůěśłĺţ ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ d ĺ ŋşńěćőčő ňŋőčőůńěŋă. Ŕőśłőńĳłş ¡ńěňěŋšăřŋżľ śĺňňěšřĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ e_k őďŋőřőďěŋ śšěŕěŋĺ k, ŋăň ďőśšăšőůŋő ąşďěš ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ňŋőčőůńěŋż ćĺďă e^{d1}_1 e^{d2}_2 · · · e^{dn}_n ś ∑ k kd_k = m őąřăğş¿š ąăğĺś ć Sym^m ŕřĺ łăęďőň m. Ć ŕřőűěśśě ŕřőćěřłĺ ŋăň ŕőŋăďőąĺšś£ őďŋő őůěŋĳ ŕőńěğŋőě őąőğŋăůěŋĺě.

2.2. Řăğąĺěŋĺ£ ĺ ďĺăčřăňňż đŋčă. Şŕőř£ďőůěŋŋżľ ŋăąőř ňőŋőšőŋŋő ŋěćőğřăśšă¿źĺţ ŋěőšřĺűăšěńĳŋżţ űěńżţ ůĺśěń – = (–_1; –_2; : : : ; –_k), –_1 ≥ –_2 ≥ : : : ≥ –_k ≥ 0, ś śşňňőľ^∑ –_i = n ŋăğżćăěšś£ řăğąĺěŋĺěň ůĺśńă n. Ůĺśńő n ŋăğżćăěšś£ ćěśőň řăğąĺěŋĺ£ – ĺ őąőğŋăůăěšś£ šăłęě ůěřěğ |–|. Ůĺśńő k ŋăğżćăěšś£ ďńĺŋőľ řăğąĺěŋĺ£ ĺ őąőğŋăůăěšś£ l(–).

Ćĺğşăńĺğĺřşěšś£ řăğąĺěŋĺě ŕřĺ ŕőňőźĺ łăřšĺŋłĺ, łőšőřă£ ŋăğżćăěšś£ ďĺăčřăňňőľ đŋčă ĺ śőśőšőĺš ĺğ řăśŕőńőęěŋŋżţ ďřşč ŕőď ďřşčőň ĺ ćżřőćŋěŋŋżţ ŕő ńěćőňş łřă¿ łńěšůăšżţ ŕőńőśőł ďńĺŋż –_1; –_2; : : : ; –_k (şďőąŋő řĺśőćăšĳ ŋă łńěšůăšőľ ąşňăčě). Ŋăŕřĺňěř, řăğąĺěŋĺě

– = (6431) ĺğőąřăęăěšś£ ďĺăčřăňňőľ . Řăğąĺěŋĺě, őšćěůă¿źěě šřăŋśŕőŋĺřőćăŋŋőľ (š. ě. śĺňňěšřĺůŋőľ őšŋőśĺšěńĳŋő čńăćŋőľ ďĺăčőŋăńĺ) ďĺăčřăňňě ŋăğżćăěšś£

śőŕř£ę-ěŋŋżň ł ĺśţőďęŋőňş ĺ őąőğŋăůăěšś£ –^′ (ć ŋăÿěň śńşůăě –^′ = (4; 3; 3; 2; 1; 1)).

Ğăďăůă8.12. Şąěďĺšěśĳ, ůšő –^′_i = (łőńĺůěśšćő śšřőł ďńĺŋż ˇ i ć λ). 2.3. Śĺňňěšřĺůěśłĺě ňŋőčőůńěŋż eλ. Śőőšćěšśćĺě

– = (–_1; –_2; : : : ; –_k) −→ e_λ^{def}= e_{λ1}e_{λ2} · · · e_{λk}

şśšăŋăćńĺćăěš ąĺěłűĺ¿ ňěęďş ćśěćőğňőęŋżňĺ ňŋőčőůńěŋăňĺ ćĺďă e^{d1}_1 e^{d2}_2 · · · e^{dn}_n ńěęăźĺňĺ ć Sym^d ĺ ćśěćőğňőęŋżňĺ řăğąĺěŋĺ£ňĺ – ćěśă d, šăłĺňĺ ůšő l(–^′) = n (őąřăšŋőě őšőąřăęěŋĺě śőŕőśšăćń£ěš łăęďőňş ňŋőčőůńěŋş ćĺďă e^{d1}_1 e^{d2}_2 · · · e^{dn}_n řăğąĺěŋĺě

– = (n; n; : : : ; n dn ; (n − 1); (n − 1); : : : ; (n − 1) d_{n−1} ; : : : 1; 1; : : : ; 1

d_1 ) ; ć łőšőřőň łőńĺůěśšćő śšřőł ďńĺŋż i řăćŋő ŕőłăğăšěń¿ ŕřĺ e_i).

2.3.1. Ńěňňă. Ńěłśĺłőčřăťĺůěśłĺ śšăřÿĺľ ňőŋőň ňŋőčőůńěŋă eλ = eλ_1eλ_2 · · · eλ_k řăćěŋ x^{λ′1}_1 x^{λ′2}_2 · · · x^{λ′n}_n , čďě –^′ = (–^′_1; –^′_2; : : : ; –^′_n) { śőŕř£ę-ěŋŋőě ł – řăğąĺěŋĺě.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕőśłőńĳłş śšăřÿĺľ ňőŋőň ć ei ěśšĳ x1x2 · · · xi, śšěŕěŋĳ, ć łőšőřőľ ŕěřěňěŋŋă£ x_m ćőľďěš ć śšăřÿĺľ ňőŋőň ŕřőĺğćěďěŋĺ£ e_{λ1} e_{λ2} · · · e_{λk} řăćŋă łőńĺůěśšćş śšřőł ć –, ďńĺŋă łőšőřżţ ŋě ňěŋĳÿě, ůěň m. 2 2.4. Śĺňňěšřĺůěśłĺě ňŋőčőůńěŋż fλ. Ďń£ ŕřőğćőńĳŋőčő řăğąĺěŋĺ£ – = (–1; –2; : : : ; –n) őąőğŋăůĺň ůěřěğ f_λ ∈ Sym^{|λ|} śşňňş ćśěţ ŕőŕăřŋő řăğńĺůŋżţ ňőŋőňőć, łőšőřżě ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ ĺğ ňőŋőňă x^{λ1}_1 x^{λ2}_2 · · · x^{λn}_n ćśěćőğňőęŋżňĺ ŕěřěŋşňěřăűĺ£ňĺ ŕěřěňěŋŋżţ. Śĺňňěšřĺůěśłĺě ňŋőčőůńěŋż f_λ ŋăğżćă¿šś£ ňőŋőňĺăńĳŋżňĺ śĺňňěšřĺůěśłĺňĺ ňŋőčőůńěŋăňĺ.

2.4.1. Ńěňňă. Sym^d £ćń£ěšś£ śćőąőďŋżň K-ňőďşńěň łőŋěůŋőčő řăŋčă, ĺ ćśěćőğňőęŋżě ňŋőčőůńěŋż f_λ ś l(–) = n, |–| = d śőśšăćń£¿š ąăğĺś ć Sym^d.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ćś£łĺľ ŕőńĺŋőň g ∈ Sym^d ćňěśšě ś łăęďżň ňőŋőňőň śőďěřęĺš ĺ ćśě ňőŋőňż, ŕőńşůă¿źĺěś£ ĺğ ŋěčő ŕěřěŋşňěřăűĺ£ňĺ ŕěřěňěŋŋżţ, ŕřĺů-ěň ćśě ¡šĺ ňőŋőňż ćţőď£š ć g ś őďŋĺň ĺšěň ęě łő¡ťťĺűĺěŋšőň, ĺ ńěłśĺłőčřăťĺůěśłĺ śšăřÿĺň ĺğ ŋĺţ ąşďěš ěďĺŋśšćěŋŋżľ ňőŋőň c_λ · x^{λ1}_1 x^{λ2}_2 · · · x^{λn}_n , ŕőłăğăšěńĺ łőšőřőčő ŋěćőğřăśšă¿š: –_1 ≥ –_2 ≥ : : : ≥ –_n. Śšăńő ążšĳ, śşňňă ćśěţ ¡šĺţ ňőŋőňőć ěśšĳ c_λ · f_λ, čďě – = (–_1; –_2; : : : ; –_n), c_λ ∈ K. İšő ŕőłăğżăěš, ůšő g řăśŕăďăěšś£ ĺ ŕřĺšőň ěďĺŋśšćěŋŋżň őąřăğőň ć ńĺŋěľŋş¿ łőňąĺŋăűĺ¿ ňŋőčőůńěŋőć f_λ ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺğ K. 2 2.5. Ňăšřĺűă ŕěřěţőďă őš eλ ł fλ. Ććěď-ň ńěłśĺłőčřăťĺůěśłĺľ ŕőř£ďőł ŋă ňŋőęěśšćě ćśěţ řăğąĺěŋĺľ – = (–_1; –_2; : : : ; –_n) ćěśă d ĺ ďńĺŋż n. Šőčďă śőčńăśŋő Ńň.2.3.1 řăğńőęěŋĺě ňŋőčőůńěŋă e_λ ŕő ąăğĺśş f_λ ĺňěěš ćĺď

e_λ = f_λ′ + ůńěŋż ňńăďÿĺţ śšěŕěŋěľ ;

čďě –^′ | řăğąĺěŋĺě, ďćőľśšćěŋŋőě ł –. Šăłĺň őąřăğőň, ěśńĺ ććěśšĺ ŋă ňŋőęěśšćě ćśěţ řăğąĺěŋĺľ ćěśă d, şďőćńěšćőř£¿źĺţ şśńőćĺ¿ l(–^′) = n, ńĺŋěľŋőě şŕőř£ďőůěŋĺě ŕőńăčă£ – < — ěśńĺ –^′ ńěłśĺłőčřăťĺůěśłĺ ňěŋĳÿě —^′, šő ňż ŕőńşůĺň

2.5.1. Śńěďśšćĺě. Ňăšřĺűă, ŕő śšőńąűăň łőšőřőľ śšő£š łőőřďĺŋăšż ňŋőčőůńěŋőć eλ ∈ Sym^n ć ąăğĺśě ĺğ ňőŋőňĺăńĳŋżţ śĺňňěšřĺůěśłĺţ ňŋőčőůńěŋőć, £ćń£ěšś£ łćăďřăšŋőľ ćěřţŋěšřěşčőńĳŋőľ ňăšřĺűěľ ś ěďĺŋĺűăňĺ ŕő čńăćŋőľ ďĺăčőŋăńĺ.

2_{Ŋő ćś£łă£ ňăšřĺűă H = (hij ∈ MatN (K), ş łőšőřőľ hij = 0 ŕřĺ i > j ĺ hii = 1 ∀i őąřăšĺňă}

ŋăď ń¿ążň łőńĳűőň K.

Ğăďăůă8.13. Ďőłăęĺšě ¡šő ĺ ŕőńşůĺšě (ţőš£ ąż ŕřĺ ňăńżţ N) őąźş¿ ťőřňşńş ďń£ őąřăšŋőľ ňăšřĺűż.

Őšćěš: őąřăšŋă£ ňăšřĺűă H^{−1} = (gij ) ĺňěěš

g_{ij} =

0 ŕřĺ i > j 1 ŕřĺ i = j −h_{ij} + ∑ i<ν_1<j h_{iν1} h_{ν1j} −^∑_{i<ν1<ν2<j} h_{iν1} h_{ν1ν2} h_{ν1j} +^∑_{i<ν1<ν2<ν3 <j} · · · ŕřĺ i < j : Łăł ňż ğŋăěň, őąřăšĺňőśšĳ ňăšřĺűż ŕěřěţőďă řăćŋőśĺńĳŋő šőňş, ůšő e_λ šăłęě śőśšăćń£ěš ąăğĺś ć Sym^d.

2.5.2. Śńěďśšćĺě. Ňŋőčőůńěŋż eλ = eλ_1 eλ_2 · · · eλ_k , čďě – ŕřőąěčăěš řăğąĺěŋĺ£ ćěśă d, ş łőšőřżţ l(–^′) = n, ĺńĺ (ůšő šő ęě śăňőě) ňŋőčőůńěŋż ćĺďă e^{d1}_1 e^{d2}_2 · · · e^{dn}_n ś^∑_k kd_k = d śőśšăćń£¿š

ąăğĺś ňőďşń£^{∑d} őďŋőřőďŋżţ śĺňňěšřĺůěśłĺţ ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ d ŋăď ŕřőĺğćőńĳŋżň łőňňşšăšĺćŋżň łőńĳűőň K.

2_{Ŕěřěťőřňşńĺřőćłőľ ¡šőčő śńěďśšćĺ£ £ćń£ěšś£}

2.6. Šěőřěňă. (Őśŋőćŋă£ šěőřěňă ő śĺňňěšřĺůěśłĺţ ťşŋłűĺ£ţ.) Čőňőňőřťĺğň K[t_1; t_2; : : : ; t_n] −→ K[x_1; x_2; : : : ; x_n] ;

ŕěřěćőď£źĺľ ňŋőčőůńěŋ p(t_1; t_2; : : : ; t_n) ć ňŋőčőůńěŋ p(e_1(x); e_2(x); : : : ; e_n(x)) őšőęďěśšćń£ěš K[xt1; t_2; : : : ; t_n] ś ŕőďłőńĳűőň śĺňňěšřĺůěśłĺţ ňŋőčőůńěŋőć ć K[x_1; x_2; : : : ; x_n], š. ě. ćś£łĺľ śĺňňěšřĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ ňőęěš ążšĳ ŕřěďśšăćńěŋ ć ćĺďě ňŋőčőůńěŋă őš ¡ńěňěŋšăřŋżţ śĺňňěšřĺůěśłĺţ ňŋőčőůńěŋőć e_i(x) ∈ K[x_1; x_2; : : : ; x_n] ;

ĺ šăłőě ŕřěďśšăćńěŋĺě ěďĺŋśšćěŋŋő. 2 2.7. Ŕřăłšĺůěśłőě őšżśłăŋĺě ŕřěďśšăćńěŋĺ£ g(x) = p(e) ďăŋŋőčő śĺňňěšřĺůěśłőčő ňŋőčőůńěŋă g ∈ Sym^d ć ćĺďě ňŋőčőůńěŋă őš ¡ńěňěŋšăřŋżţ śĺňňěšřĺůěśłĺţ ňŋőčőůńěŋőć őśşźěśšćń£ěšś£ őążůŋő šăł. Ć g(x) őšżśłĺćăěšś£ ńěłśĺłőčřăťĺůěśłĺ śšăřÿĺľ ňőŋőň ¸ · x^{λ1}_1 x^{λ2}_2 · · · x^{λn}_n Ěčő ŕőłăğăšěńĺ ăćšőňăšĺůěśłĺ ŋěćőğřăśšă¿š: –_1 ≥ –_2 ≥ : : : ≥ –_n, ĺ ňŋőčőůńěŋ g(x)−¸·e_λ′(x), čďě –^′ { řăğąĺěŋĺě, ďćőľśšćěŋŋőě ł – = (–_1; –_2; : : : ; –_n), ĺňěěš ńěłśĺłőčřăťĺůěśłĺ ňěŋĳÿĺľ śšăřÿĺľ ňőŋőň, ůěň g(x). Ďăńěě ŕřőűěśś ŕřőďőńęăěšś£ ŕő ĺŋďşłűĺĺ.

Ğăďăůă8.14. Ŕşśšĳ x+ ĺ x− { łőřŋĺ şřăćŋěŋĺ£ at^2 + bt + c = 0. Ŋě ŕřĺąěčă£ ł őŕřěďěńĺšěń£ň, ćżřăğĺšě D = a(x_+ − x_−)^2 ůěřěğ a, b, ĺ c ĺ ćżćěďĺšě ĺğ ¡šőčő ćś¿ ÿłőńĳŋş¿ šěőřĺ¿ łćăďřăšŋżţ şřăćŋěŋĺľ.

Ğăďăůă8.15. Ŕşśšĳ x1; x2; x3 { łőřŋĺ şřăćŋěŋĺ£ x^3 + px + q = 0. Ŋě ŕřĺąěčă£ ł őŕřěďěńĺšěń£ň, ćżřăğĺšě D = (x_1 − x_2)^2(x_1 − x_3)^2(x_2 − x_3)^2 ůěřěğ p ĺ q.

x3. Řăűĺőŋăńĳŋżě ťşŋłűĺĺ

3.1. Šěřňĺŋőńőčĺ£. Łńăśś ¡łćĺćăńěŋšŋżţ ďřőąěľ P=Q, čďě P; Q ∈ k[ x1; x2; : : : ; xn ], Q ≠ 0 ĺ P=Q ĺ F=G śůĺšă¿šś£ ¡łćĺćăńěŋšŋżňĺ, ěśńĺ P (x)G(x) = F (x)Q(x) ć k[x_1; x_2; : : : ; x_n ], ŋăğżćăěšś£ řăűĺőŋăńĳŋőľ ťşŋłűĺěľ őš n ŕěřěňěŋŋżţ ŋăď ŕőńěň k. Ŕřő ¡łćĺćăńěŋšŋżě ďřőąĺ P=Q ĺ F=G čőćőř£š, ůšő őŋĺ ğăďă¿š őďŋş ĺ šşęě řăűĺőŋăńĳŋş¿ ťşŋłűĺ¿. Ňŋőęěśšćő řăűĺőŋăńĳŋżţ ťşŋłűĺľ őąőğŋăůăěšś£ k( x_1; x_2; : : : ; x_n ) (śłőąłĺ łřşčńżě). Őŕřěďěńĺň ć k( x_1; x_2; : : : ; x_n ) śńőęěŋĺě ĺ şňŋőęěŋĺě ťőřňşńăňĺ

P_1 Q_1 +

P_2 Q_2^{def}=

P_1Q_2 + P_2Q_1 Q_1Q_2 P_1 Q_1 ·

P_2 Q_2^{def}=

P_1P_2 Q_1Q_2 :

(8-1)

Ğăďăůă8.16. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ¡šĺ őŕřěďěńěŋĺ£ łőřřěłšŋż, (š. ě. ŋě ğăćĺś£š őš ćżąőřă ŕřěďśšăćĺšěń£ ć łńăśśě ¡łćĺćăńěŋšŋżţ ďřőąěľ).

Ğăďăůă8.17. Şąěďĺšěśĳ (ŕř£ňőľ ŕřőćěřłőľ ćśěţ ăłśĺőň ŋăďńěęăźĺňĺ £ćŋżňĺ ćżůĺśńěŋĺ£ňĺ), ůšő k( x_1; x_2; : : : ; x_n ) £ćń£ěšś£ ŕőńěň.

Ğăŕĺśĳ řăűĺőŋăńĳŋőľ ťşŋłűĺĺ ďřőąĳ¿ P=Q ŋăğżćăěšś£ ŋěśőłřăšĺňőľ, ěśńĺ ŕőńĺŋőňż P ĺ Q ŋě ĺňě¿š ŋěšřĺćĺăńĳŋżţ őąźĺţ ďěńĺšěńěľ. Ďřőąĳ P=Q ŋăğżćăěšś£ ŕřăćĺńĳŋőľ, ěśńĺ deg P < deg Q.

Ğăďăůă8.18. Şąěďĺšěśĳ, ůšő śćőľśšćő ďřőąĺ ążšĳ ŕřăćĺńĳŋőľ śőţřăŋ£ěšś£ ŕřĺ ŕěřěţőďě ł ¡łćĺćăńěŋšŋőľ ďřőąĺ.

3.2. Řăğńőęěŋĺě řăűĺőŋăńĳŋżţ ťşŋłűĺľ őš őďŋőľ ŕěřěňěŋŋőľ. Ŕřĺ ćżůĺśńěŋĺ£ţ ś řăűĺőŋăńĳŋżňĺ ťşŋłűĺ£ňĺ őš őďŋőľ ŕěřěňěŋŋőľ ŋăď ŕőńěň ůăśšő ążćăěš ŕőńěğŋőľ śńěďş¿źă£ 3.2.1. Ńěňňă. Ŕşśšĳ k { ŕőńě, ĺ ŕşšĳ ğŋăňěŋăšěńĳ ďřőąĺ P (t)=Q(t) ∈ k(t) řăğńőęěŋ ć ŕřőĺğćěďěŋĺě ŕőŕăřŋő ćğăĺňŋő ŕřőśšżţ ňŋőčőůńěŋőć:

Q(t) = q_1(t)q_2(t) : : : q_m(t) :

Šőčďă śşźěśšćşěš řăğńőęěŋĺě

P (t) Q(t)

= h(t) + p_1(t) q_1(t) + p_2(t) q_2(t) + · · · + p_m(t) q_m(t)

; (8-2)

ć łőšőřőň deg h = deg P − deg Q, deg p_i < deg q_i ĺ ŋăąőř ňŋőčőůńěŋőć h; p_1; p_2; : : : ; p_m ∈ k[t] őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ ¡šĺňĺ şśńőćĺ£ňĺ ŕő P ĺ Q.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ šřěąşěňőě řăćěŋśšćő ćżŕőńŋěŋő. Ďőňŋőęă£ őąě ěčő ůăśšĺ ŋă Q, ŕőńşůĺň ć k[t] řăćěŋśšćő:

P = hQ + p_1Q_1 + p_2Q_2 + · · · + p_mQ_m ; (8-3)

čďě ůěřěğ Q_i őąőğŋăůěŋő ŕřőĺğćěďěŋĺě ćśěţ ňŋőčőůńěŋőć q_ν łřőňě i-šőčő (ć ůăśšŋőśšĺ, Q_i ćğăĺňŋő ŕřőśš ś q_i ĺ ďěńĺšś£ ŋă ćśě q ś ≠ i). Ĺğ şśńőćĺ£ ńěňňż ćżšěłăěš ŋěřăćěŋśšćő deg(^∑ p_ν Q_ν) < deg Q, ŕőłăğżćă¿źěě, ůšő h ĺ r^{def}=^∑ p_ν Q_ν őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£¿šś£ łăł ŋěŕőńŋőě ůăśšŋőě ĺ őśšăšőł őš ďěńěŋĺ£ P ŋă Q. Ŕőśłőńĳłş Q_i őąřăšĺň ć łőńĳűě k[t]=(q_i), łăęďżľ ĺğ p_i őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ łăł ěďĺŋśšćěŋŋżľ ňŋőčőůńěŋ śšěŕěŋĺ < deg q_i, ŕřěďśšăćń£¿- źĺľ łńăśś ćżůěšă [r][Q_i]^{−1} = [P ][Q_i]^{−1} ć łőńĳűě k[t]=(q_i) ćżůěšőć ŕő mod q_i.

§3: Řăűĺőŋăńĳŋżě ťşŋłűĺĺ 119

İšő řăśśşęďěŋĺě ŕőłăğżćăěš ŋě šőńĳłő ěďĺŋśšćěŋŋőśšĳ, ŋő ĺ śşźěśšćőćăŋĺě. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ďěń£ P ŋă Q ś őśšăšłőň, ňőęěň ŋăŕĺśăšĳ, ůšő P=Q = h + r=Q, čďě deg P < deg Q. Ďăńěě, ŕőďąĺřă£ p_1 ∈ k[t] ś deg p_1 < deg q_1, ŕřěďśšăćń£¿źĺľ ć k[t]=(q_1) łńăśś [P ][Q_1]^{−1}, ňőęěň ŋăŕĺśăšĳ, ůšő r = p_1Q_1 + q_1r_1, ś ŋěłőšőřżň r_1 ∈ k[t], ĺňě¿źĺň deg r_1 < deg Q_1 (ĺąő deg r < deg Q). Őšś¿ďă r=Q = p_1=q_1 + r_1=Q_1, čďě ğŋăňěŋăšěńĳ Q_1 şęě ŋě śőďěřęĺš q_1, ŋő ŕő-ŕřěęŋěňş deg r_1 < deg Q_1, šăł ůšő ŕřőűěďşřş ňőęŋő ŕőćšőřĺšĳ ś r_1=Q_1 ĺ šăł ďăńěě. 2 3.2.2. Ŕřăłšĺůěśłőě őšżśłăŋĺě řăğńőęěŋĺ£ (8-2) şďőąŋő ŕřőĺğćőďĺšĳ ňěšőďőň ŋěőŕřěďěńěŋŋżţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć: ŕőśłőńĳłş ňż ğŋăěň őűěŋłĺ śćěřţş ŋă śšěŕěŋĺ h ĺ p_i, ňż ňőęěň ğăŕĺśăšĳ ¡šĺ ňŋőčőůńěŋż ś ŋěőŕřěďěńěŋŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ, ĺ ćőśŕřĺŋĺňăšĳ śőőšŋőÿěŋĺě (8-3) łăł śĺśšěňş ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ ŋă ¡šĺ łő¡ťťĺűĺěŋšż. Ŕřĺ ¡šőň ĺğćńěłăšĳ ĺğ (8-3) şřăćŋěŋĺ£ ňőęŋő ďćşň£ śŕőśőąăňĺ: ńĺąő ŕřĺřăćŋĺćăšĳ łő¡ťťĺűĺěŋšż ŕřĺ őďĺŋăłőćżţ śšěŕěŋ£ţ t ć ńěćőľ ĺ ŕřăćőľ ůăśšĺ, ńĺąő ŕőďśšăćń£šĳšĳ ć ńěćş¿ ĺ ŕřăćş¿ ůăśšĳ łőŋłřěšŋżě ğŋăůěŋĺ£ t ∈ k (ć łăůěśšćě šăłőćżţ őśőąěŋŋő şďőąŋż łőřŋĺ ňŋőčőůńěŋőć q_i, ĺąő őŋĺ ăŋŋşńĺřş¿š ćśě Q_ν łřőňě i-šőčő).

3.2.3. Ŕřĺňěř: Ŋăľď-ěň 1996-¿ ŕřőĺğćőďŋş¿ őš f(x) = x^3=(1 + x^2), ďń£ ůěčő ćőśŕőńĳğşěňś£ řăğńőęěŋĺěň x^3 x^2 + 1

= x + ¸ x + i + ˛ x − i ś ŕőďţőď£źĺňĺ ¸; ˛ ∈ C . Ůšőąż ĺţ ŋăľšĺ, ŕőďśšăćĺň ć řăćěŋśšćő

x^3 = x(x^2 + 1) + ¸(x − i) + ˛(x + i)

ğŋăůěŋĺ£ x = i ĺ x = −i. Ŕőńşůĺň 2i˛ = −i ĺ −2i¸ = i, š. ě. ¸ = ˛ = −1=2. Ďń£ 1996-ľ ŕřőĺğćőďŋőľ ŕőńşůăěň ćżřăęěŋĺě

−1995! ( (x + i)^{−1996} + (x − i)^{−1996)} = −1995! · 2 · x^{1996} + ( 1996 2 ) x^{1994} + ( 1996 4 ) x^{1992} + · · · + 1

(x^2 + 1)^{1996} : Ğăďăůă8.19. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřăćĺńĳŋă£ ďřőąĳ ćĺďă P=Q^d, őďŋőğŋăůŋő ğăŕĺśżćăěšś£ ć ćĺďě P Q^d = P_1 Q + P_2 Q^2 + · · · + P_d Q^d ; čďě deg P_i < deg Q ∀i.

Şłăğăŋĺě. İšő ŋě ůšő ĺŋőě łăł ććěďěŋĺě ŋă łőńĳűě ňŋőčőůńěŋőć Q-ĺůěśłőľ ŕőğĺűĺőŋŋőľ śĺśšěňż śůĺśńěŋĺ£, ůšő ćŕőńŋě ăŋăńőčĺůŋő ţőřőÿő ĺğćěśšŋőľ ćśěň ŕřőčřăňňĺśšăň ďě£šěńĳŋőśšĺ ś ŋăšşřăńĳŋżňĺ ůĺśńăňĺ (śň. ğăďăůş ŋĺęě). Ğăďăůă8.20. Ďőłăęĺšě, ůšő ćś£łőě ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő p, ŋě ŕřěćőśţőď£źěě ŋěłőšőřőľ śšěŕěŋĺ q^k ŕřőĺğćőńĳŋżň őąřăğőň ťĺłśĺřőćăŋŋőčő ŋăšşřăńĳŋőčő ůĺśńă q, ěďĺŋśšćěŋŋżň őąřăğőň ŕřěďśšăćń£ěšś£ ć ćĺďě

p = a_0 + a_1q + · · · + a_{k−1}q^{k−1} :

Ŕřĺňěř: ŕřĺ q = 10 ¡šő ŕőğćőń£ěš ğăŕĺśăšĳ ćś£łőě n ∈ N, n < 10^k, k-ğŋăůŋżň ďěś£šĺůŋżň ůĺśńőň.

3.3. Ŕőńě ůăśšŋżţ, ŕőďőąŋőě k( x1; x2; : : : ; xn ) ĺńĺ Q, ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ ĺśţőď£ ĺğ ń¿ąőčő

űěńőśšŋőčő łőňňşšăšĺćŋőčő łőńĳűă K. Ă ĺňěŋŋő, őąőğŋăůĺň ůěřěğ a=b (a; b ∈ K) łńăśś ćőğňőęŋżţ ŕăř {(c; d) ∈ K × K : ad = bc } :

İšĺ łńăśśż řăğąĺćă¿š K × K ć őąžěďĺŋěŋĺě ŋěŕěřěśěłă¿źĺţś£ ŕőďňŋőęěśšć, ĺąő ěśńĺ (c; d) ćţőďĺš ĺ ć a_1=b_1 ĺ ć a_2=b_2, šő ćżůĺšă£ ĺğ řăćěŋśšćă a_1db_2 = b_1cb_2 (ŕőńşůěŋŋőčő şňŋőęěŋĺěň őąěĺţ ůăśšěľ a_1d = b_1c ŋă b_2) ăŋăńőčĺůŋőě řăćěŋśšćő a_2db_1 = b_2cb_1, ŕőńşůĺň d(a_1b_2 − b_2a_1) = 0, ůšő ććĺďş űěńőśšŋőśšĺ K ćńěů-ěš řăćěŋśšćő a_1b_2 = b_2a_1, őğŋăůă¿źěě, ůšő łńăśśż a_1=b_1 ĺ a_2=b_2 śőćŕăďă¿š.

Ťăłšőř-ňŋőęěśšćő K × K, śőśšő£źěě ĺğ őŕĺśăŋŋżţ šőńĳłő ůšő łńăśśőć a=b ŋăğżćăěšś£ ŕőńěň ůăśšŋżţ űěńőśšŋőčő łőňňşšăšĺćŋőčő łőńĳűă K. Őŕěřăűĺĺ ć ¡šőň ŕőńě őŕřěďěń£¿šś£, łăł ĺ řăŋěě, ŕřăćĺńăňĺ (8-1).

Ğăďăůă8.21. Ŕřőćěřĳšě, ůšő őŕřěăűĺĺ őŕřěďěńěŋż łőřřěłšŋő ĺ şďőćńěšćőř£¿š ćśěň ăłśĺőňăň ŕőń£.

3.3.1. Ŕřĺňěř: ŕőńě ř£ďőć Ńőřăŋă. Ŕşśšĳ ć ŕřěďżďşźěľ łőŋśšřşłűĺĺ K = k[[t]] ąşďěš łőńĳűőň ťőřňăńĳŋżţ śšěŕěŋŋżţ ř£ďőć ŋăď ŕőńěň k. Ŕőńě ůăśšŋżţ őąőğŋăůăěšś£ ć ¡šőň śńşůăě k((t)). Ŋăŕőňŋ¿ (śň. ńěłűĺ¿ 2), ůšő łăęďżľ ¡ńěňěŋš f(t) ∈ k[[t]] ěďĺŋśšćěŋŋżň őąřăğőň ŕřěďśšăćĺň ć ćĺďě f(t) = t^df_0(t), čďě d∈N, ă f_0(t) ĺňěěš ŋěŋşńěćőľ śćőąőďŋżľ ůńěŋ, ĺ śšăńő ążšĳ, őąřăšĺň ć k[[t]]. Ŕő¡šőňş ćś£łĺľ ¡ńěňěŋš f=g ∈ k((t)) ňőęěš ążšĳ (šăłęě ěďĺŋśšćěŋŋżň śŕőśőąőň) ğăŕĺśăŋ ć ćĺďě f(t)=g(t) = t^mr_0(t), čďě m ∈ Z, ă r_0(t) { őąřăšĺňżľ śšěŕěŋŋőľ ř£ď. Šăłĺň őąřăğőň, ćś£łĺľ l ∈ k((t)) ŕřěďśšăćń£ěšś£ ř£ďőň l(t) =^∑_{ν≥νmin} a_νt^ν ŕő

űěńżň śšěŕěŋ£ň ŕěřěňěŋŋőľ, ć łőšőřőň ďőŕşśłăěšś£ ńĺÿĳ łőŋěůŋőě ůĺśńő őšřĺűăšěńĳŋżţ śšěŕěŋěľ. Šăłĺě ř£ďż ŋăğżćă¿šś£ śšěŕěŋŋżňĺ ř£ď£ňĺ Ńőřăŋă.

Ğăďăůă8.22. Şąěďĺšěśĳ ŋěŕőśřěďśšćěŋŋżň ćżůĺśńěŋĺěň, ůšő śšěŕěŋŋżě ř£ďż Ńőřăŋă śőśšăćń£¿š ŕőńě.

Ĺšăł, ŕőńě ůăśšŋżţ łőńĳűă k[[t]] ĺğőňőřťŋő ŕőń¿ ř£ďőć Ńőřăŋă.

3.4. Ťăłšőřĺăńĳŋőśšĳ łőńĳűă ňŋőčőůńěŋőć. Ŕşśšĳ A { ťăłšőřĺăńĳŋőě łőńĳűő, ĺ K { ěčő ŕőńě ůăśšŋżţ. Ćŋĺňăšěńĳŋżľ ăŋăńĺğ ďőłăğăšěńĳśšć ĺğ ńěłűĺĺ 3 ŕőłăğżćăěš, ůšő ňěęďş řăğńőęěŋĺěň ŋă ňŋőęĺšěńĺ ć łőńĳűě A[x] ĺ řăğńőęěŋĺěň ŋă ňŋőęĺšěńĺ ć łőńĳűě K[x] ďőńęŋă ążšĳ šőůŋő šăłă£ ęě ść£ğĳ łăł ĺ ć śńşůăě A = Z, K = Q.

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ďń£ ń¿ąőčő ŋăąőřă ¡ńěňěŋšőć a_1; a_2; : : : ; a_n ∈ A ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ ĺţ ŋăĺąőńĳÿĺľ őąźĺľ ďěńĺšěńĳ ŊŐĎ (a_1; a_2; : : : ; a_n) łăł ňăłśĺňăńĳŋş¿ őąźş¿ ůăśšĳ řăğńőęěŋĺľ ćśěţ ¡šĺţ ¡ńěňěŋšőć ŋă ŕřőśšżě ňŋőęĺšěńĺ (łăł ĺ ć łőńĳűě čńăćŋżţ ĺďěăńőć, šăłőľ ŊŐĎ ąşďěš őŕřěďěń-ěŋ őďŋőğŋăůŋő ś šőůŋőśšĳ¿ ďő şňŋőęěŋĺ£ ŋă őąřăšĺňżě ¡ńěňěŋšż łőńĳűă). Ŕőśńě ¡šőčő ňż šăłęě łăł ć ńěłűĺĺ 3 ňőęěň őŕřěďěńĺšĳ śőďěřęăŋĺě cont (f) ňŋőčőůńěŋă f ∈A[x] ĺ ďőśńőćŋő šěňĺ ęě řăśśşęďěŋĺ£ňĺ ďőłăğăšĳ ńěňňş Čăşśśă.

Ğăďăůă8.23. Ďőłăęĺšě, ůšő:

(i) ďń£ ń¿ążţ ďćşţ ňŋőčőůńěŋőć f; g ∈ A[x] ćżŕőńŋěŋő řăćěŋśšćő

cont(fg) = cont(f) · cont(g) ;

(ii) ń¿ąőľ ňŋőčőůńěŋőć f(x) ∈ K[x] ŕřěďśšăćń£ěšś£ ć ćĺďě^^ f(x) a , čďě a ∈ A ĺ^^f(x) ∈ A[x] {

ňŋőčőůńěŋ śőďěřęăŋĺ£ 1, ŕřĺů-ěň a ĺ^^f őŕřěďěń£¿šś£ ŕő f őďŋőğŋăůŋő ś šőůŋőśšĳ¿ ďő şňŋőęěŋĺ£ ŋă őąřăšĺňżľ ¡ńěňěŋš łőńĳűă A;

(iii) ćś£łĺľ ňŋőčőůńěŋ f ∈A[x], łőšőřżľ řăśłńăďżćăěšś£ ć Ł[x] ć ŕřőĺğćěďěŋĺě ďćşţ ňŋőčőůńěŋőć ňěŋĳÿěľ śšěŕěŋĺ, ąşďěš ĺ ć A[x] řăśłńăďżćăšĳś£ ć ŕřőĺğćěěďěŋĺě ďćşţ ňŋőčőůńěŋőć šěţ ęě śšěŕěŋěľ.

Šăłĺň őąřăğőň, ňŋőęěśšćő ŋěŕřĺćőďĺňżţ ¡ńěňěŋšőć łőńĳűă A[x] śőśšőĺš ĺğ ŋěŕřĺćőďĺňżţ łőŋśšăŋš ĺğ A ĺ ŋěŕřĺćőďĺňżţ ŋăď ŕőńěň K ňŋőčőůńěŋőć śőďěřęăŋĺ£ 1. Ĺğ ¡šőčő ćżšěłăěš 3.4.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ŋěŕřĺćőďĺňżě ¡ńěňěŋšż A[x] ŕřőśšż.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŋăďő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ěśńĺ gh ďěńĺšś£ ŋă ŋěŕřĺćőďĺňżľ ňŋőčőůńěŋ f, šő ńĺąő g ńĺąő h ďěńĺšś£ ŋă f.

Ěśńĺ f ≡ p = const ∈ A | ŋěŕřĺćőďĺňőě ůĺśńő, šő őŋő ŕřőśšő ćśńěďśšćĺě ťăłšőřĺăńĳŋőśšĺ A, ĺ ńĺąő cont(g), ńĺąő cont(h) ďěńĺšś£ ŋă p (ĺąő cont(g)cont(h) = cont(gh) ďěńĺšś£ ŋă p). Šěň śăňżň, p ćżŋőśĺšś£ ĺğ ćśěţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć őďŋőčő ĺğ ňŋőčőůńěŋőć, ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ.

Ěśńĺ f(x) ∈ A[x] { ŋěŕřĺćőďĺňżľ ŋăď K ňŋőčőůńěŋ śőďěřęăŋĺ£ 1, šő ńĺąő g, ńĺąő h ďěńĺšś£ ŋă f ć K[x] (ĺąő ŋěŕřĺćőďĺňżě ňŋőčőůńěŋż ŋăď ŕőńěň ŕřőśšż). Ěśńĺ ¡šő, ł ŕřĺňěřş,

g, šő ğăŕĺśżćă£ ůăśšŋőě ć ćĺďě g(x) f(x) = q(x) a , čďě q(x) ∈ A[x] { ňŋőčőůńěŋ śőďěřęăŋĺ£ 1, ă

a ∈ A, ŕőńşůĺň a · g(x) = f(x) · q(x) :

Śřăćŋĺćă£ śőďěřęăŋĺě őąěĺţ ůăśšěľ ŕő ńěňňě Čăşśśă ŋăţőďĺň, ůšő a { őąřăšĺň ć A (ĺąő acont g = cont fcont q = 1), ĺ ğŋăůĺš, g=f ∈ A[x], ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ. 2 3.4.2. Śńěďśšćĺě. Łőńĳűő ňŋőčőůńěŋőć ŋăď ťăłšőřĺăńĳŋżň łőńĳűőň ťăłšőřĺăńĳŋő.

2_{Ŕő ĺŋďşłűĺĺ őšś¿ďă ŋěňěďńěŋŋő ćżšěłăěš}

3.4.3. Śńěďśšćĺě. Łőńĳűő ňŋőčőůńěŋőć őš n ŕěřěňěŋŋżţ ŋăď ťăłšőřĺăńĳŋżň łőńĳűőň ťăłšőřĺăńĳŋő. 2 x4. Řăğńőęěŋĺě ăńčěąřăĺůěśłőľ ťşŋłűĺĺ ć ďřőąŋő-śšě-ŕěŋŋőľ ř£ď

4.1. Ŋě£ćŋżě ăńčěąřăĺůěśłĺě ťşŋłűĺĺ. Ŕőď ŋě£ćŋőľ ťőřňăńĳŋőľ ăńčěąřăĺůěśłőľ ťşŋł-

űĺěľ őš ŕěřěňěŋŋőľ t ňż ąşďěň ŕőŋĺňăšĳ łőřěŋĳ x(t) ňŋőčőůńěŋă

f_t(x) = a_0(t)x^n + a_1(t)x^{n−1} + · · · + a_{n−1}(t)x + a_n(t)

łő¡ťťĺűĺěŋšż łőšőřőčő £ćń£¿šś£ ťőřňăńĳŋżňĺ śšěŕěŋŋżňĺ ř£ďăňĺ őš t.

Ěśńĺ t ŕřőąěčăěš łăłş¿-ńĺąő őąńăśšĳ ć R ĺńĺ C ĺ ř£ďż a_i(t) śţőď£šś£ ć ¡šőľ őąńăśšĺ, šő łőřěŋĳ x(t) ŕřěďśšăćń£ěš \ŋăśšő£źş¿" (ňŋőőğŋăůŋş¿) ťşŋłűĺ¿ őš t. Ŕřőśšěľÿĺňĺ ŕřĺňěřăňĺ šăłĺţ ťşŋłűĺľ £ćń£¿šś£, śłăęěň, x(t) = √ 1 + t^2 ĺ x(t) = 11 + t_2 , ŕřěďśšăćń£¿źĺě śőąőľ, śőőšćěšśšćěŋŋő, łőřěŋĺ łćăďřăšŋőčő ňŋőčőůńěŋă x^2 − a(t) ĺ ńĺŋěľŋőčő ňŋőčőůńěŋă a(t)x − 1, čďě a(t) = 1 + t^2.

Šăłĺň őąřăğőň, ťşŋłűĺĺ, łőšőřżě ňż śőąĺřăěňś£ řăśśňăšřĺćăšĳ, ěśšĳ ăńčěąřăĺůěśłĺě ťşŋłűĺĺ ŋăĺąőńěě őąźěčő ćĺďă, ćń¿ůă¿źĺě ć śěą£, ć ůăśšŋőśšĺ, řăűĺőŋăńĳŋżě ťşŋłűĺĺ ĺ řăďĺłăńż. Őśšăšőł ńěłűĺĺ ąşďěš ŕőść£ź-ěŋ šőňş, ůšőąż ŕőłăğăšĳ, ůšő ćś£łă£ šăłă£ ťşŋłűĺ£ ňőęěš ążšĳ řăğńőęěŋă ć ťőřňăńĳŋżľ śšěŕěŋŋőľ ř£ďőň Ńőřăŋă őš^d √ t ďń£ ŕőďţőď£źěčő d ∈ N.

İšőš ř£ď ŋăğżćăěšś£ ř£ďőň Ŕ¿ĺğő řăśśňăšřĺćăěňőľ ăńčěąřăĺůěśłőľ ťşŋłűĺĺ. Ĺŋšşĺšĺćŋőě ğŋăůěŋĺě ¡šőčő řěğşńĳšăšă ňőęěš ążšĳ ćżřăęěŋő śńőćăňĺ \ćś£łă£ ťşŋłűĺ£, ğăŕĺśăŋŋă£ ťőřňşńőľ, ťőřňăńĳŋő řăśłńăďżćăěšś£ ć ďřőąŋő-śšěŕěŋŋőľ ř£ď".

Ğăďăůă8.24. Řăğńőęĺšě^√1 + t + t^2 ĺ 1=(1 + t + t^2) ć ťőřňăńĳŋżě śšěŕěŋŋżě ř£ďż ŕő ŋăšşřăńĳŋżň śšěŕěŋ£ň t Śřăğş őčőćőřĺňś£, ůšő ňż ŋě ąşďěň ğďěśĳ ğăŋĺňăšĳś£ ćőŕřőśăňĺ śţőďĺňőśšĺ ĺ őśšăŋőćĺňś£ šőńĳłő ŋă ăńčěąřăĺůěśłőľ śšőřőŋě ďěńă: śşźěśšćőćăŋĺĺ šăłőčő ř£ďă #(^d √ t), ůšő ŕőśńě ŕőďśšăŋőćłĺ x = #(t) ć ňŋőčőůńěŋ a_0(t)x^n + a_1(t)x^{n−1} + · · · + a_n(x) ŕőńşůĺšś£ šőęďěśšćěŋŋő ŋşńěćőľ ř£ď őš^d √ t. Šőůŋőě şšćěřęďěŋĺě šăłőćő:

4.2. Šěőřěňă. Ŕşśšĳ k { ăńčěąřăĺůěśłĺ-ğăňłŋşšőě ŕőńě ţăřăłšěřĺśšĺłĺ ŋşńĳ ĺ ŕşśšĳ K = k((t)) { ŕőńě ř£ďőć Ńőřăŋă ŋăď k. Šőčďă ďń£ ń¿ąőčő ňŋőčőůńěŋă f(x) ∈ K[x],

f(x) = a_0(t)x^n + a_1(t)x^{n−1} + · · · + a_n(x)

śşźěśšćşěš šăłőľ ř£ď #(s) ∈ k((s)) ĺ šăłőě ůĺśńő d∈N, ůšő ć ŕőńě k((s)) ćżŕőńŋěŋő šőęďěśšćő

f(#(s)) = a_0(s^d)#(s)^n + a_1(s^d)#(s)^{n−1} + · · · + +a_n(s^d) ≡ 0 :

4.3. Ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż őśŋőćżćăěšś£ ŋă śńěďş¿źěň ťşŋďăňěŋšăńĳŋőň ťăłšě, ĺğćěśšŋőň łăł ńěňňă Čěŋğěń£.

4.3.1. Ńěňňă. Ŕşśšĳ k | ń¿ąőě ŕőńě, ă

G(t; x) = x^m + g(t)_1x^{m−1} + · · · + g(t)_{m−1}x + g(t)_m ∈ k[[t]][x]

{ ňŋőčőůńěŋ őš x śő śšăřÿĺň łő¡ťťĺűĺěŋšőň ěďĺŋĺűă ĺ ŕřőůĺňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺğ łőńĳűă ťőřňăńĳŋżţ śšěŕěŋŋżţ ř£ďőć k[[t]]. Ěśńĺ ňŋőčőůńěŋ

G(0; x) = x^m + g(0)_1x^{m−1} + · · · + g(0)_{m−1}x + g(0)_m ∈ k[x]

řăśłńăďżćăěšś£ ć k[x] ŋă ďćă ćğăĺňŋő ŕřőśšżţ ňŋőęĺšěń£ a(x) ĺ b(x) ś deg a ≥ 1 ĺ deg b ≥ 1, šő G(t; x) řăśłńăďżćěšś£ ŋă ďćă ćğăĺňŋő-ŕřőśšżţ ňŋőęĺšěń£ A(t; x) ĺ B(t; x) ć k[[t]][x], ŕřĺů-ěň deg A ≥ 1, deg B ≥ 1 ĺ A(0; x) = a(x), B(0; x) = b(x).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ćőśŕőńĳğşěňś£ ňěšőďőň ŋěőŕřěďěńěŋŋżţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć, š. ě. ąşďěň ĺśłăšĳ A(t; x) ĺ B(t; x) ć ćĺďě

A(t; x) = a_0(x) + a_1(x)t + a_2(x)t^2 + · · · B(t; x) = b_0(x) + b_1(x)t + b_2(x)t^2 + · · · ;

čďě a_i(x) ĺ b_i(x) { ňŋőčőůńěŋż ĺğ k[x] śšěŕěŋĺ ŋě ąőńĳÿě, ůěň deg(G) − 1. Ć łăůěśšćě a_0(x) ĺ b_0(x) ćżąěřěň a(x) ĺ b(x), ďă¿źĺě řăğńőęěŋĺě G(0; x) ĺğ şśńőćĺ£ ńěňňż. Ďń£ ŋăţőęďěŋĺ£ őśšăńĳŋżţ a_i, b_i ŕěřěřăğńőęĺň G(t; x) ŕő śšěŕěŋ£ň t

G(t; x) = g_0(x) + g_1(x)t + g_2(x)t^2 + · · · ;

ĺ ŕřĺřăćŋĺćă£ łő¡ťťĺűĺěŋšż ŕřĺ őďĺŋăłőćżţ śšěŕěŋ£ţ t ć řăćěŋśšćě G(t; x) = A(t; x)B(t; x), ŕőńşůĺň řěłşřěŋšŋş¿ ťőřňşńş

a_0(x)b_k(x) + b_0(x)a_k(x) = g_k(x) −^{k−1∑}_{i+1} a_i(x)b_{k−i}(x) ;

ŕőğćőń£¿źş¿ ŕő ĺŋďşłűĺĺ ŋăľšĺ a_k(x) ĺ b_k(x). Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ňŋőčőůńěŋ

r(x) = g_k(x) −^{k−1∑}_{i+1} a_i(x)b_{k−i}(x)

ć ŕřăćőľ ůăśšĺ ğăćĺśĺš šőńĳłő őš ŕřěďżďşźĺţ a_i, b_i ś i < k, ňŋőčőůńěŋż a_0 ĺ b_0 ćğăĺňŋő ŕřőśšż ŕő şśńőćĺ¿ ńěňňż, ĺ śšăńő ążšĳ a_k ěśšĳ ěďĺŋśšćěŋŋżľ ňŋőčőůńěŋ śšěŕěŋĺ < deg a_0, ŕřěďśšăćń£¿źĺľ łńăśś [r][b_0]^{−1} mod a_0 ∈ k[x]=(a_0(x)), ă b_k ěśšĳ ěďĺŋśšćěŋŋżľ ňŋőčőůńěŋ śšěŕěŋĺ < deg b_0, ŕřěďśšăćń£¿źĺľ łńăśś [r][a_0]^{−1} mod b_0 ∈ k[x]=(b_0(x)). 2 4.3.2. Őłőŋůăŋĺě ďőłăğăšěńĳśšćă šěőřěňż. Ćěřŋěňś£ ł ŕőń¿ K = k((t)) ťőřňăńĳŋżţ ř£ďőć Ńőřăŋă ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň k ţăřăłšěřĺśšĺłĺ ŋşńĳ, ĺ ŕşśšĳ

f_t(x) = a_0(t)x^n + a_1(t)x^{n−1} + · · · + a_n(x) ∈ K[x]

{ łăłőľ-ńĺąő ňŋőčőůńěŋ ŋăď K. Ňż śőąĺřăěňś£ ŋăľšĺ ěčő łőřěŋĳ, ćőğňőęŋő ŕőśńě ŋěłőšőřőľ ŕăřăňěšřĺğăűĺĺ t = s^d.

Ğăňěšĺň ŕřěęďě ćśěčő, ůšő ďőśšăšőůŋő řăśśňőšřěšĳ šőńĳłő śńşůăľ, łőčďă śšăřÿĺľ łő¡ťťĺűĺěŋš a_0 ňŋőčőůńěŋă f řăćěŋ ěďĺŋĺűě, ă őśšăńĳŋżě łő¡ťťĺűĺěŋšż ńěęăš ć łőńĳűě k[[t]]. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕőśńě şňŋőęěŋĺ£ őąěĺţ ůăśšěľ şřăćŋěŋĺ£ f(x) = 0 ŋă ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿş¿ śšěŕěŋĳ t^N , ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő ćśě a_i ∈ k[[t]], ĺ ğăšěň, şňŋőęĺć őąě ůăśšĺ ŋă a_0(x)^{n−1} ĺ śďěńăć ńĺŋěľŋş¿ ğăňěŋş z = a_0(t)x, ŕőńşůĺšĳ ŋă z şřăćŋěŋĺě śő śšăřÿĺň łő¡ťťĺűĺěŋšőň 1, şňěŋĺě řěÿăšĳ łőšőřőě ć ŕőńě K řăćŋőśĺńĳŋő şňěŋĺ¿ řěÿăšĳ ć ŕőńě K ĺśţőďŋőě şřăćŋěŋĺě.

Ĺšăł, ŕşśšĳ f_t(x) = x^n + a_1(t)x^{n−1} + · · · + a_n(x) ∈ k[[t]][x]. Ŕőśłőńĳłş ńĺŋěľŋżě şřăćŋěŋĺ£ (őšćěůă¿źĺě n = 1) řěÿă¿šś£ ŋăď K = k((t)) ąěğ ŕřőąńěň, ŋăň ďőśšăšőůŋő (ąńăčőďăř£ ĺŋďşłűĺĺ ŕő n) řăğńőęĺšĳ f ć k[[t]][x] ŋă ňŋőęĺšěńĺ śšřőčő ňěŋĳÿěľ śšěŕěŋĺ. § şšćěřęďă¿, ůšő ¡šő ćśěčďă ćőğňőęŋő, ňőęěš ążšĳ, ŕőśńě ŋěłőšőřőľ ğăňěŋż ŕăřăňěšřă t = s^d.

Ć śăňőň ďěńě, ŕő ńěňňě Čěŋğěń£ ďőśšăšőůŋő şňěšĳ řăśłńăďżćăšĳ f_0(x) = f_t(x)|_{t=0} ŋă ďćă ŋěšřĺćĺăńĳŋżţ ćğăĺňŋő ŕřőśšżţ ňŋőęĺšěń£ ć k[x]. Ŕőśłőńĳłş ŕőńě k ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšő (ĺ śšăńő ążšĳ, łăęďżľ ňŋőčőůńěŋ £ćń£ěšś£ ŕřőĺğćěďěŋĺěň ńĺŋěľŋżţ), šăłőě řăğńőęěŋĺě ŋěćőğňőęŋő šőńĳłő ć śńşůăě, łőčďă f_0(x) = (x − ¸)^n £ćń£ěšś£ ůĺśšőľ śšěŕěŋĳ¿ ńĺŋěľŋőčő. İšő ňőęŋő ĺśŕřăćĺšĳ ŕőďţőď£źĺň śďćĺčőň ŕěřěňěŋŋőľ x ĺ śňěŋőľ ŕăřăňěšřă t = s^d .

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ğăňěŋ££ x ŋă x − a_1(t)=n, ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő f_t(x) ŋě śőďěřęĺš ůńěŋă ś x^n − 1. Ěśńĺ ŕřĺ ŕřĺ šăłőň śďćĺčě ĺśůěğŋşš ĺ ćśě ňěŋĳÿĺě śšěŕěŋĺ, š. ě. f_t(x) ŕřěćřăšĺšś£ ć x^n, šő ňż ŕőńşůăěň šřĺćĺăńĳŋőě řěÿěŋĺě x = #(t) ≡ 0 ĺ ąőńĳÿě ďěńăšĳ ŋěůěčő. Ěśńĺ ęě ŕőśńě śďćĺčă őśšăŋşšś£ łăłĺě-šő ŋěŋşńěćżě łő¡ťťĺűĺěŋšż

a_m(t) = ¸_{νm} t^{νm} + ůńěŋż ąőńĳÿěľ śšěŕěŋĺ ŕő t ;

šő ňż ćżąěřěň ŋăĺňěŋĳÿş¿ ĺğ ćśěţ ďřőąěľ ¸^{νm}m (_m ŕřőąěčăěš ňńăďÿĺě śšěŕěŋĺ ćśěţ ŋěŋşńěćżţ ř£ďőć a_m) ĺ řăśśňőšřĺň ě-ě ŋěśőłřăšĺňş¿ ğăŕĺśĳ p=q. Őšňěšĺň, ůšő ŕő ŕőśšřőěŋĺ¿ q_m ≥ pm ŕřĺ ćśěţ m ≥ 2. Śďěńăěň šěŕěřĳ ğăňěŋş t = s^q, x = s^py. Ŕőńşůĺň

p_t(x) = x^n +^{n∑}_{m=2}(¸_{νm} t^{νm} + · · ·)x^{n−m} =

= s^{pn}y^n + n∑ m=2 s^{p(n−m)+qνm} (¸_{νm} + · · ·)y^{n−m} = = s^{np} ( y^n +^{n∑}_{m=2} s^{qνm−pm}(¸_{νm} + · · ·)y^{n−m} )

čďě ćśě ř£ďż-łő¡ťťĺűĺěŋšż śŕřăćă śőďěřęăš ŋěőšřĺűăšěńĳŋżě śšěŕěŋĺ s (ŕőśłőńĳłş q_m ≥ pm), ĺ ţőš£ ąż őďĺŋ ĺğ ŋĺţ (ş łőšőřőčő q_m = pm) ĺňěěš ŋěŋşńěćőľ śćőąőďŋżľ ůńěŋ. ă śšăńő ążšĳ čăřăŋšĺřőćăŋŋő ŋě ğăŋşńĺšś£ ŕřĺ s = 0. Šăłĺň őąřăğőň, ŕőśńě śőłřăźěŋĺ£ ŋă s^{pn} ňż ŕőńşůăěň ŋă y şřăćŋěŋĺě, ŕřăćă£ ůăśšĳ łőšőřőčő ŋě £ćń£ěšś£ ůĺśšőľ śšěŕěŋĳ¿ ńĺŋěľŋőľ ťőřňż ŕřĺ s = 0, ŕőśłőńĳłş ąşďěš śőďěřęăšĳ ŕřĺ s = 0 ŋěłĺľ ůńěŋ y^i ś i < n, ŋő ŋě ąşďěš śőďěřęăšĳ y^{n−1} (ŋăď ŕőńěň ţăřăłšěřĺśšĺłĺ ŋşńĳ (y − ¸)^n ńĺąő śőćŕăďăěš ś y^n (ŕřĺ a = 0) ńĺąő śőďěřęĺš ćśě ąěğ ĺśłń¿ůěŋĺ£ ůńěŋż y^m ś 0 ≤ m ≤ n). Ĺğ śłăğăŋŋőčő řăŋěě ćżšěłăěš, ůšő ¡šő şřăćŋěŋĺě řăğřěÿĺňő ŋăď ŕőńěň k((s)).

Šěőřěňă ďőłăğăŋă.