Ńěłűĺ£ 9 Ťőřňăńĳŋżě ťşŋłűĺĺ

▷Ťőřňăńĳŋżě őŕěřăűĺĺ ŋăď śšěŕěŋŋżňĺ ř£ďăňĺ ▷İłśŕőŋěŋšż, ńőčăřĺťňż ĺ ńőčăřĺťňĺůěśĺě ŕřőĺğćőďŋżě ▷Ťőřňşńă Ŋĳ¿- šőŋă ďń£ ąĺŋőňă ▷Ďěľśšćĺě k[[d/dx]] ŋă k[x] ▷Ůĺśńă Ąěřŋşńńĺ ĺ ňŋőčőůńěŋż Ąěřŋşńńĺ, śşňňĺřőćăŋĺě śšěŕěŋěľ ▷Ňěšőď ŕřőĺğćőď£źĺţ ťşŋłűĺľ: ůĺśńă Łăšăńăŋă ĺ ťőřňşńż Ŋĳ¿šőŋă ďń£ ćżřăęěŋĺ£ śšěŕěŋŋżţ śşňň ůěřěğ ňŋőčőůńěŋż e_i(x_1, x_2, . . ., x_n)

x1. İłśŕőŋěŋšă, ńőčăřĺťň, ąĺŋőň

1.1. Ťőřňăńĳŋżě őŕěřăűĺĺ ŋăď ťőřňăńĳŋżňĺ ř£ďăňĺ. Ŕőď ťőřňăńĳŋőľ őŕěřăűĺěľ ć łőńĳűě k[[t]] ňż ąşďěň ŕőŋĺňăšĳ ŕřăćĺńő, śőŕőśšăćń£¿źěě ŋěłőšőřżň łőŋěůŋżň ŋăąőřăň ř£ďőć f_1, f_2, . . . , f_n ś šěňĺ ĺńĺ ĺŋňĺ śćőľśšćăňĺ (ŋăŕřĺňěř, ćśěň ŋăąőřăň ĺğ ďćşţ ř£ďőć f_1, f_2) ŋőćżě ř£ďż g = g(f_1, f_2, . . . , f_n) ∈ k[[t]] šăł, ůšő ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ łăęďőčő ĺğ łő¡ťťĺűĺěŋšőć ř£ďă g(f_1, f_2, . . . , f_n) ďőśšăšőůŋő ŕřőĺğćěśšĺ łőŋěůŋőě ůĺśńő ďěľśšćĺľ śńőęěŋĺ£, ćżůĺšăŋĺ£, şňŋőęěŋĺ£ ĺ ďěńěŋĺ£ ŋăď łőŋěůŋżň ůĺśńőň łő¡ťťĺűĺěŋšőć ř£ďőć ĺğ ŋăąőřă f_1, f_2, . . . , f_n .

Ďćă ŕřĺňěřă ťőřňăńĳŋżţ őŕěřăűĺľ, | śńőęěŋĺě ĺ şňŋőęěŋĺě, { ŋăň ďăćŋő ğŋăłőňż. Ŋĺęě ňż ŕřĺćěďěň ďřşčĺě ŕřĺňěřż.

1.1.1. Ŕőďśšăŋőćłă ř£ďă ć ř£ď. Ěśńĺ f(t) = a0 + a1t + a2t^2 + · · · { ń¿ąőľ ř£ď, ă

s(t) = s_kt^k + s_{k+1}t^{k+1} + · · · , k ≥ 1 ,

{ ř£ď ąěğ śćőąőďŋőčő ůńěŋă, šő őŕřěďěńěŋ řěğşńĳšăš ŕőďśšăŋőćłĺ s ć f(t) ćňěśšő t: f(s(t)) = ∑ ν≥0 a_ν(s_kt^k + s_{k+1}t^{k+1} + · · ·)^ν ∈ k[[t]] .

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, łăęďżľ ĺğ ř£ďőć a_νs(t)^ν ŋăůĺŋăěšś£ ś t^{kν} , ĺ łăęďżľ łő¡ťťĺűĺěŋš ć ŋĺţ ňőęěš ążšĳ ćżůĺśńěŋ ğă łőŋěůŋőě ůĺśńő őŕěřăűĺľ. Ŕő¡šőňş ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ łăęďőčő łő¡ťťĺűĺěŋšă ć f(s(t)) šăłęě šřěąşěšś£ šőńĳłő łőŋěůŋőě ůĺśńő őŕěřăűĺľ.

1.1.2. Ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺě ć k[[t]] őŕřěďěń£ěšś£ šăłęě, łăł ć k[t]. Ŕőśłőńĳłş x^k − y^k x − y = x^{k−1} + x^{k−2}y + · · · + xy^{k−2} + y^{k−1} ,

ř£ď f(x)−f(y) ďěńĺšś£ ŋă (x−y) ć k[[x, y]] ďń£ ń¿ąőčő ř£ďă f(t) ∈ k[[t]]. Őąőğŋăůĺň ůăśšŋőě őš

ďěńěŋĺ£ f(x)−f(y) ŋă x−y ůěřěğ D_f (x, y). Ř£ď d dt f = f^′(t)^{def}= D_f (t, t) ŋăğżćăěšś£ ŕřőĺğćőďŋőľ őš f(t). 125

Ğăďăůă9.1. Şąěďĺšěśĳ, ůšő^(a0 + a1t + a2t^2 + · · ·^{)′} =^∑_{ν≥1} νanut^{ν−1}.

1.1.3. Ńěňňă. Őŕěřăűĺ£ f(t)^{d/dt}−−−→ f^′(t) şďőćńěšćőř£ěš őążůŋżň ŕřăćĺńăň ďĺťťěřěŋ-

űĺřőćăŋĺ£ śşňňż, řăğŋőśšĺ, ŕřőĺğćěďěŋĺ£, ůăśšŋőčő (ěśńĺ őŋő őŕřěďěńěŋő) ĺ łőňŕőğĺűĺĺ (ěśńĺ őŋă őŕřěďěńěŋă).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ f = a0 + a1t + a2t^2 + · · · ĺ g =^∑_{ν≥1} bνt^ν. Ŕřăćĺńő Ńěľąŋĺűă ďń£ ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ£ ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ďőłăğżćăěšś£ ďőśńőćŋő šăłęě, łăł ĺ ďń£ ňŋőčőůńěŋőć: D_{fg}(x, y) = f(x)g(x) − f(y)g(y) x − y = f(x) g(x) − g(y) x − y + f(x) − f(y) x − y g(y) = = f(x)D_g(x, y) + g(y)D_f (x, y) , ůšő ŕřĺ x = y = t ďă-ěš (fg)^′ = f^′g + g^′f.

Ğăďăůă9.2. Şąěďĺšěśĳ, ůšő (f^m)^′ = mf^{m−1}f^′ ďń£ ń¿ąőčő ř£ď£ f. Ďőłăęěň ěź-ě ŕřăćĺńő ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ£ łőňŕőğĺűĺĺ. D_{f ·g}(x, y) = ∑ i≥0 a_i g(x)^i − f(x)^i x − y (śşňňă śŕřăćă őŕřěďěńěŋă, ĺąő łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ łăęďőľ śšěŕěŋĺ x^αy^β £ćń£ěšś£ łőŋěůŋőľ śşňňőľ). İšő řăćěŋśšćő ŕőłăğżćăěš, ůšő

(f ·g)^′ =^∑_{i≥0} a_i(g^i)^′ =^∑_{i≥0} ia_ig^{i−1}g^′ = f^′(g(t))g^′(t)

(ňż ćőśŕőńĳğőćăńĺśĳ ŕřěďżďşźěľ ğăďăůěľ).

Ğăďăůă9.3. Ďőłăęĺšě őśšăńĳŋżě ŕřăćĺńă ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ£. 2 1.1.4. Ŕěřćőőąřăğŋżľ ř£ď ř£ďă f(t) = a0 +a1t+a2t^2 +· · · őŕřěďěń£ěšś£ łăł ř£ď ąěğ śćőąőďŋőčő ůńěŋă, ŕřőĺğćőďŋă£ őš łőšőřőčő řăćŋă f(t). Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő ¡šĺň őŋ őŕřěďěń£ěšś£ őďŋőğŋăůŋő:_∫ f(t)dt = ∑ k≥1 a_{k−1} k t^k . 1.2. İłśŕőŋěŋšż ĺ ńőčăřĺťňż. Ćś£łĺľ ř£ď f(t), şďőćńěšćőř£¿źĺľ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőňş şřăćŋěŋĺ¿ f^′ = f, ŋăğżćăěšś£ ŕőłăğăšěńĳŋżň. Ğăŕĺśżćă£ šăłőľ ř£ď f ś ŋěőŕřěďěńěŋŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ f = a_0 + a_1t + a_2t^2 + · · · , ŕőńşůăěň, ůšő ka_k = a_{k−1} ∀ k ≥ 1, őšłşďă a_k = a_0 k! , ĺ f(t) = a_0e^t , čďě e^{t def}= ∑ k≥0 t^k k! . Ř£ď e^t ŋăğżćăěšś£ ¡łśŕőŋěŋšőľ. Őšňěšĺň, ůšő ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ ¡łśŕőŋěŋšş őš ń¿ąőčő ř£ďă ąěğ śćőąőďŋőčő ůńěŋă (ŕőďśšăćń££ ¡šőš ř£ď ćňěśšő t ć e^t).

§1: İłśŕőŋěŋšă, ńőčăřĺťň, ąĺŋőň 127

Őŕřěďěńĺň ř£ď ln(1 + t) łăł ŕěřćőőąřăğŋżľ őš ř£ďă 1 1 + t

=^∑_{k≥0}(−1)^kt^k = 1 − t + t^2 − t^3 + · · · .

Šăłĺň őąřăğőň, ln(1 + t)^{def}=^∫ dt/(1 + t) =^∑_{k≥1}(−1)^{k+1} x k . Ğăňěšĺň, ůšő ďń£ ń¿ąőčő ř£ďă g(t) ∈ k[[t]] śő śćőąőďŋżň ůńěŋőň 1 ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ ěčő ńőčăřĺťň ln(g(t)), łăł řěğşńĳšăš ŕőďśšăŋőćłĺ ř£ďă g(t) − 1 (ş ¡šőčő ř£ďă ŋěš śćőąőďŋőčő ůńěŋă!) ćňěśšő t ć ř£ď ln(1 + t). Ř£ď d dt ln(g(t)) = g^′(t) g(t) ŋăğżćăěšś£ ńőčăřĺťňĺůěśłőľ ŕřőĺğćőďŋőľ ř£ďă g(t). Łăł ĺ ńőčăřĺťň, ńőčăřĺťňĺůěśłă£ ŕřőĺğćőďŋă£ őŕřěďěńěŋă šőńĳłő ďń£ ř£ďőć śő śćőąőďŋżň ůńěŋőň 1.

1.2.1. Ńěňňă. Ďń£ ń¿ążţ ďćşţ ř£ďőć f(t) ĺ g(t) śő śćőąőďŋżň ůńěŋőň 1 řăćěŋśšćă

f(x) = g(x) , ln(f(x)) = ln(g(x)) , d dt ln(f(t)) = d dt ln(g(t))

ŕőŕăřŋő ¡łćĺćăńěŋšŋż.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ĺňŕńĺłăűĺĺ śńěćă ŋăŕřăćő šřĺćĺăńĳŋż, šăł ůšő ďőśšăšőůŋő ąşďěš ćżćěśšĺ ŕěřćőě řăćěŋśšćő ĺğ šřěšĳěčő. Ŕşśšĳ f(t) = 1 + a_1t + a_2t^2 + · · · ĺ g(t) = 1 + b_1t + b_2t^2 + · · · ĺ ŕşśšĳ d dt ln(f(t)) = d dt ln(g(t)), š. ě. f^′(t)g(t) = f(t)g^′(t). Śřăćŋĺćă£ łő¡ťťĺűĺěŋšż ŕřĺ őďĺŋăłőćżţ śšěŕěŋ£ţ t, ŕőńşůăěň řăćěŋśšćă

a_1 · 1 = 1 · b_1 2a_2 + a_1b_1 = a_1b_1 + 2b_2 · · · ka_k + k−1∑ i=1 ia_ib_{k−i−1} = k−1∑ i=1 (k − i)a_{i−1}b_{k−i} + kb_k · · · łőšőřżě ŕő ĺŋďşłűĺĺ ŕőłăğżćă¿š, ůšő a_k = b_k ∀ k ∈N . 2 1.2.2. Ńěňňă. Ć k[[t]] ňěęďş ř£ďăňĺ e^t ĺ ln(1 + t) ćżŕőńŋ£¿šś£ őążůŋżě śőőšŋőÿěŋĺ£

e^{ln(1+t)} = 1 + t ĺ ln(e^t) = t.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕřőďĺťťěřěŋűĺřşěň ř£ď ln(e^t) łăł łőňŕőğĺűĺ¿ ř£ďőć f(t) = ln(1 + t) ĺ

g(t) = e^t − 1. Ŕőńşůĺň

(ln(e^t))^′ = (f ·g)^′ = f^′(g(t))g^′(t) = 1 1 + g(t) g^′(t) = e^t e^t = 1 .

Šăłĺň őąřăğőň, ln(e^t) = c + t, čďě c ∈ k | łőŋśšăŋšă. Ŋěŕőśřěďśšćěŋŋă£ ŕőďśšăŋőćłă t + t^2/2+ t^3/6 + · · · ćňěśšő t ć ř£ď t − t^2/2 + t^3/3 − · · · ŕőłăğżćăěš, ůšő c = 0.

Ŕěřćőě řăćěŋśšćő śńěďşěš ĺğ ćšőřőčő ŕő ŕřěďżďşźěľ ńěňňě (ć őąěĺţ ůăśš£ţ śšő£š ř£ďż śő śćőąőďŋżň ůńěŋőň 1 ĺ ćšőřőě řăćěŋśšćő ěśšĳ řěğşńĳšăš ńőčăřĺťňĺřőćăŋĺ£ őąěĺţ ůăśšěľ ŕěřćőčő řăćěŋśšćă).

2_{Ğăďăůă9.4. Ďőłăęĺšě, ůšő ćğ£šĺě ¡łśŕőŋěŋšż ĺ ńőčăřĺťňă śşšĳ ćğăĺňŋő őąřăš-}

ŋżě ąĺěłűĺĺ ňěęďş ňŋőęěśšćőň ř£ďőć ąěğ śćőąőďŋőčő ůńěŋă ĺ ňŋőęěśšćőň ř£ďőć śő śćőąőďŋżň ůńěŋőň 1.

1.2.3. Ńěňňă. Ďń£ ř£ďőć f(t) ĺ g(t) śő śćőąőďŋżň ůńěŋőň 1 ćżŕőńŋ£ěšś£ \őśŋőćŋőě śćőľ-

śšćő ńőčăřĺťňă": ln(fg) = ln(f)+ln(g). Łřőňě šőčő, ln(1/g) = − ln(g) ĺ ln(g^k) = k ln(g) ∀ k ∈ Z. Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ńěćă£ ĺ ŕřăćă£ ůăśšĺ řăćěŋśšćă ln(fg) = ln(f) + ln(g) £ćń£¿šś£ ř£ďăňĺ ąěğ śćőąőďŋőčő ůńěŋă, ŕő¡šőňş ĺţ śőćŕăďěŋĺě řăćŋőśĺńĳŋő śőćŕăďěŋĺ¿ ĺţ ŕřőĺğćőďŋżţ. Ďĺťťěřěŋűĺřş£, ŕőńşůăěň (fg)^′ fg = f^′g + fg^′ fg = f^′ f + g^′ g . Ăŋăńőčĺůŋő, ďĺťťěřěŋűĺřş£ ln(1/g) ĺ − ln(g), ŕőńşůăěň řăćŋżě ř£ďż

(ln(1/g))^′ = (1/g)^′ 1/g = −g^′/g^2 1/g = −g/g^′ = (− ln(g))^′ .

Ŕőśńěďŋěě şšćěřęďěŋĺě ńěňňż ěśšĳ śńěďśšćĺě ďćşţ ŕěřćżţ.

2_{Ğăďăůă9.5. Ďőłăęĺšě, ůšő ďćşţ ř£ďőć f(t) ĺ g(t) ąěğ śćőąőďŋőčő ůńěŋă ćżŕőńěŋő}

őśŋőćŋőě śćőľśšćő ¡łśŕőŋěŋšż e^{f +g} = e^f e^g.

Ğăďăůă9.6. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ąĺěłűĺĺ ĺğ ğăď.9.4 £ćń£¿šś£ čőňőňőřťŋżňĺ ć šőň śňżśńě, ůšő őŋĺ ŕěřěćőď£š śńőęěŋĺě ŋă ňŋőęěśšćě ř£ďőć ąěğ śćőąőďŋőčő ůńěŋă ć şňŋőęěŋĺě ř£ďőć śő śćőąőďŋżň ůńěŋőň 1 1.3. Śšěŕěŋĳ (1 + t)^α ś ŕřőĺğćőńĳŋżň ŕőłăğăšěńěň α ∈ k ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ ťőřňăńĳŋő řăśŕřőśšřăŋ££ řăćěŋśšćő ln(1 + t)^n = n ln(1 + t) ś űěńżţ n ŋă ŕřőĺğćőńĳŋżě α ∈ k. Ĺšăł, ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, ŕőńăčăěň (1 + t)^{α def}= e^{α ln(1+t)} .

Śćőľśšćă ¡łśŕőŋěŋšż čăřăŋšĺřş¿š, ůšő ¡šă ťşŋłűĺ£ őŕřăćďżćăěš śćő-ě őąőğŋăůěŋĺě, š. ě. şďőćńěšćőř£ěš őśŋőćŋőňş śőőšŋőÿěŋĺ¿

(1 + t)^{α+β} = e^{(α+β) ln(1+t)} = e^{α ln(1+t)}e^{β ln(1+t)} = (1 + t)^α(1 + t)^β ∀ a, b ∈ k .

Ğăďăůă9.7. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ěśńĺ ŕőłăğăšěńĳ α { űěńżľ, šő ĺğ ŋăÿěčő őŕřěďěńěŋĺ£ ćżšěłă¿š řăćěŋśšă

(1 + t)^n = (1 + t) · · · · · (1 + t) n , ĺ (1 + t)^{−n} = (1 + t)^{−1} · · · · · (1 + t)^{−1} n (ğďěśĳ n ∈N ĺ (1 + t)^{−1} = 1 − t + t^2 − t^3 + · · · | ¡ńěňěŋš őąřăšŋżľ ł (1 + t) ć k[[t]]).

Ďń£ šőčő ůšőąż őšżśłăšĳ £ćŋżě ğŋăůěŋĺ£ łő¡ťťĺűĺěŋšőć ř£ďă

(1 + t)^α = a_0 + a_1t + a_2t^2 + · · · ∈ k[[t]] , ğăňěšĺň, ůšő a_0 = 1 (¡šő şśňăšřĺćăěšś£ ŕř£ňő ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£ { őą£ğăšěńĳŋő şąěďĺšěśĳ!) ĺ ćżůĺśńĺň ńőčăřĺťňĺůěśłş¿ ŕřĺğćőďŋş¿: d dt ln(1 + t)^α = d dt ln e^α ln(1 + t) = d dt ( α ln(1 + t) ) = α (1 + t) . Šăłĺň őąřăğőň,^((1 + t)^{α)′} · (1 + t) = α · (1 + t)^α, ĺ śřăćŋĺćă£ łő¡ťťĺűĺěŋšż ŕřĺ t^{k−1}, ňż ŕőńşůăěň ŋă ĺśłőňżě łő¡ťťĺűĺěŋšż a_i śőőšŋőÿěŋĺ£: ka_k + (k − 1)a_{k−1} = αa_{k−1} , őšłşďă a_k = a_{k−1} k (α − k + 1) = a_0 k! α(α − 1) · · · (α − k + 1) k . Ćśŕőňĺŋă£, ůšő a_0 = 1 ĺ ććőď£

őąőğŋăůěŋĺě ( α k ) def= k α(α − 1) · · · (α − k + 1) k! , ŕőńşůăěň śńěďş¿źĺľ řěğşńĳšăš:

1.4. Šěőřěňă. (Ťőřňşńă Ŋĳ¿šőŋă ďń£ ąĺŋőňă.)

(1 + t)^α =^∑_{ν≥0} ( α ν ) t^ν = 1 + αt + α(α − 1) 2 t^2 + α(α − 1)(α − 2) 6 t^3 + · · · ∀ α ∈ k . 2_{Ĺňěŋŋő ¡šă šěőřěňă ĺ ążńă őšłřżšă Ĺ. Ŋ¿šőŋőň ĺ ĺğćěśšŋă łăł ąĺŋőň Ŋĳ¿šőŋă. Ůĺ-} śńă ( α ν ) ŋăğżćă¿šś£ ąĺŋőňĺăńĳŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ. Őšňěšĺň, ůšő ťőřňşńă Ŋĳ¿šőŋă

ďă-ěš £ćŋőě řăğńőęěŋĺě ďń£ ăńčěąřăĺůěśłĺţ ťşŋłűĺľ, ćżřăęăěňżţ ć řăďĺłăńăţ (ŋăďő ćğ£šĳ α = 1/n). Ć śćő-ěň şůěąŋĺłě ŕő ăŋăńĺğş Ń. İľńěř ŕĺśăń, ůšő ń¿ąă£ ťşŋłűĺ£ ňőęěš ążšĳ řăğńőęěŋă ć ř£ď, ć ů-ěň łăęďżľ śőňŋěćă¿źĺľś£ ńěčłő ňőęěš şďőśšőćěřĺšĳś£, řăğőąřăć ŋěśłőńĳłő ŕřĺňěřőć. Ďőłăğăŋŋă£ ć łőŋűě ŕřőÿńőľ ńěłűĺĺ šěőřěňă ňőęěš ćőśŕřĺŋĺňăšĳś£ łăł őďĺŋ ĺğ śŕőśőąőć ŕřĺďăŋĺ£ šőůŋőčő śňżśńă ¡šĺň śńőćăň İľńěřă, ă ąĺŋőň Ŋĳ¿šőŋă { łăł őďĺŋ ĺğ ŋăĺąőńěě şąěďĺšěńĳŋżţ ŕřĺňěřőć.

x2. Řăğŋőśšŋżě őŕěřăšőřż ŋă łőńĳűě ňŋőčőůńěŋőć

2.1. Őąőğŋăůěŋĺ£. Ŕşśšĳ k { ŕőńě ţăřăłšěřĺśšĺłĺ ŋşńĳ. Řăśśňőšřĺň łőńĳűő ňŋőčőůńěŋőć k[x] łăł (ąěśłőŋěůŋőňěřŋőě) ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ŋăď ŕőńěň k. Ąşďěň ŋăğżćăšĳ ńĺŋěľŋżň őŕěřăšőřőň ŋă k[x] ćś£łĺľ k-ńĺŋěľŋżľ ¡ŋďőňőřťĺğň k[x]^φ−→ k[x] łăł ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă^1 ŋăď k. Ćś£łĺľ ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř ˘ ŋă k[x] őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ ğăďăŋĺěň ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ňŋőčőůńěŋőć

φ_n(x)^{def}= ˘(x^n) , n = 0 , 1 , 2 . . . .

1¡šő őğŋăůăěš, ůšő φ(αf + βg) = αφ(f) + βφ(g) ∀ α, β ∈ k ĺ ∀ f, g ∈ k[x], ŋő ćőőąźě čőćőř£, φ(fg) ≠ φ(f)φ(g)

130 Ńěłűĺ£ 9: Ťőřňăńĳŋżě ťşŋłűĺĺ

Ć śăňőň ďěńě, ćśńěďśšćĺě ńĺŋěľŋőśšĺ

˘(a_0x^m + a_1x^{m−1} + · · · + a_{m−1}x + a_m) = a_0φ_n(x) + a_1φ_{n−1}(x) + · · · a_mφ_0(x) .

Ŕřĺňěřăňĺ ńĺŋěľŋżţ őŕěřăšőřőć ŋă łőńĳűě ňŋőčőůńěŋőć £ćń£¿šś£:

őŕěřăšőř śďćĺčă T_a : f(x) −→ T_af(x)^{def}= f(x + a);

řăğŋőśšŋżľ őŕěřăšőř ´_a = T_a − 1 : f(x) −→ ´_af(x)^{def}= f(x + a) − f(x); ĺ őŕěřăšőř ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ£ d dx : f(x) −→ f^′(x). Ůěřěğ T ĺ ´ ňż ąşďěň ďăńěě őąőğŋăůăšĳ, śőőšćěšśšćěŋŋő, őŕěřăšőřż T_1 ĺ ´_1 = T − 1, šăł ůšő T f(x)^{def}= f(x + 1) , ´f(x)^{def}= f(x + 1) − f(x) .

2.2. Ďěľśšćĺě k [[ d dx ]] ŋă k[x]. Ďń£ łăęďőčő ťőřňăńĳŋőčő ř£ďă F (t) =^∑_{ν≥0} aνt^ν ∈ k[[t]] őŕřěďěńĺň őŕěřăšőř F ( d dx ) : k[x] −→ k[x] : f −→ F ( d dx ) f^{def}= ∑ ν≥0 d^ν f dx^ν (ŕřăćă£ ůăśšĳ ĺňěěš śňżśń ŕőśłőńĳłş d^ν f dx^ν ŕřĺ k > deg(f), ĺ śšăńő ążšĳ, śşňňă śŕřăćă łőŋěůŋă ďń£ łăęďőčő łőŋłřěšŋőčő f).

Ğăďăůă9.8. Ŕřőćěřĳšě, ůšő šěň śăňżň ňż őŕřěďěńĺńĺ čőňőňőřťĺğň ĺğ łőńĳűă k[[t]] ć łőńĳűő ńĺŋěľŋżţ őŕěřăšőřőć ŋă k[x] (łőńĳűěćżňĺ őŕěřăűĺ£ňĺ ć ŕőśńěďŋěň £ćń£¿šś£ śńőęěŋĺě ĺ łőňŕőğĺűĺ£).

Śőćőłşŕŋőśšĳ ćśěţ őŕěřăšőřőć ŋă k[x], ŕřěďśšăćĺňżţ ć ćĺďě ř£ďă őš d dx , £ćń£ěšś£ łőňňşšăšĺćŋżň ŕőďłőńĳűőň, łőšřőć ňż őąőğŋăůĺň ůěřěğ A ĺ ąşďěň ŋăğżćăšĳ łőńĳűőň řăğŋőśšŋżţ őŕěřăšőřőć ŋă k[x] (śňżśń ¡šőčő ŋăğćăŋĺ£ ňż őąž£śŋĺň ůşšĳ ŕőğęě).

2.2.1. Ńěňňă. (Ťőřňşńă Šěľńőřă^2 .) Ta = e^{a d}dx .

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕőśłőńĳłş ďěľśšćĺě ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ ěčő ďěľśšćĺěň ŋă ąăğĺś, ďőśšăšőůŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő e^{a d}dx x^n = T_ax^n = (x + a)^n. İšő śńěďşěš ĺğ řăğńőęěŋĺ£ ąĺŋőňă: e^{a ddx} x^n = n∑ ν=0 a^νd^ν x^n ν!dx^ν =^{n∑}_{ν=0} ( n ν ) a^νx^{n−ν} = (x + a)^ν .

2_{Ńĺŋěľŋżě őŕěřăšőřż ˘ ∈ A ğăňěůăšěńĳŋż šěň, ůšő ł ŋĺň ŕřĺňěŋĺňă ćś£ ŕřěďżďşźă£}

ňăÿĺŋěřĺ£ ťőřňăńĳŋżţ šőęďěśšć ć k[[t]]. Ňż ŕřőĺńń¿śšřĺřşěň ¡šő ŋă őďŋőň łńăśśĺůěśłőň ŕřĺňěřě.

2Ć ąőńěě šřăďĺűĺőŋŋżţ šěřňĺŋăţ ťőřňşńă Šěľńőřă őğŋăůăěš, ůšő ďń£ ń¿ąőčő ňŋőčőůńěŋă f ∈ k[x] śšěŕěŋĺ n ĺ ń¿ąőčő a ∈ k ćżŕőńŋěŋő šőęďěśšćő

f(x + a) = n∑ ν=0 1 ν! f^(ν^) (x)aν = f(x) + f^′(x)a + 1 2 f^{′′}(x)a^2 + 1 6 f^{′′′}(x)a^3 + · · · .

2.3. Ŕřĺňěř: őąřăźěŋĺě Ąěřŋşńńĺ. Řăğŋőśšŋżľ őŕěřăšőř ´ ŕřěďśšăćĺň ć ćĺďě

´ = T − 1 = e^{ddx} − 1 = U ( d dx ) · d dx , čďě U(t) = e^t − 1 t ∈ k[[t]] £ćń£ěšś£ őąřăšĺňżň ř£ďőň śő śćőąőďŋżň ůńěŋőň 1, ă śšăńő ążšĳ, U ( d dx ) £ćń£ěšś£ ĺğőňőřťĺğňőň ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă k[x] ŋă śěą£. Őŕěřăšőř

B ( d dx ) = U^{−1} ( d dx )

ŋăğżćăěšś£ őŕěřăšőřőň Ąěřŋşńńĺ. Őŋ ŕőńşůăěšś£ ŕőďśšăŋőćłőľ t = d dx ć ťőřňăńĳŋżľ ř£ď B(t) = t e^t − 1

. §ćŋőě řăğńőęěŋĺě B(t) ŕő śšěŕěŋ£ň t šřăďĺűĺőŋŋő ğăŕĺśżćă¿š ć ćĺďě B(t) = t e^t − 1

=^∑_{ν≥0} b_ν ν! t^ν . Ůĺśńă^3 b_ν ∈Q ŋăğżćă¿šś£ ůĺśńăňĺ Ąěřŋşńńĺ ĺ ćőğŋĺłă¿š ć śăňżţ řăğńĺůŋżţ őąńăśš£ţ ňăšěňăšĺłĺ. Ďń£ ĺţ ćżůĺśńěŋĺ£ ĺňěěšś£ ŕřőśšă£ řěłłşřěŋšŋă£ ťőřňşńă. Ŕřěęďě ćśěčő, ŕőŋ£šŋő, ůšő b_0 = 1. Ďăńěě, řăśłńăďżćă£ B(t) ć śşňňş ů-ěšŋőľ ĺ ŋěůěšŋőľ śőśšăćń£¿źěľ

B(t) = B_+(t) + B_−(t) , čďě B_±(t) = B(t) ± B(−t) 2 , ŋěňěďńěŋŋő ŕőńşůăěň, ůšő

B_−(t) = 1 2 ( t e^t − 1 + t e^{−t} − 1 ) = − t 2 , ůšő őğŋăůăěš, ůšő ğă ĺśłń¿ůěŋĺěň b_1 = −1/2 ćśě ŕřőůĺě łő¡ťťĺűĺěŋšż b_ν ś ŋěů-ěšŋżňĺ ŋőňěřăňĺ řăćŋż ŋşń¿^4. Ŋăłőŋěű, ŕřĺřăćŋĺćă£ łő¡ťťĺűĺěŋšż ŕřĺ t^{n+1} ć ťőřňşńě

t = (e^t − 1)B(t) = (∑ μ≥1 1 μ! t^ν )(∑ ν≥0 b_ν ν! t^ν ) , ŕőńşůăěň śőőšŋőÿěŋĺě_{n∑} ν=0 b_ν ν!(n − ν + 1)!

= 0 (ŕřĺ n ≥ 2) ,

3őůěćĺďŋő, ůšő b_ν ŋăţőď£šś£ ć ŕřőśšőň ŕőďŕőńě ŕőń£ k, łőšőřőě ŕő ŋăÿěňş ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ (char k = 0) ňőęŋő łăŋőŋĺůěśłĺ őšőęďěśšćĺšĳ ś ŕőńěň řăűĺőŋăńĳŋżţ ůĺśěń 4ŋăŕřőšĺć, ďń£ ů-ěšŋżţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć ĺňěěň

B_+ (t) = 1 2 ( t et − 1 − t e^−t − 1 ) = t 2 · et − e^−t et − 2 + e^−t = t 2 · ( e^{t2} + e^{− t2} ) ( e^{t2} − e^{− t2} ) ( e^t2 − e^{− t}2

)_2 = t 2 · e^{t2} + e^{− t2} e^{t2} − e^{− t2}

def= t 2 · cth ( t 2 ) ;

ř£ď cth(t) = ∑ α≥1 2^{2α−1} (2α − 1)!

b_2αt^2α^{−1} ŋăğżćăěšś£ čĺŕěřąőńĺůěśłĺň łőšăŋčěŋśőň.

132 Ńěłűĺ£ 9: Ťőřňăńĳŋżě ťşŋłűĺĺ

Ĺğ łőšőřőčő ŕőńşůăěšś£ řěłłşřěŋšŋă£ ťőřňşńă b_n = −n! n−1∑ ν=0 b_ν ν!(n − ν + 1)! = − 1 n + 1 n−1∑ ν=0 ( n + 1 ν ) b_ν , (9-1)

śŕřăćěďńĺćă£ ŕřĺ n ≥ 2.

Ğăďăůă9.9. Ćżůĺśńĺšě ŕěřćżě 10 ůĺśěń Ąěřŋşńńĺ. Őšćěš: őšńĺůŋżě őš ŋşń£ bν ś ν ≤ 10 śşšĳ

b_0 = 1 , b_1 = − 1 2 , b_2 = 1 6 , b_4 = − 1 30 , b_6 = 1 42 , b_8 = − 1 30 , b_6 = 5 66 . Ğăďăůă9.10. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ůĺśěń Ąěřŋşńńĺ ś ů-ěšŋżňĺ ŋőňěřăňĺ £ćń£ěšś£ ğŋăłőŕěřěňěŋŋőľ.

Ŕřěďżďşźěě ćżůĺśńěŋĺě ćŕěřćżě ążńő ŕřěďŕřĺŋ£šő §łőąőň Ąěřŋşńńĺ ďń£ řěÿěŋĺ£ śńěďş¿- źěľ ğăďăůĺ:

2.3.1. Ğăďăůă Ąěřŋşńńĺ: ŕőńşůĺšĳ ťőřňşńş, ćżřăęă¿źş¿ śşňňş

S_k(n) = 0^k + 1^k + 2^k + · · · + n^k

ć ćĺďě ňŋőčőůńěŋă őš n (ŕřĺ ťĺłśĺřőćăŋŋőň k).

Ďń£ ŕőńşůěŋĺ£ £ćŋőčő ćżřăęěŋĺ£ ďń£ űěńőğŋăůŋőčő ňŋőčőůńěŋă S_k(x) ∈ Q[x], ćżůĺśń£¿- źěčő ŕřěďżďşźş¿ śşňňş ŕřĺ ŕőďśšăŋőćłě űěńżţ x = n ∈Z, Ąěřŋşńńĺ ğăňěšĺń, ůšő ŕř£ňő ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ S_k ĺňěěň ´S_k(x) = (x + 1)^k (¡šă ťőňşńă ćżŕőńŋ£ěšś£ ďń£ ćśěţ x ∈ N, ĺ śńěďőćăšěńĳŋő £ćń£ěšś£ šőęďěśšćőň ć Q[x]). Ŕőśłőńĳłş ´ = B^{−1} ( d dx ) · d dx , ňż ŕőńşůăěň ŋă S_k(x) ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőě şřăćŋěŋĺě

S^′_k(x) = B ( d dx ) (x + 1)^k = B_k(x + 1) ,

čďě B_k(x)^{def}= B ( d dx ) x^k = ∑ ν≥0 b_ν ν! d^ν x^k dx^ν =^{k∑}_{ν=0} ( k ν ) b_ν x^{k−ν} | ňŋőčőůńěŋż^5, őŕřěďěń£¿źĺě ďěľśšćĺě őŕěřăšőřă B ŋă śšăŋďăřšŋżľ ąăğĺś ć k[x]. Śăňĺ B_k šăłęě ść£ğăŋż ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżň śőőšŋőÿěŋĺěň

B^′_{k+1}(x) = d dx B ( d dx ) x^{k+1} = B ( d dx ) d dk x^{k+1} = (k + 1)B ( d dx ) x^k = (k + 1)B_k(x) ,

ĺğ łőšőřőčő śńěďşěš, ůšő S^′_k(x) = 1 k + 1

B^′_{k+1}(x +1), š. ě. S_k(x) ĺ 1 k + 1

B_{k+1}(x +1) řăğńĺůă¿šś£ ŋă łőŋśšăŋšş. Ŕőďśšăćń££ x = 1 ŕőńşůăěň S_k(1) = 1 ĺ 1 k + 1

B_{k+1}(1) = 1 k + 1 k∑ ν=0 ( k ν ) b_ν = b_k − 1 k + 1 ( k + 1 k ) b_k − 1 k + 1 ( k + 1 k + 1 ) b_{k+1} = − b_{k+1} k + 1

(ňż ćőśŕőńĳğőćăńĺśĳ řěłłşřěŋšŋőľ ťőřňşńőľ (9-1) ďń£ ůĺśěń Ąěřŋşńńĺ). Ŋăňĺ ďőłăğăŋő

5őŋĺ ŋăğżćă¿šś£ ňŋőčőůńěŋăňĺ Ąěřŋşńńĺ

2.3.2. Ŕřěďńőęěŋĺě. (Ťőřňşńă Ąěřŋşńńĺ.)

S_k(n) = 0^k + 1^k + 2^k + · · · + n^k =

B_{k+1}(n + 1) − b_{k+1} k + 1 . 2_{Ğăďăůă9.11. Ćżůĺśńĺšě ŕěřćżě 11 ňŋőčőůńěŋőć Ąěřŋşńńĺ.}

Ŕőďśłăğłă:

B_0(x) = 1 B_1(x) = x −^1_2 B_2(x) = x^2 − x +^1_6 B_3(x) = x^3 −^3_2 x^2 +^1_2 x B_4(x) = x^4 − 2x^3 + x^2 −^1_{30} B_5(x) = x^5 −^5_2 x^4 +^5_3 x^3 −^1_6 x

Ğăďăůă9.12. Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ ňŋőčőůńěŋőć Ąěřŋşńńĺ ĺňěěšś£ řěłşřěŋšŋă£ ťőřňşńă

B_k(x) = x^k − 1 k + 1 k∑ ν=1 ( k + 1 ν + 1 ) B_{k−ν} (x) . Ğăďăůă9.13. Řěÿĺć śćő¿ ğăďăůş, §łőą Ąěřŋşńńĺ ŋě ąěğ čőřďőśšĺ ğăŕĺśăń, ůšő \śşňěń ćżůĺśńĺšĳ śşňňş ďěś£šżţ śšěŕěŋěľ ŕěřćőľ šżś£ůĺ ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń ňěŋěě, ůěň ğă ŕőńőćĺŋş ůěšćěřšĺ ůăśă". Śşňěěšě ńĺ Ćż ŕőćšőřĺšĳ ěčő řěğşńĳšăš? Ŕőďśłăğłă: B11(x) = x^{11} − 112 x^{10} + 556 x^9 − 11x^7 + 11x^5 − 53x^3 + 56x.

2.4. Őąž£śŋěŋĺě šěřňĺŋă \řăğŋőśšŋżľ őŕěřăšőř". Ŕőśłőńĳłş ∀ f ∈ k[x] ĺňěěň deg(´f) < deg(f),

Ğăďăůă9.14. Şąěďĺšěśĳ ć ¡šőň.

ďń£ łăęďőčő ťőřňăńĳŋőčő ř£ďă F (t) = f_0+f_1t+f_2t^2+· · · ∈ k[[t]] ňőęŋő, łăł ĺ ćżÿě, őŕřěďěńĺšĳ őŕěřăšőř f(´) : f(x) −→ ∑ ν≥0 f_ν´^νf . Ąńăčőďăř£ šőęďěśšćş ln(e^t) = t ňż ňőęěň ŕřěďśšăćĺšĳ őŕěřăšőř ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ£ d dx ć ćĺďě ř£ďă ŕő ´ = T − 1 = e^{− d}dx − 1:

Dx = ln(e^{ddx} = ln(1 + ´) = ∑ ν≥1 (−1)^{ν−1} ´^ν ν = ´ −

´^2 2 + ´^3 3 − · · · .

Šăłĺň őąřăğőň, ćś£łĺľ ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř, ŕřěďśšăćĺňżľ ć ćĺďě ř£ďă ŕő d dx , ŕřěďśšăćĺň ĺ ć ćĺďě ř£ďă ŕő śšěŕěŋ£ň řăğŋőśšŋőčő őŕěřăšőřă ´, š. ě. ăńčěąřă A ěśšĳ ăńčěąřă śšěŕěŋŋżţ ř£ďőć őš řăğŋőčő őŕěřăšőřă.

2.5. Šěőřěňă. Śńěďş¿źĺě şśńőćĺ£ ŋă ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř k[x]^Φ−−→ k[x] ŕőŕăřŋő ¡łćĺćă-

ńěŋšŋż:

(i) ˘ ŕěřěśšăŋőćőůěŋ ś ´: ˘´ = ´˘; (ii) ˘ ŕěřěśšăŋőćőůěŋ ś T : ˘T = T ˘;

(iii) ˘ ŕěřěśšăŋőćőůěŋ śő ćśěňĺ őŕěřăšőřăňĺ śďćĺčă: ˘T_a = T_a˘ ∀ a ∈ k ;

(iv) ˘ ĺňěěš ćĺď ˘ = F ( d dx ) ďń£ ŋěłőšőřőčő F ∈ k[[t]];

(v) ˘ ĺňěěš ćĺď ˘ = F (´) ďń£ ŋěłőšőřőčő F ∈ k[[t]].

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ğăňěůăŋĺ£ ŕěřěď šěőřěňőľ ďěńă¿š šřĺćĺăńĳŋżňĺ ćśě ĺňŕńĺłăűĺĺ śŋĺűş ććěřţ. Ŕő¡šőňş ďőśšăšőůŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ĺğ ŕěřćőčő şśńőćĺ£ śńěďşěš ŕőśńěďŋěě. Ďń£ ¡šőčő ňż ćżąěřěň ć ŕřőśšřăŋśšćě k[x] śŕěűĺăńĳŋżľ ąăğĺś, śőśšő£źĺľ ĺğ ňŋőčőůńěŋőć

f_0^{def}= 1 ĺ f_k(x)^{def}= ( x k ) = 1 k! x(x − 1) · · · (x − k + 1) k , łőšőřżě ğăňěůăšěńĳŋż šěň, ůšő ´f_k = f_{k−1} ∀ k ≥ 1.

Ğăďăůă9.15. Ŕřőćěřĳšě ¡šő śőőšŋőÿěŋĺě ĺ şąěďĺšěśĳ, ůšő fk ĺ ć śăňőň ďěńě śőśšăćń£¿š ąăğĺś ŕřőśšřăŋśšćă k[x] ŋăď k.

Ďń£ łăęďőčő k ≥ 0 őąőğŋăůĺň ůěřěğ a_k ∈ k ğŋăůěŋĺě ňŋőčőůńěŋă ˘(f_k) ŕřĺ x = 0 (š. ě. śćőąőďŋżľ ůńěŋ ¡šőčő ňŋőčőůńěŋă). Šăł łăł ćśě ňŋőčőůńěŋż f_k(x) ś k ≥ 1 őąřăźă¿šś£ ć ŋşńĳ ŕřĺ x = 0, łő¡ťťĺűĺěŋšż λ_ν ĺğ řăğńőęěŋĺ£

˘(f_k) =^∑_{ν≥0} λ_ν f_ν

řăćŋż λ_ν = ´^ν˘ f_k (0) = ˘´^ν f_k (0) = ˘ f_{k−ν} (0) = a_{k−nu} (ĺ ć ůăśšŋőśšĺ, ćśě a_ν = 0 ŕřĺ ν > k). Ŋő šőčďă

˘(f_k) = k∑ ν=0 a_{k−ν} f_ν = ∑ α≥0 a_α´^α f_k ,

őšłşďă ˘ =^∑ a_α´^α. 2 x3. Ŕřőĺğćőď£źĺě ťşŋłűĺĺ

3.1. Őŕĺśăŋĺě ňěšőďă. Ŕşśšĳ (aν ) = a0, a1, a2, . . . { ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ¡ńěňěŋšőć ŕřőĺğćőńĳŋőčő łőňňşšăšĺćŋőčő łőńĳűă K. Ťőřňăńĳŋżľ śšěŕěŋŋőľ ř£ď

A(t) = a_0 + a_1t + a_2t^2 + · · · ∈ K[[t]]

ŋăğżćăěšś£ ŕřőĺğćőď£źěľ ťşŋłűĺěľ ďń£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ (a_ν). Ŕřőĺğćőď£źă£ ťşŋłűĺ£ ĺśłń¿ůĺšěńĳŋő ŕőńěğŋă ć śĺšşăűĺĺ, łőčďă łăłĺě-ńĺąő śćőľśšćă ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ (a_ν ) ŕřĺćőď£š ł ăńčěąřăĺůěśłőňş ĺńĺ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőňş şřăćŋěŋĺ¿ ŋă A(t) ć łőńĳűě K[[t]]. Ć ¡šőň śńşůăě ĺśŕőńĳğőćăŋĺě šěţŋĺłĺ ťőřňăńĳŋżţ ťşŋłűĺľ őążůŋő ŕőğćőń£ěš şśšăŋăćńĺćăšĳ ŋőćżě ŋěšřĺćĺăńĳŋżě śćőľśšćă ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ (a_ν, ŋěćĺďŋżě ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ĺğ ě-ě őŕřěďěńěŋĺ£.

Ňż ŕřőĺńń¿śšřĺřşěň ¡šőš ňěšőď ĺśśńěďőćăŋĺ£ ŋěśłőńĳłĺňĺ ŕřĺňěřăňĺ. 3.2. Ŕřĺňěř: ůĺśńă Łăšăńăŋă. Ůšőąż ćżůĺśńĺšĳ śşňňş (n + 1) ůĺśěń

a_0 + a_1 + a_2 + · · · + a_n ,

ňż ďőńęŋż ćżŕőńŋĺšĳ n ŋăŕĺśăŋŋżţ ćżÿě őŕěřăűĺľ \+" ć šőľ ĺńĺ ĺŋőľ ďőŕşśšĺňőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ. Łőńĺůěśšćő šăłĺţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ (ĺńĺ ĺŋăůě, łőńĺůěśšćő ďőŕşśšĺňżţ

§3: Ŕřőĺğćőď£źĺě ťşŋłűĺĺ 135

řăśśšăŋőćőł n + 1 ŕăř śłőąőł ć ŕřěďżďşźěľ śşňňě) ŋăğżćăěšś£ n-żň ůĺśńőň Łăšăńăŋă c_n. Őůěćĺďŋő, ůšő c_n < n!. Ňż śőąĺřăěňś£ ŕőńşůĺšĳ £ćŋş¿ ťőřňşńş, ćżřăęă¿źş¿ c_n ůěřěğ n.

Ğăňěšĺň, ŕřěęďě ćśěčő, ůšő łőńĺůěśšćő śŕőśőąőć şŕőř£ďőůěŋĺ£ ďěľśšćĺľ, ŕřĺćőď£źĺţ ł šőňş, ůšő ŕőśńěďŋĺň ćżŕőńŋ£ěšś£ i-šżľ śńěćă ğŋăł \+" (čďě i = 1, 2, . . . , n), řăćŋő c_{i−1}c_{n−i−1}. İšő ŕřĺćőďĺš ł řěłşřěŋšŋőľ ťőřňşńě

c_n = c_0c_{n−1} + c_1c_{n−2} + · · · + c_{n−2}c_1 + c_{n−1}c_0

(čďě ňż ďń£ ěďĺŋőőőąřăğĺ£ ŕőńőęĺńĺ c_0^{def}= 1). İšă ťőřňşńă őğŋăůăěš, ůšő ŕřőĺğćőď£źă£ ťşŋłűĺ£ C(t) = c_0 + c_1t + c_2t^2 + · · · ∈ Q[[t]] şďőćńěšćőř£ěš łćăďřăšŋőňş şřăćŋěŋĺ¿ C(t)−1 = tC(t)^2 (ŋăŕĺśăŋŋă£ ćżÿě řěłşřěŋšŋă£ ťőřňşńă śřăćŋĺćăěš łő¡ťťĺűĺěŋšż ŕřĺ t^n ć ńěćőľ ĺ ŕřăćőľ ůăśšĺ). Řěÿă£ ¡šő şřăćŋěŋĺě őšŋőśĺšěńĳŋő C(t), ŕőńşůăěň C(t) = 1 ± √ 1 − 4t 2t , čďě ± √ 1 − 4t śşšĳ ďćă řěÿěŋĺ£ şřăćŋěŋĺ£ x^2 = 1 − 4t ć űěńőśšŋőň łőńĳűě Q[[t]]. Őďŋĺň ĺğ ¡šĺţ řěÿěŋĺľ ąşďěš, őůěćĺďŋő, ąĺŋőň

(1 − 4t)^{1/2} =^∑_{ν≥0} (−1)^{ν−1} ν! 4^ν 1 2 (1 2 − 1 ) · · · (1 2 − ν + 1 )

ν t^ν ,

ă ďřşčőě őšńĺůăěšś£ őš ŋěčő ğŋăłőň. Ŕőśłőńĳłş c_0 = 1, ĺśłőňă£ ŋăňĺ ťşŋłűĺ£ C(t) ŕőńşůĺšś£ ŕřĺ ćżąőřě ğŋăłă \+". Ŕőńşůăěň őłőŋůăšěńĳŋő: C(t) = 1 2t ∑ ν≥1 (−1)^{ν−1} ν! 4^ν 1 2 (1 2 − 1 ) · · · (1 2 − ν + 1 ) t^ν =

=^∑_{ν≥1} 2^{ν−1}

1 · (2 · 1 − 1) · (4 · 1 − 1) · · · · · (2(ν − 1) − 1) ν! t^{ν−1} =

=^∑_{ν≥1} ( 2(ν − 1)^)! ν!(ν − 1)!

t^{ν−1} = ∑ k≥0 ( 2k k ) t^k k + 1

(ŕřĺ ŕěřěţőďě őš ŕěřćőľ śšřőłĺ łő ćšőřőľ ňż şňŋőęĺńĺ łăęďżľ ĺğ ν ňŋőęĺšěńěľ ć ůĺśńĺšěńě ďřőąĺ ŋă 2, őšźěŕĺć ¡šĺ ν ďćőěł ĺğ 4^ν , ĺ śňěŋĺńĺ ğŋăł ŕőśńěďŋĺţ (ν − 1) ňŋőęĺšěń£ţ; ŕřĺ ŕěřěţőďě őš ćšőřőľ śšřőůłĺ ł šřěšĳěľ | ďőňŋőęĺńĺ ĺ ůĺśńĺšěńĳ ĺ ğŋăňěŋăšěńĳ ŋă (ν − 1)!, ůšő ć śőůěšăŋĺĺ ś 2^{ν−1} ďőŕőńŋ£ěš ůĺśńĺšěńĳ ďő ŕőńŋőčő ťăłšőřĺăńă).

Ĺšăł, c_n = 1 n + 1 ( 2n n )

(ć ůăśšőŋőśšĺ, ¡šő ůĺśńő ćśěčďă £ćń£ěšś£ űěńżň!).

3.3. Ŕřĺňěř: ťőřňşńż Ŋĳ¿šőŋă ďń£ ćżřăęěŋĺ£ śĺňňěšřĺůěśłĺţ ňŋőčőůńěŋőć

p_k(x_1, x_2, . . . , x_n)^{def}= x^k_1 + x^k_2 + · · · + x^k_n

ůěřěğ ¡ńěňěŋšăřŋżě śĺňňěšřĺůěśłĺě ňŋőčőůńěŋż e_i(x) ŕőńşůă¿šś£ śńěďş¿źĺň őąřăğőň.

136 Ńěłűĺ£ 9: Ťőřňăńĳŋżě ťşŋłűĺĺ

Řăśśňőšřĺň łőńĳűő K = Q[ x_1, x_2, . . . , x_n ]. İńěňěŋšăřŋżě śĺňňěšřĺůěśłĺě ňŋőčőůńěŋż e_0, e_1, . . . , e_n (ňż ŕőńăčăěň e_0 ≡ 1) ŕřěďśšăćń£¿š śőąőľ łőŋěůŋş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ¡ńěňěŋšőć ¡šőčő łőńĳűă. Ŕřőĺğćőď£źěľ ťşŋłűĺěľ ďń£ ¡šőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ £ćń£ěšś£

E(t) = (1 + x_1t)(1 + x_2t) . . . (1 + x_nt) ∈ K[t] ⊂ K[[t]] .

Śšěŕěŋŋżě śşňňż p_k, k ≥ 1, śőśšăćń£¿š ąěśłőŋěůŋş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ć K. Şďőąŋő ğăŕĺśăšĳ ŕřőĺğćőď£źş¿ ťşŋłűĺ¿ ďń£ p_k ć ćĺďě ř£ďă

P (t) = ∑ ν≥0 p_{ν+1}t^ν = n∑ i=1 ∑ ν≥0 x^{ν+1}_i t^ν = n∑ i=1 x_i 1 − x_it (ŕőśńěďŋěě řăćěŋśšćő ŕőńşůăěšś£ ŕő ťőřňşńě śşňňĺřőćăŋĺ£ čěőňěšřĺůěśłőľ ŕřőčřěśśĺĺ). Ĺğ śćőľśšć ńőčăřĺťňă ŕőńşůăěň, ůšő

P (t) = d dt ln E(−t) = E^′(−t) E(−t) . Śřăćŋĺćă£ ć řăěŋśšćě P (t)E(−t) = E^′(−t) łő¡ťťĺűĺěŋšż ŕřĺ t^{k−1} śńěćă ĺ śŕřăćă, ŕőńşůăěň k−1∑ ν=0 (−1)^νe_ν p_{k−ν} = (−1)^{k−1}ke_k

(ňż śůĺšăěĺ, ůšő e_ν = 0 ŕřĺ ν > n). Šăłĺň őąřăğőň ćőğŋĺłăěš řěłşřěŋšŋă£ ťőřňşńă, ŕőğćőń£- ¿źă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ćżřăğĺšĳ p_1, p_2, p_3, . . . ůěřěğ ¡ńěňěŋšăřŋżě śĺňňěšřĺůěśłĺě ťşŋłűĺĺ:

p_k = (−1)^{k−1}e_k − k−1∑ ν=1 (−1)^ν e_νp_{k−ν} , čďě e_ν = 0 ŕřĺ ν > n .

İšő ĺ ěśšĳ ťőřňşńă Ŋĳ¿šőŋă ďń£ śšěŕěŋŋżţ śşňň.

Őšňěšĺň, ůšő ĺ ŋăőąőřőš, ňőęŋő ćżřăğĺšĳ ¡ńěňěŋšăřŋżě śĺňňěšřĺůěśłĺě ťşŋłűĺĺ ůěřěğ śşňňż śšěŕěŋěľ, ŋő ŕřăćďă, ś řăűĺőŋăńĳŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ:

e_k = − 1 k k−1∑ ν=0 (−1)^νp_{ν+1} e_{k−1−ν} . Ğăďăůă9.16. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ śšěŕěŋŋżţ śşňň

p^{m1}_1 p^{m2}_2 · · · p^{mn}_n

śőśšăćń£¿š Q-ąăğĺś ŕřőśšřăŋśšćă śĺňňěšřĺůěśłĺţ ňŋőčőůńěŋőć ŋăď ŕőńěň Q (š. ě. ůšő ćś£łĺľ śĺňňěšřĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ ĺğ Q[ x_1, x_2, . . . , x_n ] ňőęŋő ěďĺŋśšćěŋŋżň őąřăğőň ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě ňŋőčőůńěŋă ś řăűĺőŋăńĳŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ őš ŕěřćżţ n śšěŕěŋŋżţ śşňň p_1, p_2, . . . , p_n ).