Ňăšěňăšĺůěśłĺľ łőńńěďę ŊŇŞ 24.XII.1996

Ďőňăÿŋĺľ ŕĺśĳňěŋŋżľ ¡łğăňěŋ ŔŐ ĂŃČĚĄŘĚ ğă ŕěřćżľ śěňěśšř ŕěřćőčő łşřśă

Ńěłšőř: Ă. Čőřőďěŋűěć. Ŕřěŕőďăćšěńĺ: Ć. Ďőńőšĺŋ ĺ Ś. Łşńěÿőć Ŕĺśĳňěŋŋżľ ďőňăÿŋĺľ ¡łğăňěŋ £ćń£ěšś£ őťĺűĺăńĳŋżň śŕőśőąőň ŕőńşůĺšĳ őšňěšłş ŕő

łşřśş ăńčěąřż ğă ŕěřćżľ śěňěśšř ĺ ĺňěěš šőůŋő šăłőľ ęě śšăšşś, łăł ĺ ŕĺśĳňěŋŋżľ ¡łğăňěŋ, ŕřőţőďĺćÿĺľ 12 ďěłăąř£ 1996 čőďă, ĺ ŕĺśĳňěŋŋżľ ¡łğăňěŋ łőšőřżľ ŕńăŋĺřşěšś£ ŕřőćěśšĺ ć ťěćřăńě.

Ć ¡łğăňěŋě ňőčşš ŕřĺŋ£šĳ şůăśšĺě ćśě ęěńă¿źĺě. Ďń£ ¡šőčő ŋěőąţőďĺňő ć ćőśłřěśěŋĳě 16 ťěćřăń£ 1997 čőďă ć 10^{00} ńĺůŋő ŕřĺľšĺ ć ć ŇŁ ŊŇŞ, ĺňě£ ŕřĺ śěąě ŕĺśĳňěŋŋőě řěÿěŋĺě ğăďăů ĺğ ŕřěďńăčăěňőčő ŋĺęě śŕĺśłă. İłğăňěŋ ąşďěš śőśšő£šĳ ć ąěśěďě ś ¡łğăňěŋăšőřőň, űěńĳ łőšőřőľ { ŕřőćěřłă Ćăÿěľ ŕĺśĳňěŋŋőľ řăąőšż. Ŕőńŋőě řěÿěŋĺě łăęďőľ ğăďăůĺ őűěŋĺćăěšś£ ć 10 ąăńńőć^1. Ďń£ ŕőńşůěŋĺ£ őűěŋłĺ ÀőšńĺůŋőÁ ďőśšăšőůŋő ŋăąřăšĳ ŋě ňěŋěě 75 ąăńńőć, ďń£ ŕőńşůěŋĺ£ őűěŋłĺ ÀţőřőÿőÁ | ŋě ňěŋěě 50 ąăńńőć, ďń£ ŕőńşůěŋĺ£ őűěŋłĺ ÀşďőćńěšćőřĺšěńĳŋőÁ | ŋě ňěŋěě 25 ąăńńőć.

Ěśńĺ Ćż ŕřĺňěšě şůăśšĺě ć ŋěśłőńĳłĺţ ¡łğăňěŋăţ ŕő ăńčěąřě ĺ ŕőńşůĺšě ŋă ŋĺţ řăğŋżě őűěŋłĺ, šő ć Ćăÿş ğăů-ěšłş ąşďěš ćżśšăćńěŋă šă ĺğ ŋĺţ, łőšőřş¿ Ćż śăňĺ ćżąěřěšě.

Ŋăńĺůĺě ğăů-ěšă ŕő ăńčěąřě ŋě £ćń£ěšś£ őą£ğăšěńĳŋżň ďń£ şůăśšĺ£ ć ń¿ąőň ĺğ ¡łğăňěŋőć,

ŋő £ćń£ěšś£ ŋěőąţőďĺňżň ďń£ ŕőńşůěŋĺ£ őšňěšłĺ ć ğăů-ěšłş. Šě śšşďěŋšż, łőšőřżě śďăńĺ ğăů-ěš ŕő ăńčěąřě ŋă ňěţ-ňăšě ĺ śďăńĺ ¡łğăňěŋ ŕő ăńčěąřě ŋă ňěţ-ňăšě ś őűěŋłőľ ÀţőřőÿőÁ ĺńĺ ÀőšńĺůŋőÁ ŕőńşůă¿š ğăů-ěš ŕő ăńčěąřě ăćšőňăšĺůěśłĺ. Ŕřőůĺě ęěńă¿źĺě ŕőńşůĺšĳ ğăů-ěš ďőńęŋż őąřăšĺšś£ ł ŕřěŕőďăćăšěń£ň ăńčěąřż ĺ ŕőńşůĺšĳ őš ŋĺţ łőŋłřěšŋőě ĺŋďĺćĺďşăńĳŋőě ğăďăŋĺě, ćżŕőńŋěŋĺ£ łőšőřčő ďőśšăšőůŋő ďń£ ŕőńşůěŋĺ£ ğăů-ěšă.

Ğăďăůă 1. (Àŋěŕřěřżćŋżě ťşŋłűĺĺÁ) Ŕşśšĳ C | ¡šő łőńĳűő ŋěŕřěřżćŋżţ ćěźěśšćěŋŋőğŋăůŋżţ ťşŋłűĺľ ŋă őšřěğłě [0; 1] (ś őŕěřăűĺ£ňĺ ŕőšőůěůŋőčő śńőęěŋĺ£ ĺ ŕőšőůěůŋőčő şňŋőęěŋĺ£ ğŋăůěŋĺľ ťşŋłűĺľ).

ă) Ćěřŋő ńĺ, ůšő ćś£łĺľ ĺďěăń ć C ňőęěš ążšĳ őŕĺśăŋ łăł ňŋőęěśšćő ćśěţ ťşŋłűĺľ, ğăŋşń£¿źĺţś£ ŋă ŋěłőšőřőň ğăňłŋşšőň ŕőďňŋőęěśšćě?

ą) Şśšăŋőćĺšě ěśšěśšćěŋŋőě ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋőě śőőšćěšśšćĺě ňěęďş šőůłăňĺ őšřěğłă ĺ ňăłśĺňăńĳŋżňĺ ĺďěăńăňĺ łőńĳűă C.

Ğăďăůă 2. (ÀZ[!]Á) Ŕşśšĳ ! =

−1 + i √ 3 2 ∈C ĺ ˙ = Z[x]Œ(x2 + x + 1) ≃ Z[!] ⊂ C { řěÿ-ěšłă,

ŕőřőęď-ěŋŋă£ 1 ĺ !. Ŕřőćěřĳšě, ůšő śńěďş¿źĺě śćőľśšćă ŋăšşřăńĳŋőčő ŕřőśšőčő ůĺśńă p > 1 ŕőŕăřŋő ¡łćĺćăńěŋšŋż ďřşč ďřşčş:

ă) p ŕěřěśšă-ěš ążšĳ ŕřőśšżň ć ˙;

ą) p ŕřěďśšăćń£ěšś£ ć ćĺďě m^2 + mn + n^2 ś m; n ∈ Z; ć) śşźěśšćşěš ŋěŋşńěćőľ čőňőňőřťĺğň łőńěű ˙ −→ ZŒpZ.

Ğăďăůă 3. (Àřăğńőęěŋĺě ŋă ňŋőęĺšěńĺÁ) Řăğńőęĺšě ňŋőčőůńěŋ

f(x) = x^5 + x^4 + x^2 + x + 2

1řěůĳ ĺď-ěš ĺňěŋŋő ő ğăďăůăţ, ă ŋě ő ŕşŋłšăţ ğăďăů; ŕřĺ ¡šőň ďőŕőńŋĺšěńĳŋă£ šřşďŋă£ ğăďăůă 10(v) ŋě őą£ğăšěńĳŋă, ĺ ğăďăůă ÀŕěřěśšăŋőćłĺÁ śůĺšăěšś£ ćŕőńŋě řěÿ-ěŋŋőľ ĺ ąěğ ¡šőčő ŕşŋłšă

ć łőńĳűě Z[x] ŋă ŕřőśšżě ňŋőęĺšěńĺ ĺśśńěďş£ ěčő őąřăğ ć (Z=pZ)[x] ĺ ğŋăůěŋĺ£ ć űěńżţ šőůłăţ.

Ğăďăůă 4. (Àśšěŕěŋŋżě ř£ďżÁ) Ŕşśšĳ K := R[[x; y]] ĺ

Q := {(u; v) ∈ K^2| @u @x = @v @y ; @u @y = @v @x } Ŋă ňŋőęěśšćě Q ěśšĳ őŕěřăűĺ£ śńőęěŋĺ£

(u_1; v_1) + (u_2; v_2) = (u_1 + u_2; v_1 + v_2)

ă) Ğăďăľšě ŋă Q őŕěřăűĺ¿ şňŋőęěŋĺ£ (ŋăŕĺÿĺšě šăąńĺűş şňŋőęěŋĺ£ ďń£ őąřăğş¿źĺţ ¡ńěňěŋšőć), łőšőřă£ ćňěśšě śő śńőęěŋĺěň ŋăďěń£ěš Q śšřşłšşőľ łőňňşšăšĺćŋőčő łőńĳűă ś 1.

ą) Ğăďăľšě čőňőňőřťĺğň Q ć łőńĳűő M_2(R) ňăšřĺű 2×2. Łşďă ŕěřěţőď£š őąřăğş¿źĺě? Śőćěš. Řěÿĺšě šăłş¿ ęě ğăďăůş, ěśńĺ ŕăřż (u; v) şďőćńěšćőř£¿š şśńőćĺ£ň @u @x = @v @y; @u @y = − @v @x Ğăďăůă 5. (ÀňĺŋőřżÁ) Ŕşśšĳ V ĺ W { ďćă ćěłšőřŋżţ ŕřőśšřăŋśšżćă ŋăď ŕřőĺğćőńĳŋżň ŕőńěň k, V^φ−−→ W { ńĺŋěľŋőě őšőąřăęěŋĺě, ĺ Ť_{v,w} { ěčő ňăšřĺűă ć łăłĺţ-ńĺąő ąăğĺśăţ {v_1; v_2; : : : ; v_n} ⊂ V ĺ {w_1; w_2; : : : ; w_m} ⊂ W (ŕő śšőńąűăň Ť śšő£š łőőřďĺŋăšż ćěłšőřőć v_ν ć ąăğĺśě w.

ă) Ćěřŋő ńĺ, ůšő ěśńĺ dim V = dim W , šő ’ ąşďěš ĺğőňőřťĺğňőň šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă det Ť_{v,w} ≠ 0 ?

ą) Ŕşśšĳ řăğňěřŋőśšĺ V ĺ W ŕřőĺğćőńĳŋż, ă ňăšřĺűă Ť_{v,w} ĺňěěš ŋěŋşńěćőľ ňĺŋőř k-šőčő ŕőř£ďłă. Ŕőśšřőľšě ć V k-ňěřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, łőšőřőě ĺğőňőřťŋő ćłńăďżćăěšś£ ć W őšőąřăęěŋĺěň ’.

ć) Ŕşśšĳ ćśě ňĺŋőřż m-šőčő ŕőř£ďłă ş ňăšřĺűż śĺśšěňż ĺğ n > m őďŋőřőďŋżţ ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ őš m ŋěĺğćěśšŋżţ (ŋăď ŕőńěň) őąřăźă¿šś£ ć ŋşńĳ. §ćń£ěšś£ ńĺ ¡šő şśńőćĺě ŋěőąţőďĺňżň ĺ ďőśšăšőůŋżň ďń£ śşźěśšćőćăŋĺ£ ŋěšřĺćĺăńĳŋőčő řěÿěŋĺ£ ş šăłőľ śĺśšěňż?

Ğăďăůă 6. (ÀřěğşńĳšăŋšÁ) Ŕşśšĳ A = a_0x^n + a_1x^n�^1 + · · ·+ a_n�_1x + a_n ĺ B = b_0x^m + b_1x^m�^1 + · · · + b_m�_1x + b_m (ŕřěďŕőńăčăěšś£, ůšő a_0 ĺ b_0 őšńĺůŋż őš ŋşń£) ěśšĳ ŕăřă ňŋőčőůńěŋőć ŋăď ŕőńěň k. Ŕşśšĳ şřăćŋěŋĺě XA + Y B = 0 ĺňěěš řěÿěŋĺě, őšńĺůŋőě őš B; −A (š.ě. ŊŐĎ(A; B) ěśšĳ ňŋőčőůńěŋ śšěŕěŋĺ k > 0)

ă) Ğăŕĺÿĺšě ¡šő şśńőćĺě łăł şśńőćĺě ŋă ňĺŋőřż ňăšřĺűż

a_0 : : : : : : a_n�_1 a_n a_0 : : : : : : a_n�_1 a_n ... ... ...

a_0 : : : : : : a_n�_1 a_n b_0 : : : b_m�_1 b_m

b_0 : : : b_m�_1 b_m

... ... ...

... ... ...

b_0 : : : b_m�_1 b_m m+n m

n

ą) Ŋăľďĺšě řăŋč ¡šőľ ňăšřĺűż, řăśśňőšřěć őšőąřăęěŋĺě ćěłšőřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć ŋăď k: k[x] × k[x] −→ k[x] : (A; B) → AX + BY

ć) Řěÿĺšě ğăďăůş 3 ĺğ ŕĺśĳňěŋŋőčő ¡łğăňěŋă.

Ğăďăůă 7. (Àňőďşńĳ čőňőňőřťĺğňőćÁ) Śłőńĳłő ćśěčő ĺňěěšś£ řăğńĺůŋżţ Z-ńĺŋěľŋżţ čőňőňőřťĺğňőć ĺğ Z-ňőďşń£ ZŒnZć Z-ňőďşńĳ ZŒmZ, ěśńĺ

ă) n ĺ m ćğăĺňŋő ŕřőśšż, ą) m = n = p { ŕřőśšőě ůĺśńő, ć) n = p^r, m = p^s, čďě p { ŕřőśšőě ůĺśńő?

Ğăďăďĺň šěŕěřĳ ŋă ňŋőęěśšćě čőňőňőřťĺğňőć śšřşłšşřş Z-ňőďşń£ őšŋőśĺšěńĳŋő őŕěřăűĺľ ŕőšőůěůŋőčő śńőęěŋĺ£ ğŋăůěŋĺľ čőňőňőřťĺğňă ĺ şňŋőęěŋĺ£ ĺţ ŋă ůĺśńă. Őŕĺÿĺšě śšřőěŋĺě ¡šőčő ňőďşń£ ć łăęďőň ĺğ ŕřěďżďşźĺţ śńşůăěć.

Ğăďăůă 8. (Àŕőńşŕřőśšżě Z-ňőďşńĺÁ)

ă) Śşźěśšćşěš ńĺ ć Z-ňőďşńě M = ZŒ27Z šăłőľ Z-ŕőďňőďşńĳ V ⊂ M, łőšőřżľ ŋěńĳğ£ ążńő ąż őšźěŕĺšĳ ŕř£ňżň śńăčăěňżň (š. ě. ŕőďőąřăšĳ ł ŋěňş ďőŕőńŋĺšěńĳŋżľ ŕőďňőďşńĳ W ⊂M, šăł ůšőąż M = V ⊕ W ).

ą) Šőš ęě ćőŕřőś ŕřő Z-ňőďşńĳ M = ZŒ3Z⊕ ZŒ3Z⊕ ZŒ3Z. ć) Šőš ęě ćőŕřőś ŕřő Z-ňőďşńĳ M = Z⊕ Z.

č) Ŕěřěůĺśńĺšě ćśě łőŋěůŋő ŕőřőęď-ěŋŋżě Z-ňőďşńĺ, ć łőšőřżţ łăęďżľ ŕőďňőďşńĳ őšźěŕń£ěšś£ ŕř£ňżň śńăčăěňżň (šăłĺě ňőďşńĺ ŋăğżćă¿šś£ ŕőńşŕřőśšżňĺ ĺńĺ ćŕőńŋě ŕřĺćőďĺňżňĺ).

Ğăďăůă 9. (Àŋőřňăńĳŋżě ŕőďčřşŕŕżÁ) Ŕşśšĳ p > 1 { ŋăĺňěŋĳÿěě ŕřőśšőě ůĺśńő, ďěń£źěě ŕőř£ďőł łőŋěůŋőľ čřşŕŕż G, ĺ ŕşśšĳ H ⊂ G { ŕőďčřşŕŕă ĺŋďěłśă p. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕőďčřşŕŕă H ŋőřňăńĳŋă

ă) ŕřĺ p = 2;

ą) ć őąźěň śńşůăě.

Ğăďăůă 10. (ÀŕěřěśšăŋőćłĺÁ) Řăśśňőšřĺň śĺňňěšřĺůěśłş¿ čřşŕŕş S_6.

ă) Ŕřőćěřĳšě, ůšő S_6 ŕőřőęďăěšś£ űĺłńőň ďńĺŋż 6 ĺ šřăŋśŕőğĺűĺěľ (ŋěćăęŋő łăłĺňĺ). ą) Ŕěřěůĺśńĺšě ćśě łńăśśż śőŕř£ę-ěŋŋżţ ¡ńěňěŋšőć ć S_6. ć) Ŕőďśůĺšăľšě ůĺśńő ¡ńěňěŋčšőć ć łăęďőň łńăśśě śőŕř£ę-ěŋŋőśšĺ. č) Şłăęĺšě ¡ńěňěŋš ÿěśšőčő ŕőř£ďłă ĺ ¡ńěňěŋš ćšőřőčő ŕőř£ďłă, łőšőřżě őšńĺůăńĺśĳ ąż őš űĺłńă ďńĺŋż 6 ĺ šřăŋśŕőğĺűĺĺ, ĺ ŕőřőęďăńĺ ąż čřşŕŕş S_6.

ď)∗ (ŋěőą£ğăšěńĳŋă£ šřşďŋă£ ğăďăůă) Śşźěśšćşěš ńĺ ăćšőňőřťĺğň čřşŕŕż S_6, ŋě £ćń£¿źĺľś£ ćŋşšřěŋŋĺň?