ŇŁ ŊŇŞ, 1 łşřś 1 śěňěśšř (1996 č.) Ăńčěąřă { 1

Łőňŕńěłśŋżě ůĺśńă.

Őśŋőćŋżě ŕőŋ£šĺ£. Ŕőńě łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń

C | ¡šő ŕńőśłőśšĳ ś ťĺłśĺřőćăŋŋőľ ďěłăřšő-

ćőľ śĺśšěňőľ łőőřďĺŋăš XOY (łăł ŋă řĺś. 1). Šőůłĺ z ∈ C ŋăğżćă¿šś£ łőňŕńěłśŋżňĺ ůĺśńăňĺ. Ś ŋĺňĺ ść£ğăŋż śńěďş¿źĺě ŕőŋ£šĺ£: ćěźěśšćěŋŋă£ ůăśšĳ x = Re(z) { łőőřďĺŋăšă šőůłĺ z ŕő őśĺ [OX); ňŋšňă£ ůăśšĳ y = Im(z) { łőőřďĺŋăšă šőůłĺ z ŕő őśĺ [OY ); řăďĺşś-ćěłšőř z { ćěłšőř Oz ś łőŋűőň ć z ĺ ŋăůăńőň ć ŋăůăńě łőőřďĺŋăš; ňőďşńĳ |z| { ďńĺŋă řăďĺşś-ćěłšőřă z; ăřčşňěŋš Arg(z) { őřĺěŋšĺřőćăŋŋă£ ďńĺŋă ďşčĺ, łőšőřş¿ ŋăďő ŕřőľšĺ ŕő ěďĺŋĺůŋőľ őłřşęŋőśšĺ őš ńşůă [OX) ďő ńşůă [OZ) (ğŋăł \+" śőőšćěšśšćşěš ďćĺęěŋĺ¿ ŕřőšĺć ŮŚ).

6

- - 6 ´´ ´´ ´´ ´´ ´´ ´´7 Y

X −→ı −→1 y = Im(z)

x = Re(z)

−→z

Arg(z)

1. Ăšřĺąşšż łőňŕńěłśŋőčő ůĺśńă.

Ŕőďůěřłŋ-ěň, ůšő Arg(z) £ćń£ěšś£ ňŋőčőğŋăůŋőľ ťşŋłűĺěľ őš z, ŕőśłőńĳłş őŕřěďěń-ěŋ ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ń¿ąőčő űěńőčő ůĺśńă őąőřőšőć.

Őŕřěďěńěŋĺě őŕěřăűĺľ: śńőęěŋĺě łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń| ¡šő śńőęěŋĺě ĺţ řăďĺşś-ćěłšőřőć

ŕő ŕřăĺńş ŕăřăńńěńőčřăňňă; şňŋőęěŋĺě łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń | ¡šő ŕěřěňŋőęěŋĺě ĺţ ňőďşńěľ ś őďŋőćřěňěŋŋżň śńőęěŋĺěň ăřčşňěŋšőć^1.

Ăńčěąřăĺůěśłă£ ğăŕĺśĳ łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń. Ůĺśńă ś łőőřďĺŋăšăňĺ (1, 0) ĺ (0, 1) őąő-

ğŋăůă¿šś£ 1 ĺ i śőőšćěšśšćěŋŋő. Šăłĺň őąřăğőň, łăęďőě łőňŕńěłśŋőě ůĺśńő ňőęŋő ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăŕĺśżćăšĳ ć ćĺďě z = x + iy = x · 1 + y · i, čďě x = Re(z) = |z| cos (Arg(z)), y = Im(z) = |z| sin (Arg(z)).

A1-1^∘. Ůěňş řăćŋż i^2, i^3, i^4, . . . , i^n ?

A1-2^∘. Ŕřőćěřĳšě ćżŕőńŋěŋĺě ăłśĺőň ŕőń£ ďń£ C (őśőąěŋŋő őąřăšĺšě ćŋĺňăŋĺě łőřřěłš-

ŋőśšĳ őŕřěďěńěŋĺ£ şňŋőęěŋĺ£ ĺ ŋă ďĺśšřĺąşšĺćŋőśšĳ) ĺ ćżřăğĺšě ďěľśšćĺšěńĳŋş¿ ĺ ňŋĺňş¿ ůăśšĺ ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ĺ śşňňż ďćşţ łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń ůěřěğ ďěľśšćĺšěńĳŋş¿ ĺ ňŋĺňş¿ ůăśšĺ śăňĺţ ¡šĺţ ůĺśěń.

A1-3^∘. Ćżřăğĺšě ćěźěśšćěŋŋş¿ ĺ ňŋĺňş¿ ůăśšĳ, ňőďşńĳ ĺ ăřčşňěŋš ůĺśńă (x + iy)^n, čďě

x = cos φ, y = sin φ, ă) ůěřěğ z ĺ y; ą) ůěřěğ φ.

A1-4. Ćżůĺśńĺšě (š. ě. ŋăľďĺšě ćěźěśšćěŋŋş¿ ĺ ňŋĺňżě ůăšĺ, ňőďşńĳ ĺ ăřčşňěŋš): ă) (5 + i)(7 − 6i) 3 + i

; ą)

(1 + i)^5 (1 − i)^3 ; ć) (√ 3 + i 1 − i )_{30}

; č) (1 + cos α + i sin α)^k.

A1-5. Řěÿĺšě şřăćŋěŋĺ£:

ă) z^2 + (2i − 7)z + (13 − i) = 0 ; ą) z^3 = i ; ć) (z + 1)^n − (z − 1)^n = 0 ; č) (z + i)^n + (z − i)^n = 0 ; ď) z = z^3 .

1šăłĺň őąřăğőň, ŕřěőąřăğőćăŋĺě ŕńőśłőśšĺ, śőśšő£źěě ć şňŋőęěŋĺĺ ćśěţ šőůěł ŋă ťĺłśĺřőćăŋŋőě łőňŕńěłśŋőě ůĺśńő z ěśšĳ ŕőćőřőšŋă£ čőňőšěšĺ£ ś şčńőň Arg(z) ĺ łő¡ťťĺűĺěŋšőň jzj

A1-6. Ćżřăğĺšě cos 2π 5 ĺ sin 4π 5 ć řăďĺłăńăţ.

A1-7. Ćśěčďă ńĺ ćěźěśšćěŋŋă£ ĺ ňŋĺňă£ ůăśšĺ łőřŋ£ łćăďřăšŋőčő şřăćŋěŋĺ£ ś łőňŕńěłś-

ŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ćżřăęă¿šś£ ć řăďĺłăńăţ ůěřěğ ćěźěśšćěŋŋżě ĺ ňŋĺňżě ůăśšĺ łő¡ťťĺűĺěŋšőć şřăćŋěŋĺ£?

A1-8. Ćżůĺśńĺšě

ă) śşňňş ĺ ŕřőĺğćěďěŋĺě ćśěţ łőřŋěľ śšěŕěŋĺ n ĺğ 1, ą) śşňňş ĺ ŕřőĺğćěďěŋĺě s-šżţ śšěŕěŋěľ ćśěţ łőřŋěľ śšěŕěŋĺ n ĺğ 1.

A1-9. Ćżůĺśńĺšě śşňňż: ă) (n 0 ) + (n 4 ) + (n 8 ) + · · · ; ą) (n 1 ) + (n 5 ) + (n 9 ) + · · · ; ć) (n 1 ) − 1 3 (n 5 ) + 1 9 (n 9 ) + · · · ; č) sin x + sin 2x + · · · + sin nx ;

ď) sin^2 x + sin^2 3x + · · · + sin^2(2n − 1)x ; ě) cos x + 2 cos 2x + · · · + n cos nx. .

A1-10. Ŕşśšĳ m ∈ N | ŋěů-ěšŋő. Şąěďĺšěśĳ, ůšő sin mx

sin x

£ćń£ěšś£ ňŋőčőůńěŋőň őš sin^2 x, ŋăľďĺšě ěčő śšěŕěŋĳ, łőřŋĺ ĺ śšăřÿĺľ łő¡ťťĺűĺěŋš ĺ ďőłăęĺšě šőęďěśšćă: ă) sin(mx) sin x

= (−4)m

�1_2 m�1_2 ∏ j=0 ( sin^2 x − sin^2 ( 2πjŒm^{))} ; ą) (−1)m

�1_2

sin(mx) = 2^{m−1 m−1} ∏ j=0 sin ( x + 2πjŒm ) . A1-11. Ďőłăęĺšě, ůšő

ă) šřĺ ŕőŕăřŋő řăğŋżě šőůłĺ z_1, z_2, z_3 ∈ C šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ńěęăš ŋă őďŋőľ ŕř£ňőľ, łőčďă z_1 − z_3 z_2 − z_3 ćěźěśšćěŋŋő;

ą) ůěšżřě ŕőŕăřŋő řăğŋżě šőůłĺ z_1, z_2, z_3, z_4 ∈ C , ŋě ńěęăźĺě ŋă őďŋőľ ŕř£ňőľ, šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ńěęăš ŋă őďŋőľ őłřşęŋőśšĺ, łőčďă ĺţ ďćőľŋőě őšŋőÿěŋĺě (z_1 − z_3) : (z_2 − z_3) (z_1 − z_4) : (z_2 − z_4) ćěźěśšćěŋŋő.

A1-12. Łşďă őšőąřăęěŋĺ£ z −→ z^2 ĺ z −→ 1/z

ŕěřěćőď£š:

ă) ŕř£ňş¿ y = kx;

ą) őłřşęŋőśšĳ |z + i| = 1 ć) łőőřďĺŋăšŋş¿ śěšłş č) łőÿěůłş ś řĺś. 2

A1-13. Ďőłăęĺšě, ůšő őšőąřăęěŋĺě z −→ (az +

b)/(cz + d) (čďě a, b, c, d ∈ C ) ŕěřěćőďĺš őłřşęŋőśšĺ ĺ ŕř£ňżě ĺńĺ ć őłřşęŋőśšĺ ĺńĺ ć ŕř£ňżě, śőţřăŋ££ ŕřĺ ¡šőň şčńż.

Y 3i 2i

O X i 1

••

•

•

•

2. Łőňŕńěłśŋă£ łőÿěůłă

A1-14. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ z + 1/z = 2 cos θ, šő z^m + 1/z^m = 2 cos mθ. A1-15. Ďőłăğăšĳ, ůšő ćś£łőě łőňŕńěłśŋőě ůĺśńő z, |z| = 1, z ≠ −1, ňőęěš ążšĳ ŕřěďśšă-

ćńěŋő ć ćĺďě z = 1 + ti 1 − ti ś t ∈R.