ŇŁ ŊŇŞ, 1 łşřś 1 śěňěśšř (1996 č.) Ăńčěąřă { 2

Śřăćŋěŋĺ£ ĺ ćżůěšż.

Ă2-1. Ďőłăęĺšě, ůšő şřăćŋěŋĺě 15x^2 − 7y^2 = 9 ŋě ĺňěěš řěÿěŋĺľ ć űěńżţ ůĺśńăţ. Ă2-2. Ďőłăęĺšě, ůšő şřăćŋěŋĺ£ x^2 + y^2 + z^2 = 2xyz ĺ 5x^3 + 11y^3 + 13z^3 = 0 ŋě ĺňě¿š

űěńőůĺśńěŋŋżţ řěÿěŋĺľ, łřőňě x = y = z = 0.

Łőńĳűő ćżůěšőć Z=nZśőśšőĺš, ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, ĺğ n őśšăšłőć 0, 1, : : : , (n−1) őš ďěńěŋĺ£ ŋă n. İńěňěŋšż łőńĳűă ćżůěšőć ňőęŋő śłńăďżćăšĳ ĺ şňŋőęăšĳ | řěğşńĳšăšăňĺ ¡šĺţ őŕřěăűĺľ , ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, śůĺšă¿šś£ őśšăšőł őš śşňňż ĺ őśšăšőł őš ŕřőĺğćěďěŋĺ£ őśšăšłőć-őŕěřăŋďőć.

Ă2-3ffi. Ŕřőćěřĳšě, ůšő Z=nZşďőćńěšćőř£ěš ăłśĺőňăň łőňňşšăšĺćŋőčő łőńĳűă ś ěďĺŋĺűěľ. Ă2-4. Śőśšăćĳšě šăąńĺűż şňŋőęěŋĺ£ ďń£ łőńěű Z=4Z, Z=5Z, Z=6Z, Z=7Zĺ Z=8Z. Ć łăęďőň

ĺğ ¡šĺţ łőńěű ŋăľďĺšě ćśě őąřăšĺňżě ¡ńěňěŋšż, ćśě łćăďřăšż, ćśě ďěńĺšěńĺ ŋşń£ ĺ ćśě ŋĺńĳŕőšěŋšż.

Ă2-5ffi. Ŕřőćěřĳšě, ůšő őšőąřăęěŋĺě Z^{resn}−−−→ Z=nZ, ŕěřěćőď£źěě ůĺśńő m ∈ Z ć ěčő őśšă-

šőł őš ďěńěŋĺ£ ŋă n £ćń£ěšś£ čőňőňőřťĺğňőň łőńěű, š. ě. ŕěřěćőďĺš śşňňż ć śşňňż, ă ŕřőĺğćěďěŋĺ£ { ć ŕřőĺğćěďěŋĺ£.

Řěďşłűĺ£ ŕő ňőďşń¿ n | ¡šő ŋăşůŋőě ŋăğćăŋĺě ďń£ čőňőňőřťĺğňă ĺğ ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ. Ŕřĺňěŋ££ řěďşłűĺ¿ ŕő ňőďşń¿ n ł łăłőňş-ńĺąő şřăćŋěŋĺ¿ ć łőńĳűě Zňż ŕőńşůăěň şřăćŋěŋĺě

Z=nZ, ŕřĺů-ěň ĺğ ěčő ŋěřăğřěÿĺňőśšĺ ć Z=nZćżšěłăěš, őůěćĺďŋő, ŋěřăğřěÿĺňőśšĳ ĺśţőďŋőčő

şřăćŋěŋĺ£ ć Z. Ććĺďş łőŋěůŋőśšĺ łőńĳűă Z=nZ, ăŋăńĺğ řăğřěÿĺňőśšĺ şřăćŋěŋĺľ ůăśšő řěğłő şŕřőźăěšś£ ŕřĺ řěďşłűĺĺ ŕő ŕőďţőď£źěňş ňőďşń¿. Ĺňě£ ¡šő ć ćĺďş ćěřŋĺšěśĳ ěź-ě řăğ ł ğăď. Ă2-1 ĺ ğăď. Ă2-2.

Ăńčőřĺšň Ěćłńĺďă ěśšĳ ŕřőűěďşřă, ŕőğćőń£¿źă£ ążśšřő őšżśłăšĳ ŊŐĎ ŕăřż ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń A, B (ĺńĺ ňŋőčőůńěŋőć A, B őš őďŋőľ ŕěřěňěŋŋőľ ŋăď ŕőńěň) ĺ śőśšő£źă£ ć śńěďş¿źěň. Ŕşśšĳ A > B (śőőšć. deg A > deg B). Ŕőńőęĺň

E_1 = A ; E_2 = B ; E_˚ = őśšăšőł őš ďěńěŋĺ£ E_˚�_2 ŋă E_˚�_1 :

Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ E_˚ (śőőšć. deg E_˚) śšřőčő ňőŋőšőŋŋő şążćăěš ďő šěţ ŕőř, ŕőłă őůěřěďŋőľ

E_˚ ŋě ąşďěš ŋşńěćżň. Ŕőśńěďŋĺľ ŋěŋşńěćőľ ¡ńěňěŋš ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ E_˚ řăćěŋ ŊŐĎ (A; B).

Ă2-6. Ďőłăęĺšě ¡šő ĺ şąěďĺšěśĳ, ůšő ŊŐĎ ďěńĺšś£ ŋăűěńő ŋă ń¿ąőľ ďřşčőľ őąźĺľ ďěńĺ-

šěńĳ.

Ă2-7. Ŕşśšĳ A, B { űěńżě ůĺśńă (śőőšć. ňŋőčőůńěŋż). Ďőłăęĺšě, ůšő ćśěčďă ňőęŋő ŕőďő-

ąřăšĳ šăłĺě űěńżě ůĺśńă (śőőšć. ňŋőčőůńěŋż) a, b, ůšő aA + bB = ŊŐĎ(A; B). Ŕőďąěřĺšě šăłĺě a, b ĺ ćżůĺśńĺšě ŊŐĎ (A; B) ďń£

ă) A = 1537 ĺ B = 1387 ; ą) A = x^5 − 1 ĺ B = x^4 + x^2 + 1 :

Ă2-8. Ŕşśšĳ m { ŕřőĺğćőńĳŋőě, ă a, b { ćğăĺňŋő ŕřőśšżě ůĺśńă (ĺńĺ ¡ńěňěŋšż k[x]). Ďőłă-

ęĺšě, ůšő

ă) ěśńĺ m ďěńĺšś£ ŋă a ĺ ŋă b, šő m ďěńĺšś£ ĺ ŋă ab; ą) ěśńĺ a ďěńĺš mb, šő a ďěńĺš m.

Ă2-9. Ďőłăęĺšě, ůšő łńăśś k mod n šőčďă ĺ šőĳłő šőčďă őąřăšĺň ć Z=nZ, łőčďă n ĺ k

ćğăĺňŋő ŕřőśšż ć Z.

Ă2-10. Ŕşśšĳ p { ŕřőśšőě ůĺśńő.

ă) Ďőłăęĺšě, ůšő Z=pZ£ćń£ěšś£ ŕőńěň. ą) Ŋăľďĺšě ćśě šăłĺě x ∈ Z=pZ, ůšő x^2 = 1.

ć) Ůěňş řăćŋő ŕřőĺğćěďěŋĺě ćśěţ ŋěŋşńěćżţ ůĺśěń ć Z=pZ?

č) Ďőłăęĺšě šěőřěňş Ćĺńĳśőŋă: ůĺśńő p £ćń£ěšś£ ŕřőśšżň šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă

(p − 1)! + 1 ≡ 0 ( mod p) :

ď) Ďőłăęĺšě ňăńş¿ šěőřěňş Ťěřňă: ďń£ ń¿ąőčő űěńőčő ůĺśńă m, ŋě ďěń£źěčőś£ ŋă ŕřőśšőě ůĺśńő p, ĺňěěš ňěśšő śřăćŋěŋĺě

m^p�^1 ≡ 1 (mod p) :

ě) Ďőłăęĺšě, ůšő řőćŋő ŕőńőćĺŋă ŋěŋşńěćżţ ¡ńěňěŋšőć Z=pZ£ćń£ěšś£ łćăďřăšăňĺ; ę) Ďőłăęĺšě, ůšő şřăćŋěŋĺě x^2 + y^2 = −1 ćśěčďă řăğřěÿĺňő ć łőńĳűě Z=pZ. ğ) Łăłĺě ğŋăůěŋĺ£ ňőęěš ŕřĺŋĺňăšĳ ťşŋłűĺ£ y = x^p

�1_2 ŋă ŋěŋşńěćżţ ¡ńěňěŋšăţ Z=pZ?

ĺ) Ďőłăęĺšě, ůšő ŋěŋşńěćőľ x šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă £ćń£ěšś£ łćăďřăšőň ć Z=pZ, łőčďă

x^p

�1_2

= 1 :

Ă2-11∗. Ğăŕĺÿěň ćśě ůĺśńă x ∈ Z=pZ(čďě p { ŕřőśšőě) ŕő ŕőř£ďłş ć ćĺďě − p − 1 2 ; : : : ; −1 ; 0 ; 1 ; : : : ;

p − 1 2 : Ďőłăęĺšě śńěďş¿źĺě şšćěřęďěŋĺ£:

ă) ńěňňă Čăşśśă: ůĺśńő a £ćń£ěšś£ łćăďřăšőň ć Z=pZ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă łőńĺůěśšćő ŕőńőęĺšěńĳŋżţ x, ňěŋ£¿źĺţ ğŋăł ŕřĺ şňŋőęěŋĺĺ ŋă a, ů-ěšŋő;

ą) ůĺśńő −1 £ćń£ěšś£ łćăďřăšőň ć Z=pZšőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă p ≡ 1 (mod 4) ĺńĺ p = 2.

ć) ůĺśńő 2 £ćń£ěšś£ łćăďřăšőň ć Z=pZšőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ůĺśńő (p^2 − 1)=8 | ů-ěšŋő;