ŇŁ ŊŇŞ, 1 łşřś, 1 śěňěśšř (1996 č.) Ăńčěąpă { 3

Łőňňşšăšĺćŋżě łőńĳűă, čőňőňőřťĺğňż ĺ ĺďěăńż

Šěřňĺŋőńőčĺ£. Őšőąřăęěŋĺě A^φ−−→ B ŋăğżćăěšś£ čőňőňőřťĺğňőň łőńěű^1 ěśńĺ ∀ a1; a2 ∈

A ć łőńĳűě B ćżŕőńŋěŋż śőőšŋőÿěŋĺ£ ’(a_1 + a_2) = ’(a_1) + ’(a_2) ĺ ’(a_1a_2) = ’(a_1)’(a_2). Ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋżě čőňőňőňőřťĺğňż ŋăğżćă¿šś£ ĺğőňőřťĺğňăňĺ, ă ĺğőňőřťĺğňż ŋă śěą£ ŋăğżćă¿šś£ ăćšőňőřťĺğňăňĺ.

A3-1. Ŕşśšĳ A^φ−−→ B { ŋěŋşńěćőľ čőňőňőřťĺğň łőňňşšăšĺćŋżţ łőńěű ś ěďĺŋĺűăňĺ. Ćěřŋő ńĺ, ůšő ’(1) = 1? Ĺğňěŋĺšś£ ńĺ őšćěš, ěśńĺ ć B ŋěš ďěńĺšěńěľ ŋşń£?

A3-2. Ŋăľďĺšě ćśě ăćšőňőřťĺğňż

ă) ŕőń£ C , őśšăćń£¿źĺě ¡ńěňěŋšż ĺğ R ŋěŕőďćĺęŋżňĺ. ą)∗ ŕőń£ Q[^3 √ 2]^{def}= Q[x]=(x^3 − 2).

A3-3^∘. Ŕřőćěřĳšě, ůšő őąřăğ im ’^{def}= { b∈B | ∃a∈A’(a) = b } čőňőňőřťĺğňă łőńěű A^φ−−→ B £ćń£ěšś£ ŕőďłőńĳűőň ć B, ă £ďřő ker ’^{def}= { a ∈ A | ’(a) = 0 } £ćń£ěšś£ ĺďěăńőň^2 ć A, ŕřĺů-ěň ker ’ = {0} šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ’ { ćńőęěŋĺě.

A3-4^∘. Ďőłăęĺšě, ůšő łőńĳűő £ćń£ěšś£ ŕőńěň šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă őŋő ŋě ĺňěěš ĺďěăńőć, őšńĺůŋżţ őš (0) ĺ śăňőčő łőńĳűă.

Łĺšăľśłă£ šěőřěňă őą őśšăšłăţ. Ŕř£ňőľ śşňňőľ A1 ⊕ A2 ⊕ · · · ⊕ An łőńěű^3 ŋăğżćăěšś£

łőńĳűő, ¡ńěňěŋšăňĺ łőšőřőčő £ćń£¿šś£ şŕőř£ďőůěŋŋżě ŋăąőřż (a_1; a_2; : : : ; a_n) ĺğ a_ν ∈ A_ν ś ŕőłőőřďĺŋăšŋżň śńőęěŋĺěň ĺ şňŋőęěŋĺěň.

A3-5. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ m = rs ĺ ŊŐĎ (r; s) = 1, šő ZŒmZ= ZŒrZ⊕ ZŒsZ, ĺ ćżćěďĺšě ĺğ ¡šőčő, ůšő ěśńĺ ůĺśńő m řăğńőęěŋő ŋă ŕřőśšżě ňŋőęĺšěńĺ: m = p^{k1}_1 · · · · · p^{kn}_n , šő ĺňěěšś£ ĺğőňőřťĺğň łőńěű ZŒmZ∼= ZŒp^{k1}_1 Z⊕ ZŒp^{k2}_2 Z⊕ · · · ⊕ ZŒp^kn_n Z.

A3-6. Śťőřňşńĺřşľšě ĺ ďőłăęĺšě ăŋăńőč ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ ďń£ łőńĳűă ňŋőčőůńěŋőć k[x], čďě k | ŕřőĺğćőńĳŋőě ŕőńě.

A3-7. Ć łőńĳűě ZŒ360Zřěÿĺšě şřăćŋěŋĺ£ ă) x^2 = 1 ą) x^3 = 1 ć) x^2 = 49 A3-8. Őŕĺÿĺšě ćśě ňŋőčőůńěŋż f ∈Q[x], ĺňě¿źĺě őśšăšłĺ 1 + x, 1 + x^3 ĺ 1 + x^5 őš ďěńěŋĺ£ ŋă 1 + x^2, 1 + x^4 ĺ 1 + x^8 śőőšćěšśšćěŋŋő.

Ěćłńĺďőćőśšĳ. Łőńĳűő A ŋăğżćăěšś£ ěćłńĺďőćżň, ěśńĺ ć ŋ-ěň ŋěš ďěńĺšěńěľ ŋşń£ ĺ ĺňěěšś£

ťşŋłűĺ£ ćżśőšż – ĺğ ňŋőęěśšćă ŋěŋşńěćżţ ¡ńěňěŋšőć A ć ňŋőęěśšćő űěńżţ ŋěőšřĺűăšěńĳŋżţ ůĺśěń, őąńăďă¿źă£ śćőľśšćőň –(ab) ¿ max � –(a); –(b) � ĺ šăłă£, ůšő ∀ a; b ∈ A; b ≠ 0 ŋăľďşšś£ q ĺ r ĺğ A šăłĺě, ůšő a = bq + r ĺ ńĺąő r = 0, ńĺąő –(r) < –(b). Łőńĳűő A ŋăğżćăěšś£ łőńĳűőň čńăćŋżţ ĺďěăńőć, ěśńĺ ćśě ĺďěăń£ ć A ĺňě¿š ćĺď (a)^{def}= aA = {ax | x∈A} ś a∈A.

A3-9^∘. Şąěďĺšěśĳ, ůšő łőńĳűă Zĺ k[x], čďě k { ŕőńě, ěćłńĺďőćż. A3-10. Ďőłăęĺšě, ůšő ćś£łőě ěćłńĺďőćő łőńĳűő £ćń£ěšś£ łőńĳűőň čńăćŋżţ ĺďěăńőć.

1ůšő šăłőě łőňňşšăšĺćŋőě łőńĳűő ś ěďĺŋĺűěľ ĺ ůšő šăłőě ŕőńě śň. ć łăőň-ŋĺąşďĳ şůěąŋĺłě ăńčěąřż, ŋăŕřĺňěř ć ğăŕĺśłăţ ńěłűĺľ

2ŕőďłőńĳűő i ⊂ A ŋăğżćăěšś£ ĺďěăńőň, ěśńĺ ai^{def}= {ax | x ∈ i} ⊂ i ∀ a ∈ A 3ĺŋőčďă ćňěśšő Àŕř£ňă£ śşňňăÁ čőćőř£š Àŕř£ňőě ŕřőĺğćěďěŋĺěÁ ĺ ŕĺÿşš A_1 × A_2 × · · · × An, ůšő ąőńěě ŕřăćĺńĳŋő ś ÀőąźěłăšěčőřŋőľÁ šőůłĺ ğřěŋĺ£, ŋő ć řăśśňăšřĺćăěňżţ ŋăňĺ śńşůă£ţ őąőğŋăůăěš ć šőůŋőśšĺ šő ęě śăňőě

A3-11. Ďőłăęĺšě, ůšő łőńĳűő Z[!] = {a+b! | a; b ∈ Z} ⊂ C , čďě ! ≠ 1 { őďĺŋ ĺğ łőňŕńěłśŋżţ łőřŋěľ şřăćŋěĺ£ z^3 = 1, £ćń£ěšś£ ěćłńĺďőćżň őšŋőśĺšěńĳŋő ćżśőšż –(z) = |z|^2 ĺ őŕĺÿĺšě ňŋőęěśšćő őąřăšĺňżţ ¡ńěňěŋšőć ¡šőčő łőńĳűă.

A3-12. Ďőłăęĺšě, ůšő łőńĳűă Q[x; y] ĺ Z[x] ŋě £ćń£¿šś£ łőńĳűăňĺ čńăćŋżţ ĺďěăńőć.

Šěřňĺŋőńőčĺ£. Ĺďěăń a ć łőňňşšăšĺćŋőň łőńĳűě A ś ěďĺŋĺűěľ ŋăğżćăěšś£ ŕřőśšżň, ěśńĺ ć

łőńĳűě A=a ŋěš ďěńĺšěńěľ ŋşń£, ĺ ňăłśĺňăńĳŋżň, | ěśńĺ A=a { ŕőńě. İńěňěŋš a∈A ŋăğżćăěšś£ ŕřőśšżň, ěśńĺ ĺďěăń (a) ŕřőśš, ĺ ŋěŕřĺćőďĺňżň, | ěśńĺ a ŋě ŕřěďśšăćĺň ć ćĺďě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ďćşţ ŋěőąřăšĺňżţ ¡ńěňěŋšőć.

A3-13^∘. Ďőłăęĺšě, ůšő ňăłśĺňăńĳŋżě ĺďěăńż ŕřőśšż, ă ŕřőśšżě ¡ńěňěŋšż ŋěŕřĺćőďĺňż. A3-14. Ďőłăęĺšě, ůšő ć ěćłńĺďőćőň łőńĳűě ŕřőśšőšă ¡ńěňěŋšă řăćŋőśĺńĳŋă ěčő ŋěŕřĺćőďĺňőśšĺ.

A3-15∗. Čń£ď£ ŋă řăćěŋśšćő 2·2 = ( √ 5+1)·( √ 5−1) ć łőńĳűě Z[ √ 5], şłăęĺšě ć ¡šőň łőńĳűě ŋěŕřĺćőďĺňżľ ŋěŕřőśšőľ ¡ńěňěŋš.

A3-16^∘. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřőśšőšă ¡ńěňěŋšă p řăćŋőśĺńĳŋő šőňş, ůšő ŕřĺ ŕřőĺğćőńĳŋżţ a; b ∈ A ¡ńěňěŋš p ďěńĺš ŕřőĺğćěďěŋĺě ab ńĺÿĳ ŕřĺ şśńőćĺĺ, ůšő őŋ ďěńĺš ţőš£ ąż őďĺŋ ĺğ śőňŋőęĺšěńěľ.

A3-17^∘. Ďőłăęĺšě, ůšő ĺďěăń £ćń£ěšś£ ňăłśĺňăńĳŋżň šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă őŋ ŋě śőďěřęĺšś£ ŋĺ ć łăłőň śšřőčő ąőńĳÿěň ĺďěăńě, őšńĺůŋőň őš ćśěčő łőńĳűă.

A3-18. Ąşďěš ńĺ ťăłšőřłőńĳűő R[x]=(f(x)) ŕőńěň ŕřĺ f = x^4 + 1, f = x^3 + 1 ĺ f = x^2 + 3? A3-19. Ďőłăęĺšě, ůšő ňŋőčőůńěŋ x^{p−1} + ::: + x + 1 ŋěŕřĺćőďĺň ŋăď Q ŕřĺ ŕřőśšőň p > 1.

Şłăğăŋĺě: ćőśŕőńĳğşľšěśĳ łřĺšěřĺěň İľğěŋÿšěľŋă.

A3-20. Ŕşśšĳ f(x) - ŋěŕřĺćőďĺňżľ ňŋőčőůńěŋ śšěŕěŋĺ n ŋăď ŕőńěň Z=pZ (p - ŕřőśšőě ůĺśńő). Ďőłăęĺšě, ůšő ťăłšőř-łőńĳűő (Z=pZ) [x]Œ(f) ěśšĳ łőŋěůŋőě ŕőńě ĺ ŋăľďĺšě ůĺśńő ěčő ¡ńěňěŋšőć.

A3-21. Ŕşśšĳ f; g ∈ Z[x] ŋě ĺňě¿š őąźĺţ ďěńĺšěńěľ, őšńĺůŋżţ őš ±1. Ďőłăęĺšě, ůšő ťăłšőř-łőńĳűő Z[x]=(f; g) łőŋěůŋő.

A3-22. Ďőłăęĺšě, ůšő ć łőńĳűě čńăćŋżţ ĺďěăńőć ćś£łĺľ ¡ńěňěŋš £ćń£ěšś£ ŕřőĺğćěďěŋĺěň łőŋěůŋőčő ůĺśńă ŋěŕřĺćőďĺňżţ ¡ńěňěŋšőć.

Şłăğăŋĺě: ćőśŕőńĳğşľšěśĳ šěň, ůšő ć łőńĳűě čńăćŋżţ ĺďěăńőć ŋěńĳğ£ ŕőśšřőĺšĳ ąěśłőŋěůŋőľ ćőğřăśšă¿źěľ űěŕőůłĺ śšřőčő ćńőęěŋŋżţ ďřşč ć ďřşčă ĺďěăńőć.

A3-23. Ďőłăęĺšě, ůšő ć łőńĳűě k[x] ňŋőčőůńěŋőć ŋăď ń¿ążň ŕőńěň ĺňěěšś£ ąěśłőŋěůŋő ňŋőčő ŋěŕřĺćőďĺňżţ ňŋőčőůńěŋőć.

A3-24. Ć łőńĳűě k[[x]] ťőřňăńĳŋżţ śšěŕěŋŋżţ ř£ďőć ŋăď ŕőńěň k őŕĺÿĺšě ćśě ĺďěăńż ĺ ćśě ňăłśĺňăńĳŋżě ĺďěăńż.

A3-25. Čăşśśőćż űěńżě ůĺśńă. Ŕşśšĳ Č = { m + ni ∈ C | m; n ∈ Z} | łőńĳűő űěńżţ čăşśśőćżţ ůĺśěń. Ďőłăęĺšě, ůšő

ă) Č { ěćłńĺďőćő łőńĳűő őšŋőśĺšěńĳŋő ćżśőšż –(z) = |z|^2;

ą) ěśńĺ ůĺśńă m_1 ĺ m_2 ŕřěďśšăćĺňż ć ćĺďě śşňňż łćăďřăšőć ďćşţ ŋěőšřĺűăšěńĳŋżţ űěńżţ ůĺśěń, šő ĺ ĺţ ŕřőĺğćěďěŋĺě m_1m_2 šőęě ŕřěďśšăćĺňő;

ć) śńěďş¿źĺě şśńőćĺ£ ŋă ŕřőśšőě ůĺśńő p∈Zŕőŕăřŋő řăćŋőśĺńĳŋż:

(a) p∈Zŕěřěśšă-ěš ążšĳ ŕřőśšżň ć Č ;

(b) p ŕřěďśšăćĺňő ć ćĺďě śşňňż łćăďřăšőć ďćşţ ŋěőšřĺűăšěńĳŋżţ űěńżţ ůĺśěń; (c) −1 £ćń£ěšś£ łćăďřăšőň ć Z=pZ; (d)^∗ p ≢ 3( mod 4).

A3-26∗. Ďőłăęĺšě, ůšő ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ŋě £ćń£ěšś£ łćăďřăšőň ĺ ŋě ŕřěďśšăćń£ěšś£ ć ćĺďě śşňňż ďćşţ łćăďřăšőć, łőčďă ć ěčő řăğńőęěŋĺĺ ŋă ŕřőśšżě ňŋőęĺšěńĺ şůăśšćşěš ţőš£ ąż őďŋő ŕřőśšőě ůĺśńő ćĺďă 4k + 3 ć ŋěů-ěšŋőľ śšěŕěŋĺ.

A3-27. Śşźěśšćşěš ńĺ ć łőńĳűě čăşśśőćżţ űěńżţ ůĺśěń Č šăłőľ ĺďěăń a ⊂ Č , ůšő ťăłšőřłőńĳűő Č =a £ćń£ěšś£ ă) ŕőńěň ţăřăłšěřĺśšĺłĺ 2? ą) ŕőńěň ţăřăłšěřĺśšĺłĺ 3? (ć śńşůăě ŕőńőęĺšěńĳŋőčő őšćěšă şłăęĺšě, śłőńĳłő ¡ńěňěŋšőć ňőęěš ążšĳ ć ¡šőň ŕőńě).