ŇŁ ŊŇŞ, 1 łşřś 1 śěňěśšř (1996 č.) Ăńčěąpă { 4

Ŕřĺňěřż ŋă ďěńĺňőśšĳ

Ťşŋłűĺ£ İľńěřă. Ďń£ łăęďőčő n ∈ Z őąőğŋăůĺň ůěřěğ ’(n) ťşŋłűĺ¿ İľńěřă | ůĺśńő

őąřăšĺňżţ ¡ńěňěŋšőć łőńĳűă Z=nZ(š. ě. łőńĺůěśšćő ćśěţ ćğăĺňŋő ŕřőśšżţ ś n ůĺśěń k ∈ N, ŋě ŕřěćőśţőď£źĺţ n − 1).

A4-1. Ďőłăęĺšě, ůšő ťşŋłűĺ£ İľńěřă £ćń£ěšś£ ňşńĳšĺŕńĺłăšĺćŋżň ţăřăłšěřőň^1, ĺ ůšő ěśńĺ m = p^{k1}_1 · · · · · p^{kn}_n | řăğńőęěŋĺě ŋă ŕřőśšżě ňŋőęĺšěńĺ, šő

ă) ’(m) = ’(p^{k1}_1 )’(p^{k2}_2 ) · · · ’(p^{kn}_n ) ; ą) ’(m) = m · ( 1 − 1 p_1 ) · · · · · ( 1 − 1 p_n ) : A4-2. Ŋăľďĺšě ćśě m šăłĺě, ůšő ’(m) = 10.

A4-3. Ćż£śŋĺšě, ůěňş řăćŋő ŕřőĺğćěďěŋĺě ćśěţ őąřăšĺňżţ ¡ńěňěŋšőć łőńĳűă Z=nZĺ ďőłăęĺšě šěőřěňş İľńěřă: ěśńĺ łńăśś ćżůěšőć a mod n őąřăšĺň, šő a^{φ(m)} ≡ 1( mod m).

Ťşŋłűĺ£ Ň-ěąĺşśă. Ŕşśšĳ ůĺśńő m∈Zřăğńőęěŋő ŋă ŕřőśšżě ňŋőęĺšěńĺ:

m = p^{k1}_1 · · · · · p^{kn}_n :

Ğŋăůěŋĺě ťşŋłűĺĺ Ň-ěąĺşśă —(m) ŋă ůĺśńě m ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ řăćŋő 0, ěśńĺ ţőšĳ őďĺŋ ĺğ ŕőłăğăšěńěľ k_i ¿ 2 (š. ě. ěśńĺ m ďěńĺšś£ ŋă ŋěŋşńěćőľ łćăďřăš), ĺ řăćŋő (−1)^n, ěśńĺ ćśě ŕőłăğăšěńĺ k_1; k_2; : : : ; k_n řăćŋż 1. Ć ůăśšŋőśšĺ, ŕřĺ m = 0 ĺňěěň —(1)^{def}= 1.

A4-4. Şąěďĺšěśĳ, ůšő —(m) £ćń£ěšś£ ňşńĳšĺŕńĺłăšĺćŋżň ţăřăłšěřőň, ĺ ďőłăęĺšě šőęďěśšćő ∑ d|n —(d) = { 1 ; ŕřĺ n = 1 0 ; ŕřĺ n > 1 .

A4-5. Őąřăźěŋĺě Ň-ěąĺşśă. Ŕşśšĳ ďń£ ťşŋłűĺĺ g(n) ĺğćěśšŋż ğŋăůěŋĺ£ ćśěţ śşňň ∑ d|n g(d) =

ff(n). Ďőłăęĺšě, ůšő šőčďă ťşŋłűĺ¿ g(n) ňőęŋő ćőśśšăŋőćĺšĳ ĺğ ťşŋłűĺĺ ff(n) ŕő ťőřňşńě g(n) = ∑ d|n —(^n_d )ff(d);

A4-6. Ŕőďąěpĺšě f(n), ďń£ łőšőřőľ ∑ d|n f(d) = ln(n).

A4-7. Ďőłăęĺšě, ůšő ∑ d|m ’(d) = m.

Łřşčőćżě ňŋőčőůńěŋż. Łőňŕńěłśŋőě ůĺśńő “ ∈C ŋăğżćăěšś£ ŕěřćőőąřăğŋżň łőřŋěň n-šőľ

śšěŕěŋĺ, ěśńĺ ćśě łőňŕńěłśŋżě řěÿěŋĺ£ şřăćŋěĺ£ z^n = 1 £ćń£¿šś£ śšěŕěŋ£ňĺ “. Ňŋőčőůńěŋ f_n(x)^{def}= ∏ ζ (x − “) ∈ C [x], čďě “ ŕřőąěčăěš ćśě řăğńĺůŋżě ŕěřćőőąřăğŋżě łőřŋĺ śšěŕěŋĺ n, ŋăğżćăěšś£ n-šżň łřşčőćżň ňŋőčőůńěŋőň.

A4-8. Ďőłăęĺšě, ůšő “ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă £ćń£ěšś£ ŕěřćőőąřăğŋżň łőřŋěň n-šőľ śšěŕěŋĺ, łőčďă ąşďşůĺ łőřŋěň şřăćŋěŋĺ£ z^n = 1, “ ŋě ąşďěš şďőćńěšćőř£šĳ ŋĺ őďŋőňş ĺğ şřăćŋěŋĺľ z^k = 1 ś k < n (ć ůăśšŋőśšĺ, ŕěřćőőąřăğŋżě łőřŋĺ n-šőľ śšěŕěŋĺ ćśěčďă ĺňě- ¿šś£).

1ťşŋłűĺ£ Z^f�! C ŋăğżćăěšś£ ňşńĳšĺŕńĺłăšĺćŋżň ţăřăłšěřőň, ěśńĺ f(mn) = f(m)f(n) ćś£łĺľ řăğ, łőčďă ŊŐĎ (m;n) = 1

A4-9. Ďőłăęĺšě, ůšő x^n − 1 = ∏ d|n f_d(x) ĺ ĺśŕőńĳğş£ ŕőďţőď£źş¿ ňőďĺťĺłăűĺ¿ őąřăźěŋĺ£

Ň-ěąĺşśă, ďőłăęĺšě, ůšő f_n(x) = ∏ d|n (x^nd − 1)^{μ(d)}.

A4-10. Ďőłăęĺšě, ůšő ∀ n∈N n-šżľ łřşčőćőľ ňŋőčőůńěŋ f_n £ćń£ěšś£ ŋěŕřĺćőďĺňżň ŋăď

Zňŋőčőůńěŋőň śšěŕěŋĺ ’(n) ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ.

A4-11. Ŕşśšĳ p∈N { ŕřőśšőě. Ŕřőćěřĳšě śńěďş¿źĺě śćőľśšćă łřşčőćżţ ňŋőčőůńěŋőć:

ă) f_{2n}(x) = f_n(−x) , ěśńĺ n ŋěů-ěšŋő ą) f_p(x) = x^{p−1} + · · · + x + 1

ć) f_pk (x) = f_p ( x^{pk}�^1 ) č) f_{pm}(x) = f_m (x^p) f_m(x)

, ěśńĺ p ̸| m

A4-12. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ m = p^{k1}_1 · · · · · p^{kn}_n (p_i | řăğńĺůŋżě ŕřőśšżě ůĺśńă), šő f_m(x) = f_{p1p2···pn} ( x^{pk1} �1_{1 ···p}k_n�1_n ) : Ŕěřćőőąřăğŋżě łőřŋĺ ć łőńĳűě ćżůěšőć. Ŕşśšĳ a { őąřăšĺňżľ ¡ńěňěŋš łőńĳűă Z=nZ.

Ŋăğőć-ěň ŕőř£ďłőň ćżůěšă a ŋăĺňěŋĳÿěě ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő k šăłőě, ůšő a^k = 1. İńěňěŋš a ŋăğżćăěšś£ ŕěřćőőąřăğŋżň łőřŋěň ŕő ňőďşń¿ n , ěśńĺ ćśě ŕřőůĺě őąřăšĺňżě ćżůěšż £ćń£¿šś£ ěčő śšěŕěŋ£ňĺ.

A4-13. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ŕőř£ďłĺ k_i ćżůěšőć a_i ŕőŕăřŋő ćğăĺňŋő ŕřőśšż, šő ŕőř£ďőł ćżůěšă a = a_1 · · · · · a_n řăćěŋ k = k_1 · · · · · k_n.

A4-14. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ śşźěśšćş¿š ćżůěšż ŕőř£ďłőć k ĺ l, šő śşźěśšćşěš ćżůěš ŕőř£ďłă ŊŐŁ (k; l) (ŋăĺňěŋĳÿěě őąźěě łřăšŋőě k ĺ l).

A4-15. Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ śşźěśšćőćăŋĺ£ ŕěřćőőąřăğŋőčő łőřŋ£ ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő śşźěśšćőćăŋĺě őąřăšĺňőčő ćżůěšă ŕőř£ďłă ’(n).

A4-16. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕěřćőőąřăğŋżľ łőřěŋĳ ŕő ń¿ąőňş ŕřőśšőňş ňőďşń¿ ćśěčďă śşźěśšćşěš.

A4-17∗. Ŕşśšĳ p > 2 | ŕřőśšőě ĺ % | ŕěřćőőąřăğŋżľ łőřěŋĳ ŕő ňőďşń¿ p. Ďőłăęĺšě, ůšő śşźěśšćşěš # ∈ N, šăłőě ůšő (% + p#)^{p−1} ≡ 1 mod p, ŋő (% + p#)^{p−1} ≢ 1 mod p^2, ĺ ůšő ć ¡šőň śńşůăě łńăśś % + p# ąşďěš ŕěřćőőąřăğŋżň łőřŋěň ŕő ňőďşń¿ p^k ďń£ ń¿ąőčő k ∈N.

A4-18∗. Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ ń¿ąőčő ŕřőśšőčő p śşźěśšćşěš ŕěřćőőąřăğŋżľ łőřěŋĳ ŕő ňőďşń¿ 2 · p^k .

A4-19. Śşźěśšćşěš ńĺ ŕěřćőőąřăğŋżľ łőřěŋĳ ŕő ňőďşń¿ 21?

Łćăďřăšĺůŋă£ ćğăĺňŋőśšĳ. Ŕşśšĳ p { ŕřőśšőě ůĺśńő. Śőŕőśšăćĺň łăęďőňş n∈Zśĺňćőń

Ńěęăŋďřă - §łőąĺ ( n p ) ∈ {−1 ; 0 ; 1 }, ğŋăůěŋĺě łőšőřőčő řăćŋő ŋşń¿, ěśńĺ n ďěńĺšś£ ŋă p, ěďĺŋĺűě { ěśńĺ n £ćń£ěšś£ ŋěŋşńěćżň łćăďřăšőň ŕő mod p, ĺ −1 | ć őśšăńĳŋżţ śńşůă£ţ.

A4-20. Ďőłăęĺšě, ůšő ( n p ) | ňşńĳšĺŕńĺłăšĺćŋżľ ţăřăłšěř ĺ ůšő^{p−1} ∑ i=1 ( i p ) = 0.

A4-21∗. Ďőłăęĺšě, ůšő ğŋăł ( m p ) śőćŕăďăěš śő ğŋăłőň ŕřőĺğćěďěŋĺ£^{(p−1)/2} ∏ j=1 sin ( m · 2ıjŒp ) sin ( 2ıjŒp^{) .}

Şłăğăŋĺě: ćőśŕőńĳğşľšěśĳ ńěňňőľ Čăşśśă ĺğ ńĺśšłă ÀŚřăćŋěŋĺ£ ĺ ćżůěšżÁ. A4-22∗. Ďőłăęĺšě łćăďřăšĺůŋżľ ğăłőŋ ćğăĺňŋőśšĺ Čăşśśă: ďń£ ń¿ążţ ŕřőśšżţ ůĺśěń p; q ( p q ) · ( q p ) = (−1)^p

�1_2 q�1_2 :

Şłăğăŋĺě: ćőśŕőńĳğşľšěśĳ ŕřěďżďşźěľ ğăďăůěľ ĺ řăğńőęĺšě ćśě ŕěřěňŋőęăěňżě ďřőąĺ ŋă ňŋőęĺšěńĺ ŕő ťőřňşńăň ĺğ ńĺśšłă ÀŁőňŕńěłśŋżě ůĺśńăÁ.

A4-23. Ŋăľďĺšě ( 43 109 ) .