ŇŁ ŊŇŞ, 1 łşřś 1 śěňěśšř (1996 č.) Ăńčěąřă { 9

Łőě-ůšő ő čřşŕŕăţ.

A9-1^∘. Ďőłăęĺšě, ůšő

ă) őšőąřăęěŋĺě ňŋőęěśšćă M ć ňŋőęěśšćő N £ćń£ěšś£ ĺŋžěłšĺćŋżň šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă őŋő ĺňěěš ńěćőě őąřăšŋőě őšőąřăęěŋĺě;

ą) őšőąřăęěŋĺě ňŋőęěśšćă M ć ňŋőęěśšćő N £ćń£ěšś£ ś¿řžěłšĺćŋżň šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă őŋő ĺňěěš ŕřăćőě őąřăšŋőě őšőąřăęěŋĺě.

A9-2^∘. Ŕşśšĳ σ ∈ S_n | űĺłń ďńĺŋż k, ă τ ∈ S_n | ŕřőĺğćőńĳŋă£ ŕěřěśšăŋőćłă. Şąěďĺšěśĳ, ůšő τ στ^{−1} ěśšĳ űĺłń ďńĺŋż k ĺ ćż£śŋĺšě, łăłĺě ¡ńěňěŋšż ćţőď£š ć ¡šőš űĺłń, ěśńĺ σ = (1, 2, . . . , k)? A9-3. Ŕşśšĳ σ ∈ S_n | ŋěů-ěšŋă£ ŕěřěśšăŋőćłă ĺ N | ě-ě ŕőř£ďőł ć čřşŕŕě S_n. Ůšő ňőęŋő śłăğăšĳ ŕřő ů-ěšŋőśšĳ N?

A9-4. Řăśśňőšřĺň ŕěřěśšăŋőćłş σ = ( 3 , 5 , 4 , 1 , 2 ) ∈ S_5. Ŋăľďĺšě σ^{100}. Čřşŕŕă ťĺčşřż. Ňŋőęěśšćő ćśěţ ďćĺęěŋĺľ ŕřőśšřăŋśšćă, ŕěřěćőď£źĺţ ďăŋŋş¿ ťĺčşřş F ć śěą£ ŋăğżćăěšś£ śőąśšćěŋŋőľ (ĺńĺ ŋěśőąśšćěŋŋőľ) čřşŕŕőľ ťĺčşřż F, śňőšř£ ŕő šőňş, ďőŕşśłă¿šś£ ńĺ ŕřĺ ¡šőň ŋěśőąśšćěŋŋżě (š. ě. ňěŋ£¿źĺě őřĺěŋšăűĺ¿) ďćĺęěŋĺ£. Čřşŕŕă ŕřăćĺńĳŋőčő ŕńőśłőčő n-şčőńĳŋĺłă ć ŕřőśšřăŋśšćě ŋăğżćăěšś£ čřşŕŕőľ ďĺ¡ďřă ĺ őąőğŋăůăěšś£ Dn. Śŕěűĺăńĳŋżľ ůăśšŋżľ śńşůăľ { čřşŕŕă ÀďćşşčőńĳŋĺłăÁ D_2 ŋăğżćăěšś£ łćăďřăšĺůŋőľ čřşŕŕőľ Łńěľŋă ĺ őąőğŋăůăěšś£ V_4 (ďćşşčőńĳŋĺł ňőęŋő ŕřěďśšăćń£šĳ śěąě ńĺąő łăł őšřěğőł ś Àłćăďřăšŋżň ŕőŕěřěůŋżň śěůěŋĺěň^1Á, ńĺąő łăł ÀďőńĳłşÁ ś řĺś.1).

1. ŕřăćĺńĳŋżľ ďćşşčőńĳŋĺł

A9-5^∘. Ŕşśšĳ G | ŋěśőąśšćěŋŋă£ čřşŕŕă řőňąă, ŋě £ćń£¿źěčőś£ łćăďřăšőň. Ŋăľďĺšě ŕőř£ďőł čřşŕŕż G ĺ őŕĺÿĺšě őřąĺšż ĺ śšăűĺőŋăřŋżě ŕőďčřşŕŕż ćěřÿĺŋ řőňąă.

A9-6. Ďőłăęĺšě, ůšő śĺňňěšřĺůěśłă£ čřşŕŕă S_3 ĺğőňőřťŋă (ŋěśőąśšćěŋŋőľ) čřşŕŕě šřěşčőńĳŋĺłă D_3.

A9-7. Ŋăľďĺšě ŕőř£ďőł čřşŕŕż D_n ĺ ćśě šőůłĺ ŕńőśłőśšĺ, ďń£ łőšőřżţ ŕőř£ďőł śšăąĺńĺğăšőřă ć čřşŕŕě D_n ąőńĳÿě 1.

A9-8. Ŋăľďĺšě ŕőř£ďőł śšăűĺőŋăřŋőľ ŕőďčřşŕŕż ćěřÿĺŋż ĺ ŕőř£ďőł ćśěľ čřşŕŕż ďń£ śőąśšćěŋŋżţ ĺ ŋěśőąśšćěŋŋżţ čřşŕŕ:

ă) šěšřă¡ďřă; ą) łşąă; ć) őłšă¡ďřă; č) ĺłőśă¡ďřă; ď) ďőďěłă¡ďřă. A9-9. Ďőłăęĺšě, ůšő ŋěśőąśšćěŋŋă£ čřşŕŕă šěšřă¡ďřă ĺğőňőřťŋă čřşŕŕě S_4. A9-10. Śłőńĳłő ¡ńěňěŋšőć śĺňňěšřĺůěśłőľ čřşŕŕż S_4 őśšă¿šś£ ŋěŕőďćĺęŋżňĺ ŕřĺ śőŕř£ęěŋĺĺ ŕěřěśšăŋőćłőľ (1, 2)(3, 4)?

A9-11. Ŕőśšřőľšě čěőňěšřĺůěśłĺľ ĺğőňőřťĺğňż śőąśšćěŋŋőľ čřşŕŕż

ă) šěšřă¡ďřă ś A_4; ą) łşąă ĺ őłšă¡ďřă ś S_4; ć) ĺłőśă¡ďřă ĺ ďőďěłă¡ďřă ś A_5. A9-12. Ĺğőňőřťŋă ńĺ ŋěśőąśšćěŋŋă£ čřşŕŕă ĺłőśă¡ďřă čřşŕŕě S_5 ? A9-13. Ĺśŕőńĳğş£ ŕřěďżďşźĺě čěőňěšřĺůěśłĺě őąřăğż ¿őśšřőľšě ¡ŕĺňőřťĺğň S_4 −→ S_3 ĺ őŕĺÿĺšě ěčő £ďřő (ŕőďśłăğłă: £ďřő ěśšĳ śšăąĺńĺğăšőř ěśšěśšćěŋŋő ăśśőűĺĺřőćăŋŋőčő ś łşąőň ŕřőśšřăŋśšćěŋŋőčő ďćşşčőńĳŋĺłă).

1š. ě. ĺňě¿ęĺň ŋĺğ, ćěřţ, ŕřăćő ĺ ńěćő

A9-14. Ďőłăğăęĺšě, ůšő ć łőŋěůŋőľ ăąěńěćőľ čřşŕŕě ŕőř£ďłă n ďń£ ń¿ąőčő d | n śşźěśšćşěš ţőš£ ąż őďŋă ŕőďčřşŕŕă ŕőř£ďłă d.

A9-15. Ďőłăğăęĺšě, ůšő łőŋěůŋă£ ňşńĳšĺŕńĺłăšĺćŋă£ ŕőďčřşŕŕă ć ŕőńě ćśěčď£ £ćń£ěšś£ űĺłńĺůěśłőľ.

Ďőąřżľ śőćěš. Łőčďă řěůĳ ĺď-ěš ő ćğăĺňőďěśšćĺĺ ŋěłőěľ ŋőřňăńĳŋőľ ŕőďčřşŕŕż ć G ś łăłőľ-ńĺąő ďřşčőľ ŕőďčřşŕŕőľ ĺńĺ ťăłšőř-čřşŕŕőľ čřşŕŕż G, ŕőńěğŋő ĳżćăěš řăśśňőšřěšĳ ěśšěśšćěŋŋőě ďěľśšćĺě ¡šőľ ďřşčőľ ŕőďčřşŕŕż śőŕř£ęěŋĺ£ňĺ ŋă ŋőřňăńĳŋőľ ŕőďčřşŕŕě.

A9-16. Ŕşśšĳ G{ čřşŕŕă ĺğ ÿěśšĺ ¡ńěňěŋšőć. Ďőłăęĺšě, ůšő:

ă) ć G ĺňěěšś£ ŕőďčřşŕŕă, ĺğőňőřťŋă£ Z/3Z; ą) ¡šă ŕőďčřşŕŕă ŋőřňăńĳŋă;

ć) ć G ĺňěěšś£ ŕőďčřşŕŕă, ĺğőňőřťŋă£ Z/2Z;

č) ěśńĺ őŋă ŋőřňńĳŋă, šő G ∼= Z/6Z∼= Z/2Z⊕ Z/3Z, ă ěśńĺ ŋěš, šő G ∼= S_3 ∼= D_3. A9-17. Ŕşśšĳ G { čřşŕŕă ĺğ 15-šĺ ¡ńěňěŋšőć. Ďőłăęĺšě, ůšő:

ă) ć G ĺňěěšś£ ŕőďčřşŕŕă, ĺğőňőřťŋă£ Z/5Z; ą) ć G ĺňěěšś£ ŕőďčřşŕŕă, ĺğőňőřťŋă£ Z/3Z; ć) őąě ¡šĺ ŕőďčřşŕŕż ŋőřňăńĳŋż;

č) G^∼= Z/15Z^∼= Z/3Z⊕ Z/5Z.

A9-18. Ćśěčďă ńĺ ĺŋžěłšĺćŋżľ čőňőňőřťĺğň čřşŕŕ ĺňěěš ńěćżľ őąřăšŋżľ čőňőňőřťĺğň ĺ ćśěčďă ńĺ ś¿řžěłšĺćŋżľ čőňőňőřťĺğň čřşŕŕ ĺňěěš ŕřăćżľ őąřăšŋżľ čőňőňőřťĺğň?

A9-19. Ŕşśšĳ ŕřőĺğćěďěŋĺě ń¿ążţ ďćşţ ńěćżţ śňěęŋżţ łńăśśőć čřşŕŕż G ŕő ŕőďčřşŕŕě H śŋőćă £ćń£ěšś£ ńěćżň śňěęŋżň łńăśśőň. Ďőłăęĺšě, ůšő H ŋőřňăńĳŋă.

A9-20. Ŕşśšĳ H_1 ĺ H_2 | ďćě ŋőřňăńĳŋżě ŕőďčřşŕŕż čřşŕŕż G, ĺ H_1 ∩ H_2 = {e}. Ďőłăęĺšě, ůšő ab = ba ďń£ ń¿ążţ a ∈ H_1, b ∈ H_2.

A9-21. Ŕşśšĳ H ⊂ G { ŕőďčřşŕŕă, ĺŋďěłś łőšőřőľ śőćŕăďăěš ś ŋăĺňěŋĳÿĺň ŕřőśšżň ďěńĺšěńěň p ŕőř£ďłă čřşŕŕż. Ďőłăęĺšě, ůšő H { ŋőřňăńĳŋă£ ŕőďčřşŕŕă (řăśśňőšřĺšě śńşůăľ p = 2, ěśńĺ őąźĺľ śńşůăľ ćżğżćăěš ş Ćăś ğăšřşďŋěŋĺ£).

A9-22. Ŋăľďĺšě űěŋšř Z G, čřşŕŕş ćŋşšřěŋŋĺţ ăćšőňőřťĺğňőć Int G ĺ čřşŕŕş ćśěţ ăćšőňőřťĺğňőć Aut G ďń£ śńěďş¿źĺţ čřşŕŕ G:

ă) čřşŕŕż μ_n łőňŕńěłśŋżţ łőřŋěľ śšěŕěŋĺ n ĺğ ěďĺŋĺűż ďń£ n = 2, 3, 4, 5, 6;

ą) čřşŕŕż ďĺ¡ďřă D_n ŕřĺ n = 3, 4; ć)^∗ śĺňňěšřĺůěśłőľ čřşŕŕż S_4; č)^∗ ğŋăłőŕěřěňěŋŋőľ čřşŕŕż A_4; ď)∗ ğŋăłőŕěřěňěŋŋőľ čřşŕŕż A_5 .

A9-23. Ďőłăęĺšě, ůšő śĺňňěšřĺůěśłă£ čřşŕŕă S_n ŕőřőęďěŋă šřăŋśŕőğĺűĺěľ (12) ĺ űĺłńőň

( 1 2 3 . . . n ) .

A9-24. Ďőłăęĺšě, ůšő ğŋăłőŕěřěňěŋŋă£ čřşŕŕă A_n ŕőřőęďăěšś£ 3-űĺłńăňĺ

{ (123) , (124) , . . . , (12n) } .

A9-25. Ŕőśšřőľšě ¡ŕĺňőřťĺğň ĺğ śćőąőďŋőľ čřşŕŕż ŕőřőęď-ěŋŋőľ ďćşň£ ¡ńěňěŋšăňĺ ŋă čřşŕŕş ďĺ¡ďřă D_n ĺ őŕĺÿĺšě ěčő £ďřő (ěśńĺ šřşďŋő ďń£ ń¿ąőčő n řăśśňőšřĺšě n = 3, 4).

A9-26. Ďőłăęĺšě, ůšő čřşŕŕă šřěşčőńĳŋĺłă ŕőřőęďăěšś£ ďćşň£ őšřăęěŋĺ£ňĺ, ĺ őŕĺÿĺšě śőőšŋőÿěŋĺ£ ňěęďş ŋĺňĺ.

A9-27∗. Šőš ęě ćőŕřőś ŕřő śĺňěšřĺůěśłş¿ čřşŕŕş S_4 ĺ šřĺ őšřăęěŋĺ£ (ŋă śăňőň ďěńě, ŕőďőąŋőě őŕĺśăŋĺě ĺňěěšś£ ďń£ ćśěţ čřşŕŕ S_n).

A9-28. Ŕşśšĳ G | ŕřőĺğćőńĳŋă£ čřşŕŕă, a, b ∈ G, ŕřĺů-ěň ŕőř£ďőł ĺţ ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ab řăćěŋ n. Łăłĺň ňőęěš ążšĳ ŕőř£ďőł ¡ńěňěŋšă ba?

A9-29. Čřşŕŕă G ğăďăŋă őąřăğş¿źĺňĺ a, b ĺ śőőšŋőÿěŋĺ£ňĺ ab^2 = ba, ba^2 = ab. Łăłőć ŕőř£ďőł čřşŕŕż G?