ïÇÌÁŒÌÅÎÉÅ

1. ðÌÏÓËÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ËÒÉŒÙÅ 4 2. òÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÑ ËÒÉŒÏÊ 10 3. ðÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ âÅÚÕ 13 4. òÉÍÁÎÏŒÙ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ É

ÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÙÅ ÎÁËÒÙÔÉÑ 16 5. ïŒÁÌÙ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ

ËÒÉŒÙÈ 24 6. æÏÒÍÕÌÙ ðÌÀËËÅÒÁ 28 7. ëÒÉŒÙÅ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ 44

1. ðÌÏÓËÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ËÒÉŒÙÅ

ðÌÏÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ËÒÉŒÕÀ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ R^2, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ^∑_{i+j≤n} aijx^iy^j = 0, ÇÄÅ i, j | ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÐÒÉÞÅÍ a_{ij} ≠ 0 ÈÏÔÑ ÂÙ ÄÌÑ ÏÄÎÏÊ ÐÁÒÙ ÞÉÓÅÌ i, j, ÓÕÍÍÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁŒÎÁ n. þÉÓÌÏ n ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÔÅÐÅÎØÀ ËÒÉŒÏÊ.

íÎÏÇÉÅ ÎÅÐÒÉÑÔÎÏÓÔÉ, ŒÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ ÐÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ËÒÉŒÙÈ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ R^2, ÉÓÞÅÚÁÀÔ ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÏÊ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ CP^2. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÒÏ- ÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÌÕÞÅÊ Œ C^3, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÔÏÞËÁÍÉ CP^2 ÓÌÕÖÁÔ ÎÅÎÕ- ÌÅŒÙÅ ÎÁÂÏÒÙ ÞÉÓÅÌ (x, y, z), ÇÄÅ x, y, z ∈ C, ÐÒÉÞÅÍ ÎÁÂÏÒÙ (x, y, z) É (λx, λy, λz), λ ∈ C, ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ. ëÒÉŒÙÅ Œ CP^2 ÕÓÔÒÏ- ÅÎÙ ÂÏÌÅÅ ÅÄÉÎÏÏÂÒÁÚÎÏ, ÞÅÍ ËÒÉŒÙÅ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ R^2, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ Œ CP^2 ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ É ÍÎÉÍÙÅ ÔÏÞËÉ ÎÉÞÅÍ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÎÅ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÏÔ ÏÂÙÞÎÙÈ ÔÏÞÅË.

ëÒÉŒÏÊ^∑_{i+j≤n} a_{ij}x^iy^j = 0 ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ËÒÉŒÕÀ ∑ i+j≤n a_{ij}x^iy^jz^{n−i−j} = 0 Œ CP^2. õÓÌÏŒÉÑ z = 1, x, y ∈ R ŒÙÄÅÌÑÀÔ Œ

CP^2 ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÅÅ Ó R^2. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ËÒÉŒÏÊ Œ CP^2 ÎÁ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÐÌÏÓËÕÀ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ËÒÉŒÕÀ Ó ÔÅÍÉ ÖÅ ÓÁÍÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ a_{ij}.

ðÌÏÓËÕÀ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ËÒÉŒÕÀ F (x, y) = 0 ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉ- ÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ F ÎÅÌØÚÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÏŒ F_1 É F_2 ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ. œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÒÉŒÕÀ ÎÁ- ÚÙŒÁÀÔ ÐÒÉŒÏÄÉÍÏÊ. ëÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ÐÒÉŒÏÄÉÍÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÒÉŒÙÈ F_1 = 0 É F_2 = 0.

ðÒÏÓÔÅÊÛÁÑ ÐÒÉŒÏÄÉÍÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ l_1 · · · l_n = 0, ÇÄÅ l_1, . . . , l_n | ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. ëÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ÜÔÁ ËÒÉŒÁÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÙÈ l_1 = 0, . . . , l_n = 0.

ðÒÏÓÔÅÊÛÁÑ ÐÒÉŒÏÄÉÍÁÑ ËÒÉŒÁÑ l_1 ···l_n = 0 ŒÏ ÍÎÏÇÉÈ ÓÉÔÕÁÃÉÑÈ ÐÏÍÏ- ÇÁÅÔ ŒÙÑÓÎÉÔØ, ËÁË ÏÂÓÔÏÑÔ ÄÅÌÁ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ n. îÁÐÒÉÍÅÒ, ËÒÉŒÙÅ l_1 ··· l_m = 0 É l^′_1 ··· l^′_n = 0 ÉÍÅÀÔ mn ÏÂÝÉÈ ÔÏ- ÞÅË. îÉÖÅ ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ËÒÉŒÙÅ ÓÔÅÐÅÎÉ m É n ÉÍÅÀÔ ÌÉÂÏ mn ÏÂÝÉÈ ÔÏÞÅË (Ó ÕÞÅÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ), ÌÉÂÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÉÈ ÏÂÝÉÈ ÔÏÞÅË.

ïÄÎÉÍ ÉÚ ŒÁÖÎÅÊÛÉÈ ÐÏÎÑÔÉÊ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÑŒÌÑÅÔ- ÓÑ ÐÏÎÑÔÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ. äÁÄÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÄÌÑ ËÒÉŒÏÊ Œ CP^2. ðÕÓÔØ ÔÏÞËÁ A ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÒÉŒÏÊ F = 0, ÔÏ ÅÓÔØ F (A) = 0. œÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ P = (p_1, p_2, p_3) É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÑÍÕÀ P A.

ôÏÞËÉ ÜÔÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÉÍÅÀÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ A + tP . ðÏÜÔÏÍÕ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅ- ÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ P A É ËÒÉŒÏÊ F (X) = 0 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ËÏÒÎÑÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ

F (A + tP ) = F (A) + t ∑ ∂F ∂x_i (A)p_i + . . . = 0. (1)

ôÁË ËÁË F (A) = 0 , ÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (1) ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ t = 0. œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ËÏÒÅÎØ t = 0 ÄŒÕËÒÁÔÎÙÊ, ÔÏ ÅÓÔØ^{∑ ∂F}_{∂xi} (A)p_i = 0, ÐÒÑÍÕÀ P A ÎÁÚÙŒÁÀÔ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ËÒÉŒÏÊ F = 0 Œ ÔÏÞËÅ A.

œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ F (A) = 0 É ŒÅËÔÏÒ

grad F (A) = ( ∂F ∂x (A), ∂F ∂y (A), ∂F ∂z (A) )

ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ, ÔÏÞËÕ A ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÎÅÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÏÊ ËÒÉŒÏÊ F = 0. åÓÌÉ ÖÅ ŒÅËÔÏÒ grad F (A) ÎÕÌÅŒÏÊ, ÔÏ ÔÏÞËÕ A ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÏÊ ËÒÉ- ŒÏÊ F = 0. ìÀÂÁÑ ÐÒÑÍÁÑ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÏÓÏÂÕÀ ÔÏÞËÕ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÄÁÎÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ.

úÁÄÁÞÁ 1.1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÄÅËÁÒÔÏŒÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (x, y) ËÁÓÁ- ÔÅÌØÎÁÑ Ë ËÒÉŒÏÊ F (x, y) = 0 Œ ÔÏÞËÅ (x_0, y_0) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ

(x − x_0) ∂F ∂x (x_0, y_0) + (y − y_0) ∂F ∂y (x_0, y_0) = 0.

úÁÄÁÞÁ 1.2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ F (x, y, z) | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n, ÔÏ x ∂F ∂x + y ∂F ∂y + z ∂F ∂z = nF. úÁÄÁÞÁ 1.3. ðÕÓÔØ A = (x0, y0, z0) | ÔÏÞËÁ ËÒÉŒÏÊ F = 0 Œ CP^2.

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ x ∂F ∂x (A) + y ∂F ∂y (A) + z ∂F ∂z (A) = 0 É (x − x_0) ∂F ∂x (A) + (y − y_0) ∂F ∂y (A) + (z − z_0) ∂F ∂z (A) = 0 ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

åÓÌÉ A | ÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ ËÒÉŒÏÊ F = 0, ÔÏ

F (A + tP ) = a_0(P ) + a_1(P )t + a_2(P )t^2 + . . . , ÇÄÅ a_0(P ) = a_1(P ) = 0. œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ a_0(P ) = . . . = a_{k−1}(P ) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË P É a_k(P ) ≠ 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ P , ÞÉÓÌÏ k ÎÁÚÙŒÁÀÔ

ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÉ A. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ËÒÉŒÏÊ l1 ··· lk = 0, ÇÄÅ

l_1, . . . , l_k | ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÅÓÑ Œ ÎÕÌØ Œ ÔÏÞËÅ A, ËÒÁÔ- ÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ A ÒÁŒÎÁ k.

úÁÄÁÞÁ 1.4. Á) îÁÊÔÉ ËÒÁÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ (0, 0) ËÒÉŒÏÊ y^2 = x^2(x − 1). Â) îÁÊÔÉ ËÒÁÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ (0, 0) ËÒÉŒÏÊ y^2 = x^3.

úÁÄÁÞÁ 1.5. ðÕÓÔØ A | ÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ k ËÒÉŒÏÊ F = 0. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÐÏÌÉÎÏÍÁ F ÎÁ ÌÀÂÕÀ ÐÒÑÍÕÀ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ A, ÉÍÅÅÔ Œ ÔÏÞËÅ A ËÏÒÅÎØ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ k, ÐÒÉÞÅÍ ËÒÁÔÎÏÓÔØ ËÏÒÎÑ ÂÏÌØÛÅ k ÌÉÛØ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÒÑÍÙÈ.

ëÒÉŒÁÑ, ŒÓÅ ÔÏÞËÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅÏÓÏÂÙÅ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÏÓÏÂÏÊ. ëÒÉŒÁÑ Œ CP^2, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÎÅÏÓÏÂÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ R^2, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÓÏÂÏÊ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ Õ ÎÅÅ ÍÏÇÕÔ ÐÏÑŒÉÔØÓÑ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ.

úÁÄÁÞÁ 1.6. îÁÊÔÉ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ËÒÉŒÙÈ Œ CP^2: Á)

y^2z = x^3; Â) y^2z^{n−2} =^n ∏ i=1 (x − a_iz), n ≥ 4. úÁÊÍÅÍÓÑ ÔÅÐÅÒØ ÐÏÉÓËÏÍ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÒÉŒÙÈ. äÌÑ ÕÄÏÂÓÔŒÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÒÉŒÙÅ ÎÅÂÏÌØÛÉÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ËÒÉŒÕÀ f(x, y) = 0 ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ É ËÒÉŒÕÀ g(x, y) = 0 ŒÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f É g ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ

f(x, y) = a_0y^3 + a_1(x)y^2 + a_2(x)y + a_3(x), g(x, y) = b_0y^2 + b_1(x)y + b_2(x),

ÇÄÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ a_k(x) É b_k(x) ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÔ k. ôÏÞËÁ (x_0, y_0) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÒÉŒÙÈ f = 0 É g = 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f(x_0, y) É g(x_0, y) ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ËÏÒÅÎØ y_0.

ðÕÓÔØ f(y) É g(y) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅÐÅÎÉ m É n. üÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÉÍÅ- ÀÔ ÏÂÝÉÊ ËÏÒÅÎØ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f_1 É g_1, ÓÔÅÐÅÎÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÅÎØÛÅ m É n ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ É fg_1 = gf_1. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ f É g ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ËÏÒÅÎØ ÎÁÄ C, ÔÏ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÎÁÄ C ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ d. ôÏÇÄÁ f_1 = fd^{−1} É g_1 = gd^{−1}. á ÅÓÌÉ fg_1 = gf_1, ÔÏ Œ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ h = fg_1 = gf_1 ŒÈÏÄÑÔ ŒÓÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÚÌÁÇÁÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f É g, ÎÏ ÓÔÅÐÅÎØ h ÍÅÎØÛÅ ÓÕÍÍÙ ÓÔÅÐÅÎÅÊ f É g. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f É g ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ËÏÒÅÎØ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C.

éÔÁË, ËÒÉŒÙÅ f(x, y) = 0 É g(x, y) = 0, ÓÔÅÐÅÎÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁŒÎÙ m É n ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ (x_0, y_0) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f(x_0, y) É g(x_0, y) ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ ÔÁËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f_1(y) É g_1(y), ÞÔÏ fg_1 = f_1g, ÐÒÉÞÅÍ deg g_1 < n É deg f_1 < m. îÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f(x_0, y) É g(x_0, y) ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÓÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ ËÒÉŒÙÈ, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÙ ÔÒÅÂÕÅÍ, ÞÔÏÂÙ ŒÙÐÏÌÎÑÌÉÓØ ÕÓÌÏŒÉÑ a_0 ≠ 0 É b_0 ≠ 0. îÉÖÅ ÍÙ ÕÂÅÄÉÍÓÑ, ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏŒÉÊ ŒÓÅÇÄÁ

ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ, ÓÄÅÌÁŒ ÚÁÍÅÎÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ m = 3 É n = 2, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f_1 É g_1 ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ f_1(y) = u_0y^2 + u_1y + u_2, g_1(y) = v_0y + v_1. ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ u_0, u_1, u_2, v_0, v_1 ÎÕÖÎÏ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ŒÙÐÏÌÎÑÌÏÓØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ:

(a_0y^3 + a_1y^2 + a_2y + a_3)(v_0y + v_1) = (b_0y^2 + b_1y + b_2)(u_0y^2 + u_1y + u_2),

ÔÏ ÅÓÔØ

a_0v_0 = b_0u_0 a_1v_0 +a_0v_1 = b_1u_0 +b_0u_1 a_2v_0 +a_1v_1 = b_2u_0 +b_1u_1 +b_0u_2 a_3v_0 +a_2v_1 = +b_2u_1 +b_1u_2 a_3v_1 b_2u_2

œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ

v_0, v_1, u_0, u_1, u_2.

üÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÒÅÛÅÎÉÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ

a_0 a_1 a_2 a_3 0 0 a_0 a_1 a_2 a_3 b_0 b_1 b_2 0 0 0 b_0 b_1 b_2 0 0 0 b_0 b_1 b_2 (2)

ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ.

äÌÑ ËÒÉŒÙÈ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ R^2 ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ a_i É b_i ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÓÏ- ÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ x, ÓÔÅÐÅÎÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÔ i. äÌÑ ËÒÉŒÙÈ Œ CP^2 ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÂÏÌÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÏŒ a_i(x, z) É b_i(x, z) Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÒÁŒÎÙ i (ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ ÜÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÎÅ ÎÕÌÅŒÙÅ). ñÓÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÒÉŒÏÊ Œ CP^2

f(0, 1, 0) = a_0 É g(0, 1, 0) = b_0.

üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ a_0b_0 ≠ 0 ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÎÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ËÒÉŒÙÈ f = 0 É g = 0 Œ CP^2 ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ (0,1,0).

äÌÑ ËÒÉŒÙÈ f = 0 É g = 0 ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÁÔÒÉÃÕ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÅ (2). ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÎÁÚÙ- ŒÁÀÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f É g. äÌÑ ËÒÉŒÙÈ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ R^2

ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ x, Á ÄÌÑ ËÒÉŒÙÈ Œ CP^2 ÒÅ- ÚÕÌØÔÁÎÔ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ x É z. ëÏÒÎÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÔÏÞËÁÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÒÉŒÙÈ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.1 (âÅÚÕ). äÌÑ ËÒÉŒÙÈ ÓÔÅÐÅÎÉ m É n Œ CP^2 ÒÅÚÕÌØ- ÔÁÎÔ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ mn (ÉÌÉ ÔÏ- ÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÓÎÏŒÁ ÓÌÕÞÁÅÍ m = 3 É n = 2. ðÕÓÔØ

R(x, z) | ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ

S = a_0 a_1 a_2 a_3 0 0 a_0 a_1 a_2 a_3 b_0 b_1 b_2 0 0 0 b_0 b_1 b_2 0 0 0 b_0 b_1 b_2 .

ôÒÅÂÕÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ R(λx, λz) = λ^6R(x, z).

ðÏ ÕÓÌÏŒÉÀ a_k(λx, λz) = λ^ka_k(x, z) É b_k(λx, λz) = λ^kb_k(x, z). ðÏÜÔÏÍÕ R(λx, λz) =det S_λ, ÇÄÅ

S_λ = a_0 λa_1 λ^2a_2 λ^3a_3 0 0 a_0 λa_1 λ^2a_2 λ^3a_3 b_0 λb_1 λ^2b_2 0 0 0 b_0 λb_1 λ^2b_2 0 0 0 b_0 λb_1 λ^2b_2 .

äÏÍÎÏÖÉÍ ÐÅÒŒÕÀ É ŒÔÏÒÕÀ ÓÔÒÏËÉ ÍÁÔÒÉÃÙ S_λ ÎÁ 1 É λ, Á ÔÒÅÔØÀ, ÞÅÔ- ŒÅÒÔÕÀ É ÐÑÔÕÀ ÓÔÒÏËÉ | ÎÁ 1, λ É λ^2. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÍ ÍÁÔÒÉÃÕ S, ÓÔÏÌÂÃÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÏÍÎÏÖÅÎÙ ÎÁ 1, λ, λ^2, λ^3 É λ^4. ðÏÜÔÏÍÕ det S_λ = λ^{p−q−r} det S, ÇÄÅ p = 1 + 2 + 3 + 4 = 10, q = 1 É r = 1 + 2 = 3. œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ p = 1 + 2 + . . . + (m + n − 1), q = 1 + 2 + . . . + (m − 1) É r = 1 + 2 + . . . + (n − 1). ðÏÜÔÏÍÕ

p − q − r = (m + n)(m + n − 1) 2 − m(m − 1) 2 − n(n − 1) 2 = mn. 2 úÁÄÁÞÁ 1.7. ðÕÓÔØ A | ÔÏÞËÁ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ r ËÒÉŒÏÊ f = 0 É ËÒÁÔ- ÎÏÓÔÉ s ËÒÉŒÏÊ g = 0. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÅ A ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ËÏÒÅÎØ ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f É g, ÉÍÅÀÝÉÊ ËÒÁÔÎÏÓÔØ rs.

ôÅÏÒÅÍÁ âÅÚÕ ÉÍÅÅÔ ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ. îÏ ÐÒÅÖÄÅ, ÞÅÍ ÍÙ ÉÍÉ ÚÁÊÍÅÍÓÑ, ÐÏÌÅÚÎÏ ÏÂÓÕÄÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ŒÏÐÒÏÓ: ÓËÏÌØËÏ ÔÏÞÅË ÎÕÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÞÅÒÅÚ ÎÉÈ ÐÒÏÈÏÄÉÌÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÓÔÅÐÅÎÉ n? äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ œÅÒÏÎÅÚÅ f_n : CP^2 → CP^d, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ÔÏÞËÅ (x, y, z) ∈ CP^2 ÔÏÞËÕ Ó ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔÁÍÉ u_{ijk} = x^iy^jz^k, ÇÄÅ i + j + k = n. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÞÉÓÌÏ d ÎÁ 1 ÍÅÎØÛÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ n Œ ŒÉÄÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÊ ÓÕÍ- ÍÙ ÔÒÅÈ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

úÁÄÁÞÁ 1.8. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ d =^{(n+2}_2^) − 1 =^{n(n+3)}_2 .

úÁÄÁÞÁ 1.9. Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ, ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÁ x, y, z ÎÅ ŒÓÅ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ x^iy^jz^k ÎÅ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ.

Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ œÅÒÏÎÅÚÅ ÒÁÚÎÙÅ ÔÏÞËÉ CP^2 ÐÅÒÅŒÏ- ÄÉÔ Œ ÒÁÚÎÙÅ ÔÏÞËÉ CP^d.

ëÒÉŒÁÑ^∑ a_{ijk}x^iy^jz^k = 0 ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ œÅÒÏÎÅÚÅ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÓÅ- ÞÅÎÉÅ ÏÂÒÁÚÁ CP^2 Œ CP^d ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØÀ^∑ a_{ijk}u_{ijk} = 0. ñÓÎÏ ÔÁË- ÖÅ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ CP^2 Œ CP^d ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÌÅÖÁÔØ Œ ÏÄÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ ∑ a_{ijk}u_{ijk} = 0, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÎÁÞÅ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ CP^2 ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÌÉ ÂÙ ÌÅÖÁÔØ ÎÁ ËÒÉŒÏÊ^∑ a_{ijk}x^iy^jz^k = 0.

þÅÒÅÚ ÌÀÂÙÅ d ÔÏÞÅË Œ CP^d ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ ÌÀÂÙÅ d ÔÏÞÅË Œ CP^2 ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ËÒÉŒÕÀ ÓÔÅÐÅÎÉ n. á ÔÁË ËÁË ÏÂÒÁÚ CP^2 ÎÅ ÌÅÖÉÔ Œ ÏÄÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓ- ËÏÓÔÉ, ÔÏ Œ CP^2 ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ d + 1 ÔÏÞËÕ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÉÈ ÏÂÒÁÚÙ ÎÅ ÌÅÖÁÌÉ Œ ÏÄÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Œ CP^2 ÍÏÖÎÏ ŒÙ- ÂÒÁÔØ d + 1 ÔÏÞËÕ ÔÁË, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ ÎÉÈ ÎÅÌØÚÑ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ËÒÉŒÕÀ ÓÔÅÐÅÎÉ n. ôÒÅÂÕÅÍÕÀ d + 1 ÔÏÞËÕ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ. ôÏÞËÕ A_1 ŒÙÂÉÒÁÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ. ðÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ŒÙÂÒÁÎÙ ÔÏÞËÉ A_1, . . . , A_k, ÐÒÏŒÏÄÉÍ ÞÅÒÅÚ ÎÉÈ ËÒÉŒÕÀ ÓÔÅÐÅÎÉ n É ŒÙÂÉÒÁÅÍ ÔÏÞËÕ A_{k+1} ŒÎÅ ÜÔÏÊ ËÒÉŒÏÊ. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÍÙ ÐÒÏŒÏÄÉÍ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ ÞÅÒÅÚ ÏÂÒÁÚÙ ÔÏÞÅË A_1, . . . , A_k Œ CP^d É ŒÙÂÉÒÁÅÍ ÔÏÞËÕ Œ ÏÂÒÁÚÅ CP^2, ÎÏ ŒÎÅ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ. üÔÁ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ŒÙÂÒÁÔØ Œ CP^d ÔÏÞËÉ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÅ Œ ÏÄÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ. éÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÔÏÞËÉ Œ CP^2, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ n.

ïÂÒÁÚÙ ŒÙÂÒÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË A_1, . . . , A_{d+1} ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ œÅÒÏÎÅÚÅ ÓÌÕÖÁÔ ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ d-ÍÅÒÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ. ìÀÂÙÅ d ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÇÒÁÎÉ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ. üÔÏ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ A_1, . . . , A_d ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÓÔÅÐÅÎÉ n.

ðÏÄŒÅÄÅÍ ÉÔÏÇÉ. þÅÒÅÚ ÌÀÂÙÅ d =^{n(n+3)}_2 ÔÏÞÅË Œ CP^2 ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅ- ÓÔÉ ËÒÉŒÕÀ ÓÔÅÐÅÎÉ n. œ CP^2 ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ d ÔÏÞÅË, ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÓÔÅÐÅÎÉ n. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÞÅÒÅÚ ÄÁÎ- ÎÙÅ d ÔÏÞÅË ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÎÅ ÏÄÎÁ ËÒÉŒÁÑ ÓÔÅÐÅÎÉ n, ÔÏ ÍÁÌÙÍ ÛÅŒÅÌÅÎÉ- ÅÍ ÄÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÞÅÒÅÚ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÐÒÏÈÏÄÉÌÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÓÔÅÐÅÎÉ n (ÔÏ ÅÓÔØ ÍÁÌÙÍ ÛÅŒÅÌÅÎÉÅÍ d ÔÏÞÅË, ÌÅÖÁÝÉÈ Œ ÏÄÎÏÊ (d − 2)-ÍÅÒÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅŒÅÓÔÉ Œ d ÔÏÞÅË, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÈ Œ ÏÄÎÏÊ (d − 2)-ÍÅÒÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ).

úÁÄÁÞÁ 1.10. îÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÒÑÍÙÅ p1, p2 É p3 ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔ ÐÒÑÍÙÅ

q_1, q_2 É q_3 Œ 9 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚÙ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ œÅÒÏÎÅÚÅ f_3 : CP^2 → CP^9 ÌÅÖÁÔ Œ ÏÄÎÏÊ 7-ÍÅÒÎÏÊ ÐÌÏÓ- ËÏÓÔÉ.

2. òÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÑ ËÒÉŒÏÊ

îÅÐÒÉŒÏÄÉÍÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÉ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ 2. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ A É B | ÔÏÞËÉ ËÒÁÔ- ÎÏÓÔÉ 2, ÔÏ ÐÒÑÍÁÑ AB ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ËÒÉŒÕÀ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÞÅÔÙÒÅÈ- ËÒÁÔÎÏ. äÌÑ ËÕÂÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ AB ÃÅÌÉËÏÍ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÒÉŒÏÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ËÒÉŒÁÑ ÐÒÉŒÏÄÉÍÁ.

äÌÑ ËÒÉŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÔÏÖÅ ÍÏÖÎÏ ÏÃÅÎÉÔØ ÓŒÅÒÈÕ ÞÉÓÌÏ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏ- ÞÅË.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.1. îÅÐÒÉŒÏÄÉÍÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÂÏÌÅÅ

N =^{(n−1)(n−2)}_2 ÄŒÏÊÎÙÈ ÔÏÞÅË.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÌÕÞÁÊ n = 3 ÍÙ ÕÖÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÌÉ. òÁÚÂÅÒÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÌÕÞÁÊ n = 4. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ N = 3. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ A_1, A_2, A_3 É A_4 | ÄŒÏÊÎÙÅ ÔÏÞËÉ ËÒÉŒÏÊ 4-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ. þÔÏÂÙ ÐÒÉÊÔÉ Ë ÐÒÏÔÉŒÏÒÅ- ÞÉÀ, ŒÏÚØÍÅÍ ÎÁ ÜÔÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ P , ÏÔÌÉÞÎÕÀ ÏÔ ÔÏÞÅË A_i. þÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ P, A_1, A_2, A_3 É A_4 ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ËÒÉŒÕÀ ÓÔÅÐÅÎÉ 2. ïÎÁ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ËÒÉŒÕÀ ÓÔÅÐÅÎÉ 4 Œ ÔÏÞËÅ P ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÎÏËÒÁÔ- ÎÏ, Á Œ ÔÏÞËÁÈ A_i ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÄŒÕËÒÁÔÎÏ. œÓÅÇÏ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 1 + 2 · 4, Á ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ âÅÚÕ ÉÈ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÒÏŒÎÏ 2 · 4. ðÏÌÕÞÅÎÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ.

äÌÑ ËÒÉŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ A_1, . . . , A_{N +1} | ÄŒÕËÒÁÔÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÜÔÏÊ ËÒÉŒÏÊ. œÙÂÅÒÅÍ ÎÁ ÄÁÎÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ P_1, . . . , P_{n−3}. ôÏÇÄÁ ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË A_i É P_j ÂÕÄÅÔ ÒÁŒÎÏ

(n − 1)(n − 2) 2 + 1 + (n − 3) =

(n + 1)(n − 2) 2 . ðÏÜÔÏÍÕ ÞÅÒÅÚ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ËÒÉŒÕÀ ÓÔÅÐÅÎÉ n − 2. ïÎÁ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ËÒÉŒÕÀ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅpÅ Œ

(n − 1)(n − 2) + 2 + (n − 3) = n(n − 2) + 1

ÔÏÞËÁÈ, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÔÅÏÒÅÍÅ âÅÚÕ. 2

íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉ- ÍÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÓÔÅÐÅÎÉ n, ÉÍÅÀÝÁÑ ÒÏŒÎÏ N =^{(n−1)(n−2)}_2 ÄŒÏÊÎÙÈ ÔÏÞÅË. îÏ ÓÅÊÞÁÓ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ËÒÉŒÁÑ ÓÔÅÐÅÎÉ n Ó N ÄŒÏÊÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÄÏ- ÐÕÓËÁÅÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÀ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ

ÔÁËÉÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ x(t) É y(t), ÞÔÏ ÐÒÉ ŒÓÅÈ t, ËÒÏÍÅ ËÏÎÅÞÎÏ- ÇÏ ÞÉÓÌÁ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÔÏÞËÁ (x(t), y(t), 1) ∈ CP^2 ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÄÁÎÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ, ÐÒÉÞÅÍ ÔÏÞËÉ ŒÉÄÁ (x(t), y(t), 1) ÐÒÏÂÅÇÁÀÔ ŒÓÀ ËÒÉŒÕÀ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÏÞÅË. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁÚÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ t ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÒÁÚÎÙÅ ÔÏÞËÉ ËÒÉŒÏÊ. ó ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ËÒÉŒÁÑ Œ CP^2, ÄÏÐÕÓËÁÀÝÁÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÀ, ÕÓÔÒÏÅÎÁ ÔÁË, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ ŒÙËÁÌÙŒÁÎÉÑ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÔÏÞÅË ÏÎÁ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÓÆÅ- ÒÕ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÙËÏÌÏÔÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÔÏÞÅË.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.2. îÅÐÒÉŒÏÄÉÍÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÓÔÅÐÅÎÉ n, ÉÍÅÀÝÁÑ

N =^{(n−1)(n−2)}_2 ÄŒÏÊÎÙÈ ÔÏÞÅË, ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁ- ÃÉÀ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ËÕÂÉÞÅÓËÕÀ ËÒÉŒÕÀ, ÉÍÅÀ- ÝÕÀ ÄŒÏÊÎÕÀ ÔÏÞËÕ O = (0, 0, 1). ðÒÑÍÁÑ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ O, ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ y = tx. üÔÁ ÐÒÑÍÁÑ ÉÍÅÅÔ Ó ËÕÂÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÄŒÕËÒÁÔÎÏÊ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Œ ÔÏÞËÅ O, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎÁ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ËÕÂÉÞÅÓËÕÀ ËÒÉŒÕÀ ÅÝÅ ÒÏŒÎÏ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ (x(t), y(t), 1). æÕÎËÃÉÉ x(t) É y(t) | ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ

x^n(t) + na_1(t)x^{n−1}(t) + . . . + a_n(t) = 0, (3)

ÐÒÉÞÅÍ x(t) | ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ŒÓÅ n ËÏÒÎÅÊ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. ôÏÇÄÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (3) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (x(t) + a_1(t))^n = 0. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, x(t) = −a_1(t) | ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ t.

þÅÒÅÚ ÌÀÂÕÀ ÔÏÞËÕ ËÒÉŒÏÊ, ÏÔÌÉÞÎÕÀ ÏÔ ÔÏÞËÉ O, ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÁ ÐÒÑÍÁÑ y = tx. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ ËÒÉŒÏÊ, ËÒÏÍÅ ÔÏÞËÉ O, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ t. ôÏÞËÅ O ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÔ ÄŒÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ y = t_1x É y = t_2x Ë ÄŒÕÍ ŒÅÔŒÑÍ ËÒÉŒÏÊ Œ ÔÏÞËÅ O. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ËÕÂÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄŒÏÊ- ÎÁÑ ÔÏÞËÁ, Á ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ t ÑŒÌÑÀÔÓÑ t_1 É t_2.

ðÒÉ n > 3 ÎÁ ËÒÉŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ n Ó ÄŒÏÊÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ A_1, . . . , A_N ÎÕÖ- ÎÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ P_1. . . . , P_{n−3}. þÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ A_1, . . . , A_N , P_1, . . . , P_{n−3} ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÏÄÎÏÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ËÒÉŒÙÈ ÓÔÅÐÅÎÉ n − 2. ëÁÖÄÁÑ ÉÚ ÜÔÉÈ ËÒÉŒÙÈ ÉÍÅÅÔ Ó ÄÁÎÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ n(n − 2) − 1 ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ, ÐÏÜÔÏÍÕ Õ ÎÉÈ ÅÓÔØ ÅÝÅ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÁ ÏÂÝÁÑ ÔÏÞËÁ (x(t), y(t), 1). ñÓÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ ÌÀÂÕÀ ÔÏÞËÕ ËÒÉŒÏÊ É ÔÏÞËÉ A_1, . . . , A_N , P_1, . . . , P_{n−3} ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ËÒÉŒÕÀ ÓÔÅÐÅÎÉ n − 2. 2 äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 2.2 ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÑŒÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÒÁ- ÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÀ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÉÍÅÒÁ ÌÅÍÎÉÓ- ËÁÔÕ (x^2 + y^2)^2 = a^2(x^2 − y^2). ïÎÁ ÉÍÅÅÔ ÔÒÉ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ (0,0,1) É

(1, ±i, 0). œÙÂÅÒÅÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ P_1 ÔÏÞËÕ (0,0,1), ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ËÒÉŒÙÈ ŒÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅ- ÒÅÚ ÔÏÞËÉ (1, ±i, 0) É ËÁÓÁÀÝÉÅÓÑ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÄŒÕÈ ŒÅÔŒÅÊ ÌÅÍÎÉÓËÁÔÙ Œ ÔÏÞËÅ (0,0,1). ôÁËÉÅ ËÒÉŒÙÅ (ÄÌÑ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ŒÅÔŒÅÊ) ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ

x^2 + y^2 = t(x − y).

ðÏÄÓÔÁŒÉŒ ÜÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ Œ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÌÅÍÎÉÓËÁÔÙ, ÐÏÌÕÞÉÍ a^2(x^2 − y^2) = (x^2 + y^2)^2 = t^2(x − y)^2, ÐÏÜÔÏÍÕ y = t^2 − a^2 t^2 + a^2 x, x = ta^2(t^2 + a^2) t^4 + a^4 . úÁÄÁÞÁ 2.1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÒÉŒÁÑ (x^2 − y)^2 = y^3 ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÒÁÃÉÏ- ÎÁÌØÎÕÀ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÀ.

úÁÄÁÞÁ 2.2. Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÒÉŒÁÑ Pn(x, y) + Pn−1(x, y) = 0, ÇÄÅ

P_n É P_{n−1} | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅÐÅÎÉ n É n − 1 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÀ.

Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÒÉŒÁÑ ÓÔÅÐÅÎÉ n, ÉÍÅÀÝÁÑ ÔÏÞËÕ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ n − 1, ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÀ.

úÁÄÁÞÁ 2.3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ (x(t), y(t)), ÇÄÅ x(t) = a0 + a1t +

. . . + a_nt^n, y(t) = b_0 + b_1t + . . . + b_nt^n, ÌÅÖÁÔ ÎÁ ËÒÉŒÏÊ, ÓÔÅÐÅÎØ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ n.

ïÔÍÅÔÉÍ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÒÉŒÏÊ, ÄÏÐÕÓËÁÀÝÅÊ ÒÁÃÉÏ- ÎÁÌØÎÕÀ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÀ (x(t), y(t)), ÐÁÒÁÍÅÔÒ t ÍÏÖÎÏ ŒÙÒÁÚÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ x É y. üÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÀ ËÒÉŒÏÊ F (x, y) = 0 ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÉÎ- ÔÅÇÒÁÌÏŒ ŒÉÄÁ^∫ R(x, y)dx, ÇÄÅ R | ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ ËÒÉŒÁÑ F (x, y) = 0 ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁ- ÃÉÀ. ôÏÇÄÁ ÔÏÞËÉ ÜÔÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ (x(t), y(t)), ÇÄÅ x É y | ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. ðÏÜÔÏÍÕ R(x(t), y(t)) = R_1(t) É dx(t) = r(t)dt, ÇÄÅ R_1 É r | ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ∫ R(x, y)dx = ∫ Q(t)dt, ÇÄÅ Q | ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. èÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔ- ÎÏ, ÞÔÏ^∫ Q(t)dt ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ t. œÏÓ- ÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ t = t(x, y) | ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ x É y, ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ^∫ R(x, y)dx ÞÅÒÅÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ x É y.

úÁÄÁÞÁ 2.4. Á) ðÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏŒÁÔØ ËÒÉŒÕÀ y^2 = ax^2 +bx+c Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÐÒÑÍÙÈ y = t(x − α), ÇÄÅ α | ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÒÎÅÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ax^2 + bx + c = 0.

Â) ðÒÉÍÅÎÉÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÀ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁ-

ÌÏŒ ŒÉÄÁ_∫ R(x, √ ax^2 + bx + c)dx. 3. ðÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ âÅÚÕ

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ ÌÀÂÙÅ d =^{n(n+3)}_2 ÔÏÞÅË ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÒÏÈÏ- ÄÉÔ ËÒÉŒÁÑ ÓÔÅÐÅÎÉ n. äÌÑ ÐÏÞÔÉ ŒÓÅÈ ÎÁÂÏÒÏŒ ÉÚ d ÔÏÞÅË ÔÁËÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ. œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÞÅÒÅÚ ÄÁÎÎÙÅ d ÔÏÞÅË ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÓÔÅÐÅÎÉ n, ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ Œ ÏÂÝÅÍ ÐÏÌÏÖÅÎÉÉ. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÉÓÔÅÍÙ ÔÏÞÅË ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÔÏÖÅ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÔÏÞËÁÍÉ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ (ÄÌÑ ËÒÉŒÏÊ ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÅÐÅÎÉ n).

ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÅÏÒÅÍÙ âÅÚÕ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÓÉ- ÓÔÅÍ ÔÏÞÅË ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ËÒÉŒÙÈ. òÅÞØ Œ ÜÔÉÈ ÔÅÏÒÅÍÁÈ ÉÄÅÔ, ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, Ï ÔÏÞËÁÈ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3.1. ðÕÓÔØ ÄŒÅ ËÒÉŒÙÅ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ n^2 ÔÏÞ- ËÁÈ, ÐÒÉÞÅÍ np ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ p. ôÏÇÄÁ ÏÓÔÁŒÛÉÅÓÑ n(n − p) ÔÏÞÅË ÌÅÖÁÔ ÎÁ ËÒÉŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ n − p.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ f1 = 0 É f2 = 0 | ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÄÁÎÎÙÈ ËÒÉ- ŒÙÈ ÓÔÅÐÅÎÉ n, g = 0 | ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ËÒÉŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ p, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÌÅÖÁÔ ÄÁÎÎÙÅ np ÔÏÞÅË. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ λ_1 É λ_2 ÍÏÖÎÏ ÐÏ- ÄÏÂÒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÒÉŒÁÑ λ_1f_1 + λ_2f_2 = 0 ÐÒÏÈÏÄÉÌÁ ÞÅÒÅÚ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ËÒÉŒÁÑ λ_1f_1 +λ_2f_2 = 0 ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÎÅËÏ- ÔÏÒÕÀ ÔÏÞËÕ ËÒÉŒÏÊ g = 0, ÏÔÌÉÞÎÕÀ ÏÔ ÄÁÎÎÙÈ np ÔÏÞÅË. ôÏÇÄÁ ËÒÉŒÙÅ λ_1f_1 + λ_2f_2 = 0 É g = 0 ÉÍÅÀÔ np + 1 ÏÂÝÉÈ ÔÏÞÅË, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ. œ ÓÉÌÕ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔÉ ËÒÉŒÏÊ g = 0 ÜÔÏÊ ÏÂÝÅÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÏÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÉÛØ ËÒÉŒÁÑ g = 0. ðÏÜÔÏÍÕ λ_1f_1 + λ_2f_2 = gh, ÇÄÅ h | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ n − p. ëÒÉŒÁÑ gh = 0 ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅ- ÒÅÚ ŒÓÅ n^2 ÔÏÞÅË, Á ËÒÉŒÁÑ g = 0 ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÌÉÛØ ÞÅÒÅÚ ÄÁÎÎÙÅ np ÔÏÞÅË. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ËÒÉŒÁÑ h = 0 ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ŒÓÅ ÏÓÔÁŒÛÉÅÓÑ n(n − p) ÔÏÞÅË. 2

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. ðÕÓÔØ 2n-ÕÇÏÌØÎÉË ŒÐÉÓÁÎ Œ ËÒÉŒÕÀ ÓÔÅÐÅÎÉ 2. ôÏÇÄÁ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÏÒÏÎÙ Ó ÞÅÔÎÙÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔ ÎÅÓÍÅÖ- ÎÙÅ Ó ÎÉÍÉ ÓÔÏÒÏÎÙ Ó ÎÅÞÅÔÎÙÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ, ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ n − 2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÔÏÒÏÎÙ Ó ÞÅÔÎÙÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÄÎÕ ŒÙ- ÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ËÒÉŒÕÀ ÓÔÅÐÅÎÉ n, Á ÓÔÏÒÏÎÙ Ó ÎÅÞÅÔÎÙÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ ÏÂÒÁÚÕ- ÀÔ ÄÒÕÇÕÀ ËÒÉŒÕÀ. œÅÒÛÉÎÙ 2n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÓÉÓÔÅÍÕ ÉÚ 2n ÔÏ- ÞÅË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÈ ËÒÉŒÙÈ. üÔÉ ÔÏÞËÉ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ËÒÉŒÏÊ

ÓÔÅÐÅÎÉ 2, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ n(n − 2) ÔÏÞËÉ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ËÒÉŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ n − 2. ôÅÏÒÅÍÁ 3.2. ïÄÎÏÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ËÒÉŒÙÈ ÓÔÅÐÅÎÉ n, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÄÁÎÎÙÅ d − 1 =^{n(n+3)}_2 − 1 ÔÏÞÅË ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ, ÉÍÅÅÔ ÅÝÅ^{(n−1)(n−2)}_2 ÏÂÝÉÈ ÔÏÞÅË.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ f = 0 É g = 0 | ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ËÒÉŒÙÈ ÉÚ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ËÒÉŒÙÈ. ôÏÇÄÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØ- ÎÙÈ ËÒÉŒÙÈ ÜÔÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ λf + μg = 0. ðÏÜÔÏÍÕ ŒÓÅ ÏÎÉ ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÞÅÒÅÚ n^2 ÏÂÝÉÈ ÔÏÞÅË ËÒÉŒÙÈ f = 0 É g = 0. óÒÅÄÉ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË ÄÁÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÌÉÛØ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÞÁÓÔØ; ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË ÒÁŒÎÏ

n^2 − n(n + 3) 2 + 1 =

(n − 1)(n − 2) 2 . 2 äÌÑ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÒÉŒÙÈ ÒÁÚÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÔÅÏÒÅÍÁ, ÁÎÁÌÏÇÉÞ- ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÅ 2, ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3.3. óÅÍÅÊÓÔŒÏ ËÒÉŒÙÈ ÓÔÅÐÅÎÉ n, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÄÁÎ- ÎÙÅ np−^{(p−1)(p−2)}_2 ÔÏÞÅË ËÒÉŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ p, ÇÄÅ p < n, ÉÍÅÅÔ ÅÝÅ^{(p−1)(p−2)}_2 ÏÂÝÉÈ ÔÏÞÅË, ÐÒÉÞÅÍ ŒÓÅ ÏÎÉ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ p. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ÎÁ ËÒÉŒÏÊ fp = 0 ÓÔÅÐÅÎÉ p ÄÁÎÏ α ÔÏÞÅË.

åÓÌÉ α ≤ n(n+3)/2, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÒÉŒÁÑ g_n = 0 ÓÔÅÐÅÎÉ n, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÄÁÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ. ëÒÉŒÁÑ g_n = 0 ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ËÒÉŒÕÀ f_p = 0 Œ np = α + β ÔÏÞËÁÈ. ôÒÅÂÕÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ α = np −^{(p−1)(p−2)}_2 , ÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ β ÔÏÞÅË ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ËÒÉŒÏÊ g_n = 0.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÒÉŒÕÀ g^′_n = 0 ÓÔÅÐÅÎÉ n, ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÄÁÎÎÙÅ α ÔÏÞÅË. ëÒÉŒÙÅ g_n = 0 É g^′_n = 0 ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ n^2 ÔÏÞËÁÈ. óÒÅÄÉ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ ÄÁÎÎÙÅ α ÔÏÞÅË; ŒÙÂÅÒÅÍ ÓÒÅÄÉ ÜÔÉÈ n^2 ÔÏÞÅË ÅÝÅ α^′ =^{n(n+3)}_2 − 1 − α ÔÏÞÅË. ôÏÇÄÁ ÞÅÒÅÚ ÄÁÎÎÙÅ α + α^′ =^{n(n+3)}_2 − 1 ÔÏÞÅË ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÏÄÎÏÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ËÒÉŒÙÈ ÓÔÅÐÅÎÉ n. œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ α^′ ≤ (n − p)(n − p + 3) 2 , ÞÅÒÅÚ ŒÙÂÒÁÎÎÙÅ α^′ ÔÏÞÅË ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ËÒÉŒÕÀ h_{n−p} = 0 ÓÔÅÐÅÎÉ n − p. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ËÒÉŒÙÈ ÓÔÅÐÅÎÉ n, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ŒÙÂÒÁÎÎÙÅ α + α^′ ÔÏÞÅË, ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ËÒÉŒÙÍÉ g_n = 0 É f_ph_{n−p} = 0. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, g^′_n = λg_n + μf_ph_{n−p}. ðÏÜÔÏÍÕ ËÒÉŒÁÑ g^′_n = 0 ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ËÒÉŒÕÀ f_p = 0 Œ ÔÅÈ ÖÅ np = α + β ÔÏÞËÁÈ, ÞÔÏ É ËÒÉŒÁÑ g_n = 0.

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ α^′ ≤^{(n−p)(n−p+3)}_2 ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ α =^{n(n+3)}_2 − 1 − α^′ ≥ np −^{(p−1)(p−2)}_2 . 2 ôÅÏÒÅÍÕ 3.3 ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÂÝÉÔØ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ŒÍÅÓÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒ ËÒÉŒÙÈ ÓÔÅÐÅÎÉ n, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÒÉŒÙÈ ÓÔÅÐÅÎÉ n É p, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ËÒÉŒÙÈ ÓÔÅÐÅÎÉ k. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3.4 (ëÜÌÉ). ðÕÓÔØ n, p < k < n+p−3. ôÏÇÄÁ ÌÀÂÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÓÔÅÐÅÎÉ k, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ np − (n + p − k − 1)(n + p − k − 2) 2 ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÒÉŒÙÈ ÓÔÅÐÅÎÉ n É p, ÐÒÏÈÏÄÉÔ É ÞÅÒÅÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ÓÒÅÄÉ np ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÒÉŒÏÊ fp = 0 ÓÔÅÐÅÎÉ p É ËÒÉŒÏÊ g_n = 0 ÓÔÅÐÅÎÉ n ÚÁÄÁÎÏ α ÔÏÞÅË. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ËÒÉŒÕÀ g^′_k = 0 ÓÔÅÐÅÎÉ k, ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÜÔÉ α ÔÏÞÅË. óÒÅÄÉ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÒÉŒÙÈ f_p = 0 É g^′_k = 0 ŒÙÂÅÒÅÍ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ α^′ =^{(k−n)(k−n+3)}_2 ÔÏÞÅË, Á ÓÒÅÄÉ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÒÉŒÙÈ g_n = 0 É g^′_k = 0 ŒÙÂÅÒÅÍ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ α^{′′} =^{(k−p)(k−p+3)}_2 ÔÏÞÅË. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÔÁË ËÁË ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ k − p + 3 ≥ p É k − p + 3 ≤ n, Á ÚÎÁÞÉÔ, α^′ < kp É α^{′′} < kn. þÅÒÅÚ α^′ ÔÏÞÅË ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ËÒÉŒÕÀ h^′_{k−p} = 0 ÓÔÅÐÅÎÉ k − p, Á ÞÅÒÅÚ α^{′′} ÔÏÞÅË ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ËÒÉŒÕÀ h^{′′}_{n−p} = 0 ÓÔÅÐÅÎÉ n − p.

œ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ α = np −^{(n+p−k−1)(n+p−k−2)}_2 , ÐÏÜÔÏÍÕ α + α^′ + α^{′′} = k(k+3) 2 − 1. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ ŒÙÂÒÁÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÏÄÎÏÐÁ- ÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ËÒÉŒÙÈ ÓÔÅÐÅÎÉ k. ëÒÉŒÙÅ g^′_k = 0, f_ph^′_{k−p} = 0 É g_nh^{′′}_{k−n} = 0 ŒÈÏÄÑÔ Œ ÜÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, g^′_k = λf_ph^′_{k−p} + μg_nh^{′′}_{k−n}, Á ÚÎÁÞÉÔ, ËÒÉŒÁÑ g^′_k = 0 ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÒÉŒÙÈ f_p = 0 É g_n = 0. 2

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ α^′ ≤^{(n−p)(n−p+3)}_2 ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ α =^{n(n+3)}_2 − 1 − α^′ ≥ np −^{(p−1)(p−2)}_2 . 2

ôÅÏÒÅÍÕ 3.3 ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÂÝÉÔØ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ŒÍÅÓÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒ ËÒÉŒÙÈ ÓÔÅ- ÐÅÎÉ n, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÒÉŒÙÈ ÓÔÅÐÅÎÉ n É p, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ËÒÉŒÙÈ k. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅ- ÎÉÅ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3.4 (ëÜÌÉ). ðÕÓÔØ n, p < k < n+p−3. ôÏÇÄÁ ÌÀÂÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÓÔÅÐÅÎÉ k, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ np − (n + p − k − 1)(n + p − k − 2) 2 ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÒÉŒÙÈ ÓÔÅÐÅÎÉ n É p, ÐÒÏÈÏÄÉÔ É ÞÅÒÅÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ÓÒÅÄÉ np ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÒÉŒÏÊ fp = 0 ÓÔÅÐÅÎÉ p É ËÒÉŒÏÊ g_n = 0 ÓÔÅÐÅÎÉ n ÚÁÄÁÎÏ α ÔÏÞÅË. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏ-

ÉÚŒÏÌØÎÕÀ ËÒÉŒÕÀ g^′_k = 0 ÓÔÅÐÅÎÉ k, ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÜÔÉ α ÔÏÞÅË. óÒÅÄÉ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÒÉŒÙÈ f_p = 0 É g^′_k = 0 ŒÙÂÅÒÅÍ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ α^′ =^{(k−n)(k−n+3)}_2 ÔÏÞÅË, Á ÓÒÅÄÉ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÒÉŒÙÈ g_n = 0 É g^′_k = 0 ŒÙÂÅÒÅÍ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ α^{′′} =^{(k−p)(k−p+3)}_2 ÔÏÞÅË. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÔÁË ËÁË ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ k − p + 3 ≥ p É k − p + 3 ≤ n, Á ÚÎÁÞÉÔ, α^′ < kp É α^{′′} < kn. þÅÒÅÚ α^′ ÔÏÞÅË ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ËÒÉŒÕÀ h^′_{k−p} = 0 ÓÔÅÐÅÎÉ k − p, Á ÞÅÒÅÚ α^{′′} ÔÏÞÅË ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ËÒÉŒÕÀ h^{′′}_{n−p} = 0 ÓÔÅÐÅÎÉ n − p.

œ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ α = np −^{(n+p−k−1)(n+p−k−2)}_2 , ÐÏÜÔÏÍÕ α + α^′ + α^{′′} = k(k+3) 2 − 1. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ ŒÙÂÒÁÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÏÄÎÏÐÁ- ÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ËÒÉŒÙÈ ÓÔÅÐÅÎÉ k. ëÒÉŒÙÅ g^′_k = 0, f_ph^′_{k−p} = 0 É g_nh^{′′}_{k−n} = 0 ŒÈÏÄÑÔ Œ ÜÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, g^′_k = λf_ph^′_{k−p} + μg_nh^{′′}_{k−n}Á ÚÎÁÞÉÔ, ËÒÉŒÁÑ g^′_k = 0 ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÒÉŒÙÈ f_p = 0 É g_n = 0. 2

4. òÉÍÁÎÏŒÙ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ É ÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÙÅ ÎÁËÒÙÔÉÑ

áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉŒÁÑ C Œ CP^2 ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÕÀ ÄŒÕÍÅÒÎÕÀ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ, ÐÒÉÞÅÍ ÅÓÌÉ ËÒÉŒÁÑ ÎÅÏÓÏÂÁÑ, ÔÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÂÕÄÅÔ ÇÌÁÄËÏÊ É Õ ÎÅÅ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ËÒÁÑ. ïÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏ- ÇÏ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ ŒÙËÁÌÙŒÁÎÉÑ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÔÏÞÅË ËÒÉŒÁÑ C ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. îÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÄÏËÁÚÁÔØ É ÂÏÌÅÅ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÍÙ É ÓÄÅÌÁÅÍ ÞÕÔØ ÐÏÚÖÅ.

îÅÏÓÏÂÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉŒÁÑ Œ CP^2 ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ËÏÍÐÁËÔ- ÎÏÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ-ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØÀ. ó ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ËÒÉŒÁÑ Œ CP^2 ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÓÆÅÒÕ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ (ÒÉÓ. 1); ÞÉÓÌÏ g ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÒÏÄÏÍ ËÒÉŒÏÊ.

äÌÑ ÏÓÏÂÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÔÏÖÅ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÒÏÄ. äÅÌÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÏ- ÓÌÅ ŒÙËÁÌÙŒÁÎÉÑ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÔÏÞÅË ÉÚ ÓÆÅÒÙ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ ÎÅ ÔÅÒÑÅÔÓÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ Ï ÞÉÓÌÅ ÒÕÞÅË, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÉ g ≠ h ÓÆÅÒÁ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ É ÎÅ- ÓËÏÌØËÉÍÉ ŒÙËÏÌÏÔÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ ÓÆÅÒÅ Ó h ÒÕÞËÁÍÉ É ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ŒÙËÏÌÏÔÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ. á ÌÀÂÁÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÐÏÓÌÅ ŒÙËÁÌÙŒÁÎÉÑ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÔÏÞÅË ÐÒÅŒÒÁÝÁ- ÅÔÓÑ Œ ÓÆÅÒÕ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÙËÏÌÏÔÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÔÏÞÅË. þÔÏ ÖÅ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÐÒÉŒÏÄÉÍÏÊ ËÒÉŒÏÊ, ÔÏ ÏÎÁ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÆÅÒ Ó ÒÕÞËÁÍÉ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÙËÏÌÏÔÙ ÔÏÞËÉ.

äÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÒÏÄÁ ËÒÉŒÏÊ É ÄÌÑ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÄÒÕÇÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ËÒÉŒÏÊ ÂÙŒÁÅÔ ÐÏÌÅÚÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÒÏÅËÃÉÀ CP^2 ÎÁ CP^1 É òÉÓ. 1.

ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÜÔÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÅÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÒÉŒÏÊ C ⊂ CP^2 ÎÁ CP^1. ðÏÄ ÐÒÏÅËÃÉÅÊ ÍÙ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÅÍ ÏÂÙÞÎÕÀ ÐÒÏÅËÃÉÀ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁ ÐÒÑ- ÍÕÀ. ðÒÉÍÅÒÏÍ ÔÁËÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÍÏÖÅÔ ÓÌÕÖÉÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (x, y, z) → (x, y); ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÄÌÑ ÔÏÞËÉ (0, 0, 1) ∈ CP^2. ðÒÉ ÐÒÏÅËÃÉÉ CP^2 (Ó ŒÙËÏÌÏÔÏÊ ÔÏÞËÏÊ) ÎÁ CP^1 ÐÒÏÏÂÒÁÚÏÍ ÔÏÞËÉ ÓÌÕÖÉÔ ÐÒÑÍÁÑ. ëÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ÐÒÑÍÁÑ Œ CP^2 ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ËÒÉŒÕÀ C ÓÔÅÐÅÎÉ n ÒÏŒÎÏ Œ n ÔÏÞËÁÈ. ðÏÜÔÏÍÕ Õ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË CP^1, ËÒÏÍÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉ- ÓÌÁ, ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÐÒÉ ÐÒÏÅËÃÉÉ ËÒÉŒÏÊ C ⊂ CP^2 ÎÁ CP^1 ÓÏÓÔÏÉÔ ÒÏŒÎÏ ÉÚ n ÔÏÞÅË. åÓÌÉ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÐÒÏÅËÃÉÉ ŒÄÏÌØ ÐÒÑÍÙÈ, ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ ËÒÉŒÏÊ C, ÉÌÉ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ËÒÉŒÙÅ, ÔÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ CP^1 ÂÕÄÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n ÔÏÞÅË. ôÅ ÔÏÞËÉ CP^1, ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÍÅÎÅÅ n ÔÏÞÅË, ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÔÏÞËÁÍÉ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ p : C → CP^1, Á ÓÁÍÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÙÍ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ.

îÁÐÏÍÎÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓŒÅÄÅÎÉÑ ÉÚ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÄŒÕÍÅÒÎÙÈ ÐÏŒÅÒÈÎÏ- ÓÔÅÊ. òÁÚÂÉÅÎÉÅ ÄŒÕÍÅÒÎÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÎÁ ËÒÉŒÏÌÉÎÅÊÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉ- ËÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÅÊ, ÅÓÌÉ ÓÔÏÒÏÎÙ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ ÌÉÂÏ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÈ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞÅË, ÌÉÂÏ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÎÅ- ËÏÔÏÒÏÊ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÉ ÓÆÅÒÙ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ ´_0, ´_1 É ´_2 | ÞÉÓÌÏ ŒÅÒÛÉÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ, ÞÉÓÌÏ ÒÅÂÅÒ (ÔÏ ÅÓÔØ ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ) É ÞÉÓÌÏ ÓÁ- ÍÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ. ôÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ ´_0 − ´_1 + ´_2 ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÜÊÌÅÒÏŒÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ; ÏÎÏ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÉ. üÊÌÅÒÏŒÁ ÈÁÒÁË- ÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÓÆÅÒÙ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ ÒÁŒÎÁ 2 − 2g. üÊÌÅÒÏŒÕ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ M^2 ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ χ(M^2).

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p : M^2 → N^2 ÄŒÕÍÅÒÎÙÈ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ ÎÁÚÙŒÁÀÔ n- ÌÉÓÔÎÙÍ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ N^2 ÉÍÅÅÔ ÔÁËÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U, ÞÔÏ ÅÅ ÐÒÏÏÂÒÁÚ p^{−1}(U) ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎ ÎÅÓŒÑÚÎÏÍÕ ÏÂSS-

ÅÄÉÎÅÎÉÀ n ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ U, ÐÒÉÞÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p ÕÓÔÒÏÅÎÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÅ p^{−1}(U) ËÁË ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ U. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÅ ŒÙÛÅ ÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ p : C → CP^1 ÐÏÓÌÅ ŒÙËÁÌÙŒÁÎÉÑ ÔÏÞÅË ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ É ÉÈ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÁËÒÙÔÉÅ.

ëÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ CP^1 ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÄÏ- ÂÁŒÌÅÎÉÑ Ë ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍÕ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ C ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁ- ÌÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄŒÕÍÅÒÎÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ CP^1 ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ S^2.

äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ ÄŒÕÍÅÒÎÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÄŒÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑ ŒÒÁÝÅÎÉÑ ŒÏËÒÕÇ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ. åÓÌÉ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞ- ËÁÈ ÄŒÕÍÅÒÎÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÚÁÄÁÎÏ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÅ ŒÒÁÝÅÎÉÑ, ÐÒÉÞÅÍ Œ ÂÌÉÚËÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑ ŒÒÁÝÅÎÉÑ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ, ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÚÁÄÁÎÁ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ. ðÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÏÖÎÏ ÚÁ- ÄÁÔØ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ, ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÊ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÌÏÓËÏÓÔØ R^2 ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÁ É ÞÔÏ ŒÙËÁÌÙŒÁÎÉÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÔÏÞÅË ÎÅ ŒÌÉÑÅÔ ÎÁ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÓÔØ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÆÅÒÁ S^2 ÏÒÉÅÎ- ÔÉÒÕÅÍÁ. ñÓÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ p : M^2 → N^2 | ÎÁËÒÙÔÉÅ É ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ N^2 ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÁ, ÔÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ M^2 ÔÏÖÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÁ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÎÑÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ p Ó N^2 ÎÁ M^2 (ÎÏ ÎÅ ŒÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÏÐÕÓÔÉÔØ Ó M^2 ÎÁ N^2). ðÏÜÔÏÍÕ ÌÀÂÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉŒÁÑ C Œ CP^2 ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÕÀ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ, ÔÁË ËÁË ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ p : C → CP^1 ≈ S^2.

úÁÄÁÞÁ 4.1. ðÒÉŒÅÓÔÉ ÐÒÉÍÅÒ ÎÁËÒÙÔÉÑ p : M^2 → N^2, ÇÄÅ ÐÏŒÅÒÈ- ÎÏÓÔØ M^2 ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÁ, Á ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ N^2 ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 4.1. ðÕÓÔØ p : M^2 → N^2 | n-ÌÉÓÔÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ, ÐÒÉ- ÞÅÍ M^2 É N^2 | ËÏÍÐÁËÔÎÙÅ ÄŒÕÍÅÒÎÙÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ. ôÏÇÄÁ χ(M^2) = nχ(N^2).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÅÌËÕÀ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÀ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ N^2. ôÏÇÄÁ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÜÔÏÊ ÔÒÉÁÎ- ÇÕÌÑÃÉÉ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ n ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ, ÐÒÉ- ÞÅÍ ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ ÜÔÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÀ ÐÏŒÅÒÈÎÏ- ÓÔÉ M^2. œ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ M^2 ËÁÖÄÏÍÕ ÔÒÅ- ÕÇÏÌØÎÉËÕ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ N^2 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÒÏŒÎÏ n ÔÒÅ- ÕÇÏÌØÎÉËÏŒ, ËÁÖÄÏÍÕ ÒÅÂÒÕ | ÒÏŒÎÏ n ÒÅÂÅÒ, Á ËÁÖÄÏÊ ŒÅÒÛÉÎÅ | ÒÏŒ- ÎÏ n ŒÅÒÛÉÎ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, χ(M^2) = nχ(N^2). 2

úÁÄÁÞÁ 4.2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÆÅÒÁ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ ÎÁËÒÙŒÁÅÔ ÓÆÅÒÕ Ó

h ÒÕÞËÁÍÉ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ g − 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ h − 1 (ÚÄÅÓØ g, h ≥ 1). äÌÑ ÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÙÈ ÎÁËÒÙÔÉÊ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÁÎÁÌÏ- ÇÉÞÎÏÅ ÔÅÏÒÅÍÅ 4.1.

ôÅÏÒÅÍÁ 4.2 (òÉÍÁÎ{çÕÒŒÉÃ). ðÕÓÔØ p : M^2 → N^2 | n-ÌÉÓÔÎÏÅ ÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ Ó k ÔÏÞËÁÍÉ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ, ÐÒÉÞÅÍ ÔÏÞËÉ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ

ÉÍÅÀÔ n_1, . . . , n_k ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ. ôÏÇÄÁ

χ(M^2) = n ( χ(N^2) − k ) + n_1 + . . . + n_k.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÚÏÂØÅÍ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ N^2 ÎÁ ÄŒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ:

N^2 = N^2_A ∪ N^2_B, ÇÄÅ N^2_A | ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ ÔÏÞÅË ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ, N^2_B | ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ N^2_A. ôÏÇÄÁ

χ(N^2) = χ(N^2_A) + χ(N^2_B) − χ(N^2_A ∩ N^2_B).

îÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ N^2_A ∩ N^2_B ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, ÐÏÜÔÏÍÕ χ(N^2_A ∩ N^2_B) = 0. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

χ(N^2) = A_N + B_N , ÇÄÅ A_N = χ(N^2_A), B_N = χ(N^2_B).

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÒÁÚÏÂØÅÍ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ M^2 ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M^2_A = p^{−1}(N^2_A) É M^2_B = p^{−1}(N^2_B). œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÍ

χ(M^2) = A_M + B_M , ÇÄÅ A_M = χ(M^2_A), B_M = χ(M^2_B).

ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ p ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M^2_B ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ, ÐÏ- ÜÔÏÍÕ B_M = nB_N , Á ÚÎÁÞÉÔ,

χ(M^2) − A_M = n ( χ(N^2) − A_N ) . íÎÏÖÅÓÔŒÏ M^2_A ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ n_1 + . . . + n_k ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ËÒÕÇÏŒ, Á ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ N^2_A ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ k ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ËÒÕÇÏŒ. ñÓÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÜÊÌÅÒÏŒÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ËÒÕÇÁ ÒÁŒÎÁ 1. ðÏÜÔÏÍÕ A_M = n_1 + . . . + n_k É A_N = n. 2

ðÒÉÍÅÒ 4.1. ëÒÉŒÁÑ x^n + y^n + z^n = 0 ÉÍÅÅÔ ÒÏÄ^{(n−1)(n−2)}_2 . äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÍÅÔÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÁÑ ËÒÉŒÁÑ C ÎÅÏÓÏÂÁÑ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÒÏÅËÃÉÑ p : CP^2 − (0, 0, 1) → CP ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p^′ : C → CP^1, ÔÁË ËÁË (0, 0, 1) /∈ C. ðÒÏÏÂÒÁÚ ÔÏÞËÉ (x_0, y_0) ∈ CP^1 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÞÅË (x_0, y_0, z) ∈ CP , ÇÄÅ z^n = −(x^n_0 + y^n_0 ). åÓÌÉ x^n_0 + y^n_0 ≠ 0, ÔÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÓÏÓÔÏÉÔ ÒÏŒÎÏ ÉÚ n ÔÏÞÅË, Á ÅÓÌÉ x^n_0 + y^n_0 = 0, ÔÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ. ðÏÜÔÏÍÕ p^′ | n-ÌÉÓÔÎÏÅ ÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ Ó ÔÏÞËÁÍÉ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ (1, ε_n), ÇÄÅ ε_n | ËÏÒÅÎØ n-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ òÉÍÁÎÁ{çÕÒŒÉÃÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ χ(C) = n ( χ(S^2) − n ) + n = n(2 − n) + n = −n^2 + 3n.

ðÏÜÔÏÍÕ g = 2 − χ(C) 2 = n^2 − 3n + 2 2 = (n − 1)(n − 2) 2 .2

ðÒÉÍÅÒ 4.2. ðÒÉ n ≥ 3 ÒÏÄ ËÒÉŒÏÊ y^2 = Pn(x), ÇÄÅ Pn | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÂÅÚ ËÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ, ÒÁŒÅÎ^{[n−1}_2^].

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ Pn(x) = a0 + a1x + . . . + anx^n. ôÏÇÄÁ ÒÁÓ- ÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÁÑ ËÒÉŒÁÑ C Œ CP^2 ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ y^2z^{n−2} =^∑ a_iz^{n−i}x^i. ðÒÉ n > 3 ËÒÉŒÁÑ C ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÕÀ ÔÏÞËÕ (0,1,0).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p : CP^2 − (0, 1, 0) → CP^1 , ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ÔÏÞËÕ (x, y, z) Œ ÔÏÞËÕ (x, z). ðÕÓÔØ p^′ : C−(0, 1, 0) → CP^1 | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ p. îÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÐÒÉ x = 1 ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÔÏÞËÉ (x, z) ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÔÏÞËÅ (0,1,0) ÐÒÉ z → 0. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, y^2 ≈ a_nz^{2−n} → ∞, ÐÏÜÔÏÍÕ (1, y, z) = ( 1 y , 1, z y ) → (0, 1, 0). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p^′ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÄÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ŒÓÅÊ ËÒÉŒÏÊ C, ÐÏÌÏÖÉŒ p^′((0, 1, 0)) = (1, 0).

þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÔÏÞËÉ (x_0, y_0) ∈ CP^1, ÎÕÖÎÏ ÒÅÛÉÔØ ÕÒÁŒÎÅ- ÎÉÅ y^2 = z^2_0 P_n^{( x0}_{z0}^). åÓÌÉ^{x0}_{z0} | ÎÅ ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P_n, ÔÏ ÜÔÏ ÕÒÁŒÎÅ- ÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÒÏŒÎÏ ÄŒÁ ËÏÒÎÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÔÏÞËÁÍÉ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P_n É, ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÏÞËÁ (1,0). ðÒÏŒÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ (1,0) ÂÕ- ÄÅÔ ÔÏÞËÏÊ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ n ÎÅÞÅÔÎÏ. ðÒÉ ÍÁÌÙÈ z ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÔÏÞËÉ (1, z) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÞÅË ŒÉÄÁ (1, y, z), ÇÄÅ y^2 ≈ a_nz^{2−n}. ðÕÓÔØ z = ρe^{iφ}. ðÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ φ ÏÔ 0 ÄÏ 2π (ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÉ ÏÂÈÏÄÅ ŒÏËÒÕÇ ÔÏÞËÉ (1, 0) ∈ CP^1) ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÔÏÞËÉ y ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ (2 − n)π. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ n ÎÅÞÅÔÎÏÍ y ÉÚÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÙ ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ ÎÁ ÄÒÕÇÕÀ ŒÅÔŒØ, Á ÐÒÉ n ÞÅÔÎÏÍ y ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÙ ŒÏÚŒÒÁÝÁÅÍÓÑ ÎÁ ÉÓÈÏÄÎÕÀ ŒÅÔŒØ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ ÒÁŒÎÏ 2^{[ n+1}_2^]. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ òÉÍÁÎÁ{çÕÒŒÉÃÁ

2 − 2g = 2 ( 2 − 2

[ n + 1 2 ]) + 2 [ n + 1 2 ] , ÔÏ ÅÓÔØ g =^{[n+1}_2^] − 1 =^{[ n−1}_2^] . 2

ðÒÉÍÅÒ 4.3. òÏÄ ÎÅÏÓÏÂÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÒÁŒÅÎ^{(n−1)(n−2)}_2 . ðÅÒŒÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ F (x, y, z) = 0 | ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÎÅÏÓÏ- ÂÏÊ ËÒÉŒÏÊ C ⊂ CP^2 ÓÔÅÐÅÎÉ n. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ (0,0,1) ÎÅ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ËÒÉŒÏÊ C. ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÒÏÅËÃÉÀ p : C → óP^1, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÕÀ ÔÏÞËÕ (x, y, z) Œ ÔÏÞËÕ (x, y). ðÒÏÏÂÒÁÚ ÔÏÞËÉ (x_0, y_0) ÓÏ- ÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÞÅË (x_0, y_0, z), ÇÄÅ z | ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (z) = F (x_0, y_0, z). ôÏÞËÁÍ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ËÒÁÔÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, ÔÏ

ÅÓÔØ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÒÉŒÙÈ F = 0 É^{∂F}_{∂z} = 0. óÔÅÐÅÎÉ ÜÔÉÈ ËÒÉŒÙÈ ÒÁŒÎÙ n É n − 1 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ËÒÉŒÙÈ ÎÅËÒÁÔÎÙÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÒÁŒÎÏ n(n − 1). œ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ ÓÏÓÔÏÉÔ ÒÏŒÎÏ ÉÚ n − 1 ÔÏÞËÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ

χ = n(2 − n(n − 1)) + n(n − 1)^2 = 2n − n(n − 1) = 3n − n^2,

Á ÚÎÁÞÉÔ, g = (n − 1)(n − 2) 2 . ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÅÓÔØ É ËÒÁÔÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ. îÁÐÏ- ÍÎÉÍ, ÞÔÏ

χ = n(2 − k) + n_1 + . . . + n_k = 2n − k∑ i=1 (n − n_i). äÌÑ ÎÅËÒÁÔÎÙÈ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ n−n_i = 1. á ËÏÇÄÁ d ÎÅËÒÁÔÎÙÈ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÓÌÉŒÁÀÔÓÑ Œ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ d, ŒÍÅÓÔÏ d ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ n − n_i = 1 ÐÏÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ, ÒÁŒÎÏÅ d. óÁÍÁ ÓÕÍÍÁ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ. 2

œÔÏÒÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÏÐÏÓÔÁŒÉŒ ËÒÉŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ n ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔÙ ÚÁÄÁÀÝÅÇÏ ÅÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏ- ÓÔÉ), ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ËÒÉŒÙÈ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ Ó CP^d, ÇÄÅ d =^{n(n+3)}_2 .

ëÒÉŒÁÑ F = 0 ÂÕÄÅÔ ÏÓÏÂÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ F = 0, F_x = 0, F_y = 0, F_z = 0 ÉÍÅÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. œ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ F = 0 ÌÉÛÎÅÅ, ÔÁË ËÁË nF = xF_x + yF_y + zF_z. éÚ ÔÒÅÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ F_x = 0, F_y = 0, F_z = 0 ÍÏÖÎÏ ÉÓËÌÀÞÉÔØ x, y É z. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕ- ÞÉÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ a_{ij}. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÓÏÂÙÅ ËÒÉŒÙÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ËÏÒÁÚ- ÍÅÒÎÏÓÔÉ 1, ÔÏ ÅÓÔØ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2. üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅ ÒÁÚÂÉŒÁÅÔ CP^d, É, ÚÎÁÞÉÔ, ÎÅÏÓÏÂÙÅ ËÒÉŒÙÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÓŒÑÚÎÏÅ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ. ðÒÉ ÍÁÌÏÍ ÛÅŒÅÌÅÎÉÉ ÎÅÏÓÏÂÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÅÅ ÒÏÄ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÚÍÅÎÉÔØ- ÓÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ Õ ŒÓÅÈ ÎÅÏÓÏÂÙÈ ËÒÉŒÙÈ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÒÏÄ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ.

ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÐÒÉÍÅÒÏÍ 4.1, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÙ- ÞÉÓÌÅÎ ÒÏÄ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÎÅÏÓÏÂÏÊ ËÒÉŒÙÈ ÓÔÅÐÅÎÉ n. îÏ ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ É ÒÏÄ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÎÅÏÓÏÂÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ n, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ËÒÉŒÏÊ l_1 · . . . · l_n = ε, ÇÄÅ l_1, . . . , l_n | ÐÒÑÍÙÅ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ, ε | ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÅ ÞÉÓÌÏ. ëÒÉŒÁÑ l_i = 0 ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÓÆÅÒÕ S^2 ⊂ CP^2. äÌÑ ËÒÉŒÏÊ l_1 · . . . · l_n = ε ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÐÒÑÍÙÈ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÔÒÕÂÏÞËÏÊ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÜÔÉÍ ÐÒÑÍÙÍ ÓÆÅÒÙ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ n ÓÆÅÒ, ÐÏÐÁÒÎÏ ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ ÔÒÕÂÏÞËÁÍÉ (ÒÉÓ. 2).

ëÒÉŒÁÑ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ËÒÉŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ n − 1 ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅÍ n − 2 ÒÕÞÅË, ÐÒÉÞÅÍ ÒÏÄ ËÒÉŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ 1 ÒÁŒÅÎ 0. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÏÄ ËÒÉŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÒÁŒÅÎ

1 + 2 + . . . + (n − 2) =

(n − 1)(n − 2) 2 . 2 ó ÐÏÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÕÌÙ òÉÍÁÎÁ{çÕÒŒÉÃÁ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ËÁ- ÓÁÔÅÌØÎÙÈ Ë ÄÁÎÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ C, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ O. œÙ- ÂÅÒÅÍ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ Œ CP^2 ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÐÒÑÍÕÀ CP^1, ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ O, É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÅËÃÉÀ p ËÒÉŒÏÊ C ÎÁ CP^1 ÉÚ ÔÏÞËÉ O (ÒÉÓ. 3). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÙÍ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ. ëÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ Ë ËÒÉŒÏÊ C, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ O, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÔÏÞËÁÍ ŒÅÔŒÌÅ- ÎÉÑ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ C | ÎÅÏÓÏÂÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÓÔÅÐÅÎÉ n, Á ÔÏÞËÁ O ÎÅ ÌÅÖÉÔ ÎÉ ÎÁ ËÒÉŒÏÊ C, ÎÉ ÎÁ ÄŒÏÊÎÙÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ, ÎÉ ÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØ- ÎÙÈ Œ ÔÏÞËÁÈ ÐÅÒÅÇÉÂÁ. (äŒÏÊÎÏÊ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÐÒÑÍÕÀ, ËÁÓÁÀÝÕÀÓÑ ËÒÉŒÏÊ C Œ ÄŒÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ.) ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ n − n_i = 1, ÐÏÜÔÏÍÕ χ = 2n − k∑ i=1 (n − n_i) = 2n − k, ÇÄÅ k | ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ. œ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ χ = 3n − n^2, ÐÏÜÔÏÍÕ k = n^2 − n. éÔÁË, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

òÉÓ. 4.

ôÅÏÒÅÍÁ 4.3. éÚ ÔÏÞËÉ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ÒÏŒÎÏ

n^2 − n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ Ë ÎÅÏÓÏÂÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ n.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. éÚ ÔÏÞËÉ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ, ÌÅÖÁÝÅÊ ÎÁ ÎÅÏÓÏÂÏÊ ËÒÉ- ŒÏÊ C ÓÔÅÐÅÎÉ n, ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ÒÏŒÎÏ n^2−n−1 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ Ë ËÒÉŒÏÊ C.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ëÏÇÄÁ ÔÏÞËÁ O ÐÏÐÁÄÁÅÔ ÎÁ ËÒÉŒÕÀ C, ÄŒÅ ËÁÓÁ- ÔÅÌØÎÙÅ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ O, ÓÌÉŒÁÀÔÓÑ Œ ÏÄÎÕ (ÒÉÓ. 4). 2 äÌÑ ÔÏÞËÉ O, ÌÅÖÁÝÅÊ ÎÁ ËÒÉŒÏÊ C, ÏÄÎÏÊ ÉÚ n^2 − n − 1 ËÁÓÁÔÅÌØ- ÎÙÈ ÂÕÄÅÔ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ Ë ËÒÉŒÏÊ Œ ÔÏÞËÅ O. åÓÌÉ ÜÔÕ ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ ÉÓ- ËÌÀÞÉÔØ, ÔÏ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ n^2 − n − 2 ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ. ïÓÏÂÅÎÎÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÁ ÓÉÔÕÁÃÉÑ Ó ÜÔÉÍÉ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍÉ Œ ÓÌÕÞÁÅ ËÕÂÉÞÅÓËÉÈ ËÒÉŒÙÈ. œ ÜÔÏÍ

ÓÌÕÞÁÅ n^2 − n − 2 = 4. õ ËÕÂÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÎÅÔ ÄŒÏÊÎÙÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ. ðÏÜÔÏÍÕ ÔÏÞËÁÍÉ ÎÅÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ÔÏÌØËÏ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÇÉÂÁ. îÏ Œ ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÎÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÎÉÞÅÇÏ ÐÌÏÈÏÇÏ | ÐÒÏÓÔÏ ÏÄÎÁ ÉÚ ÞÅÔÙÒÅÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ËÕÂÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÞÅÔŒÅÒËÕ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ. äÌÑ ÞÅÔŒÅÒËÉ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÉÈ ÄŒÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ [a, b, c, d] =^{c−a}_{c−b} :^{d−a}_{d−b} , ÇÄÅ a, b, c É d | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÄÁÎÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÑ- ÍÏÊ l (ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÒÑÍÏÊ l ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ). äŒÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ λ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÐÏÒÑÄËÁ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÂÅÒÕÔÓÑ ÐÒÑÍÙÅ.

úÁÄÁÞÁ 4.3. Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ [a, b, c, d] = [b, a, c, d]^{−1} = [a, b, d, c]^{−1}. Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ [a, b, c, d] = 1 − [a, c, b, d]. úÁÄÁÞÁ 4.4. Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ J(λ) = (1 − λ + λ^2)^3 λ^2(1 − λ)^2

ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÁÈ λ ÎÁ λ^{−1} É ÎÁ 1 − λ.

Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ λ | ÄŒÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÞÅÔÙÒÅÈ ÐÒÑÍÙÈ, ÔÏ

J(λ) ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÐÏÒÑÄËÁ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÂÅÒÕÔÓÑ ÐÒÑÍÙÅ.

ðÕÓÔØ x | ÔÏÞËÁ ËÕÂÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ, λ(x) | ÄŒÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÞÅ- ÔÙÒÅÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ, ÐÒÏŒÅÄÅÎÎÙÈ ÉÚ ÔÏÞËÉ x. üÔÉ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ŒÓÅÇÄÁ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ λ(x) ÎÅ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 0,1 É ∞. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ J(λ(x)) | ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÎÅ ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÁÑ ÚÎÁÞÅ- ÎÉÅ ∞, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. îÏ ËÕÂÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉŒÁÑ C Œ CP^2 ËÏÍÐÁËÔÎÁ, Á ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÅ ÐÏÓÔÏ- ÑÎÎÁ. ðÏÜÔÏÍÕ J(λ(X)) = J(C) | ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ ËÒÉŒÏÊ C. ðÏ ÎÅËÏÔÏ- ÒÙÍ ÐÒÉÞÉÎÁÍ ŒÍÅÓÔÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÁ J ÕÄÏÂÎÅÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ j = 2^8J.

úÁÄÁÞÁ 4.5. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÒÉŒÏÊ C, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ y^2 = x(x − 1)(x − λ), J(C) = J(λ). 5. ïŒÁÌÙ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ËÒÉŒÙÈ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÕÀ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ËÒÉŒÕÀ Œ RP^2, ÎÅ ÉÍÅÀÝÕÀ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË. ëÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÓŒÑÚÎÙÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ïËÒÕÖÎÏÓÔÉ Œ RP^2 ÂÙŒÁÀÔ ÄŒÕÈ ÔÉÐÏŒ Œ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÉÉ Ó ÔÅÍ, ËÁË ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÉÈ ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ ÐÒÉ ÎÁËÒÙÔÉÉ p : S^2 → RP^2.

á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÍÏÖÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÌÉÂÏ ÉÚ ÄŒÕÈ ÏËÒÕÖ- ÎÏÓÔÅÊ, ÌÉÂÏ ÉÚ ÏÄÎÏÊ. œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÒÁÚÂÉŒÁÅÔ RP^2 ÎÁ ÄŒÅ ÞÁÓÔÉ (ÌÉÓÔ íÅÂÉÕÓÁ É ËÒÕÇ), Á ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÒÁÚÂÉŒÁÅÔ RP^2 (ÒÁÚÒÅÚÁŒ ÐÏ ÎÅÊ RP^2, ÐÏÌÕÞÉÍ ËÒÕÇ). ëÏÍÐÏÎÅÎÔÕ ÁÌÇÅ- ÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ, ÒÁÚÂÉŒÁÀÝÕÀ RP^2 ÎÁ ÄŒÅ ÞÁÓÔÉ, ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÏŒÁÌÏÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 5.1. œÓÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÞÅÔÎÏÊ ÓÔÅ- ÐÅÎÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏŒÁÌÁÍÉ, Á Õ ËÒÉŒÏÊ ÎÅÞÅÔÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÅÓÔØ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÁ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ, ÎÅ ÒÁÚÂÉŒÁÀÝÁÑ RP^2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÚÒÅÚÁŒ RP^2 ÐÏ ÎÅÒÁÚÂÉŒÁÀÝÅÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ, ÐÏ- ÌÕÞÉÍ ËÒÕÇ. á Œ ËÒÕÇÅ ŒÓÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÏÄÎÏÔÉÐÎÙÅ - ÌÀÂÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÒÁÚÂÉŒÁÅÔ ËÒÕÇ ÎÁ ÄŒÅ ÞÁÓÔÉ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Õ ËÒÉŒÏÊ Œ RP^2 ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊ ÎÅÒÁÚÂÉŒÁÀÝÅÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÎÅÒÁÚÂÉŒÁÀÝÉÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÒÁŒÎÏ 0 ÉÌÉ 1. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÅÒŒÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ËÒÉŒÏÊ ÞÅÔÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, Á ŒÔÏÒÏÊ ÓÌÕÞÁÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ËÒÉŒÏÊ ÎÅÞÅÔÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ. ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔŒÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ R^2 Œ ŒÉÄÅ ËÒÕÇÁ É ÒÁÓËÒÁÓÉÍ ÜÔÏÔ ËÒÕÇ Œ ÄŒÁ ÃŒÅÔÁ, ÍÅÎÑÑ ÃŒÅÔ ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÞÅÒÅÚ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉ- ŒÏÊ. œ ÓÌÕÞÁÅ ËÒÉŒÏÊ Ó ÏÄÎÏÊ ÎÅÒÁÚÂÉŒÁÀÝÅÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÏÊ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØ- ÎÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÂÕÄÕÔ ÒÁÚÎÏÃŒÅÔÎÙÍÉ (ÒÉÓ. 5(Á)), Á Œ ÓÌÕÞÁÅ ËÒÉŒÏÊ ÂÅÚ ÎÅÒÁÚÂÉŒÁÀÝÉÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÂÕÄÕÔ ÏÄÎÏÃŒÅÔÎÙÍÉ (ÒÉÓ. 5(Â)).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ R^2 ËÒÉŒÕÀ f(x, y) = 0 ÓÔÅÐÅÎÉ n. ïÂÌÁÓÔÉ, ÇÄÅ f(x, y) > 0, ÏËÒÁÓÉÍ ÏÄÎÉÍ ÃŒÅÔÏÍ, Á ÏÂÌÁÓÔÉ, ÇÄÅ f(x, y) < 0, ÏËÒÁ- ÓÉÍ ÄÒÕÇÉÍ ÃŒÅÔÏÍ. îÁ ÐÒÑÍÏÊ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÜÔÉ ÏÂÌÁÓÔÉ ÓÔÒÏÇÏ ÞÅÒÅÄÕÀÔÓÑ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÞÅÔÎÏÓÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÜÔÉÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÐÒÏÔÉ- ŒÏÐÏÌÏÖÎÁ ÞÅÔÎÏÓÔÉ n, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÞÅÔÎÏÓÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÞÅÔÎÏÓÔØÀ n. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ,

ÞÔÏ ÄÌÑ ËÒÉŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÂÕÄÕÔ ÒÁÚÎÏÃŒÅÔÎÙÍÉ ÐÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ n É ÏÄÎÏÃŒÅÔÎÙÍÉ ÐÒÉ ÞÅÔÎÏÍ n. óÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ n Õ ËÒÉŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÅÓÔØ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÁ ÎÅÒÁÚ- ÂÉŒÁÀÝÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ, Á ÐÒÉ ÞÅÔÎÏÍ n ÎÅÒÁÚÂÉŒÁÀÝÉÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÎÅÔ. 2 ôÅÏÒÅÍÁ 5.2 (çÁÒÎÁË). ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅ- ÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÒÏÄÁ g ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ g + 1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÀ ÄÁÎÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÒÉŒÕÀ C Œ CP^2. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÉÎŒÏÌÀÃÉÑ σ : (x, y, z) → (—x, —y, —z) ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÄÌÑ ÔÏÞËÉ CP^2 É ÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÍÉ ÌÉÛØ ÔÏÞËÉ RP^2 ⊂ CP^2. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÔÁË ËÁË ËÏÜÆ- ÆÉÃÉÅÎÔÙ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ËÒÉŒÏÊ C ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ, ÉÎŒÏÌÀÃÉÑ σ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ËÒÉŒÕÀ C Œ ÓÅÂÑ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ γ_1, . . . , γ_h ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÔÏÞÅË ËÒÉŒÏÊ C, ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÈ ÐÒÉ ÉÎ- ŒÏÌÀÃÉÉ σ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ËÒÉŒÙÅ γ_1, . . . , γ_h ÍÏÇÕÔ ÒÁÚÂÉŒÁÔØ ÐÏŒÅÒÈ- ÎÏÓÔØ C ÔÏÌØËÏ ŒÓÅ ŒÍÅÓÔÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ËÒÉŒÙÅ γ_1, . . . , γ_{h−1} ÎÅ ÒÁÚÂÉŒÁÀÔ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ C. ðÕÓÔØ ËÒÉŒÙÅ γ_1, . . . , γ_h ÒÁÚÂÉŒÁÀÔ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ C ÎÁ ÞÁÓÔÉ X_1, . . . , X_n. åÓÌÉ n = 1, ÔÏ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÐÏ- ÜÔÏÍÕ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ n > 1. ôÏÞËÉ ËÒÉŒÙÈ γ_1, . . . , γ_h ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙ ÐÒÉ ÉÎŒÏÌÀÃÉÉ σ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X_1 É σX_1 ÓËÌÅÉŒÁÀÔÓÑ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁË, ËÁË ÐÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 6(Á), Á ÎÅ ÔÁË, ËÁË ÐÏËÁ- ÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 6(Â).

ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ C ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄŒÕÈ ÓŒÑÚÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ X_1 É σX_1. ðÅÒÅÊÄÑ ÞÅÒÅÚ ÌÀÂÕÀ ÉÚ ËÒÉŒÙÈ γ_1, . . . , γ_h, ÍÙ ÐÏÐÁÄÅÍ ÉÚ X_1 Œ σX_1, ÐÏÜÔÏÍÕ ËÒÉŒÙÅ γ_1, . . . , γ_{h−1} ÎÅ ÒÁÚÂÉŒÁÀÔ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ C.

éÔÁË, ËÒÉŒÙÅ γ_1, . . . , γ_{h−1} ÎÅ ÒÁÚÂÉŒÁÀÔ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ C. þÔÏÂÙ ÄÏËÁ-

ÚÁÔØ, ÞÔÏ h ≤ g + 1, ÔÏ ÅÓÔØ h − 1 ≤ g, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

ìÅÍÍÁ. åÓÌÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ËÒÉŒÙÅ ÎÁ ÐÏ- ŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÒÏÄÁ g ÎÅ ÒÁÚÂÉŒÁÀÔ ÅÅ ÎÁ ÞÁÓÔÉ, ÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÜÔÉÈ ËÒÉŒÙÈ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ g.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÚÒÅÖÅÍ ÓÆÅÒÕ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ ÐÏ ÄÁÎÎÙÍ k ÐÏ- ÐÁÒÎÏ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÓÑ ËÒÉŒÙÍ. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÍ ÓŒÑÚÎÕÀ ÐÏ- ŒÅÒÈÎÏÓÔØ, ËÒÁÊ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 2k ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ. üÔÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÓÆÅÒÕ Ó x ÒÕÞËÁÍÉ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÙÒÅÚÁÎÏ 2k ÄÉÓËÏŒ. œÙÒÅÚÁÎÉÅ ÉÚ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÄÉÓËÁ ÕÍÅÎØÛÁÅÔ ÜÊÌÅÒÏŒÕ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ ÎÁ 1. ðÏÜÔÏÍÕ ÜÊÌÅÒÏŒÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÒÁŒÎÁ (2−2x)−2k. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÒÁÚÒÅÚÁÎÉÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÐÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔ ÜÊÌÅÒÏŒÕ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÜÊÌÅÒÏŒÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉ- ËÁ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÒÁŒÎÁ ÜÊÌÅÒÏŒÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ ÓÆÅÒÙ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ, ÔÏ ÅÓÔØ 2 − 2x − 2k = 2 − 2g. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, k = g − x ≤ g, ÔÁË ËÁË x ≥ 0. 22

éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ çÁÒÎÁËÁ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËÒÉŒÁÑ ÒÏÄÁ 0 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ.

ïÃÅÎËÁ, ÄÁŒÁÅÍÁÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ çÁÒÎÁËÁ, ÔÏÞÎÁÑ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ËÒÉŒÁÑ y^2 = (x − a_1) . . . (x − a_n), ÇÄÅ a_1 < a_2 < . . . < a_n, ÉÍÅÅÔ ÒÏÄ^{[ n−1}_2^], Á ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÜÔÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÒÁŒÎÏ^{[n+1}_2^].

ë ÏÃÅÎËÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ËÒÉŒÏÊ ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÏÊÔÉ ÎÅ ÔÏÌØËÏ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÒÏÄÁ, ÎÏ É Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ. íÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÒÏÄ ËÒÉŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÒÁŒÅÎ^{(n−1)(n−2)}_2 . ðÏÜÔÏÍÕ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ËÒÉŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÒÁŒÎÏ^{(n−1)(n−2)}_2 +1. ëÒÉŒÙÅ Ó ÔÁËÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÎÁÚÙŒÁÀÔ M-ËÒÉŒÙÍÉ. çÁÒÎÁË ÕËÁÚÁÌ ÓÐÏÓÏÂ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ M-ËÒÉŒÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ. üÔÏÔ ÓÐÏÓÏÂ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÅÍ.

ôÒÅÂÕÅÍÁÑ ËÒÉŒÁÑ C_n ÓÔÅÐÅÎÉ n ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ n. ðÏÓÔÒÏÅ- ÎÉÅ ÎÁÞÉÎÁÅÍ Ó ËÏÎÉËÉ C_2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÑÍÕÀ l, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÕÀ ËÏÎÉËÕ C_2 Œ ÄŒÕÈ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ A_1 É A_2 (ÒÉÓ. 7).

îÁ ÌÕÞÅ A_1∞ ŒÙÂÅÒÅÍ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ É ÐÒÏŒÅÄÅÍ ÞÅÒÅÚ ÎÉÈ ÐÒÑÍÙÅ l_1, l_2 É l_3, ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅ ËÏÎÉËÕ C_2. ëÒÉŒÕÀ C_3 ÚÁÄÁÄÉÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ lC_2 + tl_1l_2l_3 = 0. åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ t ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏ É ÉÍÅÅÔ ÎÕÖÎÙÊ ÚÎÁË, ÔÏ ËÒÉŒÁÑ C_3 ŒÙÇÌÑÄÉÔ ËÁË ÐÕÎËÔÉÒÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÎÁ ÒÉÓ. 7.

äÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ËÒÉŒÏÊ C_4 ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ËÒÉŒÁÑ C_3. œÙÂÅÒÅÍ ÎÁ ÏÔ- ÒÅÚËÅ A_1A_2 ÞÅÔÙÒÅ ÔÏÞËÉ É ÐÒÏŒÅÄÅÍ ÞÅÒÅÚ ÎÉÈ ÐÒÑÍÙÅ l_1, . . . , l_4, ËÁÖÄÁÑ

ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ËÒÉŒÕÀ C_3 ÒÏŒÎÏ Œ ÏÄÎÏÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ (ÒÉÓ. 8).

ëÒÉŒÁÑ C_4 ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ lC_3 + tl_1l_2l_3l_4 = 0; ÏÎÁ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ ÐÕÎËÔÉÒÏÍ ÎÁ ÒÉÓ. 8.

ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ËÒÉŒÏÊ C_5 Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÒÉŒÏÊ C_4 ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 9. ëÒÉŒÁÑ C_n ÐÒÉ n ≥ 5 ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.

ðÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ n ÎÁ ÌÕÞÅ A_1∞ ŒÙÂÉÒÁÅÔÓÑ n ÔÏÞÅË É ÞÅÒÅÚ ÎÉÈ ÐÒÏŒÏ- ÄÑÔÓÑ ÐÒÑÍÙÅ, ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅ ËÒÉŒÕÀ C_{n−1}, Á ÐÒÉ ÞÅÔÎÏÍ n ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ A_1A_2 ŒÙÂÉÒÁÅÔÓÑ n ÔÏÞÅË É ÞÅÒÅÚ ÎÉÈ ÐÒÏŒÏÄÑÔÓÑ ÐÒÑÍÙÅ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏ- ÔÏÒÙÈ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ËÒÉŒÕÀ C_{n−1} ÒÏŒÎÏ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ. åÓÌÉ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ËÒÉŒÏÊ C_{n−1} ÒÁŒÎÏ N, ÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ËÒÉŒÏÊ C_n ÒÁŒÎÏ N + (n − 2). ðÏÜÔÏÍÕ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ËÒÉŒÏÊ C_n ÒÁŒÎÏ

1 + 1 + 2 + . . . + (n − 2) =

(n − 1)(n − 2) 2 + 1.

6. æÏÒÍÕÌÙ ðÌÀËËÅÒÁ

ðÒÑÍÏÊ l Œ CP^2, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ ax + by + cz = 0, ÍÏÖÎÏ ÓÏ- ÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÔÏÞËÕ l^∗ = (a, b, c). é ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÔÏÞËÅ A = (a, b, c) ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÐÒÑÍÕÀ A^∗, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ ax + by + cz = 0. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ (l^∗)^∗ = l É (A^∗)^∗ = A. óÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÅ A ←→ A^∗ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØÀ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÎÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ, ÔÁË ËÁË ÏÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÍÏÖÅÔ ÐÏÌÕÞÉÔØÓÑ ÄÒÕÇÏÅ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÅ.

òÉÓ. 9.

ðÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ŒÁÖÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔ- ŒÏÍ: ÔÏÞËÉ A É B ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ l ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÐÒÑÍÙÅ A^∗ É B^∗ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÔÏÞËÅ l^∗. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ ÔÏÞËÉ (a_1, b_1, c_1) É (a_2, b_2, c_2) ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ax + by + cz = 0. ôÏÇÄÁ aa_1 + bb_1 + cc_1 = 0 É aa_2 +bb_2 +cc_2 = 0, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÐÒÑÍÙÅ a_1x+b_1y+c_1z = 0 É a_2x+b_2y+c_2z = 0 ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ (a, b, c).

ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ËÒÉŒÏÊ C ⊂ CP^2 ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÕÀ ËÒÉŒÕÀ C^∗ ⊂ CP^2. äÅÌÁÅÔÓÑ ÜÔÏ ÓÌÅÄÕ- ÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ëÁÖÄÏÊ ÎÅÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÅ ËÒÉŒÏÊ C ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÐÒÑÍÕÀ l, ËÁÓÁÀÝÕÀÓÑ C Œ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ, Á ÐÒÑÍÏÊ l ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÔÏÞËÕ l^∗. ëÒÉŒÁÑ C^∗ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÓÅÈ ÔÏ- ÞÅË l^∗, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

äÌÑ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÈ ËÒÉŒÙÈ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (C^∗)^∗ = C. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÜÔÏÇÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ A ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ËÒÉŒÏÊ C, ÔÏ ÐÒÑÍÁÑ A^∗ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ËÒÉŒÏÊ C^∗ (ÒÉÓ. 10). ðÏÜÔÏÍÕ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ËÒÉŒÏÊ C^∗ ÂÕÄÅÔ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÁ ÔÏÞËÁ ËÒÉŒÏÊ C.

úÁÄÁÞÁ 6.1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÙÐÕËÌÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÁ ŒÙÐÕËÌÁÑ ËÒÉŒÁÑ. (úÁÍËÎÕÔÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ R^2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÙÐÕËÌÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÅÔ ŒÙÐÕËÌÕÀ ÆÉÇÕÒÕ.)

úÁÄÁÞÁ 6.2. Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÌÌÉÐÓÕ^{x2}_{a2} +^{y2}_{b2} = 1 ÄŒÏÊÓÔŒÅÎ ÜÌÌÉÐÓ

a^2x^2 + b^2y^2 = 1.

Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÎÅÏÓÏÂÏÊ ËÒÉŒÏÊ ŒÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÁ ËÒÉŒÁÑ ŒÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 6.1. åÓÌÉ ËÒÉŒÁÑ C ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ, ÔÏ ËÒÉŒÁÑ C^∗ ÔÏÖÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ËÒÉŒÁÑ C ÚÁÄÁÅÔÓÑ Œ CP^2 ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ

F (x, y, z) = 0. ëÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ Œ ÔÏÞËÅ (x_0, y_0, z_0) ∈ C ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ xF_x + yF_y + zF_z = 0,

ÇÄÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ F_x, F_y É F_z ÂÅÒÕÔÓÑ Œ ÔÏÞËÅ (x_0, y_0, z_0). äŒÏÊÓÔŒÅÎ- ÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ C^∗ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÞÅË Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (F_x, F_y, F_z). ôÒÅÂÕ- ÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ x_1 = F_x(x_0, y_0, z_0), y_1 = F_y(x_0, y_0, z_0) É z_1 = F_z(x_0, y_0, z_0) ÓŒÑÚÁÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ G(x_1, y_1, z_1) = 0. äÏÂÁŒÉÍ Ë ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ x_1 = F_x, y_1 = F_y, z_1 = F_z ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ F (x_0, y_0, z_0) = 0 (ÉÌÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÅ ÅÍÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ x_1x_0 + y_1y_0 + z_1z_0 = 0). ôÏÇÄÁ ÉÚ ÜÔÉÈ ÞÅÔÙÒÅÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÂÕÄÅÔ ÉÓËÌÀÞÉÔØ x_0, y_0 É z_0. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅ- ÎÉÅ ÍÅÖÄÕ x_1, y_1 É z_1. 2

óÔÅÐÅÎØ ËÒÉŒÏÊ C^∗ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ËÌÁÓÓÏÍ ËÒÉŒÏÊ C. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ËÌÁÓÓ ËÒÉŒÏÊ C | ÜÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÒÉŒÏÊ C^∗ Ó ÐÒÑ- ÍÏÊ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ Ë ËÒÉŒÏÊ C, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ.

åÓÌÉ ËÒÉŒÁÑ C ÎÅÏÓÏÂÁÑ, ÔÏ ËÒÉŒÁÑ C^∗ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÂÕÄÅÔ ÎÅÏÓÏÂÏÊ. äÅÌÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÄŒÏÊÎÏÊ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞËÁ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅ- ÞÅÎÉÑ, Á ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Œ ÔÏÞËÅ ÐÅÒÅÇÉÂÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞËÁ ŒÏÚŒÒÁÔÁ (ÒÉÓ. 11).

ðÅÒŒÏÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÂÓÕÄÉÍ ÌÉÛØ ŒÔÏÒÏÅ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÒÉŒÕÀ y = x^3, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÁ (0,0) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÇÉÂÁ. ëÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ Ë ÜÔÏÊ ËÒÉŒÏÊ Œ ÔÏÞËÅ (x_0, y_0) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ y − y_0 = 3x^2_0(x − x_0), ÔÏ ÅÓÔØ

−3x^2_0x + y + 2x^3_0 = 0.

ðÏÜÔÏÍÕ ÔÏÞËÅ (x_0, x^3_0, 1) ∈ CP^2 ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ (−3x^2_0, 1, 2x^3_0) = = (−3x^{−1}_0 /2, x^{−3}_0 /2, 1). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÞÅË (x_1, y_1, 1), ÇÄÅ x_1 = −3x^{−1}_0 /2, y_1 = x^{−3}_0 /2. üÔÁ ËÒÉŒÁÑ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ (−2x_1/3)^3 = 2y_1. ëÒÉŒÁÑ ÐÏÌÕÞÉÌÁÓØ ÐÏÞÔÉ ÔÁ ÖÅ ÓÁÍÁÑ, òÉÓ. 13.

ÎÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÔÏÞËÅ (0,0,1) ÉÓÈÏÄÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞËÁ (0,1,0) ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ. œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ (0,1,0) ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÊ ËÒÉ- ŒÏÊ ÕÄÏÂÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (x_1, 1, z_1). ðÒÉ ÜÔÏÍ x_1 = −3x_0 É z_1 = 2x^3_0, ÔÏ ÅÓÔØ Œ ÜÔÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ 27z^2_1 + x^3_1 = 0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÏÞËÅ ÐÅÒÅÇÉÂÁ (ÒÉÓ. 12(Á)) ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÁ ÔÏÞËÁ ŒÏÚŒÒÁÔÁ (ÒÉÓ. 12(Â)).

üÌÌÉÐÓÙ^{x2}_{a2} + a^2y^2 = 1 É a^2x^2 +^{y2}_{a2} = 1 ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ, ÐÏ- ÜÔÏÍÕ ËÒÉŒÁÑ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÐÁÒÙ ÜÔÉÈ ÜÌÌÉÐÓÏŒ, ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÁ ÓÁÍÁ ÓÅÂÅ. œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ ÜÔÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, Á ÔÁËÖÅ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÔÏÞËÅ ÐÅÒÅÇÉÂÁ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÁ ÔÏÞËÁ ŒÏÚŒÒÁÔÁ, Á ÄŒÏÊÎÏÊ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÁ ÔÏÞ- ËÁ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ, ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ËÒÉŒÙÅ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÙÅ ÎÁ ÒÉÓ. 13, ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÓÏÂÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ËÒÉŒÙÈ C É C^∗ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉÛØ ÄŒÕËÒÁÔÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ É ÔÏÞËÉ ŒÏÚŒÒÁÔÁ. ðÕÓÔØ n | ÓÔÅ-

ÐÅÎØ ËÒÉŒÏÊ C, δ | ÞÉÓÌÏ ÅÅ ÔÏÞÅË ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ, k | ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË ŒÏÚŒÒÁÔÁ; n^∗, δ^∗ É k^∗ | ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÄÌÑ ËÒÉŒÏÊ C^∗. ðÌÀËËÅÒ ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ ÓŒÑÚÁÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ:

n^∗ = n(n − 1) − 2δ − 3k, 3n(n − 2) = k^∗ + 6δ + 8k, n = n^∗(n^∗ − 1) − 2δ^∗ − 3k^∗, 3n^∗(n^∗ − 2) = k + 6δ^∗ + 8k^∗.

üÔÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍÉ. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÔÒÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ.

ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ ðÌÀËËÅÒÁ, ÏÂÓÕÄÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÈ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ. äÌÑ ÎÅÏÓÏÂÏÊ ËÒÉŒÏÊ δ = 0 É k = 0, ÐÏÜÔÏÍÕ

k^∗ = 3n(n − 2), δ^∗ = n(n − 3)(n^2 + n − 6) 2 . îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ k^∗ | ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÇÉÂÁ ËÒÉŒÏÊ C, Á δ^∗ | ËÏÌÉ- ÞÅÓÔŒÏ ÄŒÏÊÎÙÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ËÒÉŒÏÊ C. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÅÏÓÏÂÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÓÔÅÐÅÎÉ 3 ÉÍÅÅÔ ÒÏŒÎÏ 9 ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÇÉÂÁ É ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÄŒÏÊÎÙÈ ËÁÓÁÔÅÌØ- ÎÙÈ, Á ÎÅÏÓÏÂÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÓÔÅÐÅÎÉ 4 ÉÍÅÅÔ ÒÏŒÎÏ 24 ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÇÉÂÁ É ÒÏŒÎÏ 28 ÄŒÏÊÎÙÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ.

îÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÙÍ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅÍ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÎÅÏÓÏÂÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÓÔÅ- ÐÅÎÉ 4 ÉÍÅÅÔ ÒÏŒÎÏ 28 ÄŒÏÊÎÙÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 6.2. ìÀÂÁÑ ÎÅÏÓÏÂÁÑ ËÕÂÉÞÅÓËÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ K Œ CP^3 ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÏŒÎÏ 27 ÐÒÑÍÙÈ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÙÂÅÒÅÍ ÔÏÞËÕ O ∈ K É ÓÐÒÏÅÃÉÒÕÅÍ K ÉÚ ÔÏÞ- ËÉ O ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ CP^2 ⊂ CP^3. ôÏÞËÁ O ŒÈÏÄÉÔ Œ ÞÉÓÌÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ ÔÏÞËÉ X ∈ CP^2 ÐÒÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÌÉÛØ Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÐÒÑÍÁÑ XO ËÁÓÁÅÔÓÑ K Œ ÔÏÞËÅ O. ðÏÞÔÉ ŒÓÅ ÐÒÑÍÙÅ ÐÅ- ÒÅÓÅËÁÀÔ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ K ÒÏŒÎÏ Œ ÔÒÅÈ ÔÏÞËÁÈ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÐÏÞÔÉ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË X ∈ CP^2 ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÓÏÓÔÏÉÔ ÒÏŒÎÏ ÉÚ ÄŒÕÈ ÔÏÞÅË. ôÏÞËÉ CP^2, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÓÏÓÔÏÉÔ ÒÏŒÎÏ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ËÒÉŒÕÀ ` | ËÒÉŒÕÀ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ. ðÒÏŒÅÒÉÍ, ÞÔÏ ËÒÉŒÁÑ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ ÉÍÅ- ÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ 4, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÞÔÉ ŒÓÅ ÐÒÑÍÙÅ (ÌÅÖÁÝÉÅ Œ CP^2) ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔ ÅÅ ÒÏŒÎÏ Œ ÞÅÔÙÒÅÈ ÔÏÞËÁÈ.

ðÕÓÔØ l | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÑÍÁÑ Œ CP^2. ðÌÏÓËÏÓÔØ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ O É ÐÒÑÍÕÀ l, ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ K ÐÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÕÂÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ C, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÔÏÞËÕ O. ôÏÞËÁÍ ËÒÉŒÏÊ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ ` ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÔ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ Ë ËÒÉŒÏÊ C, ÐÒÏŒÅÄÅÎÎÙÅ ÉÚ ÔÏÞËÉ O (ÒÉÓ. 14); ÐÒÉ ÜÔÏÍ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ O Œ ÔÏÞËÅ ÎÅ ÕÞÉÔÙŒÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ ÏÎÁ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔ- ÓÑ ÄŒÕËÒÁÔÎÏÊ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Œ ÔÏÞËÅ ÐÅÒÅÇÉÂÁ. äÌÑ

ÐÒÑÍÏÊ l ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÏŒÎÏ 4 ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ, ÔÏ ÅÓÔØ 4 ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó ËÒÉŒÏÊ `.

åÓÌÉ ÔÏÞËÁ O É ÐÌÏÓËÏÓÔØ CP^2 ŒÙÂÒÁÎÙ Œ ÏÂÝÅÍ ÐÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÔÏ ËÒÉ- ŒÁÑ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ ` ÂÕÄÅÔ ÎÅÏÓÏÂÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ Õ ÎÅÅ ÂÕÄÅÔ ÒÏŒÎÏ 28 ÄŒÏÊÎÙÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÄÎÁ ÉÚ ÜÔÉÈ ÄŒÏÊÎÙÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Ë ÐÏŒÅÒÈÎÏ- ÓÔÉ K Œ ÔÏÞËÅ O, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ 27 ÄŒÏÊÎÙÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÐÒÑÍÙÍ, ÌÅÖÁÝÉÍ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ K.

ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÕÂÅÄÉÍÓÑ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ O ∈ K ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅ- ÎÉÑ ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÐÒÑÍÁÑ, ÃÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÁÝÁÑ Œ K. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÙÅ, ÃÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÁÝÉÅ Œ K, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÐÒÑÍÙÈ Œ CP^3. œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÐÒÑÍÏÊ z = 0, w = 0, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÏÊ Œ CP^3, ÐÒÑÍÙÅ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ z = a_1x + b_1y, w = a_2x + b_2y. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÒÉ ÍÁÌÏÍ ÛÅŒÅÌÅÎÉÉ ÔÏÞÅË (1,0,0,0) É (0,1,0,0) Œ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÈ y = 0 É x = 0, ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÙÈ ÒÁÓ- ÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÏÞËÉ (1, 0, a_1, a_2) É (0, 1, b_1, b_2). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÑÍÁÑ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÁÑ Ë ÐÒÑÍÏÊ z = 0, w = 0, ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ (1, 0, a_1, a_2) É (0, 1, b_1, b_2), ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎÁ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ z = a_1x + b_1y, w = a_2x + b_2y.

ðÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ K ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ f(x, y, z, w) = 0. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ z = 0, w = 0 ÃÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÜÔÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÅÓÔØ f(x, y, 0, 0) = 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ x, y. ðÏÄÓÔÁŒÉÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ z = a_1x + b_1y, w = a_2x + b_2y Œ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ K. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÍ:

f(x, y, a_1x + b_1y, a_2x + b_2y) = ∑ f_ix^{3−i}y^i, (4)

ÇÄÅ f_i = f_i(a_1, a_2, b_1, b_2). ðÒÑÍÁÑ ÃÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ K ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f_1 = f_2 = f_3 = f_4 = 0. œ ÔÏÞËÅ (0,0,0,0) ÆÕÎË- ÃÉÉ f_i ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ ÎÕÌØ. ðÒÏŒÅÒÉÍ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÉÈ ÇÒÁÄÉÅÎÔÙ

ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÐÒÏÔÉŒÎÏÅ. ôÏÇÄÁ Œ ÔÏÞËÅ (0,0,0,0) ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

λ_1 ∂f_i ∂a_1 + λ_2 ∂f_i ∂a_2 + μ_1 ∂f_i ∂b_1 + μ_2 ∂f_i ∂b_2 = 0, (5)

ÇÄÅ ÞÉÓÌÁ λ_1, λ_2, μ_1, μ_2 ÎÅ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ.

ðÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁŒ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (4) ÐÏ a_1, ÐÏÌÕÞÉÍ x ∂f ∂z =^{3∑}_{i=0} ∂f_i ∂a_1 x^{3−i}y^i. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ, ÞÔÏ

(λ_1x + μ_1y) ∂f ∂z + (λ_2x + μ_2y) ∂f ∂w = = 3∑ i=0 x^{3−i}y^i ( λ_1 ∂f_i ∂a_1 + λ_2 ∂f_i ∂a_2 + μ_1 ∂f_i ∂b_1 + μ_2 ∂f_i ∂b_2 ) . œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ (a_1, a_2, b_1, b_2) = (0, 0, 0, 0), ÔÏ ÅÓÔØ

(x, y, a_1x + b_1y, a_2x + b_2y) = (x, y, 0, 0), ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ (5). œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÍ

(λ_1x + μ_1y) ∂f ∂z (x, y, 0, 0) + (λ_2x + μ_2y) ∂f ∂w (x, y, 0, 0) = 0. ðÒÉ ÜÔÏÍ^{∂f}_{∂z} É^{∂f}_{∂w} | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ŒÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ. äŒÁ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÁ ŒÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÏÇÕÔ ÓÏŒÐÁÓÔØ ÐÏÓÌÅ ÄÏÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÌÉÛØ Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ Õ ÜÔÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÅÓÔØ ÏÂÝÉÊ ËÏÒÅÎØ. ðÏÜÔÏÍÕ ∂f ∂z (α, β, 0, 0) = 0, ∂f ∂w (α, β, 0, 0) = 0, ÇÄÅ (α, β) ≠ (0, 0).

ðÒÑÍÁÑ z = 0, w = 0 ÃÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ f = 0. ðÏÜÔÏÍÕ f(x, y, z, w) = zq(x, y, z, w) = wh(x, y, z, w), Á ÚÎÁÞÉÔ, ∂f ∂x (x, y, 0, 0) = 0, ∂f ∂y (x, y, 0, 0) = 0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, (α, β, 0, 0) | ÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ f = 0, ÞÔÏ ÐÒÏ- ÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÕÓÌÏŒÉÀ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÔÏÞËÁ (0,0,0,0) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÌÉÒÏ- ŒÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ f_i = 0, ÔÏ ÅÓÔØ Œ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ

ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÐÒÑÍÏÊ z = 0, w = 0 ÎÅÔ ÄÒÕÇÉÈ ÐÒÑÍÙÈ, ÃÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ f = 0.

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ŒÙÂÒÁÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ O ∈ K ÎÅ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÒÑÍÙÈ, ÃÅÌÉËÏÍ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈÓÑ Œ K.

ðÕÓÔØ X = (x_1, x_2, x_3, x_4) | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÔÏÞËÁ Œ CP^3. ôÏÇÄÁ f(O + tX) = t ∑ x_if_i(O) + t^2 2 ∑ x_ix_jf_{ij} (O) + . . . , ÇÄÅ f_i =^{∂f}_{∂xi} , f_{ij} =^{∂2f}_{∂xi∂xj} . õÒÁŒÎÅÎÉÅ^∑ x_if_i(O) = 0 ÚÁÄÁÅÔ ËÁÓÁÔÅÌØ- ÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ Ë ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ K Œ ÔÏÞËÅ O, Á ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ^∑ x_ix_jf_{ij}(O) = 0 ÚÁÄÁÅÔ ËŒÁÄÒÉËÕ, ËÁÓÁÀÝÕÀÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ëÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ËŒÁÄÒÉËÕ Œ CP^3 ÐÏ ÄŒÕÍ ÒÁÚÌÉÞ- ÎÙÍ ÐÒÑÍÙÍ. üÔÉ ÐÒÑÍÙÅ ÂÕÄÕÔ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ Œ ÔÏÞËÅ O Ë ÓÅÞÅÎÉÀ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ K ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ. œ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÂÕ- ÄÅÔ ËÕÂÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ Ó ÔÏÞËÏÊ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ O. åÓÌÉ ÖÅ ËŒÁÄÒÉËÁ ∑ x_ix_jf_{ij}(O) = 0 ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ, ÔÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÅÅ ÐÏ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÓÌÉÑÎÉÑ ÄŒÕÈ ÒÁÚ- ÌÉÞÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ. œ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ K ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ ÂÕÄÅÔ ËÕÂÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ Ó ÔÏÞËÏÊ ŒÏÚŒÒÁÔÁ.

æÕÎËÃÉÀ H_f = det^{( ∂2f}_{∂xi∂xj}^) ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÇÅÓÓÉÁÎÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ f. åÓÌÉ O | ÎÅÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ ËÕÂÉÞÅÓËÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ K, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ f = 0, ÐÒÉÞÅÍ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ O ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÐÒÑÍÙÅ, ÃÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÁÝÉÅ Œ K, ÔÏ ÓÅÞÅÎÉÅ K ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ Œ ÔÏÞËÅ O ÂÕÄÅÔ ËÒÉŒÏÊ Ó ÔÏÞËÏÊ ŒÏÚŒÒÁÔÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ H_f (O) = 0. ëÕÂÉÞÅÓËÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ K ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ H_f = 0. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ H_f ÆÕÎËÃÉÉ f ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÎÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f, ÐÒÉ- ÞÅÍ ÄÌÑ f = x^3_1 + x^3_2 + x^3 + x^3_4 ÐÏÌÕÞÁÅÍ H_f = 1296x_1x_2x_3x_4, ÔÏ ÅÓÔØ ÜÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÎÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ.

íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÒÁÚÂÉÒÁÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÇÅÓÓÉÁÎ H_f ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌÅÎ f, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÓÅÞÅÎÉÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ K ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ Œ ÔÏÞËÅ O ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ËÕÂÉÞÅ- ÓËÕÀ ËÒÉŒÕÀ Ó ÔÏÞËÏÊ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ O. äÅÌÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÅÞÅÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ËÕÂÉÞÅÓËÕÀ ËÒÉŒÕÀ Ó ÔÏÞ- ËÏÊ ŒÏÚŒÒÁÔÁ, ÔÏ ÐÒÉ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÎÁ CP^2 ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÒÉŒÁÑ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ `, ÉÍÅÀÝÁÑ ÞÅÔÙÒÅÈËÒÁÔÎÕÀ ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ, Á ÜÔÏ ÕÖÅ ÂÕÄÅÔ ÎÅ ËÒÉŒÁÑ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ.

œÓÅ ŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÔÉÐÙ ÏÓÏÂÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ K ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÍÉ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ O, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ÎÁ ÒÉÓ. 15.

œ ÓÌÕÞÁÅ (Á) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ; Œ ÓÌÕÞÁÅ (Œ) òÉÓ. 15.

ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ Œ ÔÏÞËÅ ÐÅÒÅÇÉÂÁ. œ ÓÌÕÞÁÑÈ (Â) É (Ç) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄŒÏÊÎÙÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÊ (Â) ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ | ÏÎ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, Á ÓÌÕÞÁÊ (Ç) ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ 27 ÒÁÚ. œ ÓÌÕÞÁÅ (Ç) ËÕÂÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ ËÏÎÉËÕ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ O, É ÐÒÑÍÕÀ; ÜÔÁ ÐÒÑÍÁÑ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ K. 2

úÁÊÍÅÍÓÑ, ÎÁËÏÎÅÃ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏÍ ÆÏÒÍÕÌ ðÌÀËËÅÒÁ. ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅ- ÇÏ ÄÏËÁÖÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ n(n − 1) = n^∗ + 2δ + 3k; ÉÚ ÎÅÅ ÐÅÒÅÈÏÄÏÍ Ë ÄŒÏÊ- ÓÔŒÅÎÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ n^∗(n^∗ − 1) = n + 2δ^∗ + 3k^∗.

æÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÏÞËÕ P = (p_1, p_2, p_3) ∈ CP^2. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÊ ËÒÉŒÏÊ f = 0 ÔÏÞËÁ P ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÚ ÎÅÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ÒÏŒÎÏ n^∗ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ Ë ËÒÉŒÏÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ f(X + tP ) = f(X) + t ∑ p_if_i(X) + t^2 2 ∑ p_ip_j f_{ij}(X) + . . . üÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ P X ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ËÒÉŒÕÀ f = 0 Œ ÔÏÞËÅ X ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ ÄŒÕËÒÁÔÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÔÏÞËÁ X ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ËÒÉŒÙÈ f = 0 É g = 0, ÇÄÅ g(X) = ∑ p_if_i(X) | ËÒÉŒÁÑ ÓÔÅÐÅÎÉ n − 1. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÒÉŒÙÈ f = 0 É g = 0 ÂÙŒÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÔÒÅÈ ÔÉÐÏŒ:

(1) ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ ËÒÉŒÏÊ f = 0 Ó ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍÉ, ÐÒÏŒÅÄÅÎÎÙÍÉ ÉÚ ÔÏÞËÉ P ;

(2) ÔÏÞËÉ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÒÉŒÏÊ f = 0;

(3) ÔÏÞËÉ ŒÏÚŒÒÁÔÁ ËÒÉŒÏÊ f = 0.

ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ âÅÚÕ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÒÉŒÙÈ f = 0 É g = 0 Ó ÕÞÅÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÒÁŒÎÏ n(n−1). ðÏÜÔÏÍÕ ÆÏÒÍÕÌÁ n(n−1) = n^∗ +2δ+ 3k ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÁ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÕÂÅÄÉÍÓÑ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ ÔÉÐÁ (1) | ÏÄÎÏËÒÁÔÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÒÉŒÙÈ f = 0 É g = 0, ÔÏÞËÉ ÔÉÐÁ (2) | ÄŒÕËÒÁÔÎÙÅ, Á ÔÏÞËÉ ÔÉÐÁ (3) | ÔÒÅÈËÒÁÔÎÙÅ.

ôÉÐ (1). ðÕÓÔØ X = (0, 0, 1), P = (px, 0, pz ), ÇÄÅ px ≠ 0. ðÒÑÍÁÑ

P X, ÚÁÄÁŒÁÅÍÁÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ y = 0, ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ËÒÉŒÕÀ f = 0 Œ ÔÏÞËÅ X ÄŒÕËÒÁÔÎÏ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ f(x, y, z) = z^{n−1}y + z^{n−2}(ax^2 + bxy + cy^2) + . . ., ÐÒÉÞÅÍ a ≠ 0. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ

f(x, y, z) = a_0z^n + (a_1x + b_1y)z^{n−1} + (a_2x^2 + b_2xy + c_2y^2)z^{n−2} + . . .

õÒÁŒÎÅÎÉÅ f(x, 0, z) = 0, ÔÏ ÅÓÔØ a_0z^n +a_1xz^{n−1} +a_2x^2z^{n−2} +. . ., ÄÏÌÖÎÏ ÉÍÅÔØ ÄŒÕËÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ x = 0. ðÏÜÔÏÍÕ a_0 = 0, a_1 = 0 É a_2 ≠ 0. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, b_1 ≠ 0, ÔÁË ËÁË ÉÎÁÞÅ ÔÏÞËÁ X ÂÙÌÁ ÂÙ ÏÓÏÂÏÊ.

œÔÏÒÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ p_x^{∂f}_{∂x} + p_z^{∂f}_{∂z} = 0, ÔÏ ÅÓÔØ z^{n−2}(2ax + by)p_x + (n − 1)z^{n−2}yp_z + . . . = 0. ëÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ Œ ÔÏÞËÅ X = (0, 0, 1) Ë ÜÔÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ (2ax + by)p_x + (n − 1)yp_z = 0. ôÁË ËÁË a ≠ 0, ÜÔÁ ÐÒÑÍÁÑ ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÐÒÑÍÏÊ y = 0. ðÏÜÔÏÍÕ ËÒÉŒÙÅ f = 0 É g = 0 ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÔÏÞËÅ X ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ.

ôÉÐ (2). ðÕÓÔØ X = (0, 0, 1) É ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ Œ ÔÏÞËÅ X Ë ŒÅÔŒÑÍ ËÒÉŒÏÊ f = 0 ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ x = 0 É y = 0. ôÏÇÄÁ f(x, y, z) = z^{n−2}xy + . . . ðÕÓÔØ P = (p_x, p_y, p_z ), ÇÄÅ p_xp_y ≠ 0. ôÏÇÄÁ ŒÔÏÒÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ z^{n−2}(p_xx+p_yy)+. . . = 0. ëÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ Ë ÜÔÏÊ ËÒÉŒÏÊ Œ ÔÏÞËÅ X ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ p_xx + p_yy = 0. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ËÒÉŒÁÑ g = 0 ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÏÂÅ ŒÅÔŒÉ ËÒÉŒÏÊ f = 0 Œ ÔÏÞËÅ X ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ËÒÁÔÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÒÉŒÙÈ ÒÁŒÎÁ 2.

ôÉÐ (3). ðÕÓÔØ X = (0, 0, 1) É ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ Œ ÔÏÞËÅ X Ë ËÒÉŒÏÊ

f = 0 ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ y = 0. ôÏÇÄÁ f(x, y, z) = z^{n−2}y^2 + . . . ðÕÓÔØ P = (p_x, p_y, p_z ), ÐÒÉÞÅÍ p_y ≠ 0. œÔÏÒÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ 2z^{n−2}yp_y + . . . = 0. ëÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ Ë ÜÔÏÊ ËÒÉŒÏÊ Œ ÔÏÞËÅ X ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ y = 0 (ÒÉÓ. 16). ðÏÜÔÏÍÕ ËÒÁÔÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÒÉŒÙÈ f = 0 É g = 0 Œ ÔÏÞËÅ X ÒÁŒÎÁ 3.

æÏÒÍÕÌÁ 3n(n−2) = k^∗ +6δ+8k ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÙ ÓÎÏŒÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÒÉŒÏÊ f = 0 Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÒÉŒÏÊ h = 0. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÒÉŒÏÊ h = 0 ÔÏÖÅ ÏÓÎÏŒÁÎÏ ÎÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ f(X + tP ) = f(X) + t ∑ p_if_i(X) + t^2 2 ∑ p_ip_j f_{ij}(X) + . . .

îÏ ÎÁ ÜÔÏÔ ÒÁÚ ÎÁÓ ÂÕÄÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏŒÁÔØ ÎÅ ÌÉÎÅÊÎÁÑ, Á ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ, ÐÒÉÞÅÍ ÔÏÞËÁ P ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ, Á ÐÅÒÅÍÅ- ÎÏÊ. ôÏÇÄÁ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ p_ip_j f_{ij}(X) ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ËŒÁÄÒÁÔÉÞ- ÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÏÔ P . üÔÁ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÂÕÄÅÔ ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ det (f_{ij} (X)) = 0. æÕÎËÃÉÀ h(X) = det(f_{ij}(X)) ÎÁ- ÚÙŒÁÀÔ ÇÅÓÓÉÁÎÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ f, Á ËÒÉŒÕÀ h = 0 ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÇÅÓÓÉÁÎÏÍ ËÒÉŒÏÊ f = 0. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÒÉŒÁÑ h = 0 ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ËÏÏÒ- ÄÉÎÁÔ Œ CP^2, ÈÏÔÑ ÓÁÍÁ ÆÕÎËÃÉÑ h ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÄÒÕÇÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ h ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ËŒÁÄÒÁÔ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÉÔÅÌÑ ÍÁÔÒÉÃÙ ÚÁÍÅÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ). æÕÎËÃÉÑ f_{ij} ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n − 2, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁÚÍÅÒÏÍ 3×3, ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÉ f_{ij} , ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ 3(n − 2).

ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÒÉŒÙÈ f = 0 É h = 0 Ó ÕÞÅÔÏÍ ÉÈ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ ÒÁŒÎÏ 3n(n − 2). ðÒÏŒÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁÍÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ËÒÉŒÙÈ ÑŒÌÑÀÔÓÑ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ:

(1) ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÇÉÂÁ ËÒÉŒÏÊ f = 0; (2) ÔÏÞËÉ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÒÉŒÏÊ f = 0; (3) ÔÏÞËÉ ŒÏÚŒÒÁÔÁ ËÒÉŒÏÊ f = 0.

(îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ Õ ËÒÉŒÏÊ f = 0 ÎÅÔ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÈ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË, ÞÅÍ ÔÏÞËÉ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ É ÔÏÞËÉ ŒÏÚŒÒÁÔÁ.)

îÅÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ X ËÒÉŒÏÊ f = 0 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÇÉÂÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ P X, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ^∑ p_if_i(X) = 0, ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ËÒÉŒÕÀ f = 0 Œ ÔÏÞËÅ X Ó ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ 3. üÔÏ ÕÓÌÏ- ŒÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ËÏÎÉËÁ^∑ p_ip_j f_{ij}(X) = 0 ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÒÑÍÕÀ ∑ p_if_i(X) = 0. òÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÁÑ ËÏÎÉËÁ ŒÓÅÇÄÁ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁ- ÅÍÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÏÜÔÏÍÕ ËÏÎÉËÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÒÑÍÕÀ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ËÏÎÉËÁ ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ, ÔÏ ÅÓÔØ h(X) = 0.

åÓÌÉ ÖÅ ÔÏÞËÁ X ÏÓÏÂÁÑ, ÔÏ Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ X | ÔÏÞËÁ ÓÁÍÏÐÅÒÅ-

ÓÅÞÅÎÉÑ, ËÏÎÉËÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÐÁÒÕ ÐÒÑÍÙÈ, ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ŒÅÔŒÅÊ ËÒÉŒÏÊ f = 0, Á Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ X | ÔÏÞËÁ ŒÏÚŒÒÁÔÁ, ËÏÎÉËÁ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÐÁÒÕ ÓÌÉŒÛÉÈÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ Ë ËÒÉŒÏÊ f = 0 Œ ÔÏÞËÅ X. œ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ h(X) = 0.

âÏÌÅÅ ËÒÁÔËÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÒÉŒÏÊ É ÅÅ ÇÅÓÓÉÁÎÁ ÍÏÖÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÔÏÞËÁ X ËÒÉŒÏÊ f = 0 ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÇÅÓÓÉÁÎÅ h = 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ X ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ÐÒÑÍÕÀ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÕÀ ËÒÉŒÕÀ f = 0 Œ ÔÏÞËÅ X Ó ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 3. åÓÌÉ X = (0, 0, 1) É ÐÒÑÍÁÑ y = 0 ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ËÒÉŒÕÀ f = 0 Œ ÔÏÞËÅ X Ó ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 3, ÔÏ f = z^{n−1}ay + 1 2 z^{n−2}(2bxy + cy^2) + . . . œÙÞÉÓÌÉÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÒÉŒÙÈ f = 0 É h = 0 Œ ÓÌÕÞÁÑÈ (1){(3). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÕÞÉÔÙŒÁÔØ ÌÉÛØ ÇÌÁŒÎÕÀ ÞÁÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÔÏÞËÅ (0,0,1), ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ŒÙÓÏËÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ z.

ôÉÐ (1) | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÇÉÂÁ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ f = z^{n−1}y + 1 2 z^{n−2}(2bxy + cy^2) + 1 6 z^{n−3}(dx^3 + . . .), ÐÒÉÞÅÍ d ≠ 0, ÔÁË ËÁË ÉÎÁÞÅ ËÒÁÔÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÒÉŒÏÊ f = 0 É ÐÒÑÍÏÊ y = 0 ÂÙÌÁ ÂÙ ÂÏÌØÛÅ 3. çÌÁŒÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÇÅÓÓÉÁÎÁ h ÒÁŒÎÁ | | | | | | | dz^{n−3}x bz^{n−2} b(n − 2)z^{n−3}y bz^{n−2} cz^{n−2} (n − 1)z^{n−2} b(n − 2)z^{n−3}y (n − 1)z^{n−2} (n − 1)(n − 2)z^{n−3}y

| | | | | | | = = (n − 1)z^{3n−7}(−d(n − 1)x + b^2(n − 2)y + . . .).

ðÏÜÔÏÍÕ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ Ë ÇÅÓÓÉÁÎÕ Œ ÔÏÞËÅ (0,0,1) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ −d(n − 1)x + b^2(n − 2)y = 0. üÔÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÁ ÐÒÑÍÏÊ y = 0, ÐÏÜÔÏÍÕ ËÒÁÔÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÒÉŒÙÈ f = 0 É h = 0 Œ ÔÏÞËÅ (0,0,1) ÒÁŒÎÁ 1.

ôÉÐ (2) | ÔÏÞËÁ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ŒÉÄÁ xy = 0. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ f = z^{n−2}xy +^1_6 z^{n−3}(ax^3 + 3bx^2y + 3cxy^2 + dy^3) + . . . , ÐÒÉÞÅÍ a ≠ 0 É d ≠ 0, ÔÁË ËÁË ÉÎÁÞÅ ËÒÁÔÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÒÉŒÏÊ f = 0 Ó ÐÒÑÍÙÍÉ x = 0 É y = 0 Œ ÔÏÞËÅ (0,0,1) ÂÙÌÁ ÂÙ ÂÏÌØÛÅ 3. äÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ŒÅÔŒÅÊ ËÒÉŒÏÊ f = 0, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÏÓÏÂÕÀ ÔÏÞËÕ (0,0,1), ÕÄÏÂÎÏ ÉÓÐÏÌØ- ÚÏŒÁÔØ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË îØÀÔÏÎÁ. ïÎ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÞÌÅÎÁ x^py^q ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÏÔÍÅÞÁÅÍ ÔÏÞËÕ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (p, q), Á ÚÁÔÅÍ ÂÅÒÅÍ ŒÙÐÕËÌÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË. œÅÔŒÉ ËÒÉŒÏÊ ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÔÅÍ ÓÔÏÒÏÎÁÍ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ îØÀÔÏÎÁ, ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ËÏ- ÔÏÒÙÈ ÏÔÄÅÌÑÀÔ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. (äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ

ÍÙ ÐÒÉŒÅÄÅÍ ÞÕÔØ ÐÏÚÖÅ.) äÌÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØ- ÎÉË îØÀÔÏÎÁ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎ ÎÁ ÒÉÓ. 17. óÔÏÒÏÎÙ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ŒÅÔŒÑÍ yz +^1_6 ax^2 = 0 É xz +^1_6 dy^2 = 0.

îÅÓÌÏÖÎÙÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ, ÞÔÏ ÇÌÁŒÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÇÅÓÓÉÁÎÁ ÉÍÅ- ÅÔ ŒÉÄ

(n − 1) [ (n − 2)z^{3n−8}xy − 1 6 z^{3n−9} ( nax^2 + 3(8 − 3n)bx^2y +

+ 3(8 − 3n)cx^2y + ndy^{3)} ] . äÌÑ ÇÅÓÓÉÁÎÁ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË îØÀÔÏÎÁ ÔÏÔ ÖÅ ÓÁÍÙÊ, ÐÏÜÔÏÍÕ ŒÅÔŒÉ ÇÅÓÓÉÁÎÁ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ (n − 2)yz −^1_6 nax^2 = 0 É (n − 2)xz − 1 6 ndy^2 = 0. ëÒÉŒÙÅ yz +^1_6 ax^2 = 0 É (n − 2)yz −^1_6 nax^2 = 0 ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ, ÐÏÜÔÏÍÕ ËÒÁÔÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ŒÅÔŒÅÊ ËÒÉŒÙÈ f = 0 É h = 0 Œ ÔÏÞËÅ (0,0,1) ÒÁŒÎÁ 2. ëÒÉŒÙÅ f = 0 É h = 0 Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ (0,0,1) ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ÎÁ ÒÉÓ. 18. ëÁÖÄÁÑ ÉÚ ÄŒÕÈ ŒÅÔŒÅÊ ÇÅÓÓÉÁÎÁ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÏÄÎÕ ŒÅÔŒØ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ, Á ÄÒÕÇÕÀ ŒÅÔŒØ | Ó ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ 2. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÂÝÁÑ ËÒÁÔÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÒÉŒÙÈ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÒÁŒÎÁ 6.

ôÉÐ (3) | ÔÏÞËÁ ŒÏÚŒÒÁÔÁ ŒÉÄÁ y^2 = x^3. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ f = 1 2 z^{n−2}y^2 + 1 6 z^{n−3}(ax^3 + 3bx^2y + 3cxy^2 + dy^3) + . . .

çÌÁŒÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÇÅÓÓÉÁÎÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ: − 1 2 (n − 1)(n − 2)z^{3n−9}y^2(ax + by). äÉÁÇÒÁÍÍÁ îØÀÔÏÎÁ (ÒÉÓ. 19) ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÒÅÓ ÄÌÑ ÎÁÓ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÑÅÔ ÅÝÅ ÌÉÛØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ z^{3n−10}x^4.

òÉÓ. 19.

üÔÏÔ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÒÁŒÅÎ −^1_{12} a^2(n − 1)(n − 3). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ (0,0,1) ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÄŒÅ ŒÅÔŒÉ ÇÅÓÓÉÁÎÁ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ ax+ by = 0 É (n − 2)y^2 +^1_6 (n − 3)ax^3 = 0 (ÒÉÓ. 20).

ôÁË ËÁË a ≠ 0, ÐÒÑÍÁÑ ax+by = 0 ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ËÒÉŒÕÀ f = 0 ÄŒÕËÒÁÔÎÏ. ðÒÏŒÅÒÉÍ, ÞÔÏ ËÒÁÔÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÄÒÕÇÏÊ ŒÅÔŒÉ ÇÅÓÓÉÁÎÁ Ó ËÒÉŒÏÊ f = 0 ÒÁŒÎÁ 6, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÂÝÁÑ ËÒÁÔÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÒÉŒÏÊ É ÇÅÓÓÉÁÎÁ Œ ÔÏÞËÅ ŒÏÚŒÒÁÔÁ ÒÁŒÎÁ 8.

òÅÚÕÌØÔÁÎÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f(y) = y^3 + ax^2 É g(y) = y^3 + bx^2 ÒÁŒÅÎ det ( I ax^2I I bx^2I ) = det(bx^2I − ax^2I) = (b − a)^3x^6

(ÚÄÅÓØ I | ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÒÁÚÍÅÒÏÍ 3 × 3). œ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔÁÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔ ÒÁŒÅÎ (b − a)^3x^6z^3. ðÏÜÔÏÍÕ ËÒÉŒÙÅ y^3 + ax^2z = 0 É y^3 + bx^2z = 0 ÐÒÉ a ≠ b ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ 6-ËÒÁÔÎÏ Œ ÔÏÞËÅ (0,0,1) É 3-ËÒÁÔÎÏ Œ ÔÏÞËÅ (1,0,0).

œ ÉÔÏÇÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ 3n(n − 2) = k^∗ + 6δ + 8k, ÇÄÅ k^∗ | ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÔÏ- ÞÅË ŒÏÚŒÒÁÔÁ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÇÉÂÁ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ, δ | ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ, k | ËÏÌÉÞÅ- ÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ŒÏÚŒÒÁÔÁ. äÌÑ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÐÏÌÕÞÁÅÍ 3n^∗(n^∗ − 2) = k + 6δ^∗ + 8k^∗. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ðÌÀËËÅÒÁ ÚÁŒÅÒÛÅÎÏ.

ïÂSSÑÓÎÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ, ËÁË Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ (ÍÎÏÇÏ- ÕÇÏÌØÎÉËÁ) îØÀÔÏÎÁ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ŒÅÔŒÉ ËÒÉŒÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÏÓÏÂÕÀ ÔÏÞËÕ (0,0). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÒÉŒÕÀ^∑ a_ix^{mi} y^{ni} = 0. œÅÔŒÉ ÜÔÏÊ ËÒÉŒÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ (0,0), ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ ŒÉÄÁ y = x^αφ(x), ÇÄÅ φ(x) → a ≠ 0 ÐÒÉ x → 0. ðÏÄÓÔÁŒÉŒ ÔÁËÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ Œ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ËÒÉŒÏÊ, ÐÏÌÕÞÉÍ

∑ a_ix^{mi+αni} φ_i(x) = 0. (6) ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ m_k + αn_k ÍÅÎØÛÅ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ. óÏ- ËÒÁÔÉŒ (6) ÎÁ x^{mk+αnk} , ÐÏÌÕÞÉÍ a_kψ_1(x)+ψ_2(x) = 0, ÐÒÉÞÅÍ lim_{x→0} ψ_1(x) ≠ 0 É lim_{x→0} ψ_2(x) = 0. ðÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÀ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ ÄÁÎÎÏÍ α ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÄŒÁ ÞÉÓÌÁ m_i + αn_i É m_j + αn_j ÄÏÌÖÎÙ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ É ÂÙÔØ ÍÅÎØÛÅ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÔÁËÏÇÏ ŒÉÄÁ. åÓÌÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ m_i + αn_i = m_j + αn_j = . . . = m_s + αn_s, ÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ŒÅÔŒØ ÚÁÄÁÅÔÓÑ (ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏ) ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ

a_ix^{mi} y^{ni} + a_jx^{mj} y^{nj} + . . . + a_sx^{ms} y^{ns} = 0;

ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ Œ ÜÔÏÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÉ ÒÁŒÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÓÔÏÒÏÎÅ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ îØÀÔÏ- ÎÁ. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ m_i + αn_i = . . . = m_s + αn_s ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏÓÔ. ðÒÉ ÄÁÎÎÏÍ α ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ m + αn = k ÐÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ k ÚÁÄÁÀÔ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (m, n), ÐÒÉÞÅÍ ŒÅÌÉÞÉÎÁ k ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁ ÄÌÑ ÐÒÑÍÏÊ, ËÏ- ÔÏÒÁÑ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÁ ÂÌÉÖÅ ŒÓÅÇÏ Ë ÎÁÞÁÌÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÅÔŒÑÍ ËÒÉŒÏÊ f = 0 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÌÉÛØ ÔÅ ÐÒÑÍÙÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÓÔÏÒÏÎÙ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ îØÀÔÏÎÁ, ÐÒÉÞÅÍ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË É ÎÁÞÁÌÏ ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔ ÄÏÌÖÎÙ ÌÅÖÁÔØ ÐÏ ÒÁÚÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÔ ÜÔÉÈ ÐÒÑÍÙÈ.

úÁÄÁÞÁ 6.3. ó ÐÏÍÏÝØÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ îØÀÔÏÎÁ ÎÁÊÔÉ ŒÅÔŒÉ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÉÈ ËÒÉŒÙÈ Œ ÔÏÞËÅ (0,0):

Á) x^3 + y^3 − 3xy = 0;

Â) (x + y)(x^2 + y^2) + x(x − y) = 0; Œ) y^2 + x^2(x − y) = 0.

7. ëÒÉŒÙÅ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ

óÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ f_1 = 0, . . . , f_k = 0, ÇÄÅ f_i | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎ ÏÔ n+1 ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÚÁÄÁÅÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Œ CP^n. œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ (ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ) ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÒÁŒÎÁ 1, ÜÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ Œ CP^n. óÔÅ- ÐÅÎØÀ ËÒÉŒÏÊ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÒÉŒÏÊ Ó ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØÀ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ.

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÉÍÅÒÁ ËÒÉŒÏÊ Œ CP^n ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂÒÁÚ CP^1 ÐÒÉ ÏÔÏÂ- ÒÁÖÅÎÉÉ (x, y) → (x^n, x^{n−1}y, . . . , y^n). (7) üÔÕ ËÒÉŒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ

z^2_1 = z_0z_2, z^2 = z_1z_3, . . . , z^2_{n−1} = z_{n−2}z_n.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ËÒÉŒÕÀ `_n. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (7) ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞ- ÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÒÏÄ ËÒÉŒÏÊ `_n ÒÁŒÅÎ 0. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ ËÒÉŒÏÊ `_n ÒÁŒÎÁ n. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ a_0z_0 + a_1z_1 + . . . + a_nz_n0 ÐÅÒÅ- ÓÅËÁÅÔ ËÒÉŒÕÀ `_n Œ ÔÁËÉÈ ÔÏÞËÁÈ, ÞÔÏ a_0t^n + a_1t^{n−1} + . . . + a_n = 0, ÇÄÅ t = x/y. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÒÉŒÏÊ `_n É ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏ- ÓÔÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ËÏÒÎÑÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ n, Á Œ ÏÂÝÅÍ ÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÉÍÅÅÔ ÒÏŒÎÏ n ËÏÒÎÅÊ.

þÁÓÔØ ËÒÉŒÏÊ `_n, ÌÅÖÁÝÁÑ Œ R^n ⊂ RP^n ⊂ CP^n, ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÞÅË Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (t, t^2, t^3, . . . , t^n). üÔÁ ËÒÉŒÁÑ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÍÎÏÇÉÍÉ ÚÁÍÅÞÁ- ÔÅÌØÎÙÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ. ðÒÉŒÅÄÅÍ ÄŒÁ ÉÚ ÎÉÈ.

ôÅÏÒÅÍÁ 7.1. þÅÒÅÚ ÌÀÂÙÅ n ÔÏÞÅË ËÒÉŒÏÊ (t, t^2, . . . , t^{2n}) Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ R^{2n} ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ ÔÁË, ÞÔÏ ŒÓÑ ËÒÉŒÁÑ ÂÕÄÅÔ ÌÅ- ÖÁÔØ ÐÏ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÔ ÎÅÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ÔÏÞÅË Ai = (ti, t^2_i , . . . , t^{2n}_i ), i = 1, . . . , n, ÒÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

(t − t_1)^2 . . . (t − t_n)^2 = a_0 + a_1t + . . . + a_nt^n = p(t).

ôÒÅÂÕÅÍÁÑ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ l(X) = 0, ÇÄÅ l(X) = a_0 + a_1x_1 + . . . + a_nx_n. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ A = (t, t^2, . . . , t^{2n}) | ÔÏÞËÁ ÄÁÎÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ. ôÏÇÄÁ l(A) = a_0 +a_1t+. . .+a_nt^n = (t−t_1)^2 . . . (t−t_n)^2 ≥ 0.

2_{ðÒÉ n = 2 ÔÅÏÒÅÍÁ 7.1 ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ. åÓÌÉ A1, . . . , Am | ÐÒÏ-}

ÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ ËÒÉŒÏÊ (t, t^2, t^3, t^4), ÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ÉÈ ŒÙÐÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÒÅÂÒÏÍ. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ Œ R^3 ÎÅÌØÚÑ ŒÙÂÒÁÔØ ÂÏÌÅÅ ÞÅÔÙÒÅÈ ÔÏÞÅË, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÔÁËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 7.2. ìÀÂÙÅ n + 1 ÔÏÞÅË ËÒÉŒÏÊ (t, t^2, . . . , t^n) Œ R^n ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÂSSÅÍ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ Ó ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ (ti, t^2_i , . . . , t^n_i ) ÒÁŒÅÎ ± 1 n! | | | | | | | 1 t_1 . . . t^n_1 . . . . . . 1 t_{n+1} . . . t^n_{+1} | | | | | | | ≠ 0. 2

ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÅÏÒÅÍÙ 7.2 ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ n-ÍÅÒÎÙÊ ÓÉÍ- ÐÌÉÃÉÁÌØÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ ÍÏÖÎÏ ŒÌÏÖÉÔØ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^{2n+1}. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÍÅÓÔÉÔØ ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎÙ Œ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ ËÒÉŒÏÊ (t, . . . t^{2n+1}). ôÏÇÄÁ ŒÅÒÛÉÎÙ ÄŒÕÈ n-ÍÅÒÎÙÈ ÓÉÍÐÌÅËÓÏŒ ´^n_1 É ´^n_2 Ó ÐÏÐÁÒ- ÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ ÂÕÄÅÔ ÐÏÒÏÖÄÁÔØ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÓÉÍÐÌÅËÓ

´^{2n+1}, ÐÏÜÔÏÍÕ Õ ÓÉÍÐÌÅËÓÏŒ ´^n_1 É ´^n_2 ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÏÂÝÉÈ ÔÏÞÅË. åÓÌÉ ÖÅ Õ ÓÉÍÐÌÅËÓÏŒ ´^n_1 É ´^n_2 ÂÕÄÕÔ ÏÂÝÉÅ ŒÅÒÛÉÎÙ, ÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÓÉÍ- ÐÌÅËÓÏŒ ÂÕÄÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÌÉÛØ ÉÚ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÉÈ ÏÂÝÉÍÉ ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ.

åÝÅ ÏÄÉÎ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ËÒÉŒÏÊ ÄÁÅÔ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ËŒÁÄÒÉË Œ CP^3. óÅÞÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ËŒÁÄÒÉË Œ CP^3 ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØÀ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÐÁÒÕ ËÏÎÉË ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ. ïÎÉ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÞÅÔÙÒÅÈ ÔÏÞËÁÈ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ 4. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÉÍÅÅÔ ÒÏÄ 1, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÎÁ ÇÏÍÅÏ- ÍÏÒÆÎÁ ÔÏÒÕ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p : CP^3 −(0, 0, 0, 1) → CP^2, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ÔÏÞËÕ (x, y, z, w) Œ ÔÏÞËÕ (x, y, z). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅ- ÎÉÅ ËŒÁÄÒÉË x^2 + y^2 + z^2 + w^2 = 0 É ax^2 + by^2 + cz^2 + dw^2 = 0 ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ËÏÎÉËÕ ax^2 + by^2 + cz^2 = d(x^2 + y^2 + z^2); ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ 2-ÌÉÓÔÎÙÍ ÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÙÍ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ Ó ÔÏÞËÁÍÉ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ Œ ÔÏÞËÁÈ ÐÅ- ÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÏÎÉË ax^2 +by^2 +cz^2 = 0 É x^2 +y^2 +z^2 = 0. ðÏÌÕÞÁÅÍ 2-ÌÉÓÔÎÏÅ ÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÓÆÅÒÙ S^2 Ó 4 ÔÏÞËÁÍÉ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁ- ËÒÙŒÁÀÝÅÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÔÏÒ.

úÁÄÁÞÁ 7.1. Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

(x_1, x_2) → (x^2_1, x_1x_2, x^2)

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ CP^1 ÎÁ ËÏÎÉËÕ z^2 = z_1z_3 Œ CP^2.

Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

{(x_1, x_2), (y_1, y_2)} → (x_1y_1, x_1y_2, x_2y_1, x_2y_2)

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ CP^1 × CP^1 ÎÁ ËŒÁÄÒÉËÕ z_1z_4 = z_2z_3 Œ CP^3.

äÌÑ ËÒÉŒÏÊ ` Œ CP^n ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÒÏÅËÃÉÀ ÎÁ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ CP^{n−1} ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ O. œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ É ÔÏÞ- ËÁ O ÂÅÒÕÔÓÑ Œ ÏÂÝÅÍ ÐÏÌÏÖÅÎÉÉ (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, O /∈ `), ÓÔÅÐÅÎØ ËÒÉŒÏÊ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÅÅ ÐÒÏÅËÃÉÉ `^′. á Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ O | ÔÏÞËÁ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ËÒÉŒÏÊ `, ÓÔÅÐÅÎØ `^′ ÂÕÄÅÔ ÎÁ 1 ÍÅÎØÛÅ ÓÔÅÐÅÎÉ `. äÅÌÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÓÅÞÅÎÉÑÍ ËÒÉŒÏÊ `^′ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ Œ CP^{n−1} ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÓÅÞÅÎÉÑ ËÒÉŒÏÊ ` ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ Œ CP^n, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÍÉ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ O. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÔÏÞËÁÍ A^′_1, . . . , A^′_m ËÒÉŒÏÊ `^′ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÔÏÞËÉ A_1, . . . , A_m ËÒÉŒÏÊ `. åÓÌÉ O /∈ `, ÔÏ ÓÅÞÅÎÉÅ ËÒÉŒÏÊ ` ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÞÅË A_1, . . . , A_m, Á ÅÓÌÉ O ∈ `, ÔÏ ÓÅÞÅÎÉÅ ËÒÉŒÏÊ ` ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÞÅË O, A_1, . . . , A_m. œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ËÒÉŒÏÊ ` É `^′ ÒÁŒÎÙ m, Á ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÔÅÐÅÎØ ËÒÉŒÏÊ ` ÒÁŒÎÁ m + 1, Á ÓÔÅÐÅÎØ ËÒÉŒÏÊ `^′ ÒÁŒÎÁ m. þÔÏÂÙ ÐÒÉ ÐÒÏÅÃÉÒÏŒÁÎÉÉ ËÒÉŒÏÊ ` ÎÅ ÐÏÑŒÌÑÌÉÓØ ÎÏŒÙÅ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞ- ËÉ, ÎÕÖÎÏ ÉÚÂÅÇÁÔØ ÐÒÏÅËÃÉÊ Œ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ X_1X_2, ÇÄÅ X_1, X_2 ∈ ` (ÒÉÓ.

òÉÓ. 21.

21).

ôÏÞËÉ ÐÒÑÍÙÈ ŒÉÄÁ X_1X_2 ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 3 (ÏÄÉÎ ÐÁÒÁÍÅÔÒ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞËÅ X_1, ÄÒÕÇÏÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒ ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞËÅ X_2, Á ÔÒÅÔÉÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ X_1X_2). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÕÖÎÏ ÉÚÂÅÇÁÔØ ÐÒÏÅËÃÉÊ Œ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ËÒÉŒÏÊ ` (ÜÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÀ ÔÏÞÅË X_1 É X_2). îÏ ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2.

ðÒÉ n > 3 ÄÌÑ ËÒÉŒÏÊ Œ CP^n ÚÁÐÒÅÝÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÚÁÐÏÌÎÑÀÔ ÎÅ ŒÓÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ËÒÉŒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÓÐÒÏ- ÅÃÉÒÏŒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÅ ÐÏÑŒÉÌÏÓØ ÎÏŒÙÈ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË. üÔÁ ËÏÎÓÔÒÕË- ÃÉÑ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ËÒÉŒÕÀ Œ CP^n ŒÌÏÖÉÔØ Œ CP^3.

äÌÑ ËÒÉŒÏÊ Œ CP^3 ÔÏÞËÕ O ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÁ ÎÅ ÌÅÖÁÌÁ ÎÁ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÔÒÏÊËÉ ÔÏÞÅË ËÒÉŒÏÊ, É ÎÁ ÐÒÑÍÙÈ, ËÁ- ÓÁÀÝÉÈÓÑ ËÒÉŒÏÊ Œ ÄŒÕÈ ÔÏÞËÁÈ. üÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÏÇÒÕÖÅÎÉÅ ËÒÉŒÏÊ Œ CP^2, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉÛØ ÐÒÏÓÔÙÅ ÔÏÞËÉ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ É ÐÒÏÓÔÙÅ ÔÏÞËÉ ŒÏÚŒÒÁÔÁ.

œ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ ËÒÉŒÏÊ ` Œ CP^n ÎÁ ËÒÉŒÕÀ `^′ Œ CP^m, m < n, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ (x_0, . . . , x_n) ∈ ` ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÔÏÞËÕ (y_0, . . . , y_m) ∈ `^′, ÔÏ ËÁË x_0, . . . , x_n ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ y_0, . . . , y_m, ÔÁË É y_0, . . . , y_m ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ x_0, . . . , x_n. ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÉÍÅÌÁ ŒÉÄ (x_0, . . . , x_n) → (x_0, . . . , x_m).

ðÏÜÔÏÍÕ ÎÕÖÎÏ ÌÉÛØ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ x_{m+1}, . . . , x_n ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ ŒÙÒÁ- ÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ x_0, . . . , x_m (ÄÌÑ ÔÏÞÅË ËÒÉŒÏÊ `). ðÕÓÔØ ËÒÉŒÁÑ ` ÚÁ- ÄÁÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ f_i(x_0, . . . , x_n) = 0, i = 1, . . . , r. äÌÑ ÔÏÞËÉ (a_0, . . . , a_m) ∈ ` ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ f_i(a_0, . . . , a_m, x_{m+1}, . . . , x_n) = 0, i = 1, . . . , r. ëÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ËÒÉŒÏÊ `^′ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÏÄÎÁ ÔÏÞËÁ ËÒÉŒÏÊ `, ÐÏÜÔÏ- ÍÕ x_{m+1}, . . . , x_n ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ a_0, . . . , a_m. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏ, x_{m+1}(a_0, . . . , a_m), . . . , x_n(a_0, . . . , a_m) | ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ. îÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁ ÌÉÛØ Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁ.

ðÒÉÍÅÞÁÎÉÅ. îÁ ÌÅËÃÉÑÈ ÏÂÓÕÖÄÁÌÉÓØ ÔÁËÖÅ ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÁ ËÕÂÉÞÅÓËÉÈ ËÒÉŒÙÈ ÐÒÉÍÅÒÎÏ Œ ÏÂSSÅÍÅ ÇÌÁŒÙ 1 ËÎÉÇÉ œ.œ.ðÒÁÓÏÌÏŒ, à.ð.óÏÌÏŒØÅŒ \üÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ" | îíõ, 1993.