Ńěłűĺĺ ŕő ăńčěąřăĺůěśłőľ čěőňěšřĺĺ

Ś. Ň. Ńĳćőćśłĺľ

ŊŇŞ, 1996/97 čőď, ŕěřćżľ śěňěśšř

Ńěłűĺ£ 1. Šőŕőńőčĺ£ Ğăřĺśśłőčő

Ć ¡šőň łşřśě ňż ąşďěň ğăŋĺňăšĳś£ ăńčěąřăĺůěśłőľ čěőňěšřĺěľ ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň. Ŕő¡šőňş ğăťĺłśĺřşěň řăğ ĺ ŋăćśěčďă ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšőě ŕőńě k. Řăśśňőšřĺň ňŋőęěśšćő ćśěţ şŕőř£ďőůěŋŋżţ ŋăąőřőć (x_1, . . ., x_n), čďě ćśě x_j ŕřĺŋăďńěęăš k. Ć ăńčěąřăĺůěśłőľ čěőňěšřĺĺ ¡šő ňŋőęěśšćő ŕřĺŋ£šő ŋăğżćăšĳ n-ňěřŋżň ăťťĺŋŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň (ŋăď ŕőńěň k) ĺ őąőğŋăůăšĳ A^n . Šőůłă x = (x_1, . . ., x_n) ∈ A^n ŋăğżćăěšś£ ŋşńěň ňŋőčőůńěŋă f ∈ k[X_1, . . ., X_n], ěśńĺ f(x_1, . . ., x_n) = 0.

Őŕřěďěńěŋĺě 1.1. Ŕőďňŋőęěśšćő V ⊂ A^n ŋăğżćăěšś£ ğăňłŋşšżň ŕő Ğăřĺśśłőňş, ěśńĺ V | ňŋőęěśšćő ŋşńěľ śěňěľśšćă ňŋőčőůńěŋőć f_α ∈ k[X_1, . . ., X_n] ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺğ k.

Őůěćĺďŋő, ňŋőęěśšćő X ŋě ĺğňěŋĺšś£, ěśńĺ ł ňŋőčőůńěŋăň f_α ďőąăćĺšĳ ćśěćőğňőęŋżě ňŋőčőůńěŋż ćĺďă ∑ g_αf_α | ĺŋżňĺ śńőćăňĺ, X £ćń£ěšś£ šăłęě ňŋőęěśšćőň őąźĺţ ŋşńěľ ňŋőčőůńěŋőć ĺğ ĺďěăńă, ŕőřőęďěŋŋőčő {f_α . . . }. Őďŋăłő łăęďżľ ĺďěăń ć łőńĳűě k[X_0, . . ., X_n] łőŋěůŋő ŕőřőęďěŋ | ¡šőš ťăłš ĺğćěśšěŋ łăł Àšěőřěňă Čĺńĳąěřšă ő ąăğĺśěÁ. Śšăńő ążšĳ, ćś£łőě ğăňłŋşšőě ŕő Ğăřĺśśłőňş ňŋőęěśšćő ňőęŋő ğăďăšĳ łőŋěůŋżň ůĺśńőň şřăćŋěŋĺľ. Ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż Čĺńĳąěřšă ő ąăğĺśě ŕřőźě ćśěčő ŕřőůĺšăšĳ ć łŋĺčě Ś. Ńěŋčă ÀĂńčěąřăÁ, čńăćă VI, §§1{2. Łśšăšĺ, łőńĳűă, ć łőšőřżţ ćś£łĺľ ĺďěăń łőŋěůŋő ŕőřőęďěŋ, ŋăğżćă¿šś£ ŋ-ěšěřőćżňĺ. Ŕřő ĺţ ŕřőśšěľÿĺě śćőľśšćă ňőęŋő ŕřőůĺšăšĳ ć šőň ęě ňěśšě ş Ńěŋčă.

Ćěřŋěňś£ ł ğăňłŋşšżň ŕő Ğăřĺśśłőňş ňŋőęěśšćăň (őčőćőřłş Àŕő ĞăřĺśśłőňşÁ ňż ĺŋőčďă ąşďěň őŕşśłăšĳ).

Ŕřěďńőęěŋĺě 1.2. Őąžěďĺŋěŋĺě łőŋěůŋőčő ůĺśńă ğăňłŋşšżţ ňŋőęěśšć ğăňłŋşšő; ŕěřěśěůěŋĺě ń¿ąőčő śěňěľśšćă ğăňłŋşšżţ ňŋőęěśšć ğăňłŋşšő.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ěśńĺ ňŋőęěśšćă V ĺ W ğăďăŋż śĺśšěňăňĺ şřăćŋěŋĺľ f_α = 0 ĺ g_β = 0 śőőšćěšśšćěŋŋő, šő V ∪ W ňőęŋő ğăďăšĳ śĺśšěňőľ şřăćŋěŋĺľ f_αg_β = 0. İšő ďőłăğżćăěš ŕěřćőě şšćěřęďěŋĺě. Ćšőřőě şšćěřęďěŋĺě őůěćĺďŋő.

Ďőŕőńŋěŋĺ£ ł ğăňłŋşšżň ŕő Ğăřĺśśłőňş ňŋőęěśšćăň ŋăğżćă¿šś£ őšłřżšżňĺ (őŕ£šĳ ęě ŕő Ğăřĺśśłőňş). Ďőłăğăŋŋőě ćżÿě ŕřěďńőęěŋĺě ŕőłăğżćăěš, ůšő őšłřżšżě ŕő Ğăřĺśśłőňş ňŋőęěśšćă ğăďă¿š ŋă A^n šőŕőńőčĺ¿; őŋă ŋăğżćăěšś£ šőŕőńőčĺěľ Ğăřĺśśłőčő. Ăŋăńĺšĺůěśłă£ ĺŋšşĺűĺ£ ŕřĺňěŋĺšěńĳŋő ł šőŕőńőčĺĺ Ğăřĺśśłőčő řăąőšăěš ŕńőţő: ŋăŕřĺňěř, ¡šă šőŕőńőčĺ£ ŋě şďőćńěšćőř£ěš ăłśĺőňě őšďěńĺňőśšĺ.

Šěŕěřĳ ćż£śŋĺň, ć łăłĺţ śńşůă£ţ śĺśšěňă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ ĺňěěš řěÿěŋĺ£. Ć śĺńş ćżÿěśłăğăŋŋőčő ňż ňőęěň őčřăŋĺůĺšĳś£ śńşůăěň łőŋěůŋżţ śĺśšěň.

Őůěćĺďŋő, ňŋőčőůńěŋż f_1, . . ., f_m ŋě ĺňě¿š őąźĺţ ŋşńěľ, ěśńĺ ďń£ łăłĺţ-šő ňŋőčőůńěŋőć g_1, . . ., g_m ćěřŋő šőęďěśšćő ∑ g_if_i = 1 (Àĺğ śĺśšěňż śńěďşěš şřăćŋěŋĺě 0 = 1Á, ĺńĺ, ŋă ąőńěě ŋăşůŋőň £ğżłě, ňŋőčőůńěŋż f_1, . . ., f_m ŕőřőęďă¿š ěďĺŋĺůŋżľ ĺďěăń). Őłăğżćăěšś£, ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżňĺ ŕőń£ňĺ ďřşčĺţ ŕřěŕ£šśšćĺľ ł śşźěśšćőćăŋĺ¿ řěÿěŋĺ£ ŋěš:

Ŕřěďńőęěŋĺě 1.3 (Šěőřěňă Čĺńĳąěřšă ő ŋşń£ţ, I). Śĺśšěňă şřăćŋěŋĺľ f_α(x_1, . . ., x_n) = 0, čďě f_α ∈ k[X_1, . . ., X_n] ĺ k | ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšőě ŕőńě, ŋě ĺňěěš řěÿěŋĺľ ć A^n šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ¡šĺ ňŋőčőůńěŋż ŕőřőęďă¿š ěďĺŋĺůŋżľ ĺďěăń.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ňż ćőśŕőńĳğşěňś£ šăłĺň ăńčěąřăĺůěśłĺň ťăłšőň:

Šěőřěňă 1.4. Ŕşśšĳ B = k[x_1, . . ., x_n] | ăńčěąřă ŋăď ŕőńěň k, ŕőřőęďěŋŋă£ śćőĺňĺ ¡ńěňěŋšăňĺ x_1, . . ., x_n (¡šő őğŋăůăěš, ůšő ćś£łĺľ ¡ńěňěŋš ĺğ B ŕřěďśšăćĺň ć ćĺďě ňŋőčőůńěŋă őš x_i ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺğ k; ňż ŋě ŕřěďŕőńăčăěň, ůšő x_i ăńčěąřăĺůěśłĺ ŋěğăćĺśĺňż ŋăď k). Ěśńĺ B £ćń£ěšś£ ŕőńěň, šő ¡šő ŕőńě £ćń£ěšś£ łőŋěůŋżň řăśÿĺřěŋĺěň k.

Ďőłăğăšěńĳśšćő ăńčěąřăĺůěśłőčő ťăłšă. Ŕřĺ n = 1 šěőřěňă ţőřőÿő ĺğćěśšŋă ĺ őůěćĺďŋă (šăł łăł B ∋ x�^1_1 , šő x�^1_1 = a_0 + a_1x_1 + · · · + a_rx^r; ĺğąăćń££śĳ őš ğŋăňěŋăšěń£, ŕőńşůăěň ăńčěąřăĺůěśłőě şřăćŋěŋĺě ďń£ x_1 ŋăď k). Šěŕěřĳ ŕřőćěďěň ĺŋďşłűĺ¿ ŕő n. Ŕşśšĳ ďń£ n−1 őąřăğş¿źĺţ šěőřěňă ďőłăğăŋă. Šăł łăł B | ŕőńě, šő B śőďěřęĺš ŕőńě k(x_n) ĺ ŕőřőęďěŋő ŋăď ŋĺň (łăł ăńčěąřă) ¡ńěňěŋšăňĺ x_1, . . ., x_n�_1. Ŕő ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ ĺŋďşłűĺĺ B £ćń£ěšś£ łőŋěůŋżň řăśÿĺřěŋĺěň k(x_n). Ąăğĺś B ŋăď k(x_n)

(őąőğŋăůĺň ¡ńěňěŋšż ¡šőčő ąăğĺśă ω_1, . . ., ω_N ) ňőęŋő ćżąřăšĳ šăł, ůšő őŋ ąşďěš śőśšő£šĳ ĺğ łőŋěůŋőčő ůĺśńă ŕřőĺğćěďěŋĺľ

∏_n�_1 i=1 x^ai_i .

Ŋăň ďőśšăšőůŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő x_n ăńčěąřăĺůŋő ŋăď k. Ŕřěďŕőńőęĺň őąřăšŋőě; šőčďă k(x_n) ĺğőňőřťŋő ŕőń¿ řăűĺőŋăńĳŋżţ ťşŋłűĺľ őš x_n. Ŕşśšĳ ω_iω_j = ∑ c^r_{ij}ω_r, čďě c^r_{ij} ∈ k(x_n), ĺ ŕşśšĳ p_1, . . ., p_M ∈ k[x_n] | łőŋěůŋőě ůĺśńő ŋěŕřĺćőďĺňżţ ňŋőčőůńěŋőć, ŋă łőšőřżě ďěń£šś£ ğŋăňěŋăšěńĺ Àśšřşłšşřŋżţ łőŋśšăŋšÁ c^r_{ij}, £ćń£¿źĺţś£ řăűĺőŋăńĳŋżňĺ ďřőą£ňĺ őš x_n. Ćżąěřěň ŋěŕřĺćőďĺňżľ ňŋőčőůńěŋ q ∈ k[x_n], őšńĺůŋżľ őš ćśěţ p_j. Šăł łăł B ŕőřőęďěŋő x_1, . . ., x_n�_1, x_n łăł k-ăńčěąřă, ŕőńşůăěň, ůšő

q�1 = ∑N_{i=1} h_iω_i, čďě h_{i ∈} k(x_n) | řăűĺőŋăńĳŋżě ďřőąĺ, ğŋăňěŋăšěńĺ łőšőřżţ ŋě ďěń£šś£ ŋă ŋěŕřĺćőďĺňżě ňŋőčőůńěŋż, őšńĺůŋżě őš p_i. Řăśśňőšřĺň šěŕěřĳ łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ ω_1 ć řăğńőęěŋĺĺ q�^1ω_1 ŕő ąăğĺśş ω_1, . . ., ω_N . İšőš łő¡ťťĺűĺěŋš řăćěŋ ∑ i c^1_{i1}h_i ∈ k(x_n) ĺ šěň śăňżň ğŋăňěŋăšěńĳ ¡šőčő łő¡ťťĺűĺěŋšă ŋě ďěńĺšś£ ŋă ŋěŕřĺćőďĺňżě ňŋőčőůńěŋż, őšńĺůŋżě őš p_j. Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ć śĺńş ńĺŋěľŋőľ ŋěğăćĺśĺňőśšĺ ω_i ŋăď k(x_n) ¡šőš łő¡ťťĺűĺěŋš řăćěŋ ŕřőśšő q�^1. Ŕřőšĺćőřěůĺě ś ćżąőřőň q ďőłăğżćăěš šěőřěňş.

Ćěřŋěňś£ ł ďőłăğăšěńĳśšćş ŋăÿěčő ŕřěďńőęěŋĺ£. Ŕşśšĳ ňŋőčőůńěŋż f_α ŕőřőęďă¿š ĺďěăń I ⊂ k[X_1, . . ., X_n]. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő I ŋě śőćŕăďăěš śő ćśěň łőńĳűőň ňŋőčőůńěŋőć; ŋăň ŋăďő ďőłăğăšĳ, ůšő ňŋőčőůńěŋż ĺğ I ĺňě¿š őąźĺľ ŋşńĳ ć A^n . Šăł łăł I ŋěěďĺŋĺůěŋ, őŋ śőďěřęĺšś£ ć ŋěłőšőřőň ňăłśĺňăńĳŋőň ĺďěăńě m. Ŕşśšĳ k[X_1, . . ., X_n]/m = B; őąőğŋăůĺň ůěřěğ x_i őąřăğż X_i ć B. Šăł łăł ĺďěăń m ňăłśĺňăńěŋ, łőńĳűő B şďőćńěšćőř£ěš şśńőćĺ£ň šěőřěňż 1.4; śšăńő ążšĳ, B | łőŋěůŋőě řăśÿĺřěŋĺě ŕőń£ k, ă šăł łăł k ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšő, šő ćńőęěŋĺě k → B £ćń£ěšś£ ĺğőňőřťĺğňőň. Ŕşśšĳ ¡ńěňěŋšż ξ_1, . . ., ξ_n ∈ k ŕěřěţőď£š ŕřĺ ¡šőň ĺğőňőřťĺğňě ć x_1, . . ., x_n śőőšćěšśšćěŋŋő. Šőčďă ďń£ ćś£łőčő f ∈ m ĺňěěň f(x_1, . . ., x_n) = 0 ć B ĺ, śšăńő ążšĳ, f(ξ_1, . . ., ξ_n) = 0 ć k. Šěň śăňżň šőůłă (ξ_1, . . ., ξ_n) ∈ A^n £ćń£ěšś£ őąźĺň ŋşńěň ďń£ ćśěţ f ∈ m (ĺ šěň ąőńěě ďń£ ćśěţ f ∈ I).

Ĺšăł, łăęďőňş ĺďěăńş I ⊂ k[X_0, . . ., X_n] ňőęŋő ŕőśšăćĺšĳ ć śőőšćěšśšćĺě ňŋőęěśšćő V (I) ⊂ A^n , śőśšő£źěě ĺğ őąźĺţ ŋşńěľ ćśěţ ňŋőčőůńěŋőć, ńěęăźĺţ ć f (šěőřěňă Čĺńĳąěřšă ő ŋşń£ţ ŕőłăğżćăěš, ůšő V (I) ≠ ? ěśńĺ I ŋě śőćŕăďăěš śő ćśěň łőńĳűőň); ŋăŕřőšĺć, łăęďőňş ŕőďňŋőęěśšćş

M ⊂ A^n ňőęŋő ŕőśšăćĺšĳ ć śőőšćěšśšćĺě ĺďěăń I(M) ⊂ k[X0, . . ., Xn],

śőśšő£źĺľ ĺğ ňŋőčőůńěŋőć, őąřăźă¿źĺţś£ ć ŋşńĳ ŋă M. Őŕěřăűĺĺ V ĺ I, ďěľśšćş¿źĺě ć ŕřőšĺćőŕőńőęŋżě śšőřőŋż, ŕőůšĺ őąřăšŋż ďřşč ďřşčş. Ŕőůšĺ, ŋő ŋě śőćśěň:

Ŕřěďńőęěŋĺě 1.5. Ěśńĺ M ⊂ A^n , šő V (I(M)) = M, čďě ůěřšőůłă őğŋăůăěš ğăňżłăŋĺě ć šőŕőńőčĺĺ Ğăřĺśśłőčő.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. İšő šăćšőńőčĺ£: ğăňżłăŋĺě M ěśšĳ ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ ŕěřěśěůěŋĺě ňŋőęěśšć ŋşńěľ ŕőńĺŋőňőć, ğăŋşń£¿źĺţś£ ŋă M, šő ěśšĳ ŕěřěśěůěŋĺě ňŋőęěśšć ŋşńěľ ŕőńĺŋőňőć ĺğ I(M), šő ěśšĳ V (I(M)).

Šěŕěřĳ ŕőśňőšřĺň, łăł ść£ğăŋż I ĺ I(V (I)). Ćšőřőľ ĺğ ¡šĺţ ĺďěăńőć ňőęěš ążšĳ śšřőčő ąőńĳÿě ŕěřćőčő. Ŋăŕřĺňěř, ěśńĺ n = 1, I = (X^2), šő V (I) = {0} ĺ I(V (I)) = (X). Ůšőąż śťőřňşńĺřőćăšĳ šőůŋżľ řěğşńĳšăš, ŋăň ŋşęŋő śńěďş¿źěě

Őŕřěďěńěŋĺě 1.6. Ŕşśšĳ A | łőňňşšăšĺćŋőě łőńĳűő (ś ěďĺŋĺűěľ), I ⊂ A | ĺďěăń. Řăďĺłăńőň I ŋăğżćăěšś£ ňŋőęěśšćő šăłĺţ f ∈ A, ůšő f^m ∈ A ďń£ ŋěłőšőřőčő m > 0.

Řăďĺłăń ĺďěăńă I őąőğŋăůăěšś£ r(I). Ěśńĺ I | ĺďěăń ć łőńĳűě ňŋőčőůńěŋőć, šő, őůěćĺďŋő, I(V (I)) ⊇ r(I) (ěśńĺ f | šăłőľ ňŋőčőůńěŋ, ůšő f^m őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ ŋă V (I), šő ĺ śăň f őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ ŋă V (I)). Ğăňěůăšěńĳŋő, ůšő ¡šő ćłń¿ůěŋĺě ŋă śăňőň ďěńě £ćń£ěšś£ řăćěŋśšćőň:

Šěőřěňă 1.7 (Šěőřěňă Čĺńĳąěřšă ő ŋşń£ţ, II). Ěśńĺ I | ĺďěăń ć łőńĳűě ňŋőčőůńěŋőć k[X_1, . . ., X_n] (ŕőńě k ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšő), šő I(V (I)) = r(I). Ŕőďřőąŋěě: ěśńĺ ňŋőčőůńěŋ f őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ ŋă ňŋőęěśšćě őąźĺţ ŋşńěľ ňŋőčőůńěŋőć h_1, . . ., h_l, šő f^m = g_1h_1+· · ·+g_lh_l ďń£ ŋěłőšőřőčő m > 0 ĺ ŋěłőšőřżţ ňŋőčőůńěŋőć g_1, . . ., g_l.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ććěďěň ďőŕőńŋĺšěńĳŋş¿ ŋěĺğćěśšŋş¿ T ĺ ć ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě A^{n+1} ś łőőřďĺŋăšăňĺ (x_1, . . ., x_n, t) řăśśňőšřĺň śĺśšěňş ĺğ l + 1 şřăćŋěŋĺ£ h_1(x_1, . . ., x_n) = 0, . . . , h_l(x_1, . . ., x_n) = 0, t · f(x_1, . . ., x_n) − 1 = 0. Ĺğ şśńőćĺ£ ćżšěłăěš, ůšő ¡šă śĺśšěňă ŋěśőćňěśšŋă; śšăńő ążšĳ, ć śĺńş ŕěřćőľ ůăśšĺ šěőřěňż Čĺńĳąěřšă ő ŋşń£ţ, śşźěśšćş¿š šăłĺě ňŋőčőůńěŋż ~g_1, . . ., ~g_{l+1} őš X_1, . . ., X_n ĺ T , ůšő ćżŕőńŋěŋő šőęďěśšćő ~g_1(X_1, . . ., X_n, T )h_1(X_1, . . ., X_n)+· · ·+~g_l(X_1, . . ., X_n, T )h_l(X_1, . . ., X_n)+ + ~g_{l+1}(X_1, . . ., X_n, T )(T f(X_1, . . ., X_n) − 1) = 1.

Ŕőďśšăćĺć ć ¡šő šőęďěśšćő 1/f(X_1, . . ., X_n) ćňěśšő T ĺ ĺğąăćĺćÿĺśĳ őš ğŋăňěŋăšěń£, ŕőńşůĺň šřěąşěňőě śőőšŋőÿěŋĺě.

Ŕőďćěďěň ĺšőč šőňş, ůšő ňż şğŋăńĺ ŕřő őŕěřăűĺĺ V ĺ I:

Śńěďśšćĺě 1.8. Śőőšćěšśšćĺ£ V → I(V ) ĺ I → V (I) ğăďă¿š őąřăźă¿źěě ćłń¿ůěŋĺ£ ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋőě śőőšćěšśšćĺě ňěęďş ňŋőęěśšćőň ğăňłŋşšżţ ŕő Ğăřĺśśłőňş ŕőďňŋőęěśšć A^n ĺ ňŋőęěśšćőň ĺďěăńőć k[X_1, . . ., X_n], śőćŕăďă¿źĺţ śő śćőĺň řăďĺłăńőň.

Šőŕőńőčĺ£ Ğăřĺśśłőčő ŋě šőńĳłő ňăńő ŕőţőęă ŋă ÀłńăśśĺůěśłĺěÁ šőŕőńőčĺĺ, ŋő ĺ | śăňă ŕő śěąě | ŋěśěš ďőśšăšőůŋő ňăńő ĺŋťőřňăűĺĺ (ŋăŕřĺňěř, ćśě ăńčěąřăĺůěśłĺě łřĺćżě ć ¡šőľ šőŕőńőčĺĺ čőňěőňőřťŋż). Šěň ŋě ňěŋěě ěśšĳ ŕő łřăľŋěľ ňěřě őďŋő ćăęŋőě ŕőŋ£šĺě, łőšőřőě ěśšěśšćěŋŋő őŕřěďěńĺšĳ ć ůĺśšő Àšőŕőńőčĺůěśłĺţ ŕő ĞăřĺśśłőňşÁ šěřňĺŋăţ:

Őŕřěďěńěŋĺě 1.9. Šőŕőńőčĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő X ŋăğżćăěšś£ ŋěŕřĺćőďĺňżň, ěśńĺ őŋő şďőćńěšćőř£ěš őďŋőňş ĺğ śńěďş¿źĺţ ¡łćĺćăńěŋšŋżţ şśńőćĺľ:

ă) X ŋěńĳğ£ ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě őąžěďĺŋěŋĺ£ ďćşţ ğăňłŋşšżţ ŕőďňŋőęěśšć, őšńĺůŋżţ őš X;

ą) Ćś£łőě őšłřżšőě ŕőďňŋőęěśšćő U ⊂ X ćś¿ďş ŕńőšŋő ć X.

Ŕřěďőśšăćń£ěň śńşÿăšěń£ň şąěďĺšĳś£ ć šőň, ůšő ¡šĺ şśńőćĺ£ ďěľśšćĺšěńĳŋő ¡łćĺćăńěŋšŋż, ă šăłęě ŕőłăğăšĳ, ůšő ţăşśďőřťőćő ŕřőśšřăŋśšćő £ćń£ěšś£ ŋěŕřĺćőďĺňżň šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă őŋő śőśšőĺš ĺğ őďŋőľ šőůłĺ. Śšăńő ążšĳ, ďń£ őšďěńĺňżţ ŕřőśšřăŋśšć őŕřěďěńěŋĺě ŋěŕřĺćőďĺňőśšĺ ąěśśőďěřęăšěńĳŋő; ă ćőš ďń£ šőŕőńőčĺĺ Ğăřĺśśłőčő őŋő řăąőšăěš. Ćőš Ŕřĺňěř 1.10. Ŕşśšĳ f | ňŋőčőůńěŋ; ŕőńőęĺň Z = V (f) (šăłĺě ŕőďňŋőęěśšćă ŋăğżćă¿šś£ čĺŕěřŕőćěřţŋőśš£ňĺ). Ěśńĺ f = f^{r1}_1 . . . f^rm_m | řăğńőęěŋĺě f ŋă ŋěŕřĺćőďĺňżě ňŋőęĺšěńĺ, šő Z = V (f_1) ∪ · · · ∪ V (f_m), ŕřĺůěň śńěďśšćĺě 1.8 ŕőłăğżćăěš, ůšő ŋĺ őďŋő ĺğ V (f_i) ŋě śőćŕăďăěš ś Z (ěśńĺ m > 1, řăğşňěěšś£). Śšăńő ążšĳ, ěśńĺ f ŕřĺćőďĺň, šő čĺŕěřŕőćěřţŋőśšĳ V (f) šăłęě ŕřĺćőďĺňă; ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ŋěšřşďŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő ćśě V (f_i) şęě ŋěŕřĺćőďĺňż (ĺ ćőőąźě, V (f) ŋěŕřĺćőďĺňă ěśńĺ f ŋěŕřĺćőďĺň | ćśłőřě ňż ďőłăęěň ąőńěě őąźěě şšćěřęďěŋĺě).

Śĺšşăűĺ£ ĺğ ¡šőčő ŕřĺňěřă £ćń£ěšś£ šĺŕĺůŋőľ:

Ŕřěďńőęěŋĺě 1.11. Ŕşśšĳ X ⊂ A^n | ğăňłŋşšőě ŕő Ğăřĺśśłőňş ňŋőęěśšćő. Šőčďă X = ⋃_m i=1 X_i, čďě ćśě X_i ğăňłŋşšż, ŋěŕřĺćőďĺňż, ĺ ŋĺ őďŋő ĺğ ňŋőęěśšć X_i ŋě śőďěřęĺšś£ ć ďřşčőň. Šăłőě řăğńőęěŋĺě ěďĺŋśšćěŋŋő.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŋăůŋěň ś śşźěśšćőćăŋĺ£. Ěśńĺ X ŋěŕřĺćőďĺňő, šő ďőłăğżćăšĳ ŋěůěčő. Ŕşśšĳ X ŕřĺćőďĺňő, X = X_1 ∪ Y_1. Ěśńĺ X_1 ĺ Y_1 ŋěŕřĺćőďĺňż, šő řăğńőęěŋĺě şęě ěśšĳ; ěśńĺ, śłăęěň, X_1 ŕřĺćőďĺňő, X_1 = X_2 ∪ Y_2, šő X = X_2 ∪ Y_1 ∪ Y_2; ěśńĺ śřěďĺ ¡šĺţ šřěţ ňŋőęěśšć ěśšĳ ŕřĺćőďĺňżě, ŕřőďőńęĺň ¡šőš ŕřőűěśś, ĺ š. ď. Ůěřěğ łőŋěůŋőě ůĺśńő ÿăčőć ¡šőš ŕřőűěśś őąőřćěšś£: ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě ş ŋăś ŕőńşůĺńăśĳ ąż ąěśłőŋěůŋă£ űěŕőůłă ğăňłŋşšżţ ňŋőęěśšć X ⊃ X_1 ⊃ X_2 . . ., ć łőšőřőľ łăęďőě ŕőśńěďş¿źěě ňŋőęěśšćő śšřőčő ňěŋĳÿě ŕřěďżďşźěčő, ĺ šěň śăňżň (ć śĺńş śńěďśšćĺ£ 1.8) ąěśłőŋěůŋă£ śšřőčő ćőğřăśšă¿źă£ űěŕőůłă ĺďěăńőć I(X) ⊂ I(X_1) ⊂ I(X_2) . . ., ůěčő ć ŋ-ěšěřőćőň łőńĳűě ążšĳ ŋě ňőęěš (śň. §1 čńăćż VI łŋĺčĺ Ńěŋčă). Őśšăńőśĳ šőńĳłő ĺğ ŕőńşůěŋŋőčő řăğńőęěŋĺ£ X = ⋃ X_j ćżłĺŋşšĳ ňŋőęěśšćă, śőďěřęăźĺěś£ ć őąžěďĺŋěŋĺĺ őśšăńĳŋżţ (ěśńĺ X_j ⊂ ⋃ i6=j Xi, šő ć śĺńş ŋěŕřĺćőďĺňőśšĺ Xj^⊂ Xi ďń£ ŋěłőšőřőčő i).

Ůšőąż ďőłăğăšĳ ěďĺŋśšćěŋŋőśšĳ, ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő

X = X_1 ∪ · · · ∪ X_m = X0_1 ∪ · · · ∪ X0_l

| ďćă řăğńőęěŋĺ£ X ć őąžěďĺŋěŋĺě ŋě śőďěřęăźĺţś£ ďřşč ć ďřşčě ŋěŕřĺćőďĺňżţ ňŋőęěśšć. Šőčďă ďń£ ćś£łőčő j ∈ [1; m] ĺňěěň X_j = ⋃_l i=1(X_j ∩ X0_i), őšłşďă, ć śĺńş ŋěŕřĺćőďĺňőśšĺ, X_j ⊂ X0_i ďń£ ŋěłőšőřőčő i. Ăŋăńőčĺůŋő, ćś£łőě X0_i śőďěřęĺšś£ ć ŋěłőšőřőň X_j. Šăł łăł řăğńĺůŋżě X_j (ă šăłęě řăğńĺůŋżě X0_j) ďřşč ć ďřşčě ŋě śőďěřęăšś£, šő ćżÿěşŕőň£ŋşšżě ćłń¿ůěŋĺ£ £ćń£¿šś£ řăćěŋśšćăňĺ, ĺ ďćă řăğńőęěŋĺ£ śőćŕăďă¿š.

Řăğńőęěŋĺě, ő łőšőřőň ÿńă řěůĳ ć ¡šőň ŕřěďńőęěŋĺĺ, ŋăğżćăěšś£ řăğńőęěŋĺěň ŋă ŋěŕřĺćőďĺňżě łőňŕőŋěŋšż.

Ŕőńěğŋő šăłęě ćż£śŋĺšĳ, łăłĺě ĺďěăńż śőőšćěšśšćş¿š ŋěŕřĺćőďĺňżň ňŋőęěśšćăň:

Ŕřěďńőęěŋĺě 1.12. Ğăňłŋşšőě ňŋőęěśšćő X ⊂ A^n ŋěŕřĺćőďĺňő šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ĺďěăń I(X) ŕřőśš.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ X ŋěŕřĺćőďĺňő ĺ fg ∈ I(X). Šőčďă X = (X ∩ V (f)) ∪ (X ∩ V (g)), őšłşďă, ć śĺńş ŋěŕřĺćőďĺňőśšĺ, X ⊂ V (f) ĺńĺ X ⊂ V (g), šő ěśšĳ f ∈ I(X) ĺńĺ g ∈ I(X). İšő őğŋăůăěš, ůšő I(X) | ŕřőśšőľ ĺďěăń; ůăśšĳ Àšőńĳłő šőčďăÁ ďőłăğăŋă.

Ěśńĺ I(X) ŕřőśš ĺ X = Y_1 ∪ Y_2, šő I(Y_1)I(Y_2) ⊂ I(X), őšłşďă (ć śĺńş ŕřőśšőšż I(X)) ńĺąő I(Y_1), ńĺąő I(Y_2) śőďěřęĺšś£ ć (ĺ šěň śăňżň śőćŕăďăěš ś) I(X). Ğŋăůĺš, X śőćŕăďăěš ś Y_1 ĺńĺ Y_2, ůšő ĺ ďőłăğżćăěš ěčő ŋěŕřĺćőďĺňőśšĳ.

Ğăňěůăŋĺě 1.13. Ć śćěšě ŕřĺňěřă 1.10 řăğńőęěŋĺě ğăňłŋşšőčő ňŋőęěśšćă ŋă ŋěŕřĺćőďĺňżě łőňŕőŋěŋšż ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł őąőąźěŋĺě řăğńőęěŋĺ£ ňŋőčőůńěŋă ŋă ŋěŕřĺćőďĺňżě ňŋőęĺšěńĺ. Ĺğ šőčő ęě ŕřĺňěřă ćĺďŋő, ůšő ŕřĺ ¡šőň őąőąźěŋĺĺ ůăśšĳ ĺŋťőřňăűĺĺ šěř£ěšś£: ĺğ řăğńőęěŋĺ£ čĺŕěřŕőćěřţŋőśšĺ V (f) ŋă łőňŕőŋěŋšż ŋěćőğňőęŋő şćĺďěšĳ, ś łăłĺňĺ łřăšŋőśš£ňĺ ŋěŕřĺćőďĺňżě ňŋőęĺšěńĺ ćţőď£š ć řăğńőęěŋĺě f. Ŕő-ŋăśšő£źěňş šőůŋżň őąőąźěŋĺěň řăğńőęěŋĺ£ ŋă ŋěŕřĺćőďĺňżě ňŋőęĺšěńĺ £ćń£ěšś£ šăł ŋăğżćăěňőě ŕřĺňăřŋőě řăğńőęěŋĺě ĺďěăńă. Ć ŋăÿěň łşřśě őŋő ŋě ćśšřěšĺšś£; ŕřőůĺšăšĳ ŕřő ŋěčő ňőęŋő ć ń¿ąőň řşłőćőďśšćě ŕő łőňňşšăšĺćŋőľ ăńčěąřě.

Šěŕěřĳ ňż ňőęěň, ŋăłőŋěű, ďăšĳ ćăęŋőě

Őŕřěďěńěŋĺě 1.14. Ăťťĺŋŋżň ăńčěąřăĺůěśłĺň ňŋőčőőąřăğĺěň ŋăğżćăěšś£ ŋěŕřĺćőďĺňőě ğăňłŋşšőě ŕő Ğăřĺśśłőňş ŕőďňŋőęěśšćő ăťťĺŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă A^n . Ěśńĺ V ⊂ A^n | ăťťĺŋŋőě ňŋőčőőąřăğĺě, šő řěčşń£řŋőľ ťşŋłűĺěľ ŋă V ŋăğżćăěšś£ ťşŋłűĺ£ ĺğ V ć k, £ćń£¿źă£ś£ őčřăŋĺůěŋĺěň ŋă V ňŋőčőůńěŋă őš X_1, . . ., X_n.

Ćśěřĳěğ řăąőšăšĳ ś ăťťĺŋŋżňĺ ňŋőčőőąřăğĺ£ňĺ ňż ŋăůŋěň ŋă śńěďş¿źěľ ńěłűĺĺ. Ŕőłă ęě | šřĺ ŕřőśšżţ, ŋő ćăęŋżţ ğăňěůăŋĺ£.

Ćő-ŕěřćżţ, řěčşń£řŋżě ťşŋłűĺĺ ŋă ăťťĺŋŋőň ňŋőčőőąřăğĺĺ V ⊂

A^n őąřăğş¿š łőńĳűő; ¡šő łőńĳűő őąőğŋăůăěšś£ k[V ]. Ŕő śăňőň«ş őŕřěďě-

ńěŋĺ¿ ĺňěěň k[V ]^∼= k[X_1, . . ., X_n]/I(V ).

Ćő-ćšőřżţ, šěőřěňă Čĺńĳąěřšă ő ŋşń£ţ ĺ śńěďśšćĺě 1.8 őśšă¿šś£ ćěřŋżňĺ, ěśńĺ ć ĺţ ťőřňşńĺřőćłăţ ğăňěŋĺšĳ A^n ŋă ŕřőĺğćőńĳŋőě ăťťĺŋŋőě ňŋőčőőąřăğĺě V , ă łőńĳűő ňŋőčőůńěŋőć | ŋă k[V ]:

Ŕřěďńőęěŋĺě 1.15. Ŕşśšĳ X | ăťťĺŋŋőě ňŋőčőőąřăğĺě. Ďń£ ćś£łőčő ŕőďňŋőęěśšćă M ⊂ X ŕőńőęĺň I(M) = { f ∈ k[X] | f |_M = 0 }, ă ďń£ ćś£łőčő ĺďěăńă I ⊂ k[X] ŕőńőęĺň V (I) = { x ∈ X | f(x) = 0 ďń£ ćśěţ f ∈ I }. Šőčďă:

ă) V (I) ≠ ? šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă I ≠ k[X];

ą) I(V (I)) = r(I);

ć) V (I(M)) = M;

č) Śőőšćěšśšćĺ£ V → I(V ) ĺ I → V (I) ğăďă¿š őąřăźă¿źěě ćłń¿ůěŋĺ£ ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋőě śőőšćěšśšćĺě ňěęďş ňŋőęěśšćőň ğăňłŋşšżţ ŕő Ğăřĺśśłőňş ŕőďňŋőęěśšć X ĺ ňŋőęěśšćőň ĺďěăńőć k[X], śőćŕăďă¿źĺţ śő śćőĺň řăďĺłăńőň.

Ćśě ¡šĺ şšćěřęďěŋĺ£ ňčŋőćěŋŋő śćőď£šś£ ł ĺţ ăŋăńőčăň ďń£ A^n . Ć-šřěšĳĺţ, ŕřěďńőęěŋĺě 1.12 ŕőłăğżćăěš, ůšő ďń£ ăťťĺŋŋőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ V ⊂ A^n łőńĳűő řěčşń£řŋżţ ťşŋłűĺľ k[V ]^∼= k[X_1, . . ., X_n]/I(V ) £ćń£ěšś£ łőŋěůŋő ŕőřőęďěŋŋőľ k-ăńčěąřőľ ąěğ ďěńĺšěńěľ ŋşń£. Őąřăšŋő, ěśńĺ k-ăńčěąřă A ŕőřőęďěŋă, śłăęěň, n őąřăğş¿źĺňĺ ĺ ŋě ĺňěěš ďěńĺšěńěľ ŋşń£, šő A^∼= k[X_1, . . ., X_n]/p, čďě p | ŕřőśšőľ ĺďěăń. Ŕőńăčă£ V = V (p) ⊂ A^n , ŕőńşůăěň, ůšő V | ăťťĺŋŋőě ňŋőčőőąřăğĺě ĺ A ∼= k[V ]. Śńěďőćăšěńĳŋő, łńăśśż łőńěű řěčşń£řŋżţ ťşŋłűĺľ ŋă ăťťĺŋŋżţ ňŋőčőőąřăğĺ£ţ ĺ łőŋěůŋő ŕőřőęďěŋŋżţ k-ăńčěąř ąěğ ďěńĺšěńěľ ŋşń£ śőćŕăďă¿š.