Ńěłűĺ£ 2. Ăťťĺŋŋżě ĺ ŕřőěłšĺćŋżě ňŋőčőőąřăğĺ£

Ŋă ŕřőÿńőľ ńěłűĺĺ ňż őŕřěďěńĺńĺ ăťťĺŋŋżě ňŋőčőőąřăğĺ£, šěŕěřĳ ďăćăľšě ŋăůŋěň ś ŋĺňĺ řăąőšăšĳ.

Őŕřěďěńěŋĺě 2.1. Ŕşśšĳ X ⊂ A^n ĺ Y ⊂ A^m | ăťťĺŋŋżě ňŋőčőőąřăğĺ£. Ňőřťĺğňőň ĺğ X ć Y ŋăğżćăěšś£ őšőąřăęěŋĺě φ: X → Y , łőšőřőě ňőęŋő ğăďăšĳ ŕő ťőřňşńě x → (f_1(x), . . ., f_m(x)), čďě ćśě f_j ńěęăš ć k[X]. Ś łăęďżň ňőřťĺğňőň φ: X → Y ść£ğăŋ ďěľśšćş¿źĺľ ć őąřăšŋş¿ śšőřőŋş čőňőňőřťĺğň łőńěű řěčşń£řŋżţ ťşŋłűĺľ φ^∗ : k[Y ] → k[X], ďěľśšćş¿źĺľ ŕő ťőřňşńě f → f ∘ φ. Ŋă śăňőň ďěńě φ ĺ φ^∗ ŕőńŋőśšĳ¿ őŕřěďěń£¿š ďřşč ďřşčă:

Ŕřěďńőęěŋĺě 2.2. Ěśńĺ X ĺ Y | ăťťĺŋŋżě ňŋőčőőąřăğĺ£, šő őšőąřăęěŋĺě φ → φ^∗ ğăďăěš ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋőě śőőšćěšśšćĺě ňěęďş ňŋőęěśšćőň ňőřťĺğňőć ĺğ X ć Y ĺ ňŋőęěśšćőň k-čőňőňőřťĺğňőć ĺğ k[Y ] ć k[X] (čőňőňőřťĺğň ŋăğżćăěšś£ k-čőňőňőřťĺğňőň, ěśńĺ ŕőńě k, ěśšěśšćěŋŋő ćńőęěŋŋőě ć k[X] ĺ k[Y ], őšőąřăęăěšś£ šőęďěśšćěŋŋő).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďőłăğăšěńĳśšćő, śćőď£źěěś£ ł řăśÿĺťřőćłě őŕřěďěńěŋĺľ, ńşůÿě ŕřőćěśšĺ śăňőśšő£šěńĳŋő. Şłăęěň šőńĳłő, łăł śšřőĺšś£ ňőřťĺğň φ: X → Y ŕő čőňőňőřťĺğňş ψ : k[Y ] → k[X]. Ĺňěŋŋő, ěśńĺ y_1, . . ., y_m | łőőřďĺŋăšŋżě ťşŋłűĺĺ ŋă Y ⊂ A^m , šő őąőğŋăůĺň ψ(y_j) = f_j ∈ k[X] ĺ ŕőńőęĺň φ = (f_1, . . ., f_m): X → A^m .

Ğăňěšĺň ěźě, ůšő ňőřťĺğňż ĺğ X ć A^1 | ¡šő šő ęě śăňőě, ůšő řěčşń£řŋżě ťşŋłűĺĺ ŋă X.

Ďő śĺţ ŕőř ňż řăąőšăńĺ šőńĳłő ś ťşŋłűĺ£ňĺ, őŕřěďěńěŋŋżňĺ ŋă ćśěň ăťťĺŋŋőň ňŋőčőőąřăğĺĺ. Ůăśšő, őďŋăłő, ŕřĺţőďĺšś£ ĺňěšĳ ďěńő ĺ ś ťşŋłűĺ£ňĺ, őŕřěďěńěŋŋżňĺ ŋě ŋă ćśěň ňŋőčőőąřăğĺĺ, ă ŋă ěčő őšłřżšżţ ŕőďňŋőęěśšćăţ. Ďń£ ăńčěąřăĺůěśłĺţ ňŋőčőőąřăğĺľ ¡šĺ ťşŋłűĺĺ, ŋăğżćăěňżě řăűĺőŋăńĳŋżňĺ ťşŋłűĺ£ňĺ, őŕřěďěń£¿šś£ łăł őšŋőÿěŋĺ£ řěčşń£řŋżţ ťşŋłűĺľ. Ćŕřőůěň, ŕřĺ őŕřěďěńěŋĺĺ řăűĺőŋăńĳŋżţ ťşŋłűĺľ ŋşęŋă ĺğćěśšŋă£ ăłłşřăšŋőśšĳ:

Őŕřěďěńěŋĺě 2.3. Ŕşśšĳ X | ăťťĺŋŋőě ňŋőčőőąřăğĺě. Řăűĺőŋăńĳŋőľ ťşŋłűĺěľ ŋă X ŋăğżćăěšś£ ćżřăęěŋĺě ćĺďă f/g, čďě f ĺ g | řěčşń£řŋżě ťşŋłűĺĺ ŋă X ĺ g ŋě ěśšĳ šőęďěśšćěŋŋżľ ŋşńĳ. Řăűĺőŋăńĳŋżě ťşŋłűĺĺ f/g ĺ f_1/g_1 ŋăğżćă¿šś£ řăćŋżňĺ, ěśńĺ f(x)/g(x) = f_1(x)/g_1(x) ďń£ ćśěţ x ∈ X, ďń£ łőšőřżţ őąě ůăśšĺ ¡šőčő řăćěŋśšćă ĺňě¿š śňżśń.

Ŕřěďńőęěŋĺě 2.4. Řăűĺőŋăńĳŋżě ťşŋłűĺĺ f/g ĺ f_1/g_1 řăćŋż šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă fg_1 = gf_1 šőęďěśšćěŋŋő ŋă X.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, f/g = f_1/g_1 šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă fg_1 − gf_1 őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ ŋă ďőŕőńŋěŋĺĺ ł V (gg_1) ⊂ X. Ěśńĺ ŕřĺ ¡šőň fg_1 − gf_1 ŋě ěśšĳ šőęďěśšćěŋŋżľ ŋşńĳ ŋă X, šő ŕőńşůĺšś£, ůšő X = V (gg_1) ∪ V (fg_1 − gf_1), ŕřĺůěň őąă ¡šĺţ ňŋőęěśšćă őšńĺůŋż őš X. İšő ŕřőšĺćőřěůĺš ŋěŕřĺćőďĺňőśšĺ X.

Ďřşčőľ ćăřĺăŋš ¡šőčő šĺŕĺůŋőčő řăśśşęďěŋĺ£: šăł łăł X ŋěŕřĺćőďĺňő, ćś£łőě őšłřżšőě ŕőďňŋőęěśšćő ć ŋěň ćś¿ďş ŕńőšŋő; řěčşń£řŋă£ ťşŋłűĺ£ fg_1 − gf_1 őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ ŋă ŕńőšŋőň ŕőďňŋőęěśšćě X \ V (gg_1) ĺ ŋěŕřěřżćŋă ć šőŕőńőčĺĺ Ğăřĺśśłőčő, śńěďőćăšěńĳŋő, őŋă šőęďěśšćěŋŋő řăćŋă ŋşń¿.

Śšăńő ążšĳ, řăűĺőŋăńĳŋżě ťşŋłűĺĺ ŋă X ňőęŋő őšőęďěśšćĺšĳ ś ¡ńěňěŋšăňĺ ŕőń£ ůăśšŋżţ łőńĳűă k[X]. İšő ŕőńě őąőğŋăůăěšś£ k(X) ĺ ŋăğżćăěšś£, ěśšěśšćěŋŋő, ŕőńěň řăűĺőŋăńĳŋżţ ťşŋłűĺľ ŋă X. Łăęďżľ ¡ńěňěŋš k(X) ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł ťşŋłűĺ¿, őŕřěďěńěŋŋş¿ ŋă ŕőďňŋőęěśšćě X. Şšőůŋĺň ¡šĺ śńőćă:

Őŕřěďěńěŋĺě 2.5. Ŕşśšĳ f | řăűĺőŋăńĳŋă£ ťşŋłűĺ£ ŋă ăťťĺŋŋőň ňŋőčőőąřăğĺĺ X. Čőćőř£š, ůšő f őŕřěďěńěŋă ć šőůłě p ∈ X (ďřşčőľ šěřňĺŋ: řěčşń£řŋă ć šőůłě p ∈ X), ěśńĺ f ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě g/h, čďě g ĺ h ńěęăš ć k[X] ĺ h(p) ≠ 0.

Śşźěśšćěŋŋő, ůšő őąńăśšĳ őŕřěďěńěŋĺ£ ťşŋłűĺĺ f = g/h ňőęěš ążšĳ ąőńĳÿě, ůěň ďőŕőńŋěŋĺě ł ňŋőęěśšćş ŋşńěľ h. Šřĺćĺăńĳŋżň ŕřĺňěřőň ňőęěš śńşęĺšĳ ťşŋłűĺ£ x^2/xy ŋă A^2 , őąńăśšĳ őŕřěďěńěŋĺ£ łőšőřőľ | ďőŕőńŋěŋĺě ł őśĺ ăąśűĺśś, ă ŋě łő ćśěňş łőőřďĺŋăšŋőňş łřěśšş. Ć ďăŋŋőň śńşůăě ŕřĺůĺŋă şćěńĺůěŋĺ£ őąńăśšĺ őŕřěďěńěŋĺ£ ąăŋăńĳŋă: ňőęŋő śőłřăšĺšĳ ďřőąĳ ĺ ğăŕĺśăšĳ ťşŋłűĺ¿ ć ćĺďě x/y, ŕőśńě ůěčő ś őąńăśšĳ¿ őŕřěďěńěŋĺ£ ŋĺłăłĺţ ŋěőęĺďăŋŋőśšěľ ŋě ąşďěš. Ŋő ŋă ňŋőčőőąřăğĺ£ţ, őšńĺůŋżţ őš ăťťĺŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă, őąńăśšĳ őŕřěďěńěŋĺ£ ťşŋłűĺĺ g/h ňőęěš ążšĳ śšřőčő ąőńĳÿě, ůěň ďőŕőńŋěŋĺě ł V (h), ďăęě ěśńĺ g/h | ŋěśőłřăšĺňă£ ďřőąĳ. Ćőš ěźě őďĺŋ ŕřĺňěř. Ŕşśšĳ X ⊂ A^3 | łćăďřăšĺůŋżľ łőŋşś, ğăďăŋŋżľ şřăćŋěŋĺěň z^2 = xy. Ŕőńőęĺň f = y/z. Ŋă ňŋőčőőąřăğĺĺ X ťşŋłűĺ£ z őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ ć šőůŋőśšĺ ŋă őąžěďĺŋěŋĺĺ őśěľ Ox ĺ Oy, šăł ůšő f ğăćěďőňő őŕřěďěńěŋă ŋă ďőŕőńŋěŋĺĺ ł ¡šőňş őąžěďĺŋěŋĺ¿. Ŋő ŋă śăňőň ďěńě őąńăśšĳ őŕřěďěńěŋĺ£ f ÿĺřě:

šăł łăł z^2 = xy ŋă ňŋőčőőąřăğĺĺ X, ťşŋłűĺ¿ f ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ ĺ ć ćĺďě z/x, šăł ůšő f őŕřěďěńěŋă ěźě ĺ ćś¿ďş ŋă őśĺ Ox, łřőňě ŋăůăńă łőőřďĺŋăš.

Ĺšăł, őąńăśšĳ őŕřěďěńěŋĺ£ řăűĺőŋăńĳŋőľ ťşŋłűĺĺ ňőęěš ążšĳ ÿĺřě, ůěň łăęěšś£ ŋă ŕěřćżľ ćğčń£ď. Ěśšěśšćěŋŋő śŕřőśĺšĳ, łăłĺě řăűĺőŋăńĳŋżě ťşŋłűĺĺ őŕřěďěńěŋż ćőőąźě ćś¿ďş. Šăłőćż, řăğşňěěšś£, ćśě řěčşń£řŋżě ťşŋłűĺĺ; őłăğżćăěšś£, ůšő ąőńĳÿě ŋĺůěčő ĺ ŋěš (ĺ šěň śăňżň ćżřăęěŋĺě Àřěčşń£řŋă£ ťşŋłűĺ£ ŋă XÁ ŋě £ćń£ěšś£ ďćşśňżśńěŋŋżň):

Ŕřěďńőęěŋĺě 2.6. Ěśńĺ X | ăťťĺŋŋőě ňŋőčőőąřăğĺě ĺ f | řăűĺőŋăńĳŋă£ ťşŋłűĺ£ ŋă X, őŕřěďěńěŋŋă£ ćś¿ďş, šő f ∈ k[X].

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ řăűĺőŋăńĳŋă£ ťşŋłűĺ£ h őŕřěďěńěŋă ćś¿ďş ŋă X. Šőčďă ďń£ łăęďőľ šőůłĺ x ∈ X śşźěśšćş¿š šăłĺě u_x, v_x ∈ k[X], ůšő h = u_x/v_x ĺ v_x(x) ≠ 0. Śńěďőćăšěńĳŋő, ⋂ x∈X V (v_x) = ?. Ŕő šěőřěňě Čĺńĳąěřšă ő ŋşń£ţ ŕőńşůăěň, ůšő ćśě v_x ŕőřőęďă¿š ěďĺŋĺůŋżľ ĺďěăń ć k[X]. Ĺŋżňĺ śńőćăňĺ, ŋăľďşšś£ šăłĺě x_1, . . ., x_r ∈ X ĺ g_1, . . ., g_r ∈ k[X], ůšő ∑_r i=1 g_iv_xi = 1. Šěŕěřĳ ğăŕĺÿěň šőęďěśšćő (ć ŕőńě k(X)):

h = h · 1 = ∑ g_i · hv_xi = ∑ g_iu_xi ∈ k[X]. Ŕřěďńőęěŋĺě ďőłăğăŋő.

Ŕőŋ£šĺě řăűĺőŋăńĳŋőľ ťşŋłűĺĺ ŕőğćőń£ěš ďăšĳ ¡łćĺćăńěŋšŋőě őŕřěďěńěŋĺě ňőřťĺğňă ăťťĺŋŋżţ ňŋőčőőąřăğĺľ, łőšőřőě ŕőŋăďőąĺšś£ ŋăň, łőčďă ňż ąşďěň śłńěĺćăšĳ őąźĺě ňŋőčőőąřăğĺ£ ĺğ ăťťĺŋŋżţ:

Ŕřěďńőęěŋĺě 2.7. Ŕşśšĳ X ĺ Y | ăťťĺŋŋżě ňŋőčőőąřăğĺ£. Őšőąřăęěŋĺě φ: X → Y £ćń£ěšś£ ňőřťĺğňőň šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ćżŕőńŋěŋż śńěďş¿źĺě şśńőćĺ£:

1) φ ŋěŕřěřżćŋő ć šőŕőńőčĺĺ Ğăřĺśśłőčő;

2) Ďń£ ćś£łőčő őšłřżšőčő ŕőďňŋőęěśšćă U ⊂ Y ĺ řăűĺőŋăńĳŋőľ ťşŋłűĺĺ f ∈ k(Y ), řěčşń£řŋőľ ŋă U, ťşŋłűĺ£ f ∘ φ: φ^{−1}(U) → k £ćń£ěšś£ řăűĺőŋăńĳŋőľ ťşŋłűĺěľ ŋă X, řěčşń£řŋőľ ŋă φ^{−1}(U).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. ÀŠőčďăÁ: Ďń£ łăęďőľ łőőřďĺŋăšŋőľ ťşŋłűĺĺ y_i ∈ k[Y ] ťşŋłűĺ£ f_i = y_i ∘ φ ąşďěš řăűĺőŋăńĳŋőľ ĺ őŕřěďěńěŋŋőľ ćś¿ďş ŋă X; ć śĺńş ŕřěďńőęěŋĺ£ 2.6 f_i ∈ k[X]. Śšăńő ążšĳ, φ: X → Y ğăďăěšś£ řěčşń£řŋżňĺ ŋă X ťşŋłűĺ£ňĺ f_i ĺ £ćń£ěšś£ ňőřťĺğňőň.

Ůăśšĳ Àšőńĳłő šőčďăÁ őůěćĺďŋă.

Ăťťĺŋŋżě ňŋőčőőąřăğĺ£ | ŋě ěďĺŋśšćěŋŋżľ (ĺ ŋě őśŋőćŋőľ) ŕřěďňěš ĺğşůěŋĺ£ ć ăńčěąřăĺůěśłőľ čěőňěšřĺĺ. Ňŋőčĺě ĺŋšěřěśŋżě ĺ ěśšěśšćěŋŋő ćőğŋĺłă¿źĺě ăńčěąřăĺůěśłĺě ňŋőčőőąřăğĺ£ ŋě £ćń£¿šś£ ăťťĺŋŋżňĺ, ă ćśěčő ńĺÿĳ ŕőńşůă¿šś£ ĺğ ăťťĺŋŋżţ ňŋőčőőąřăğĺľ ś ŕőňőźĳ¿ ÀśłńěľłĺÁ. Ć ¡šőň śňżśńě ŕőńőęěŋĺě ăťťĺŋŋżţ ňŋőčőőąřăğĺľ ć ăńčěąřăĺůěśłőľ čěőňěšřĺĺ ăŋăńőčĺůŋő ŕőńőęěŋĺ¿ ŕřőśšřăŋśšć Ÿšěľŋă ć šěőřĺĺ łőňŕńěłśŋżţ ňŋőčőőąřăğĺľ. Ł śőęăńěŋĺ¿, šőůŋőě őŕĺśăŋĺě ŕřőűěśśă śłńěľłĺ | ćěźĳ ďőćőńĳŋő śńőęŋă£ ĺ śşţă£, ďăęě ŕřĺ ŕřĺŋ£- šżţ ć ŋăÿěň łşřśě şŕřőźă¿źĺţ ŕřěďŕőńőęěŋĺ£ţ. Ŕő¡šőňş ňż śŋăůăńă őŕĺÿěň ¡šş śłńěľłş ŋă ŕřĺňěřě ŕřőěłšĺćŋżţ ňŋőčőőąřăğĺľ, łőšőřżľ ćěśĳňă ćăęěŋ ĺ śăň ŕő śěąě, ĺ ńĺÿĳ ŕőšőň ďăďĺň šőůŋżě őŕřěďěńěŋĺ£.

Ŋăůŋěň ś šőčő, ůšő őŕřěďěńĺň (őŕşśłă£ ŕřěďŕőńăčăěňżě ĺğćěśšŋżňĺ ňőšĺćĺřőćłĺ) ŕřőěłšĺćŋőě ŕřőśšřăŋśšćő. Ŋăŕőňŋĺň, ůšő ňż řăąőšăěň ŋăď ťĺłśĺřőćăŋŋżň ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň k.

Šőůłă n-ňěřŋőčő ŕřőěłšĺćŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă | ¡šő ŋăąőř ĺğ n + 1 ¡ńěňěŋšă (x_0 : · · · : x_n) ŕőń£ k, ďń£ łőšőřőčő ŋě ćśě x_j řăćŋż ŋşń¿, ŕřĺůěň ŋăąőřż (x_0 : · · · : x_n) ĺ (x^′_0 : · · · : x^′_n) ğăďă¿š őďŋş ĺ šş ęě šőůłş šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă x^′_j = λx_j ďń£ ŋěłőšőřőčő λ ∈ k \ {0} ĺ ďń£ ćśěţ j ∈ [0; n]. n-ňěřŋőě ŕřőěłšĺćŋőě ŕřőśšřăŋśšćő őąőğŋăůăěšś£ P^n. Ń¿ąőľ ĺğ ŋăąőřőć (x_0 : · · · : x_n), ğăďă¿źĺţ šőůłş p ∈ P^n, ŋăğżćăěšś£ őďŋőřőďŋżňĺ łőőřďĺŋăšăňĺ šőůłĺ p. Őďŋőřőďŋżě łőőřďĺŋăšż őŕřěďěńěŋż ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋőśšĺ; ŕřĺ ğăŕĺśĺ őďŋőřőďŋżţ łőőřďĺŋăš ĺţ ŕřĺŋ£šő őšďěń£šĳ ŋě ğăŕ£šżňĺ, ă ďćőěšőůĺ£ňĺ (łăł ćż, ŋăćěřŋőě, şęě şśŕěńĺ ğăňěšĺšĳ).

Šěŕěřĳ őŕřěďěńĺň ŋă P^n šőŕőńőčĺ¿ Ğăřĺśśłőčő. Ć ŕřőěłšĺćŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ğăňłŋşšżě ňŋőęěśšćă šőęě ğăďă¿šś£ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżňĺ şřăćŋěŋĺ£ňĺ, ŋő ťőřňşńĺřőćłă šőůŋżţ őŕřěďěńěŋĺľ šřěąşěš őśšőřőęŋőśšĺ: ňŋőčőůńěŋż ŋě £ćń£ěšś£ ťşŋłűĺ£ňĺ ŋă P^n, ŕőśłőńĳłş ğŋăůěŋĺě f(x_0, . . ., x_n), čďě (x_0 : · · · : x_n) | őďŋőřőďŋżě łőőřďĺŋăšż šőůłĺ p ∈ P^n, ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ¡šĺţ łőőřďĺŋăš. Šěň ŋě ňěŋěě, ěśńĺ f | őďŋőřőďŋżľ ňŋőčőůńěŋ őš X_0, . . ., X_n, šő ŋěğăćĺśĺňő őš ćżąőřă őďŋőřőďŋżţ łőőřďĺŋăš ňőęŋő śłăğăšĳ, őąřăźăěšś£ ńĺ őŋ ć ŋşńĳ ć ďăŋŋőľ šőůłě p ∈ P^n.

Őŕřěďěńěŋĺě 2.8. Ŕőďňŋőęěśšćő V ⊂ P^n ŋăğżćăěšś£ ğăňłŋşšżň ŕő Ğăřĺśśłőňş, ěśńĺ V | ňŋőęěśšćő ŋşńěľ śěňěľśšćă őďŋőřőďŋżţ ňŋőčőůńěŋőć F_α ∈ k[X_0, . . ., X_n] ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺğ k. Ďőŕőńŋěŋĺě ł ğăňłŋşšőňş ŕő Ğăřĺśśłőňş ňŋőęěśšćş ŋăğżćăěšś£ őšłřżšżň ŕő Ğăřĺśśłőňş.

Łăł ĺ ć śńşůăě ăťťĺŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă, ŕřőćěř£ěšś£, ůšő ć őŕřěďěńěŋĺĺ ğăňłŋşšőčő ňŋőęěśšćă ňőęŋő őčřăŋĺůĺšĳś£ łőŋěůŋżňĺ śěňěľśšćăňĺ (őďŋőřőďŋżţ) ňŋőčőůńěŋőć, ă šăłęě ůšő őšłřżšżě ŕő Ğăřĺśśłőňş ňŋőęěśšćă ğăďă¿š ŋă P^n šőŕőńőčĺ¿ (ŋăğżćăěňş¿, řăğşňěěšś£, šőŕőńőčĺěľ Ğăřĺśśłőčő).

Őŕ£šĳ-šăłĺ, łăł ĺ ć śńşůăě ăťťĺŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă, ĺňěěšś£ śőőšćěšśšćĺě ňěęďş ğăňłŋşšżňĺ ŕőďňŋőęěśšćăňĺ P^n ĺ ĺďěăńăňĺ ć k[X_0, . . ., X_n], őďŋăłő ĺ ğďěśĳ ŕřőěłšĺćŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ŋăłńăďżćăěš śćő¿ śŕěűĺťĺłş. Ĺňěŋŋő, ŕşśšĳ ďń£ ŋăůăńă I ⊂ k[X_0, . . ., X_n] | ĺďěăń. Čőćőř£š, ůšő ĺďěăń I őďŋőřőďěŋ, ěśńĺ ďń£ łăęďőčő f ∈ I ćśě őďŋőřőďŋżě łőňŕőŋěŋšż f šăłęě ńěęăš ć I. Ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ĺďěăń ć łőńĳűě ňŋőčőůńěŋőć őďŋőřőďěŋ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă őŋ ňőęěš ążšĳ ŕőřőęďěŋ śěňěľśšćőň őďŋőřőďŋżţ ňŋőčőůńěŋőć. Ďőłăęĺšě śăňőśšő£šěńĳŋő, ůšő řăďĺłăń őďŋőřőďŋőčő ĺďěăńă őďŋőřőďěŋ, ă šăłęě ůšő őďŋőřőďŋżľ ĺďěăń p ŕřőśš, ěśńĺ ĺğ ćłń¿ůěŋĺ£ F G ∈ p, čďě F ĺ G | őďŋőřőďŋżě ňŋőčőůńěŋż, śńěďşěš, ůšő F ĺńĺ G ńěęĺš ć p (ďőłăğăšěńĳśšćă őąőĺţ ťăłšőć ŕřőśšż, ŋő ŋě šăćšőńőčĺůŋż).

Ŕşśšĳ šěŕěřĳ M ⊂ P^n | ń¿ąőě ŕőďňŋőęěśšćő. Ůěřěğ I(M) ⊂ k[X_0, . . ., X_n] őąőğŋăůĺň ĺďěăń, ŕőřőęďěŋŋżľ ćśěňĺ őďŋőřőďŋżňĺ ňŋőčőůńěŋăňĺ, őąřăźă¿źĺňĺś£ ć ŋşńĳ ŋă M. Ŕő-ďřşčőňş ĺďěăń I(M) ňőęŋő őŕĺśăšĳ šăł. Ś łăęďżň ŕőďňŋőęěśšćőň M ⊂ P^n ść£ęěň ăťťĺŋŋżľ łőŋşś ŋăď ŋĺň: ňŋőęěśšćő ^M ⊂ A^{n+1} śőśšő£źěě ĺğ ŋăůăńă łőőřďĺŋăš ĺ ćśěćőğňőęŋżţ šőůěł (x_0, x_1, . . ., x_n) ∈ A^{n+1} šăłĺţ, ůšő (x_0 : x_1 : · · · : x_n) | őďŋőřőďŋżě łőőřďĺŋăšż łăłőľ-šő šőůłĺ ĺğ M (ďń£ łăęďőľ šőůłĺ ąěřşšś£ ćśě ćőğňőęŋżě ğăŕĺśĺ ěě őďŋőřőďŋżţ łőőřďĺŋăš). Šăł ćőš, ŋěšřşďŋő ŕřőćěřĺšĳ (śďěńăľšě ¡šő śăňőśšő£šěńĳŋő), ůšő I(M) | ňŋőęěśšćő ňŋőčőůńěŋőć, őąřăźă¿źĺţś£ ć ŋşńĳ ŋă ^M. Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ďń£ ćś£łőčő őďŋőřőďŋőčő ĺďěăńă I ⊂ k[X_0, . . ., X_n] őąőğŋăůĺň ůěřěğ V (I) ⊂ P^n ňŋőęěśšćő šőůěł, ć łőšőřżţ őąřăźă¿šś£ ć ŋşńĳ ćśě őďŋőřőďŋżě ¡ńěňěŋšż I. Ść£ğĳ ňěęďş ĺďěăńăňĺ ĺ ğăňłŋşšżňĺ ňŋőęěśšćăňĺ ďń£ śńşůă£ ŕřőěłšĺćŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ňőďĺťĺűĺřşěšś£ šăł:

Ŕřěďńőęěŋĺě 2.9. Őąőğŋăůĺň R = k[X_0, . . ., X_n], ĺ ŕşśšĳ J = (X_0, . . ., X_n) ⊂ R. Šőčďă ďń£ łăęďőčő őďŋőřőďŋőčő ĺďěăńă I ⊂ R ĺ ďń£ łăęďőčő ŕőďňŋőęěśšćă M ⊂ P^n ĺňěěň:

ă) V (I) = ? šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă I ⊃ J^r ďń£ ŋěłőšőřőčő r > 0; ą) ěśńĺ V (I) ≠ ?, šő I(V (I)) = r(I);

ć) V (I(M)) = M;

č) Śőőšćěšśšćĺ£ V → I(V ) ĺ I → V (I) ğăďă¿š őąřăźă¿źěě ćłń¿ůěŋĺ£ ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋőě śőőšćěšśšćĺě ňěęďş ňŋőęěśšćőň ğăňłŋşšżţ ŕő Ğăřĺśśłőňş ŕőďňŋőęěśšć P^n ĺ ňŋőęěśšćőň őďŋőřőďŋżţ ĺďěăńőć łőńĳűă R, śőćŕăďă¿źĺţ śő śćőĺň řăďĺłăńőň ĺ őšńĺůŋżţ őš J.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ňż ďőłăęěň šőńĳłő ŋěšřĺćĺăńĳŋş¿ ůăśšĳ ŕşŋłšă (ă), ŕřěďőśšăćĺć őśšăńĳŋőě śńşÿăšěń£ň. Ĺšăł, ŕşśšĳ V (I) = ?, čďě I | őďŋőřőďŋżľ ĺďěăń. Ěśńĺ I śőćŕăďăěš śő ćśěň R, šő ďőłăğżćăšĳ ŋěůěčő; ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě ňŋőęěśšćő őąźĺţ ŋşńěľ ňŋőčőůńěŋőć ĺğ I

ć A^{n+1} ďőńęŋő śőćŕăďăšĳ ś ŋăůăńőň łőőřďĺŋăš (šăł łăł ĺďěăń őďŋő-

řőďŋżľ ĺ ŋěěďĺŋĺůŋżľ, šő ŋăůăńő łőőřďĺŋăš ć ¡šőň ňŋőęěśšćě ěśšĳ ğăćěďőňő; ěśńĺ ąż ążńő ůšő-šő ěźě, šő ¡šő Àůšő-šőÁ ďăńő ąż šőůłş ć

P^n). Ŕő šěőřěňě Čĺńĳąěřšă ő ŋşń£ţ őšś¿ďă śńěďşěš, ůšő r(I) śőćŕăďă-

ěš ś ĺďěăńőň, śőőšćěšśšćş¿źĺň ŋăůăńş łőőřďĺŋăš ć A^{n+1} , šő ěśšĳ ś J. Ńěčłő ćĺďěšĳ ůšő r(I) = J šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă J^r ⊂ I ďń£ ŋěłőšőřőčő r > 0.

Łăęďőě ğăňłŋşšőě ŕőďňŋőęěśšćő ŕřőěłšĺćŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ěďĺŋśšćěŋŋżň őąřăğőň řăğńăčăěšś£ ć őąžěďĺŋěŋĺě łőŋěůŋőčő ůĺśńă ŋěŕřĺćőďĺňżţ łőňŕőŋěŋš | ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă ďőśšăšőůŋő ŕőćšőřĺšĳ śńőćő ć śńőćő řăśśşęďěŋĺ£ ďń£ śńşůă£ ăťťĺŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă. Ă šěŕěřĳ | ćăęŋěľÿěě őŕřěďěńěŋĺě.

Őŕřěďěńěŋĺě 2.10. Ŕřőěłšĺćŋżň ăńčěąřăĺůěśłĺň ňŋőčőőąřăğĺěň ŋăğżćăěšś£ ŋěŕřĺćőďĺňőě ğăňłŋşšőě ŕő Ğăřĺśśłőňş ŕőďňŋőęěśšćő ŕřőěłšĺćŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă P^n.

Šěŕěřĳ őŕřěďěńĺň řăűĺőŋăńĳŋżě ťşŋłűĺĺ ŋă ŕřőěłšĺćŋőň ňŋőčőőąřăğĺĺ. Ććĺďş ŋěőďŋőğŋăůŋőśšĺ ćżąőřă őďŋőřőďŋżţ łőőřďĺŋăš šőůłĺ, ňŋőčőůńěŋż ŋă řőńĳ šăłĺţ ťşŋłűĺľ ŋě čőď£šś£. Ůšőąż ğŋăůěŋĺě ťşŋłűĺĺ ć šőůłě ŋě ğăćĺśěńő őš ćżąőřă őďŋőřőďŋżţ łőőřďĺŋăš, ŋăďő ć łăůěśšćě ¡šőľ ťşŋłűĺĺ ąřăšĳ őšŋőÿěŋĺě őďŋőřőďŋżţ ňŋőčőůńěŋőć őďŋőľ śšěŕěŋĺ:

Őŕřěďěńěŋĺě 2.11. Řăűĺőŋăńĳŋőľ ťşŋłűĺěľ ŋă ŕřőěłšĺćŋőň ňŋőčőőąřăğĺĺ V ⊂ P^n ŋăğżćăěšś£ ćżřăęěŋĺě ćĺďă F/G, čďě F ĺ G | őďŋőřőďŋżě ňŋőčőůńěŋż őš X_0, . . ., X_n őďŋőľ śšěŕěŋĺ ĺ G ŋě ěśšĳ šőęďěśšćěŋŋżľ ŋşńĳ ŋă V . Řăűĺőŋăńĳŋżě ťşŋłűĺĺ F/G ĺ F_1/G_1 ŋăğżćă¿šś£ řăćŋżňĺ, ěśńĺ F (x_0, . . ., x_n)/G(x_0, . . ., x_n) = F_1(x_0, . . ., x_n)/G_1(x_0, . . ., x_n) ďń£ ćśěţ šőůěł p = (x_0 : · · · : x_n) ∈ V , ďń£ łőšőřżţ őąě ůăśšĺ ¡šőčő řăćěŋśšćă ĺňě¿š śňżśń. Řăűĺőŋăńĳŋă£ ťşŋłűĺ£ h ŋăğżćăěšś£ őŕřěďěńěŋŋőľ, ĺńĺ řěčşń£řŋőľ ć šőůłě p ∈ V , ěśńĺ h ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě F/G, čďě G ŋě őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ ć p.

Šăł ęě, łăł ĺ ďń£ śńşůă£ ăťťĺŋŋżţ ňŋőčőőąřăğĺľ, ŕřőćěř£ěšś£, ůšő F/G = F_1/G_1 šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă F G_1 − GF_1 ěśšĳ šőęďěśšćěŋŋżľ ŋşńĳ ŋă V .

Šěŕěřĳ őŕĺÿěň ćğăĺňőść£ğĳ ňěęďş ŕřőěłšĺćŋżňĺ ĺ ăťťĺŋŋżňĺ ňŋőčőőąřăğĺ£ňĺ. Ďń£ łăęďőčő i ∈ [0; n] ŕőńőęĺň

A^n_i = { p = (x0 : · · · : xn) ∈ P^n | xi ≠ 0 } .

Ŕőśłőńĳłş ş šőůěł A^n_i őďŋőřőďŋă£ łőőřďĺŋăšă x_i őšńĺůŋă őš ŋşń£, őšőąřăęěŋĺě (x_0 : · · · : x_n) → (x_0/x_i, . . ., x_{i−1}/x_i, x_{i+1}/x_i, . . ., x_n/x_i) şśšăŋăćńĺćăěš ěśšěśšćěŋŋőě ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋőě śőőšćěšśšćĺě ňěęďş A^n_i ĺ ğŋăłőňżň ŋăň n-ňěřŋżň ăťťĺŋŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň. Őůěćĺďŋő, łăęďőě

A^n_i őšłřżšő ć P^n ĺ P^n =^{⋃n}_{i=1} A^n_i .

Ŕřěďńőęěŋĺě 2.12. Őšőęďěśšćĺň łăęďőě ĺğ A^n_i ś n-ňěřŋżň ăťťĺŋŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň śŕőśőąőň, şłăğăŋŋżň ćżÿě. Šőčďă šőŕőńőčĺ£ Ğăřĺśśłőčő ŋă P^n ĺŋďşűĺřşěš šőŕőńőčĺ¿ Ğăřĺśśłőčő, őŕřěďěńěŋŋş¿ ŋăňĺ řăŋěě ďń£ ăťťĺŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă, ŋă łăęďőň ĺğ A^n_i .

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕőńőęĺň ďń£ őŕřěďěńěŋŋőśšĺ i = 0. Ďń£ łăęďőčő ňŋőčőůńěŋă f ∈ k[X_1, . . ., X_n] śšěŕěŋĺ d, ŕřěďśšăćńěŋŋőčő ć ćĺďě f = ∑_d j=0 f_j , čďě ćśě f_j őďŋőřőďŋż ĺ deg f_j = j, ŕőńőęĺň^hf = ∑_d j=0 X^{d−j}_0 f_j (¡šő őďŋőřőďŋżľ ňŋőčőůńěŋ őš X_0, X_1, . . ., X_n); ďń£ ćś£łőčő őďŋőřőďŋőčő ňŋőčőůńěŋă F ∈ k[X_0, . . ., X_n] őąőğŋăůĺň ůěřěğ^aF ňŋőčőůńěŋ, ŕőńşůěŋŋżľ ŕőďśšăŋőćłőľ 1 ćňěśšő X_0. Őůěćĺďŋő,

V (F ) ∩ A^n_0 =V (^aF ) V (^hf) ∩ A^n_0 =V (f) (2.1)

(ć ńěćżţ ůăśš£ţ ¡šĺţ řăćěŋśšć śšő«ĺš V ć śňżśńě ¡šőľ ńěłűĺĺ, ć ŕřăćżţ | ć śňżśńě ŕřěďżďşźěľ). Šăł łăł ğăňłŋşšżě ŕő Ğăřĺśśłőňş ňŋőęěśšćă śşšĳ ŕěřěśěůěŋĺ£ ňŋőęěśšć ćĺďă V (F ), ĺğ (2.1) ćśě śńěďşěš.

Ğăňěůăŋĺě 2.13. Ďőłăğăšěńĳśšćă şąă¿łĺćă¿źě ŕřőśšż, ŕő¡šőňş | ŕřěďőśšěřěęěŋĺě. Ěśńĺ X = V (f_1, . . ., f_r) ⊂ A^n_0 , šő, ćőőąźě čőćőř£, ŋěćěřŋő, ůšő X = V (^hf_1, . . .,^hf_r) ⊂ P^n. Ŕşśšĳ, ŋăŕřĺňěř X | čěőňěšřĺůěśłőě ňěśšő šőůěł ćĺďă (t, t^2, t^3) ć A^3_0 . Šőčďă X = V (x_2−x^2_1, x_3−x^3_1), ŋő ŕřĺ ¡šőň V (x_0x_2−x^2_1, x^2_0x_3−x^3_1) ⊂ P^3 śőďěřęĺš űěńş¿ ŕř£ňş¿ { (0 : 0 : u : v) } ĺ śšřőčő ąőńĳÿě, ůěň X. Ćż£śŋĺšě śăňőśšő£šěńĳŋő, ůěňş řăćŋő X \ X ĺ łăłĺňĺ şřăćŋěŋĺ£ňĺ ňőęŋő ğăďăšĳ X ⊂ P^3. Łřĺćş¿ X ŕő-řşśśłĺ ŋăğżćă¿š Àŋőřňăńĳŋă£ řăűĺőŋăńĳŋă£ łřĺćă£ śšěŕěŋĺ 3Á, ŕő-ăŋčńĺľśłĺ twisted cubic, ă ŕő-ťřăŋűşğśłĺ cubique gauche.

Ŕşśšĳ šěŕěřĳ V ⊂ P^n | ŕřőěłšĺćŋőě ňŋőčőőąřăğĺě. Ĺğ ďőłăğăŋŋőčő ŕřěďńőęěŋĺ£ śńěďşěš, ůšő V ∩ A^n_i | ğăňłŋşšőě ŋěŕřĺćőďĺňőě ŕőďňŋőęěśšćő ć A^n_i ; śšăńő ążšĳ, ňż ňőęěň řăśśňăšřĺćăšĳ ěčő łăł ăťťĺŋŋőě ňŋőčőőąřăğĺě. Ćőš ć ůěň ćżřăęăěšś£ šő őąśšő£šěńĳśšćő, ůšő V śłńěěŋő ĺğ ăťťĺŋŋżţ ňŋőčőőąřăğĺľ V ∩ A^n_i :

Ŕřěďńőęěŋĺě 2.14. Šőŕőńőčĺ£ Ğăřĺśśłőčő ŋă V ĺŋďşűĺřşěš šőŕőńőčĺ¿ Ğăřĺśśłőčő ŋă łăęďőň ĺğ V ∩ A^n_i , řăśśňăšřĺćăěňőň łăł ăťťĺŋŋőě ňŋőčőőąřăğĺě; ěśńĺ U ⊂ V | őšłřżšőě ňŋőęěśšćő, šő ťşŋłűĺ£ f : U → k řěčşń£řŋă ŋă U (łăł řăűĺőŋăńĳŋă£ ťşŋłűĺ£ ŋă V ) šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ďń£ ćśěţ i őčřăŋĺůěŋĺě f ŋă U ∩ A^n_i řěčşń£řŋő ŋă

U ∩ A^n_i łăł řăűĺőŋăńĳŋă£ ťşŋłűĺ£ ŋă ăťťĺŋŋőň ňŋőčőőąřăğĺĺ V ∩ A^n_i .

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ćś£łă£ řăűĺőŋăńĳŋă£ ťşŋłűĺ£ f/g ŋă ăťťĺŋŋőň ňŋőčőőąřăğĺĺ V ∩A^n_i £ćń£ěšś£ őčřăŋĺůěŋĺěň řăűĺőŋăńĳŋőľ ŋă V łăł ŋă ŕřőěłšĺćŋőň ňŋőčőőąřăğĺĺ ťşŋłűĺĺ^hf/(^hg · X^{deg f −deg g}_i ). İšő ďőłăğżćăěš ůăśšĳ Àšőńĳłő šőčďăÁ şšćěřęďěŋĺ£ ŕřő ťşŋłűĺĺ. Őśšăńĳŋőě ďőłăęĺšě śăňőśšő£šěńĳŋő.

Śńěďśšćĺě 2.15. Ćś£łă£ ťşŋłűĺ£, řěčşń£řŋă£ ŋă ćśěň P^n, £ćń£ěšś£ łőŋśšăŋšőľ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ f řěčşń£řŋă ŋă P^n. Šőčďă f |_A n_i = F_i/x^{di}_i , čďě F_i | őďŋőřőďŋżľ ňŋőčőůńěŋ śšěŕěŋĺ d_i. Ďőňŋőęă£ ŋă ŕőďţőď£źĺě śšěŕěŋĺ x_i, ňőęŋő ďőąĺšĳś£ šőčő, ůšőąż ćśě d_i ążńĺ řăćŋż ůĺśńş d. Šăł łăł ćśě F_i/x^d_i ŕřĺ őčřăŋĺůěŋĺĺ ŋă

⋂ A^n_i ďă¿š őďŋş ĺ šş ęě ťşŋłűĺ¿,

šő x^d_i F_j = x^d_j F_i. Śńěďőćăšěńĳŋő, F_j ďěńĺšś£ ŋă x^d_j ďń£ ćśěţ j, šăł ůšő ćśě F_j /x^d_j śşšĳ łőŋśšăŋšż, ĺ šăłőćă ęě ťşŋłűĺ£ f.

Ğăňěůăŋĺě 2.16. Ěśńĺ k = C , šő ¡šő şšćěřęďěŋĺě őůěćĺďŋő, šăł łăł

P^n šőčďă | łőňŕăłšŋőě łőňŕńěłśŋőě ňŋőčőőąřăğĺě, ă f | čńőąăńĳŋă£

čőńőňőřťŋă£ ťşŋłűĺ£ ŋă ŋěň. Ŋăÿě ŕřěďńőęěŋĺě őśšăěšś£ ćěřŋżň (ć őąźěň śńşůăě), ěśńĺ ğăňěŋĺšĳ P^n ŋă ń¿ąőě ŕřőěłšĺćŋőě ňŋőčőőąřăğĺě. Ňż ďőłăęěň ¡šő ŕőğęě, ć łăůěśšćě śńěďśšćĺ£ śćőľśšćă ŕőńŋőšż ŕřőěłšĺćŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă, £ćń£¿źěčőś£ ăńčěąřő-čěőňěšřĺůěśłĺň ăŋăńőčőň łőňŕăłšŋőśšĺ.