Ńěłűĺ£ 5. Řăğňěřŋőśšĳ

Śşźěśšćşěš ŋěśłőńĳłő ¡łćĺćăńěŋšŋżţ őŕřěďěńěŋĺľ řăğňěřŋőśšĺ ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£. Ŋăůŋěň ś śăňőčő ŕřőśšőčő, ţőš£ ĺ ŋě śăňőčő čěőňěšřĺůěśłĺ ŋăčń£ďŋőčő.

Őŕřěďěńěŋĺě 5.1. Řăğňěřŋőśšĳ¿ ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ X ŋăğżćăěšś£ śšěŕěŋĳ šřăŋśűěŋďěŋšŋőśšĺ ŕőń£ ăńčěąřăĺůěśłĺţ ťşŋłűĺľ k(X) ŋăď őśŋőćŋżň ŕőńěň k. Řăğňěřŋőśšĳ ňŋőčőőąřăğĺ£ X őąőğŋăůăěšś£ dim X.

Ĺğ ¡šőčő őŕřěďěńěŋĺ£ £śŋő, ůšő řăğňěřŋőśšĳ ňŋőčőőąřăğĺ£ ŋě ňěŋ£- ěšś£ ŕřĺ ŕěřěţőďě ł ěčő őšłřżšőňş ŕőďňŋőęěśšćş, ĺ ćőőąźě řăğňěřŋőśšĺ ąĺřăűĺőŋăńĳŋő ĺğőňőřťŋżţ ňŋőčőőąřăğĺľ śőćŕăďă¿š, ă šăłęě ůšő

dim A^n = dim P^n = n.

Ďń£ ŋăůăńă ŕřőćěřĺň, ůšő ŕřĺ ŕěřěţőďě ł ğăňłŋşšőňş ŕőďňŋőčőőąřăğĺ¿ řăğňěřŋőśšĳ, łăł ĺ ďőńęŋő ążšĳ, şňěŋĳÿăěšś£.

Ŕřěďńőęěŋĺě 5.2. Ěśńĺ Y | ŋěŕřĺćőďĺňőě ğăňłŋşšőě ŕőďňŋőęěśšćő ć ăńčěąřăĺůěśłőň ňŋőčőőąřăğĺĺ X, őšńĺůŋőě őš śăňőčő X, šő dim Y < dim X.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő X ĺ Y ăťťĺŋŋż ĺ řěăńĺğőćăŋż łăł ğăňłŋşšżě ŕőďňŋőęěśšćă ć A^n . Ŕşśšĳ x_1, . . ., x_n | łőőřďĺŋăšŋżě ťşŋłűĺĺ ŋă X; ěśńĺ dim X = d, šő ŋě őčřăŋĺůĺćă£ őąźŋőśšĺ ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő x_1, . . ., x_d | ąăğĺś šřăŋśűěŋďěŋšŋőśšĺ k(X) ŋăď k. Ďőśšăšőůŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő x_1, . . ., x_d ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăćĺśĺňż ŋăď k ć ŕőńě k(Y ). Ůšőąż ¡šő śďěńăšĳ, ŕřěďŕőńőęĺň, řăśśşęďă£ őš ŕřőšĺćŋőčő, ůšő x_1, . . ., x_d ăńčěąřăĺůěśłĺ ŋěğăćĺśĺňż ć k(Y ), ĺ ŕşśšĳ π : Y → A^d | ŕřőěłűĺ£ ŋă ŕěřćżě d łőőřďĺŋăš. Šőčďă π(Y ) ŋě śőďěřęĺšś£ ŋĺ ć őďŋőľ čĺŕěřŕőćěřţŋőśšĺ ć A^d ; śšăńő ążšĳ, π | ďőňĺŋăŋšŋżľ ňőřťĺğň ĺ π(Y ) ⊃ U, čďě

U ⊂ A^d | őšłřżšőě ŕőďňŋőęěśšćő (ŕřěďńőęěŋĺě 3.11). Ŕşśšĳ šěŕěřĳ

f ∈ k[X] | ŋěŋşńěćă£ řěčşń£řŋă£ ťşŋłűĺ£, őąřăźă¿źă£ś£ ć ŋşńĳ ŋă Y . Ğăŕĺśżćă£ ěě ňĺŋĺňăńĳŋőě şřăćŋěŋĺě ć k(X) ŋăď ŕőńěň řăűĺőŋăńĳŋżţ ďřőąěľ k(x_1, . . ., x_d), ŕőńşůăěň šőęěśšćő ć k(X):

f^r + a_1(x_1, . . ., x_d)f^{r−1} + · · · + a_r(x_1, . . ., x_d) = 0. (5.1)

Ŕő ďőłăğăŋŋőňş, śşźěśšćşěš őšłřżšőě ňŋőęěśšćő U^′ ⊂ A^d , śőďěřęăźěěś£ ć π(Y ), ŋă łőšőřőň ćśě řăűĺőŋăńĳŋżě ťşŋłűĺĺ a_j őŕřěďěńěŋż. Śšăńő ążšĳ, ďń£ ćś£łőľ šőůłĺ (x_1, . . ., x_d) ∈ U^′ śşźěśšćş¿š šăłĺě x_{d+1}, . . ., x_n, ůšő (x_1, . . ., x_d, x_{d+1}, . . ., x_n) ∈ Y ⊂ A^n . Ŕőďśšăćń££ ¡šĺ n ůĺśěń ć (5.1), ŕőńşůăěň a_r(x_1, . . ., x_d) = 0. Ğŋăůĺš, a_r = 0, ć ŕřőšĺćőřěůĺě ś ňĺŋĺňăńĳŋőśšĳ¿ şřăćŋěŋĺ£ (5.1).

Šěŕěřĳ őŕĺÿěň ŕőďňŋőčőőąřăğĺ£ łőřăğňěřŋőśšĺ 1 ć ăťťĺŋŋżţ ĺńĺ ŕřőěłšĺćŋżţ ŕřőśšřăŋśšćăţ. İšő, ł śůăśšĳ¿, ŕřőśšő:

Ŕřěďńőęěŋĺě 5.3. Ŕşśšĳ X | ŋěŕřĺćőďĺňőě ğăňłŋşšőě ŕőďňŋőęěśšćő ć A^n (śőőšćěšśšćěŋŋő, P^n). Šőčďă dim X = n−1 ć šőň ĺ šőńĳłő šőň śńşůăě, łőčďă X | čĺŕěřŕőćěřţŋőśšĳ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕřőćěďěň ďőłăğăšěńĳśšćő ďń£ ŕőďňŋőčőőąřăğĺľ A^n (ďń£ P^n řăśśşęďěŋĺě ăŋăńőčĺůŋő). Ć őďŋş śšőřőŋş şšćěřęďěŋĺě śőćśěň őůěćĺďŋő. Ć śăňőň ďěńě, ŕşśšĳ X = V (f) ⊂ A^n | čĺŕěřŕőćěřţŋőśšĳ, čďě f ∈ k[X_1, . . ., X_n] | ŋěŕřĺćőďĺňżľ ňŋőčőůńěŋ. Ŋě őčřăŋĺůĺćă£ őąźŋőśšĺ, ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő X_n ćţőďĺš ć f, ĺ ğăŕĺśăšĳ

f = f_0 · X^d_n + f_1 · X^{d−1}_n + · · · + f_d,

čďě ćśě f_j ŋě ğăćĺś£š őš X_n. Šőčďă £śŋő, ůšő k(X) £ćń£ěšś£ řăśÿĺřěŋĺěň śšěŕěŋĺ d ŕőń£ řăűĺőŋăńĳŋżţ ďřőąěľ k(X_1, . . ., X_{n−1}) ĺ šěň śăňżň ĺňěěš śšěŕěŋĳ šřăŋśűěŋďěŋšŋőśšĺ n − 1 ŋăď k. Őąřăšŋő, ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő X ⊂ A^n ğăňłŋşšő ĺ ŋěŕřĺćőďĺňő ĺ dim X = n − 1. Łőőřďĺŋăšŋżě ťşŋłűĺĺ x_1, . . ., x_n ∈ k(X) ďőńęŋż ążšĳ ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăćĺśĺňż ŋăď k. Ŕşśšĳ f ∈ k[X_1, . . ., X_n] | ňŋőčőůńěŋ ňĺŋĺňăńĳŋőľ śšěŕěŋĺ, ďń£ łőšőřőčő f(x_1, . . ., x_n) = 0 ć ŕőńě k(X). Őůěćĺďŋő, f ŋěŕřĺćőďĺň ĺ X ⊂ V (f); ěśńĺ ąż ćłń¿ůěŋĺě ążńő śšřőčĺň, šő ĺğ ŕřěďńőęěŋĺ£ 5.2 ĺ šőńĳłő ůšő ďőłăğăŋŋőľ ŕěřćőľ ůăśšĺ ŋăÿěčő ŕřěďńőęěŋĺ£ śńěďőćăńő ąż, ůšő dim X < dim V (f) = n − 1 | ŕřőšĺćőřěůĺě.

Ğăňěůăŋĺě 5.4. Őŕĺśăŋĺě ŕőďňŋőčőőąřăğĺľ łőřăğňěřŋőśšĺ 2 ć P^n (ďăęě čńăďłĺţ) £ćń£ěšś£ ŋěřěÿěŋŋőľ ŕřőąńěňőľ.

Ďřşčőě ŕřőśšőě śćőľśšćő řăğňěřŋőśšĺ | ěě ăďďĺšĺćŋőśšĳ.

Ŕřěďńőęěŋĺě 5.5. dim(X × Y ) = dim X + dim Y .

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Šăł řăğňěřŋőśšĳ ŋě ňěŋ£ěšś£ ŕřĺ ŕěřěţőďě ł őšłřżšőňş ŕőďňŋőęěśšćş, ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő X ĺ Y řěăńĺğőćăŋż łăł ğăňłŋşšżě ŕőďňŋőęěśšćă ć A^M ĺ A^N śőőšćěšśšćěŋŋő. Ěśńĺ x_1, . . ., x_M ĺ y_1, . . ., y_N | łőőřďĺŋăšŋżě ťşŋłűĺĺ ŋă X ĺ Y ĺ ŕřĺ ¡šőň dim X = m, dim Y = n, šő ŕőśńě ŕěřěŋşňěřăűĺĺ łőőřďĺŋăš ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő x_1, . . ., x_m (śőőšćěšśšćěŋŋő, y_1, . . ., y_n) śőśšăćń£¿š ąăğĺś šřăŋśűěŋďěŋšŋőśšĺ k(X) (śőőšć. k(Y )) ŋăď k. §śŋő, ůšő k(X × Y ) ăńčěąřăĺůŋő ŋăď k(x_1, . . ., x_m, y_1, . . ., y_n), šăł ůšő ŋăň ŋăďő šőńĳłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő x_1, . . ., x_m, y_1, . . ., y_n ăńčěąřăĺůěśłĺ ŋěğăćĺśĺňż ŋăď k. Ŕşśšĳ ¡šő ŋě šăł; šőčďă ĺňěěšś£ śőőšŋőÿěŋĺěX

a_{i1,...,i}m(y_1, . . ., y_n)x^{i1}_1 . . .x^im_m = 0, (5.2)

čďě ćśě a_{i1,...,i}m | ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżě ťşŋłűĺĺ őš y_1, . . ., y_n. Ŕőďśšăćń££ ć a_{i1,...,i}m łőőřďĺŋăšż ń¿ąőľ šőůłĺ (y_1, . . ., y_N ) ∈ Y , ŕőńşůăěň ăńčěąřăĺůěśłş¿ ğăćĺśĺňőśšĳ ňěęďş x_1, . . ., x_m ŋăď k, ćśě łő¡ťťĺűĺěŋšż łőšőřőľ ďőńęŋż, śšăńő ążšĳ, řăćŋ£šĳś£ ŋşń¿. Ğŋăůĺš, ćśě ťşŋłűĺĺ a_{i1,...,i}m őąřăźă¿šś£ ć ŋşńĳ ŋă Y . Ŕőśłőńĳłş y_1, . . ., y_n ăńčěąřăĺůěśłĺ ŋěğăćĺśĺňż ć k(Y ), ĺğ ¡šőčő śńěďşěš, ůšő łăęďżľ ĺğ ňŋőčőůńěŋőć a_{i1,...,i}m ŋşńěćőľ, šő ěśšĳ ćśě łő¡ťťĺűĺěŋšż śőőšŋőÿěŋĺ£ (5.2) śşšĳ ŋşńĺ. Ćśě ďőłăğăŋő.

Ůšőąż ŕőńşůĺšĳ ąőńěě šőůŋżě řěğşńĳšăšż ő řăğňěřŋőśšĺ, ŋăň ŕřĺďěšś£ ŋăşůĺšĳś£ řăąőšăšĳ ś ňőřťĺğňăňĺ, ćśě śńőĺ łőšőřżţ łőŋěůŋż (šăłĺě ňőřťĺğňż ŋăğżćă¿šś£ łćăğĺłőŋěůŋżňĺ). Ł śőęăńěŋĺ¿, ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ś łćăğĺłőŋěůŋżňĺ ňőřťĺğňăňĺ řăąőšăšĳ ŋěşďőąŋő, ŕő¡šőňş, łăł ¡šő ŋě ěďĺŋőęďż śńşůăěšś£ ć ăńčěąřăĺůěśłőľ čěőňěšřĺĺ, ŕřĺţőďĺšś£ ćňěśšő ĺŋšşĺšĺćŋő ŕřőğřăůŋőčő ŕőŋ£šĺ£ ĺňěšĳ ďěńő ś ąőńěě ăńčěąřăĺğĺřőćăŋŋżň, ŋěřăćŋőśĺńĳŋżň (ţőš£ ĺ ąńĺğłĺň) ĺ ŋă ŕěřćżľ ćğčń£ď ňěŋěě ŕőŋ£šŋżň, ŋő ąőńěě şďőąŋżň šěţŋĺůěśłĺ. Ć ďăŋŋőň śńşůăě ćňěśšő łćăğĺłőŋěůŋżţ ňőřťĺğňőć ňż ąşďěň řăśśňăšřĺćăšĳ šăł ŋăğżćăěňżě łőŋěůŋżě ňőřťĺğňż. Šăł łăł łőŋěůŋżě ňőřťĺğňż ąşďşš ŋăň ŋşęŋż ĺ ďăńěě, ňż řăśśłăęěň ŕřő ŋĺţ ąőńĳÿě, ůěň ŋăďő ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ďń£ šěőřĺĺ řăğňěřŋőśšĺ.

Ůšőąż ďăšĳ őŕřěďěńěŋĺě łőŋěůŋőčő ňőřťĺğňă, ćśŕőňŋĺň śŋăůăńă őŕřěďěńěŋĺě ĺ ŕřőśšěľÿĺě śćőľśšćă űěńőľ ğăćĺśĺňőśšĺ (őŕşźěŋŋżě ŕőďřőąŋőśšĺ ňőęŋő ŕřőďşňăšĳ śăňőśšő£šěńĳŋő ĺńĺ ŕőśňőšřěšĳ ć łŋĺčăţ Ńěŋčă ÀĂńčěąřăÁ, čń. IX, §1, ĺńĺ Ăšĳĺ ĺ Ňăłďőŋăńĳďă ÀĆćěďěŋĺě ć łőňňşšăšĺćŋş¿ ăńčěąřşÁ, ś. 76{78).

Őŕřěďěńěŋĺě 5.6. Ŕşśšĳ A | ŕőďłőńĳűő łőńĳűă B (ćśě łőńĳűă ŕřěďŕőńăčă¿šś£ łőňňşšăšĺćŋżňĺ ĺ ĺňě¿źĺňĺ ěďĺŋĺűş). İńěňěŋš x ∈ B ŋăğżćăěšś£ űěńżň ŋăď A, ěśńĺ ćżŕőńŋěŋő őďŋő ĺğ ďćşţ řăćŋőśĺńĳŋżţ şśńőćĺľ:

1) x şďőćńěšćőř£ěš şřăćŋěŋĺ¿ ćĺďă

x^n + a_1x^{n−1} + · · · + a_{n−1}x + a_n = 0,

čďě ćśě a_j ńěęăš ć A (šăłĺě şřăćŋěŋĺ£ ŋăğżćă¿š ěźě űěńżňĺ şřăćŋěŋĺ£ňĺ);

2) x ńěęĺš ć ŕőďłőńĳűě B^′ ⊂ B, śőďěřęăźěň A ĺ łőŋěůŋő ŕőřőęďěŋŋőň łăł A-ňőďşńĳ.

Ďőłăęěň ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĳ ¡šĺţ şśńőćĺľ. (1) ćńěůěš (2), šăł łăł ĺğ šőčő, ůšő x şďőćńěšćőř£ěš şřăćŋěŋĺ¿ śšěŕěŋĺ n śő śšăřÿĺň łő¡ťťĺűĺěŋšőň 1, śńěďşěš, ůšő 1, x, . . ., x^{n−1} ŕőřőęďă¿š ŕőďłőńĳűő A[x] łăł A-ňőďşńĳ, ĺ ć łăůěśšćě B^′ ňőęŋő ćğ£šĳ A[x]. Ěśńĺ, ŋăŕřőšĺć, ćżŕőńŋěŋő (2) ĺ b_1, . . ., b_n | őąřăğş¿źĺě B^′ łăł A-ňőďşń£, šő ğăŕĺÿěň xb_i = nX_{i=1 aij bj ďń£ ćśěţ i ∈ [1; n], (5.3)}

čďě a_{ij} ∈ A, ĺ ŕőńőęĺň f = det ‖xδ_{ij} − a_{ij}‖ ∈ B^′. Ĺğ (5.3) ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő fb_j = 0 ďń£ ćśěţ j. Šăł łăł ěďĺŋĺűă łőńĳűă B^′ £ćń£ěšś£ ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺěľ b_j ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺğ A, őšś¿ďă śńěďşěš, ůšő f · 1 = f = 0. Řăśŕĺśżćă£ ćżřăęěŋĺě ďń£ őŕřěďěńĺšěń£, ŕőńşůăěň, ůšő x şďőćńěšćőř£ěš űěńőňş şřăćŋěŋĺ¿ śšěŕěŋĺ n ŋăď A, ůšő ďőłăğżćăěš ĺňŕńĺłăűĺ¿ (2) ⇒ (1).

Ćőš ďćă šĺŕĺůŋżţ ŕřĺňěřă. Ěśńĺ A | łőńĳűő ś őďŋőğŋăůŋżň řăğńőęěŋĺěň ŋă ňŋőęĺšěńĺ ĺ K | ěčő ŕőńě ůăśšŋżţ, šő ¡ńěňěŋš x ∈ K űěń ŋăď A šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă x ∈ A (ćśŕőňŋĺšě, łăł ďőłăğżćăěšś£, ůšő ş ŋěśőłřăšĺňőľ ďřőąĺ, £ćń£¿źěľś£ łőřŋěň ňŋőčőůńěŋă ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ, ğŋăňěŋăšěńĳ £ćń£ěšś£ ďěńĺšěńěň śšăřÿěčő łő¡ťťĺűĺěŋšă). Ůĺśńő a + b √ 5 ∈ Q(^√5) űěńő ŋăď Zšőčďă ĺ šőńĳłő šő-

čďă, łőčďă łő¡ťťĺűĺěŋšż a, b ∈ Q ńĺąő őąă űěńżě, ńĺąő őąă ŕőńşűěńżě (š. ě. ŋěśőłřăšĺňżě ďřőąĺ śő ğŋăňěŋăšěńěň 2).

Śşňňă ĺ ŕřőĺğćěďěŋĺě űěńżţ ŋăď A ¡ńěňěŋšőć šăłęě űěńż ŋăď A. Ć śăňőň ďěńě, ěśńĺ x, y ∈ B űěńż ŋăď A, šő łőńĳűő A[x, y] ⊂ B łőŋěůŋő ŕőřőęďěŋő łăł A-ňőďşńĳ ĺ ďń£ šőčő, ůšőąż şďőśšőćěřĺšĳś£ ć űěńőśšĺ x + y ĺ xy ŋăď A, ňőęŋő ŕőńőęĺšĳ B^′ = A[x, y] ćő ćšőřőň őŕřěďěńěŋĺĺ űěńőľ ğăćĺśĺňőśšĺ.

Ŋăłőŋěű, ěźě őďĺŋ šěřňĺŋ: čőňőňőřťĺğň łőńěű f : A → B ŋăğżćăěšś£ űěńżň, ěśńĺ ćś£łĺľ ¡ńěňěŋš B űěń ŋăď f(A); čőćőř£š šăłęě, ůšő łőńĳűő B űěńő ŋăď A. Łőňŕőğĺűĺ£ ďćşţ űěńżţ čőňőňőřťĺğňőć £ćń£ěšś£ űěńőľ (ůšőąż ¡šő şśšăŋőćĺšĳ, ŋăďő ŕřőćěřĺšĳ ćőš ůšő: ěśńĺ A ⊂ B ĺ B ⊂ C | űěńżě řăśÿĺřěŋĺ£, šő ĺ A ⊂ C | űěńőě řăśÿĺřěŋĺě; ďőłăęĺšě ¡šő śăňőśšő£šěńĳŋő ĺńĺ ŕőďśňőšřĺšě ş Ńěŋčă ĺńĺ Ăšĳĺ ĺ Ňăłďőŋăńĳďă).

Šěŕěřĳ, ŋăłőŋěű, ňőęŋő ďăšĳ

Őŕřěďěńěŋĺě 5.7. Ňőřťĺğň φ: X → Y ŋăğżćăěšś£ łőŋěůŋżň, ěśńĺ ş ćś£łőľ šőůłĺ y ∈ Y śşźěśšćşěš šăłă£ ăťťĺŋŋă£ őłřěśšŋőśšĳ U ∋ y, ůšő ňŋőęěśšćő φ^{−1}(U) ⊂ X šőęě ăťťĺŋŋő, ĺ ŕřĺ ¡šőň čőňőňőřťĺğň łőńěű φ^∗ : k[U] → k[φ^{−1}(U)] £ćń£ěšś£ űěńżň.

Šřĺćĺăńĳŋżľ ŕřĺňěř łőŋěůŋőčő ňőřťĺğňă | ğăňłŋşšőě ćńőęěŋĺě. Ąőńěě śőďěřęăšěńĳŋżľ ŕřĺňěř | ŕřőěłűĺ£ ŕăřăąőńż x = y^2 ŋă őśĳ ăąśűĺśś. İšő łőŋěůŋżľ ňőřťĺğň, ŕőśłőńĳłş k[x, y]/(y^2−x) ŕőřőęďăěšś£ ŋăď k[x] ťşŋłűĺěľ y, şďőćńěšćőř£¿źěľ űěńőňş şřăćŋěŋĺ¿ y^2 − x = 0.

Ďń£ ŋăůăńă ŕřőćěřĺň, ůšő śńőĺ łőŋěůŋőčő ňőřťĺğňă ďěľśšćĺšěńĳŋő łőŋěůŋż.

Ŕřěďńőęěŋĺě 5.8. Ěśńĺ φ: X → Y | łőŋěůŋżľ ňőřťĺğň, šő ćśě śńőĺ φ łőŋěůŋż.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ććĺďş őŕřěďěńěŋĺ£ ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő X ĺ Y ăťťĺŋŋż, ŕřĺůěň X ⊂ A^n . Ŕşśšĳ y ∈ Y ; ěśńĺ f ∈ k[X], šő ĺňěěšś£ šőęďěśšćő

f^r + (a_1 ∘ φ)f^{r−1} + · · · + (a_r ∘ φ) = 0, (5.4)

čďě a_j ∈ k[Y ]. Ěśńĺ x ∈ φ^{−1}(y), šő, ŕőďśšăćń££ x ć řěčşń£řŋş¿ ťşŋłűĺ¿ ŋă X, śšő£źş¿ ć ńěćőľ ůăśšĺ (5.4), ŕőńşůăěň, ůšő f(x) | łőřěŋĳ şřăćŋěŋĺ£ śšěŕěŋĺ r, ğăćĺś£źěčő őš f ĺ y, ŋő ŋě őš x, šăł ůšő f ňőęěš ŕřĺŋĺňăšĳ ć šőůłăţ śńő£ ŋăď y ŋě ąőńěě ůěň r řăğńĺůŋżţ ğŋăůěŋĺľ. Ć ůăśšŋőśšĺ, łăęďă£ łőőřďĺŋăšŋă£ ťşŋłűĺ£ ŋă X ŕřĺŋĺňăěš ć šőůłăţ śńő£ łőŋěůŋőě ůĺśńő ğŋăůěŋĺľ, šăł ůšő ĺ śăň śńőľ łőŋěůěŋ.

Ĺšăł, ćś£łĺľ łőŋěůŋżľ ňőřťĺğň ĺňěěš łőŋěůŋżě śńőĺ; őąřăšŋőě, őďŋăłő, ŋěćěřŋő. Ŋăŕřĺňěř, ŕřőěłűĺ£ π čĺŕěřąőńż xy = 1 ŋă őśĳ ăąśűĺśś łőŋěůŋżň ňőřťĺğňőň ŋě £ćń£ěšś£: ťşŋłűĺ£ y = 1/x ∈ k[π^{−1}(U)] ŋě ąşďěš űěńőľ ŋăď k[U] ŋĺ ďń£ łăłőčő őšłřżšőčő ŕőďňŋőęěśšćă U ⊂ A^1 , śőďěřęăźěčő ŋşńĳ. Śřăćŋĺšě ¡šőš ŕřĺňěř ś ŕřőěłűĺěľ ŕăřăąőńż, ő łőšőřőľ ÿńă řěůĳ ćżÿě. Ĺŋšşĺšĺćŋő ňőęŋő ŕřěďśšăćń£šĳ śěąě łőŋěůŋżľ ňőřťĺğň łăł ňőřťĺğň ś łőŋěůŋżňĺ śńő£ňĺ, ş łőšőřőčő šőůłĺ ć śńő£ţ ňőčşš śńĺćăšĳś£, ŋő ŋě şţőďĺšĳ ŋă ąěśłőŋěůŋőśšĳ.

Ćőš šřĺćĺăńĳŋőě, ŋő ćăęŋőě śńěďśšćĺě ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£ łőŋěůŋőčő ňőřťĺğňă:

Ŕřěďńőęěŋĺě 5.9. Ěśńĺ φ: X → Y | łőŋěůŋżľ ĺ ďőňĺŋăŋšŋżľ ňőřťĺğň, šő dim X = dim Y .

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕőńě k(X) ăńčěąřăĺůŋő ŋăď k(Y ).

Šěŕěřĳ ďőłăęěň řěğşńĳšăš, ďőśšăćń£¿źĺľ ňăśśş ŕřĺňěřőć łőŋěůŋżţ ňőřťĺğňőć.

Őŕřěďěńěŋĺě 5.10. Ňőřťĺğň φ: X → Y , řăśłńăďżćă¿źĺľś£ ć łőňŕőğĺűĺ¿ ğăňłŋşšőčő ćńőęěŋĺ£ X → P^n × Y ĺ ŕřőěłűĺĺ P^n × Y → Y , ŋăğżćăěšś£ ŕřőěłšĺćŋżň.

Ń¿ąőľ ňőřťĺğň ĺğ ŕřőěłšĺćŋőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ ŕřőěłšĺćěŋ (ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă řăśśňőšřĺšě čřăťĺł). Šěőřěňş 4.11 ňőęŋő ŕěřěťőřňşńĺřőćăšĳ šăł: ćś£łĺľ ŕřőěłšĺćŋżľ ňőřťĺğň ğăňłŋşš.

Ŕřěďńőęěŋĺě 5.11. Ćś£łĺľ ŕřőěłšĺćŋżľ ňőřťĺğň ś łőŋěůŋżňĺ śńő- £ňĺ łőŋěůěŋ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ X | ğăňłŋşšőě ŕőďňŋőčőőąřăğĺě ć P^n × Y ĺ ňőřťĺğň φ: X → Y , ĺŋďşűĺřőćăŋŋżľ ŕřőěłűĺěľ, ĺňěěš łőŋěůŋżě śńőĺ. Ŕőłăęěň, ůšő φ łőŋěůěŋ. Šăł łăł φ(X) ğăňłŋşšő ć Y ŕő šěőřěňě 4.11, šő ňőęŋő, ŋě őčřăŋĺůĺćă£ őąźŋőśšĺ, śůĺšăšĳ, ůšő φ(X) = Y .

Ŕşśšĳ y ∈ Y ; őšőęďěśšćĺň φ^{−1}(y) ś łőŋěůŋżň ňŋőęěśšćőň šőůěł

S ⊂ P^n. Ŕşśšĳ H ⊂ P^n | čĺŕěřŕńőśłőśšĳ, ŋě ŕěřěśěłă¿źă£ łőŋěůŋőčő

ňŋőęěśšćă S. Ŕő šěőřěňě 4.11 ňŋőęěśšćő φ(X ∩ (H × Y )) ğăňłŋşšő ć Y , ă ŕő ćżąőřş čĺŕěřŕńőśłőśšĺ H ¡šő ňŋőęěśšćő ŋě śőďěřęĺš y. Śńěďőćăšěńĳŋő, ş šőůłĺ y śşźěśšćşěš ăťťĺŋŋă£ őłřěśšŋőśšĳ U ⊂ Y šăłă£, ůšő φ^{−1}(U) = X ∩ ((P^n \ H) × U). Šăł łăł ďőŕőńŋěŋĺě ł čĺŕěřŕńőśłőśšĺ ć P^n ĺğőňőřťŋő A^n , ňŋőčőőąřăğĺě V = φ^{−1}(U), ąşďşůĺ ğăňłŋşšżň ŕőďňŋőęěśšćőň ć ăťťĺŋŋőň ňŋőčőőąřăğĺĺ, £ćń£ěšś£ ăťťĺŋŋżň.

Ŕőńďěńă śďěńăŋő, őśšăńőśĳ ďőłăğăšĳ, ůšő k[V ] űěńő ŋăď A = k[U]. Ććĺďş ćšőřőčő őŕřěďěńěŋĺ£ űěńőľ ğăćĺśĺňőśšĺ ćśě ąşďěš ďőłăğăŋő, ěśńĺ ňż ŕőłăęěň, ůšő k[V ] łőŋěůŋő ŕőřőęďěŋő łăł A-ňőďşńĳ (ňż őšőęďěśšćĺńĺ A ś ěčő őąřăğőň ć k[V ] őšŋőśĺšěńĳŋő φ^∗). Ňŋőčőőąřăğĺě V ğăďăěšś£ ć P^n × U śĺśšěňőľ şřăćŋěŋĺľ F_α(y; x_0, . . ., x_n) = 0, čďě F_α | őďŋőřőďŋżě ňŋőčőůńěŋż ĺğ A[X_0, . . ., X_n]. Ćżąěřěň śĺśšěňş łőőřďĺŋăš

ć P^n šăł, ůšőąż čĺŕěřŕńőśłőśšĳ H ğăďăćăńăśĳ şřăćŋěŋĺěň x0 = 0. Ěś-

ńĺ őąőğŋăůĺšĳ x_j = X_j/X_0 ďń£ j ∈ [1; n], šő k[V ] = A[x_1, . . ., x_n]. Ğăŕĺÿěň šěŕěřĳ şśńőćĺě V ∩ (H × Y ) = ?. Ŕő őďŋőřőďŋőňş ćăřĺăŋšş šěőřěňż ő ŋşń£ţ ¡šő řăćŋőśĺńĳŋő šőňş, ůšő ĺďěăń ć A[X_0, . . ., X_n], ŕőřőęďěŋŋżľ X_0 ĺ ňŋőčőůńěŋăňĺ F_α, śőďěřęĺš ćśě ňőŋőňż śšěŕěŋĺ r őš X_0, . . ., X_n ďń£ ŋěłőšőřőčő r > 0. Ŕşśšĳ M | ŕřőĺğćőńĳŋżľ ňőŋőň śšěŕěŋĺ r őš X_1, . . ., X_n. Šőčďă ćżŕőńŋěŋő šőęďěśšćő M = X_0P + P G_αF_α, čďě P ∈ A[X_0, . . ., X_n] őďŋőřőďěŋ śšěŕěŋĺ r − 1. Ŕőďěńĺň őąě ůăśšĺ ¡šőčő šőęďěśšćă ŋă X^r_0, šăł, ůšőąż ć őąěĺţ ůăśš£ţ őłăğăńĺśĳ ňŋőčőůńěŋż őš x_1, . . ., x_r, ĺ őčřăŋĺůĺň őąě ůăśšĺ ŋă V . Ŕřĺ ¡šőň śńăčăěňżě ś F_α ŕřőŕăďşš, ĺ őłăęěšś£, ůšő ćś£łĺľ ňőŋőň śšěŕěŋĺ r őš x_1, . . ., x_n šőęďěśšćěŋŋő řăćěŋ ć łőńĳűě k[V ] ňŋőčőůńěŋş őš x_1, . . ., x_n śšěŕěŋĺ 6 r − 1.

Ŕőśłőńĳłş k[V ] = A[x_1, . . ., x_n], őšś¿ďă śńěďşěš, ůšő k[V ] | łőŋěůŋő ŕőřőęďěŋŋżľ A | ňőďşńĳ. Ďőłăğăšěńĳśšćő ğăłőŋůěŋő.

Ěźě ďćă śćőľśšćă łőŋěůŋżţ ňőřťĺğňőć ňż őśšăćĺň ąěğ ďőłăğăšěńĳśšćă (ĺ ąěğ ŕřĺňěŋěŋĺ£ ć ¡šőň łşřśě). Ćő-ŕěřćżţ, ćś£łĺľ łőŋěůŋżľ ňőřťĺğň ğăňłŋşš (šő ěśšĳ őąřăğż ğăňłŋşšżţ ŕőďňŋőęěśšć ğăňłŋşšż). Ćőćšőřżţ, ěśńĺ φ: X → Y | łőŋěůŋżľ ňőřťĺğň, šő ďń£ ń¿ąőčő ăťťĺŋŋőčő őšłřżšőčő ŕőďňŋőęěśšćă U ⊂ Y ěčő ŕřőőąřăğ φ^{−1}(U) ăťťĺŋěŋ ĺ ĺŋďşűĺřőćăŋŋżľ čőňőňőřťĺğň łőńěű k[U] → k[φ^{−1}(U)] űěń (őŕřěďěńěŋĺě łőŋěůŋőčő ňőřťĺğňă čăřăŋšĺřşěš ńĺÿĳ, ůšő ¡šő ćěřŋő ďń£ ćśěţ U ĺğ łăłőčő-šő ăťťĺŋŋőčő őšłřżšőčő ŕőłřżšĺ£). Ĺğ ¡šőčő, łśšăšĺ, śńěďşěš, ůšő łőňŕőğĺűĺ£ łőŋěůŋżţ ňőřťĺğňőć łőŋěůŋă | ťăłš, łőšőřżľ ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ĺğ ŋăÿěčő őŕřěďěńěŋĺ£ ŋě ćĺďěŋ.

Ćěřŋěňś£ ł čěőňěšřĺĺ.

Ŕřěďńőęěŋĺě 5.12. Ŕşśšĳ X ⊂ P^n | ŕřőěłšĺćŋőě ňŋőčőőąřăğĺě,

L ⊂ P^n | ńĺŋěľŋőě ŕőďňŋőčőőąřăğĺě řăğňěřŋőśšĺ s, ŕřĺůěň X ∩L = ?.

Šőčďă ŕřőěłűĺ£ ś űěŋšřőň L £ćń£ěšś£ łőŋěůŋżň ňőřťĺğňőň ĺğ X ć P^{n−s−1}. Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕőśłőńĳłş ćś£łĺľ ňőřťĺğň X → Y , čďě X ŕřőěłšĺćŋő, £ćń£ěšś£ ŕřőěłšĺćŋżň, ŕřěďńőęěŋĺě 5.11 ŕőłăğżćăěš, ůšő łőŋěůŋőśšĳ ŕřőěłűĺĺ ąşďěš śńěďőćăšĳ ĺğ łőŋěůŋőśšĺ ěě śńőěć. Ůšőąż şśšăŋőćĺšĳ łőŋěůŋőśšĳ śńőěć π_L, ğăňěšĺň, ůšő ŕřőěłűĺ£ ĺğ s-ňěřŋőčő ńĺŋěľŋőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă £ćń£ěšś£ łőňŕőğĺűĺěľ s + 1 ŕřőěłűĺľ ĺğ šőůłĺ, šăł ůšő ďőśšăšőůŋő şśšăŋőćĺšĳ łőŋěůŋőśšĳ śńőěć ŕřĺ ŕřőěłűĺĺ ĺğ šőůłĺ. Őďŋăłő ŕřĺ ŕřőěłűĺĺ X ĺğ šőůłĺ p /∈ X ćś£łĺľ śńőľ ĺňěěš ćĺď ℓ ∩ X, čďě ℓ | ŕř£ňă£, śőďěřęăźă£ p. Šăł łăł ℓ ∩ X ğăňłŋşšő ć ℓ ĺ ŋě śőćŕăďăěš śő ćśěň ℓ (őŋő ŋě śőďěřęĺš p), šő ¡šő ňŋőęěśšćő łőŋěůŋő.

Ďőłăğăŋŋőě ŕřěďńőęěŋĺě ŕőğćőń£ěš ďăšĳ ğăąăćŋş¿ ţăřăłšěřĺğăűĺ¿ řăğňěřŋőśšĺ ŕőďňŋőčőőąřăğĺľ ŕřőěłšĺćŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă.

Ŕřěďńőęěŋĺě 5.13. Ŕşśšĳ X ⊂ P^n | ŕřőěłšĺćŋőě ňŋőčőőąřăğĺě, ĺ ŕşśšĳ s | ňăłśĺňăńĳŋă£ řăğňěřŋőśšĳ ńĺŋěľŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć ć P^n, ŋě ŕěřěśěłă¿źĺţś£ ś X. Šőčďă dim X = n − s − 1.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ěśńĺ L ⊂ P^n | ńĺŋěľŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő řăğňěřŋőśšĺ s, ŋě ŕěřěśěłă¿źěě X, šő ŕřőěłűĺ£ π_L : X → π_L(X) ⊂ P^{n−s−1} | łőŋěůŋżľ ňőřťĺğň, őšłşďă dim X = dim π_L(X) 6 n − s − 1. Ěśńĺ ŋěřăćěŋśšćő śšřőčőě, šő śşźěśšćşěš šőůłă p ∈ P^{n−s−1} \ π_L(X). Šőčďă L^′ = π^{−1}_L (p) ⊂ P^n £ćń£ěšś£ s + 1-ňěřŋżň ńĺŋěľŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň, ŋě ŕěřěśěłă¿źĺň X, šăł ůšő s ŋě ňăłśĺňăńĳŋő, ňőęŋő śŕřőěłšĺřőćăšĳ X ĺğ L^′ | ĺ š. ď., ŕőłă ŋě ďőľďěň ďő ňăłśĺňăńĳŋő ćőğňőęŋőčő ğŋăůěŋĺ£ s ĺ řăćěŋśšćă dim X = n − s − 1.

Śńěďş¿źěě ŕřěďńőęěŋĺě, ŋăğżćă¿źěěś£ šěőřěňőľ Ŋ-ěšěř ő ŋőřňăńĺğăűĺĺ, ňőęŋő ążńő ąż ćżćěśšĺ ĺğ ŕřěďńőęěŋĺ£ 5.11; ňż ďăďĺň ŋěŕőśřěďśšćěŋŋőě ďőłăğăšěńĳśšćő.

Ŕřěďńőęěŋĺě 5.14. Ŕşśšĳ X ⊂ A^n | ăťťĺŋŋőě ňŋőčőőąřăğĺě, řěăńĺğőćăŋŋőě łăł ğăňłŋşšőě ŕőďňŋőęěśšćő A^n . Šőčďă śşźěśšćşěš ńĺŋěľŋă£ ŕřőěłűĺ£ X → A^d , čďě d = dim X, £ćń£¿źă£ś£ łőŋěůŋżň ś¿řžěłšĺćŋżň ňőřťĺğňőň. Ŕřĺ ¡šőň ĺŋďşűĺřőćăŋŋőě ćńőęěŋĺě łőńěű k[X_1, . . ., X_d] ⊂ k[X] £ćń£ěšś£ űěńżň řăśÿĺřěŋĺěň.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ňż ďőłăęěň, ůšő, ěśńĺ X ≠ A^n , śşźěśšćşěš šăłă£ ńĺŋěľŋă£ ŕřőěłűĺ£ φ: X → A^{n−1} , ůšő φ(X) = Y ğăňłŋşšő ć A^{n−1} ĺ řăśÿĺřěŋĺě łőńěű φ^∗k[Y ] → k[X] ąşďěš űěńżň; őšś¿ďă ŋăÿě ŕřěďńőęěŋĺě śńěďşěš ŕő ĺŋďşłűĺĺ.

Ĺšăł, řăśśňőšřĺň A^n łăł A^n_0 ⊂ P^n; šőčďă ć ąěśłőŋěůŋő şďăńěŋŋőľ čĺŕěřŕńőśłőśšĺ H = P^n \ A^n őďŋőřőďŋżňĺ łőőřďĺŋăšăňĺ śńşęăš (x_1 : · · · : x_n). Ŕşśšĳ f ∈ k[X_1, . . ., X_n] | ňŋőčőůńěŋ, ğăŋşń£¿źĺľś£ ŋă X (ěśńĺ šăłĺţ ŋěš, šő X = A^n ). Šőčďă V (f) ∩ H = V (F ), čďě F | őďŋőřőďŋă£ łőňŕőŋěŋšă śšăřÿěľ śšěŕěŋĺ ňŋőčőůńěŋă f. Ŕşśšĳ p ∈ H \ V (F ), šőčďă šěň ąőńěě p /∈ X; ňőęŋő ćżąřăšĳ śĺśšěňş łőőřďĺŋăš šăł, ůšőąż p ĺňěńă őďŋőřőďŋżě łőőřďĺŋăšż (0 : · · · : 0 : 1). Šőš ťăłš, ůšő F ŋě őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ ć šőůłě p, őğŋăůăěš, ůšő ňŋőčőůńěŋ f ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ ć ćĺďě

f = cx^r_n + g_1x^{r−1}_n + · · · + g_r, (5.5)

čďě c ≠ 0 | łőŋśšăŋšă ĺ g_j | ňŋőčőůńěŋż, ŋě śőďěřęăźĺě x_n. Őąőğŋăůĺň ąşłćőľ φ: X → A^{n−1} ŕřőěłűĺ¿, ďěľśšćş¿źş¿ ŕő ťőřňşńě (x_1, . . ., x_{n−1}, x_n) → (x_1, . . ., x_{n−1}). Ŕőśłőńĳłş φ(X) = π_p(X) ∩ A^{n−1} , čďě π_p : X → P^{n−1} | ŕřőěłűĺ£ ĺğ šőůłĺ p /∈ X, ňż ćĺďĺň, ůšő φ(X) = Y ğăňłŋşšő ć A^{n−1} . Ŋăłőŋěű, ćńőęěŋĺě łőńěű φ^∗ : k[Y ] → k[X] £ćń£ěšś£ űěńżň řăśÿĺřěŋĺěň: x_n ŕőřőęďăěš k[X] łăł łőńĳűő ŋăď φ^∗k[Y ], ĺ ťőřňşńă (5.5) ŕőłăğżćăěš, ůšő x_n űěńő ŋăď k[Y ], ŕőśłőńĳłş f řăćŋő ŋşń¿ ć k[X].