Ńěłűĺ£ 6. Řăğňěřŋőśšĳ (őłőŋůăŋĺě)

Ďőłăęěň őśŋőćŋőľ šěţŋĺůěśłĺľ řěğşńĳšăš, řăďĺ łőšőřőčő ňż ĺ őąřăšĺńĺśĳ ł ŕőŋ£šĺ¿ łőŋěůŋőčő ňőřťĺğňă.

Šěőřěňă 6.1 (šěőřěňă ő čńăćŋőň ĺďěăńě). Ŕşśšĳ X | ăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőčőőąřăğĺě, dim X = d, ĺ f | řěčşń£řŋă£ ťşŋłűĺ£ ŋă X. Ěśńĺ ňŋőęěśšćő ŋşńěľ f ŋěŕşśšő ĺ ŋě śőćŕăďăěš śő ćśěň X, šő łăęďă£ ěčő ŋěŕřĺćőďĺňă£ łőňŕőŋěŋšă ĺňěěš řăğňěřŋőśšĳ d − 1.

Ć ďőłăğăšěńĳśšćě ňż ćőśŕőńĳğşěšś£ ŕőŋ£šĺěň ŋőřňż ĺğ šěőřĺĺ ŕőńěľ (ă šăłęě ć łăłőľ-šő ňěřě ŕřő£śŋĺň ěě čěőňěšřĺůěśłĺľ śňżśń). Ŋăŕőňŋĺň őŕřěďěńěŋĺě ĺ őśŋőćŋżě śćőľśšćă ŋőřňż (ŕőďřőąŋőśšĺ | ć łŋĺčě Ćăŋ ďěř Ćăřďěŋă ÀĂńčěąřăÁ, § 47 ĺ ć őďŋőĺňěŋŋőľ łŋĺčě Ńěŋčă, čń. VIII, § 5).

Ŕşśšĳ L ⊃ K | łőŋěůŋőě řăśÿĺřěŋĺě ŕőńěľ, x ∈ L. Ěśńĺ řăśśňăšřĺćăšĳ L łăł ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ŋăď K, ă şňŋőęěŋĺě ŋă x | łăł ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř ć ¡šőň ŕřőśšřăŋśšćě, šő ŋőřňőľ x ŋăğżćăěšś£ őŕřěďěńĺšěńĳ ¡šőčő őŕěřăšőřă; ŋőřňă őąőğŋăůăěšś£ N_{L/K}(x) ∈ K. Ŋăň ąşďşš ŋşęŋż šăłĺě śćőľśšćă ŋőřňż:

1) ěśńĺ x^d + a_1x_d�_1 + · · · + a_d = 0 | ňĺŋĺňăńĳŋőě şřăćŋěŋĺě x ŋăď K śő śšăřÿĺň łő¡ťťĺűĺěŋšőň ěďĺŋĺűă, šő N_{L/K}(x) śőćŕăďăěš, ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ğŋăłă, ś a^{[L:K(x)]}_d ;

2) ěśńĺ x = x_1, . . ., x_m | ćśěćőğňőęŋżě śőŕř£ęěŋŋżě ś x ŋăď K, šő N_{L/K}(x) = (x_1 . . . x_m)^r ďń£ ŋěłőšőřőčő ŋăšşřăńĳŋőčő ůĺśńă r.

Ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż. Řăśśňăšřĺćă£ ăťťĺŋŋőě őšłřżšőě ŕőłřżšĺě, ćĺďĺň, ůšő ďěńő śćőďĺšś£ ł śńşůă¿, łőčďă X ăťťĺŋŋő, ůšő ĺ ąşďěň ďăńěě ŕřěďŕőńăčăšĳ. Ěśńĺ X = A^d , šő ćśě ŕřőśšő: ŕşśšĳ f = ∏ f^{ri}_i | řăğńőęěŋĺě ňŋőčőůńěŋă f ć ŕřőĺğćěďěŋĺě ŋěŕřĺćőďĺňżţ, šőčďă łőňŕőŋěŋšż V (f) ĺňě¿š ćĺď V (f_i), ĺ łăęďă£ ĺğ ŋĺţ ĺňěěš řăğňěřŋőśšĳ d − 1 ŕő ŕřěďńőęěŋĺ¿ 5.3.

Őąźĺľ śńşůăľ śćőďĺšś£ ł řăğőąřăŋŋőňş ś ŕőňőźĳ¿ šěőřěňż ő ŋőřňăńĺğăűĺĺ. İšő ďěńăěšś£ šăł. Ŕşśšĳ Z = V (f) ⊂ X, ĺ ŕşśšĳ Z = Z_1 ∪· · ·∪Z_r | řăğńőęěŋĺě Z ŋă ŋěŕřĺćőďĺňżě łőňŕőŋěŋšż. Ďń£ łăęďőľ Z_i ňőęŋő ŋăľšĺ šăłőě ăťťĺŋŋőě őšłřżšőě ŕőďňŋőęěśšćő U_i ⊂ X, ůšő Z ∩ U_i = Z_i ∩ U_i ≠ ?. Ŕő¡šőňş ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ šěőřěňş ďń£ śńşůă£, łőčďă Z ŋěŕřĺćőďĺňő, ůšő ňż ĺ ąşďěň šěŕěřĳ ŕřěďŕőńăčăšĳ. Ŕşśšĳ φ: X → A^d | łőŋěůŋżľ ś¿řžěłšĺćŋżľ ňőřťĺğň. Ŕőńőęĺň A = k[A^d ], K = k(A^d ), B = k[X], L = k(X). Őšőęďěśšćĺň A ĺ K ś ĺţ őąřăğăňĺ ć

B ĺ L őšŋőśĺšěńĳŋő φ�. Ŕşśšĳ N_{L/K} : L → K | őšőąřăęěŋĺě ŋőřňż. Ŕőńőęĺň g = N_{L/K}(f). Ŋĺęě ňż şśšăŋőćĺň, ůšő g ∈ A ĺ φ(Z) = V (g). Ĺğ ¡šĺţ ďćşţ şšćěřęďěŋĺľ ćśě ŋěňěďńěŋŋő śńěďşěš. Ć śăňőň ďěńě, őčřăŋĺůěŋĺě φ|_Z £ćń£ěšś£ łőŋěůŋżň ś¿řžěłšĺćŋżň ňőřťĺğňőň Z ŋă V (g), őšłşďă dim Z = dim V (g), ŋő dim V (g) = d − 1 ć śĺńş ŕřěďńőęěŋĺ£ 5.3. Őśšăńőśĳ ďőłăğăšĳ ¡šĺ ďćă şšćěřęďěŋĺ£. Ŕěřćőě ĺğ ŋĺţ ćżšěłăěš ĺğ šăłőľ ńěňňż:

Ńěňňă 6.2. N_{L/K}(B) ⊂ A.

Ďőłăğăšěńĳśšćő ńěňňż. Ŕşśšĳ h ∈ B, ĺ ŕşśšĳ σ_1, . . ., σ_m | ćśěćőğňőęŋżě ćńőęěŋĺ£ L ć K ŋăď K. Ďěľśšćş£ ś ŕőňőźĳ¿ σ_j ŋă űěńőě şřăćŋěŋĺě ďń£ h ŋăď A, ňż ŕőńşůăěň űěńőě şřăćŋěŋĺě ďń£ σ_j(h) ŋăď A, šăł ůšő ćśě σ_j(h) űěńż ŋăď A. Śńěďőćăšěńĳŋő ŋőřňă N_{L/K}(h), ąşďşůĺ ŕřőĺğćěďěŋĺěň űěńżţ ŋăď A ¡ńěňěŋšőć ŕőń£ K, šőęě űěńă ŋăď A. Ŕőśłőńĳłş A | łőńĳűő ňŋőčőůńěŋőć ĺ šěň śăňżň łőńĳűő ś őďŋőğŋăůŋżň řăğńőęěŋĺěň ŋă ňŋőęĺšěńĺ, ćś£łĺľ ¡ńěňěŋš ěčő ŕőń£ ůăśšŋżţ, űěńżľ ŋăď A, śăň ńěęĺš ć A, šăł ůšő ćłń¿ůěŋĺě N_{L/K}(h) ∈ A ďőłăğăŋő.

Šěŕěřĳ ŕőłăęěň, ůšő φ(Z) = V (g). Ďń£ ¡šőčő őąőğŋăůĺň p = r(f) ⊂ A (ąşłćă r őąőğŋăůăěš řăďĺłăń). Šăł łăł Z ŋěŕřĺćőďĺňő, ĺďěăń p ŕřőśš. Ĺňěěň φ(Z) = V (p ∩ A) (¡šő ćěřŋő ďń£ ń¿ąőčő ňőřťĺğňă ăťťĺŋŋżţ ňŋőčőőąřăğĺľ). Ĺğ ďőłăğăšěńĳśšćă šěőřěňż Ŋ-ěšěř śńěďşěš, ůšő φ { ŕřőěłšĺćŋżľ ĺ šěň śăňżň ğăňłŋşšżľ ňőřťĺğň (łřőňě šőčő, ń¿ąőľ łőŋěůŋżľ ňőřťĺğň ğăňłŋşš, ţőš£ ňż ¡šőčő ĺ ŋě ďőłăğżćăńĺ). Śšăńő ążšĳ, φ(Z) = φ(Z) ĺ φ(Z) = V (p ∩ A). Ğŋăůĺš, őśšăěšś£ šőńĳłő ďőłăğăšĳ, ůšő p ∩ A = r(g).

Ďőłăğăšěńĳśšćő ćłń¿ůěŋĺ£ p ∩ A ⊂ r(g). Ŕşśšĳ h ∈ p ∩ A. Šőčďă h ∈ A ĺ h^m = ff_1 ďń£ ŋěłőšőřőčő f_1 ∈ B. Ćğ£ć ŋőřňş őš őąěĺţ ůăśšěľ ¡šőčő řăćěŋśšćă, ŕőńşůĺň h^{m[L:K]} = gg_1, čďě g_1 ∈ A ŕő ńěňňě; śšăńő ążšĳ, h ∈ r(g). Ďőłăğăšěńĳśšćő ćłń¿ůěŋĺ£ r(g) ⊂ p ∩ A. Ŕőłăęěň, ůšő g ∈ p ∩ A. Ć śăňőň ďěńě, ŕşśšĳ ňĺŋĺňăńĳŋőě şřăćŋěŋĺě ďń£ f ŋăď K ĺňěěš ćĺď

f^m + a_1f^m�^1 + · · · + a_m = 0. (6.1)

Řăśśşęďă£ łăł ć ďőłăğăšěńĳśšćě ńěňňż, ŕőńşůăěň, ůšő ćśě a_j ńěęăš ć A. Šőčďă ĺğ (6.1) ćĺďĺň, ůšő a_m ∈ (f) ⊂ p, šő ěśšĳ a_m ∈ p ∩ A. Šăł łăł g = N_{L/K}(f) = ±a^s_m ďń£ ŋěłőšőřőčő s ¿ 1, ćłń¿ůěŋĺě g ∈ p ∩ A ďőłăğăŋő. Ěśńĺ šěŕěřĳ h ∈ r(g), šő ěśšĳ h^l = gg_1 ďń£ ŋěłőšőřőčő g_1 ∈ A, ĺ ŕő ďőłăğăŋŋőňş h^l ∈ p, őšłşďă, ć śĺńş ŕřőśšőšż p, h ∈ p ∩ A. İšő ğăćěřÿăěš ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż.

Šěŕěřĳ őśŋőćŋżě šěţŋĺůěśłĺě šřşďŋőśšĺ őśšăńĺśĳ ŕőğăďĺ ĺ ňőęŋő ŕřĺśšşŕăšĳ ł śąőřş şřőęă£. Ŋăůŋěň ś šěőřěň ő řăğňěřŋőśšĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ ć ăťťĺŋŋőň ĺ ŕřőěłšĺćŋőň ŕřőśšřăŋśšćăţ.

Šěőřěňă 6.3. Ŕşśšĳ X ĺ Y | ğăňłŋşšżě ŋěŕřĺćőďĺňżě ŕőďňŋőęěśšćă ăťťĺŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă A^n . Ěśńĺ ŕěřěśěůěŋĺě X ∩ Y ŋěŕşśšő, šő łăęďă£ ěčő łőňŕőŋěŋšă ĺňěěš řăğňěřŋőśšĳ łăł ňĺŋĺňşň dim X + dim Y − n.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ć śńşůăě, łőčďă Y ⊂ A^n | ńĺŋěľŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, ćśě ŋěňěďńěŋŋő śńěďşěš ĺğ šěőřěňż ő čńăćŋőň ĺďěăńě. Ć śăňőň ďěńě, Y šőčďă £ćń£ěšś£ ŕěřěśěůěŋĺěň n − dim Y čĺŕěřŕńőśłőśšěľ. Łăęďă£ čĺŕěřŕńőśłőśšĳ ğăďăěšś£ őďŋĺň şřăćŋěŋĺěň, ŕő¡šőňş šěőřěňă ő čńăćŋőň ĺďěăńě ŕőłăğżćăěš, ůšő łăęďőě ŕěřěśěůěŋĺě ś čĺŕěřŕńőśłőśšĳ¿ şňěŋĳÿăěš řăğňěřŋőśšĳ (łăęďőľ łőňŕőŋěŋšż) ŋě ąőńěě ůěň ŋă ěďĺŋĺűş, ă ŕěřěśěůěŋĺě ś Y | ŋě ąőńěě ůěň ŋă n − dim Y .

Őąźĺľ śńşůăľ śćőďĺšś£ ł řăğőąřăŋŋőňş ś ŕőňőźĳ¿ śšăŋďăřšŋőčő ŕřĺěňă Àřěďşłűĺĺ ł ďĺăčőŋăńĺÁ. Ĺňěŋŋő, řăśśňőšřĺň ğăňłŋşšőě ŕőďňŋőčőőąřăğĺě X × Y ⊂ A^n × A^n = A^{2n} , ĺ ŕşśšĳ ´ ⊂ A^n × A^n | ďĺăčőŋăńĳ. Őůěćĺďŋő, ŕřőěłűĺ£ ŋă ń¿ąőľ ĺğ śőňŋőęĺšěńěľ ĺŋďşűĺřşěš ĺğőňőřťĺğň (X × Y ) ∩ ´ ĺ X ∩ Y (ćżřăęă£śĳ ăłłşřăšŋěě, ĺğőňőřťĺğň łăęďőľ ĺğ łőňŕőŋěŋš ńěćőľ ůăśšĺ ś śőőšćěšśšćş¿źěľ łőňŕőŋěŋšőľ ŕřăćőľ ůăśšĺ). Ŕőśłőńĳłş ´ ⊂ A^{2n} | ńĺŋěľŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő łőřăğňěřŋőśšĺ n, ćśě śńěďşěš ĺğ şęě řăğőąřăŋŋőčő ůăśšŋőčő śńşůă£.

Ğăňěůăŋĺě 6.4. Ďőłăğăŋŋă£ šěőřěňă ŕěřěśšăŋěš ążšĳ ćěřŋőľ, ěśńĺ ć ěě şśńőćĺĺ ğăňěŋĺšĳ śńőćă Àăťťĺŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő A^n Á ŋă Àn-ňěřŋőě ăťťĺŋŋőě ňŋőčőőąřăğĺěÁ.

Ŕřőěłšĺćŋżľ ćăřĺăŋš ďőłăğăŋŋőľ šěőřěňż ěźě ŕřĺ£šŋěě:

Šěőřěňă 6.5. Ŕşśšĳ X ĺ Y | ğăňłŋşšżě ŋěŕřĺćőďĺňżě ŕőďňŋőęěśšćă ăťťĺŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă P^n. Ěśńĺ dim X + dim Y − n ¿ 0, šő ŕěřěśěůěŋĺě X ∩ Y ŋěŕşśšő ĺ łăęďă£ ěčő łőňŕőŋěŋšă ĺňěěš řăğňěřŋőśšĳ łăł ňĺŋĺňşň dim X + dim Y − n.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Šăł łăł ŕřőěłšĺćŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ŕőłřżšő őšłřżšżňĺ ňŋőęěśšćăňĺ, ĺğőňőřťŋżňĺ ăťťĺŋŋżň ŕřőśšřăŋśšćăň, šő ććĺďş ńőłăńĳŋőčő ţăřăłšěřă ŕőŋ£šĺ£ řăğňěřŋőśšĺ ćśě ąşďěš śńěďőćăšĳ ĺğ šěőřěňż 6.3, łăł šőńĳłő ňż şśšăŋőćĺň ŋěŕşśšőšş ŕěřěśěůěŋĺ£. Ůšőąż ¡šő śďěńăšĳ, řăśśňőšřĺň ăťťĺŋŋżě łőŋşśż ^X ĺ ^Y ć A^{n+1} (ŋăŕőňŋĺň, ůšő ¡šő ŕőďňŋőčőőąřăğĺ£ ć A^{n+1} ś ŋěőďŋőřőďŋżňĺ łőőřďĺŋăšăňĺ

X_0, . . ., X_n, ğăďăŋŋżě šěňĺ ęě şřăćŋěŋĺ£ňĺ, ůšő X ĺ Y ). Řăğňěřŋőśšĺ ^X ĺ ^Y řăćŋż dim X +1 ĺ dim Y +1 śőőšćěšśšćěŋŋő (ďőłăğăšěńĳśšćő: ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő őďŋőřőďŋă£ łőőřďĺŋăšă x_0 ŋě £ćń£ěšś£ šőęďěśšćěŋŋżň ŋşńěň ŋă X; šőčďă őšőąřăęěŋĺě (x_0, x_1, . . .x_n) → (x_0, (x_0 : · · · : x_n)) ğăďăěš ąĺřăűĺőŋăńĳŋżľ ĺğőňőřťĺğň ňěęďş ^X ĺ A^1 × X). Ŋăłőŋěű, ^X ∩ ^Y ≠ ?, ŕőśłőńĳłş ŋăůăńő łőőřďĺŋăš ć ¡šőň ŕěřěśěůěŋĺĺ ğăćěďőňő śőďěřęĺšś£. Śńěďőćăšěńĳŋő, ŕő šěőřěňě 6.3 ĺňěěň

dim( ^X ∩ ^Y ) ¿ (dim X +1)+(dim Y +1)−(n+1) = dim X +dim Y −n+1 > 0.

Ğŋăůĺš, ^X ∩ ^Y śőďěřęĺš šőůłĺ, őšńĺůŋżě őš ŋăůăńă łőőřďĺŋăš, šő ěśšĳ X ∩ Y ≠ ?. Ďőłăğăšěńĳśšćő ğăłőŋůěŋő.

Šěŕěřĳ ďăďĺň ěźě őďŋő őŕřěďěńěŋĺě řăğňěřŋőśšĺ, čěőňěšřĺůěśłĺ ąőńěě ŋăčń£ďŋőě.

Őŕřěďěńěŋĺě 6.6. Řăğňěřŋőśšĳ¿ Łřşńń£ ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ X ŋăğżćăěšś£ ňăłśĺňăńĳŋőě űěńőě ůĺśńő d, ďń£ łőšőřőčő śşźěśšćşěš űěŕőůłă ŋěŕřĺćőďĺňżţ ğăňłŋşšżţ ŕőďňŋőęěśšć X

X_0 ⊂ X_1 ⊂ · · · ⊂ X_d, (6.2)

čďě ćśě ćłń¿ůěŋĺ£ śšřőčĺě. Řăğňěřŋőśšĳ Łřşńń£ ňŋőčőőąřăğĺ£ X őąőğŋăůăěšś£ Krull dim X.

İšő őŕřěďěńěŋĺě łăł šăłőćőě ňőęŋő ążńő ďăšĳ ŕř£ňő ŋă ŕěřćőľ ńěłűĺĺ, ŋő šőčďă ş ŋăś ŋě ţćăšăńő šěţŋĺłĺ, ůšőąż ůšő-ŋĺąşďĳ ŕřő ŋěčő ďőłăğżćăšĳ. Ğăšő šěŕěřĳ ňż ňőęěň ďőłăğăšĳ, ůšő řăğňěřŋőśšĳ Łřşńń£ śőćŕăďăěš śő śšěŕěŋĳ¿ šřăŋśűěŋďěŋšŋőśšĺ ŕőń£ ťşŋłűĺľ (ĺ šěň śăňżň ćż£śŋĺšĳ čěőňěšřĺůěśłĺľ śňżśń dim X).

Ŕřěďńőęěŋĺě 6.7. Krull dim X = dim X ďń£ ń¿ąőčő ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ X.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Śŋăůăńă ŕřőćěřĺň, ůšő Krull dim X 6 dim X. Ďń£ ¡šőčő ğăňěšĺň, ůšő, śőčńăśŋő ŕřěďńőęěŋĺ¿ 5.2, řăğňěřŋőśšĳ şňěŋĳÿăěšś£ ŕřĺ ŕěřěţőďě ł ğăňłŋşšőňş ŋěŕřőćőďĺňőňş ŕőďňŋőęěśšćş. Ŕő¡šőňş ćő ćś£łőľ űěŕőůłě (6.2) ĺňěěň

dim X_0 < dim X_1 < · · · < dim X_d 6 dim X, őšłşďă d 6 dim X. Ůšőąż ďőłăğăšĳ őąřăšŋőě ŋěřăćěŋśšćő dim X 6 Krull dim X, ďőśšăšőůŋő ďń£ łăęďőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ X ŕőśšřőĺšĳ űěŕőůłş (6.2), ć łőšőřőľ X_d = X ĺ dim X_j = j ďń£ ćśěţ j. Ŕěřěţőď£ ł ăťťĺŋŋőľ őłřěśšŋőśšĺ, ćĺďĺň, ůšő ňőęŋő śůĺšăšĳ X ŋěŕřĺćőďĺňżň ğăňłŋşšżň ŕőďňŋőęěśšćőň ăťťĺŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă A^n ; ŕşśšĳ dim X = d. Ŕőńőęĺň X_d = X; ŕřőćěďěň ůěřěğ łăłş¿-šő šőůłş x ∈ X čĺŕěřŕńőśłőśšĳ

H ⊂ A^n , ŋě śőďěřęăźş¿ űěńĺłőň X. Ŕő šěőřěňě ő čńăćŋőň ĺďěăńě łă-

ęďă£ łőňŕőŋěŋšă X ∩ H ĺňěěš řăğňěřŋőśšĳ d − 1; ćżąěřěň ń¿ąş¿ ĺğ ŋĺţ ĺ őąőğŋăůĺň ěě X_d�_1. Šěŕěřĳ ŕřĺňěŋĺň šş ęě łőŋśšřşłűĺ¿ ł X_d�_1, ĺ š. ď. Ŋă ťĺŋĺÿě ŕőńşůĺšś£ ĺśłőňă£ űěŕőůłă.

Śńěďş¿źă£ šěőřěňă, ĺğćěśšŋă£ ŕőď ŋăğćăŋĺěň Àŕřĺŋűĺŕ śůěšă łőŋśšăŋšÁ ĺńĺ Àšěőřěňă ő řăğňěřŋőśšĺ śńőěćÁ, £ćń£ěšś£, ŕőęăńşľ, śăňżň ŕőńěğŋżň ŋă ŕřăłšĺłě řěğşńĳšăšőň ĺğ šěőřĺĺ řăğňěřŋőśšĺ.

Šěőřěňă 6.8. Ŕşśšĳ φ: X → Y | ś¿řžěłšĺćŋżľ ňőřťĺğň ăńčěąřăĺůěśłĺţ ňŋőčőőąřăğĺľ. Šőčďă:

1) Ďń£ ćś£łőľ šőůłĺ y ∈ Y ćśě łőňŕőŋěŋšż śńő£ φ�^1(y) ĺňě¿š řăğňěřŋőśšĳ ŋě ňěŋěě dim X − dim Y .

2) Ďń£ ŕőůšĺ ćśěţ y ∈ Y (šőůŋă£ ťőřňşńĺřőćłă: ďń£ ćśěţ y, ńěęăźĺţ ć ŋěłőšőřőň ŋěŕşśšőň őšłřżšőň ŕőďňŋőęěśšćě U ⊂ Y ) ćśě łőňŕőŋěŋšż śńő£ φ�^1(y) ĺňě¿š řăğňěřŋőśšĳ ć šőůŋőśšĺ dim X − dim Y .

Ďőłăğăšěńĳśšćő ŕěřćőčő şšćěřęďěŋĺ£. Ŕěřěţőď£ ł őłřěśšŋőśšĺ šőůłĺ y ∈ Y , ňőęŋő śůĺšăšĳ Y ăťťĺŋŋżň. Ŕşśšĳ Y řěăńĺğőćăŋő łăł ğăňłŋşšőě ŕőďňŋőęěśšćő ć A^n ĺ ŕşśšĳ dim Y = d. Ŕřőćěďěň ůěřěğ y čĺŕěřŕńőśłőśšĳ H_1 ⊂ A^n , ŋě śőďěřęăźş¿ űěńĺłőň Y . Ŕő šěőřěňě ő čńăćŋőň ĺďěăńě łăęďă£ łőňŕőŋěŋšă Y ∩ H_1 ĺňěěš řăğňěřŋőśšĳ d − 1. Šěŕěřĳ ŕřőćěďěň ůěřěğ y čĺŕěřŕńőśłőśšĳ H_2, ŋě śőďěřęăźş¿ űěńĺłőň ŋĺ őďŋőľ łőňŕőŋěŋšż Y ∩ H_1; ŕő šőľ ęě šěőřěňě łăęďă£ łőňŕőŋěŋšă Y ∩ H_1 ∩ H_2 ĺňěěš řăğňěřŋőśšĳ d − 2. Ŕřőćěďěň ¡šş ŕřőűěďşřş d řăğ: ŕőńşůĺšś£, ůšő ćśě łőňŕőŋěŋšż X ∩ H_1 ∩ · · ·∩ H_d ŋşńĳňěřŋż, šő ěśšĳ £ćń£¿šś£ šőůłăňĺ. Ŕşśšĳ l_i ∈ k[Y ] | őčřăŋĺůěŋĺě ŋă Y ńĺŋěľŋőľ ťşŋłűĺĺ, ğăďă¿źěľ H_i, ĺ ŕşśšĳ f_i = l_i ∘ φ ∈ k[X]. Őůěćĺďŋő, ňŋőęěśšćő Z = V (f_1) ∩ · · · ∩ V (f_d) £ćń£ěšś£ őąžěďĺŋěŋĺěň śńőěć φ ŋăď šőůłăňĺ ĺğ łőŋěůŋőčő ňŋőęěśšćă X∩H_1∩· · ·∩H_d. Ŕřĺňěŋ££ d řăğ šěőřěňş ő čńăćŋőň ĺďěăńě, ŕőńşůăěň, ůšő ćśě łőňŕőŋěŋšż ňŋőęěśšćă Z ĺňě¿š řăğňěřŋőśšĳ ŋě ňěŋěě dim X − d; ć ůăśšŋőśšĺ, šăłőćż ĺ ćśě łőňŕőŋěŋšż śńő£ ŋăď y. Ćśě ďőłăğăŋő.

Ďőłăğăšěńĳśšćő ćšőřőčő şšćěřęďěŋĺ£ šěőřěňż ąőńěě łřőŕőšńĺćő. Ŋăůŋěň ś ŕřőśšőľ ńěňňż.

Ńěňňă 6.9. Ěśńĺ φ: X → Y | ďőňĺŋăŋšŋżľ ňőřťĺğň ňŋőčőőąřăğĺľ őďŋőľ řăğňěřŋőśšĺ, šő ďń£ ŋěłőšőřőčő őšłřżšőčő ňŋőęěśšćă U ⊂ X őčřăŋĺůěŋĺě φ ŋă φ�^1(U) £ćń£ěšś£ łőŋěůŋżň ňőřťĺğňőň ŋă U (ć ůăśšŋőśšĺ, śńőĺ φ ŋăď šőůłăňĺ y ∈ Y łőŋěůŋż).

Ďőłăğăšěńĳśšćő ńěňňż. Ŕěřěľď£ ł őšłřżšżň ŕőďňŋőęěśšćăň, ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő X ĺ Y ăťťĺŋŋż. Őšőęďěśšćĺň k(Y ) ś ŕőďŕőńěň ć k(X), ă k[Y ] | ś ŕőďłőńĳűőň ć k[X]. Łőńĳűő k[X] ŕőřőęďěŋő ŋăď k (ĺ šěň ąőńěě ŋăď k[Y ]) łőŋěůŋżň ůĺśńőň řěčşń£řŋżţ ťşŋłűĺľ; őąőğŋăůĺň ¡šĺ ťşŋłűĺĺ f_1, . . ., f_N . Ŕőńě k(X) ăńčěąřăĺůŋő ŋăď k(Y ); ďń£ łăęďőľ ĺğ ťşŋłűĺľ f_j ćżŕĺÿěň ěě şřăćŋěŋĺě ŋăď k(Y ) śő śšăřÿĺň łő¡ťťĺűĺěŋšőň 1, ĺ ŕşśšĳ U = D(h) ⊂ Y | ăťťĺŋŋőě őšłřżšőě ŕőďňŋőęěśšćő, ŋă łőšőřőň őŕřěďěńěŋż ćśě řăűĺőŋăńĳŋżě ťşŋłűĺĺ-łő¡ťťĺűĺěŋšż ¡šĺţ şřăćŋěŋĺľ. Ŕşśšĳ V = φ�^1(U) = D(φ�(f)) ⊂ X. Ćśě őčřăŋĺůěŋĺ£ f_j|_V űěńż ŋăď k[U], šăł ůšő őčřăŋĺůěŋĺě φ: V → U £ćń£ěšś£ łőŋěůŋżň ňőřťĺğňőň.

Ďőłăğăšěńĳśšćő ćšőřőčő şšćěřęďěŋĺ£. Ğăňěšĺň, ůšő ăťťĺŋŋżň ňőęŋő śůĺšăšĳ ŋě šőńĳłő Y , ŋő ĺ X. Ć śăňőň ďěńě, ěśńĺ X = ⋃_l i=1 X_i, čďě X_i ăťťĺŋŋż, ĺ ěśńĺ ďń£ łăęďőčő X_i ŋăľďěŋő šăłőě őšłřżšőě ňŋőęěśšćő U_i ⊂ Y , ůšő ćśě łőňŕőŋěŋšż φ�^1(y) ∩ X_i ĺňě¿š řăğňěřŋőśšĳ dim X − dim Y ďń£ ćśěţ y ∈ U_i, šő U = ⋂ U_i ⊂ Y | ĺśłőňőě őšłřżšőě ŕőďňŋőęěśšćő. Ĺšăł, śůĺšăěň X ĺ Y ăťťĺŋŋżňĺ; ŕşśšĳ r = dim X − dim Y . Őšőęďěśšćĺň k(Y ) ś ŕőďŕőńěň ć k(X), ă k[Y ] | ś ŕőďłőńĳűőň ć k[X]. Ŕřőćěďěň šěŕěřĳ ĺŋďşłűĺ¿ ŕő dim X. Ěśńĺ dim X = 1, šő ďőłăğżćăšĳ ŋěůěčő. Ŕşśšĳ šěőřěňă ďőłăğăŋă ďń£ őšőąřăęěŋĺľ ĺğ ňŋőčőőąřăğĺľ řăğňěřŋőśšĺ < dim X. Ćżąěřěň śřěďĺ f_j , ŕőřőęďă¿źĺţ k[X], ťşŋłűĺĺ f_1, . . ., f_r ∈ k[X], őąřăğş¿źĺě ąăğĺś šřăŋśűěŋďěŋšŋőśšĺ k(X) ŋăď k(Y ), ĺ ŕşśšĳ ňőřťĺğň ψ : X → Y × A^r ďěľśšćşěš ŕő ťőřňşńě x → (φ(x); f_1(x), . . ., f_r(x)). Ĺğ ăńčěąřăĺůěśłőľ ŋěğăćĺśĺňőśšĺ f_j őůěćĺďŋő, ůšő ňőřťĺğň ψ ďőňĺŋăŋšěŋ; ć śĺńş ńěňňż 6.9 śşźěśšćşěš šăłőě őšłřżšőě ŕőďňŋőęěśšćő U ⊂ Y × A^r , ůšő őčřăŋĺůěŋĺě ψ ŋă ψ�^1(U) £ćń£ěšś£ łőŋěůŋżň ňőřťĺğňőň ŋă śćőľ őąřăğ. Ŕşśšĳ Z = (Y × A^r ) \ U, ĺ őąőğŋăůĺň ůěřěğ π : Y × A^r → Y ŕřőěłűĺ¿ ŋă ŕěřćżľ ňŋőęĺšěńĳ. Šőčďă ďń£ ćś£łőľ y ∈ Y śńőľ φ�^1(y) śőćŕăďăěš ś ψ�^1({y} × A^r ), šăł ůšő ćśě ŋěŕřĺćőďĺňżě łőňŕőŋěŋšż φ�1(y) řăśŕăďă¿šś£ ŋă ďćă šĺŕă:

1) Ğăňżłăŋĺ£ ć X łőňŕőŋěŋš ψ�^1(U ∩ ({y} × A^r ));

2) Łőňŕőŋěŋšż, ńěęăźĺě ć śńőě ŋăď y őšőąřăęěŋĺ£ ψ�^1(Z) → Y , £ćń£¿źěčőś£ őčřăŋĺůěŋĺěň φ.

Ŕşśšĳ ψ�^1(Z) = ⋃ Z_i | řăğńőęěŋĺě ŋă ŋěŕřĺćőďĺňżě łőňŕőŋěŋšż. Łăęďőě ĺğ Z_i ⊂ X ĺňěěš řăğňěřŋőśšĳ ňěŋĳÿě dim X, śšăńő ążšĳ, ŕő ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ ĺŋďşłűĺĺ, ďń£ ŕőůšĺ ćśěţ y ∈ Y łőňŕőŋěŋšż śńőěć ŋăď y łăęďőčő ňőřťĺğňă φ|_{Zi} → Y ĺňě¿š řăğňěřŋőśšĳ 6 dim Z_j − dim Y < r. Ĺğ ŕěřćőľ ůăśšĺ šěőřěňż śńěďşěš, ůšő łőňŕőŋěŋš ś šăłőľ řăğňěřŋőśšĳ¿ ŋĺ ć őďŋőň śńőě φ ążšĳ ŋě ňőęěš; śšăńő ążšĳ, ďń£ ŕőůšĺ ćśěţ y ∈ Y ć śńő£ţ φ ěśšĳ šőńĳłő łőňŕőŋěŋšż ŕěřćőčő šĺŕă. Ććĺďş łőŋěůŋőśšĺ ψ ŋăď U ćśě ¡šĺ łőňŕőŋěŋšż ĺňě¿š řăğňěřŋőśšĳ ŋě ąőńěě r (ğŋăůĺš, ć śĺńş ŕěřćőľ ůăśšĺ šěőřěňż, řőćŋő r), ůšő ğăćěřÿăěš ďőłăğăšěńĳśšćő ćšőřőľ ůăśšĺ ĺ ćśěľ šěőřěňż.

Ěśńĺ ňőřťĺğň ŕřőěłšĺćěŋ, šő ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ ćăęŋş¿ ďőŕőńŋĺšěńĳŋş¿ ĺŋťőřňăűĺ¿ ő ŕőćěďěŋĺĺ řăğňěřŋőśšĺ śńőěć. Ć śńěďş¿źěľ šěőřěňě ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋżţ ňŋőčőőąřăğĺ£ X ĺ ğăňłŋşšőčő ŕőďňŋőęěśšćă W ⊂ X ňż ąşďěň őąőğŋăůăšĳ ůěřěğ dim W ňăłśĺňşň řăğňěřŋőśšěľ ŋěŕřĺćőďĺňżţ łőňŕőŋěŋš W .

Šěőřěňă 6.10. Ŕşśšĳ φ: X → Y | ŕřőěłšĺćŋżľ ś¿řžěłšĺćŋżľ ňőřťĺğň. Šőčďă ďń£ ćś£łőčő ŋăšşřăńĳŋőčő ůĺśńă r ňŋőęěśšćő Y_r = { y ∈ Y | dim φ�^1(y) ¿ r } ğăňłŋşšő ć Y . Ĺŋżňĺ śńőćăňĺ, ťşŋłűĺ£ d: y → dim φ�^1(y) ŕőńşŋěŕřěřżćŋă śćěřţş.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕřőćěďěň ĺŋďşłűĺ¿ ŕő dim Y . Ěśńĺ Y | łřĺćă£, šő řăğňěřŋőśšĳ śńő£ φ ćőőąźě ŋě ňőęěš ŕřěćżÿăšĳ dim X − dim Y = dim X − 1, šăł ůšő ŋăÿě şšćěřęďěŋĺě ćěřŋő ś őůěćĺďŋőśšĳ¿. Ŕşśšĳ šěŕěřĳ šěőřěňă ďőłăğăŋă ďń£ ňőřťĺğňőć ć ňŋőčőőąřăğĺ£ řăğňěřŋőśšĺ < dim Y . Ŕőńőęĺň

Z = { y ∈ Y | dim φ�^1(y) ¿ dim X − dim Y + 1 }.

Ŕőłăęěň, ůšő ťşŋłűĺ£ d ŕőńşŋěŕřěřżćŋă śćěřţş ŋă ňŋőęěśšćě Z. Ć śăňőň ďěńě, ďőśšăšőůŋő şśšăŋőćĺšĳ ŕőńşŋěŕřěřżćŋőśšĳ d ŋă łăęďőľ ĺğ ŋěŕřĺćőďĺňżţ łőňŕőŋěŋš ňŋőęěśšćă Z. Ŕşśšĳ Z_0 | őďŋă ĺğ ŋĺţ, ĺ ŕşśšĳ φ�^1(Z_0) = W_1 ∪ . . . W_r | řăğńőęěŋĺě ŋă ŋěŕřĺćőďĺňżě łőňŕőŋěŋšż. Ďń£ y ∈ Z_0 ŕőńőęĺň d_j(y) = dim(φ�^1(y) ∩ W_j) (řăğňěřŋőśšĳ ŕşśšőčő ňŋőęěśšćă śůĺšăěň řăćŋőľ −1). Łăęďă£ ĺğ ťşŋłűĺľ d_j ŕőńşŋěŕřěřżćŋă śćěřţş. Ć śăňőň ďěńě, ňŋőęěśšćő { y ∈ Z_0 | d_j(y) ¿ 0 } śőćŕăďăěš ś φ(U_j) = V_j ĺ ğăňłŋşšő ć śĺńş ŕřőěłšĺćŋőśšĺ ňőřťĺğňă φ, ă ňŋőęěśšćă { y ∈ Z_0 | d_j(y) ¿ r } ŕřĺ r > 0 ğăňłŋşšż ŕő ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ ĺŋďşłűĺĺ, ŕřĺňěŋěŋŋőňş ł ňőřťĺğňş φ|_{Wj} : W_j → V_j. Šăł łăł łăęďă£ ĺğ ťşŋłűĺľ d_j ŕőńşŋěŕřěřżćŋă śćěřţş ŋă Z_0, šő ĺ ťşŋłűĺ£ d(y) = max_j d_j(y) ŕőńşŋěŕřěřżćŋă śćěřţş ŋă Z_0, ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ.

Ŕőśłőńĳłş ňŋőęěśšćő šőůěł y ∈ Z, ďń£ łőšőřżţ d(y) ¿ dim X − dim Y + 1, ŕńőšŋő ć Z, ă ťşŋłűĺ£ d ŕőńşŋěŕřěřżćŋă śćěřţş ŋă Z, ŋěřăćěŋśšćő d(y) ¿ dim X −dim Y +1 ćżŕőńŋěŋő ďń£ ćśěţ šőůěł y ∈ Z. Śšăńő ążšĳ, ňŋőęěśšćő Y_r, čďě r = dim X − dim Y + 1, śőćŕăďăěš ś Z ĺ šěň śăňżň ğăňłŋşšő. Ěśńĺ r > dim X − dim Y + 1, šő ňŋőęěśšćő Y_r śőďěřęĺšś£ ć Z ĺ ğăňłŋşšő ć ŋěň ć śĺńş ŕőńşŋěŕřěřżćŋőśšĺ ťşŋłűĺĺ d ŋă Z, šăł ůšő ĺ ¡šő Y_r ğăňłŋşšő ć Y . Ěśńĺ, ŋăłőŋěű, r 6 dim X − dim Y , šő Y_r = Y ŕő šěőřěňě ő řăğňěřŋőśšĺ śńőěć. Ďőłăğăšěńĳśšćő ğăłőŋůěŋő.

Ğăňěůăŋĺě 6.11. Ěśńĺ ŋě ŕřěďŕőńăčăšĳ ňőřťĺğň φ ŕřőěłšĺćŋżň, šő ďőłăğăŋŋă£ šěőřěňă ąşďěš ŋěćěřŋă.