Ńěłűĺ£ 7. Čřăśśňăŋĺăŋż

Šěőřěňă ő řăğňěřŋőśšĺ śńőěć | ćăęŋżľ ĺŋśšřşňěŋš ć řăąőšě ś śěňěľśšćăňĺ ăńčěąřăĺůěśłĺţ ňŋőčőőąřăğĺľ. Ŕřőďěňőŋśšřĺřşěň, łăł řăąőšă- ¿š ś śěňěľśšćăňĺ, ŋă ŕřőśšěľÿěň ĺ őśŋőćőŕőńăčă¿źěň ŕřĺňěřě čřăśśňăŋĺăŋőć | śěňěľśšć ńĺŋěľŋżţ ŕřőśšřăŋśšć.

Őŕřěďěńěŋĺě 7.1. Ŕşśšĳ E | łőŋěůŋőňěřŋőě ńĺŋěľŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ŋăď őśŋőćŋżň ŕőńěň, m | űěńőě ůĺśńő, 0 < m < dim E. Ňŋőęěśšćő mňěřŋżţ ćěłšőřŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć ŕřőśšřăŋśšćă E ŋăğżćăěšś£ čřăśśňăŋĺăŋőň. Ňż ąşďěň őąőğŋăůăšĳ ¡šő ňŋőęěśšćő G(m, E).

Ňŋőęěśšćő r | ňěřŋżţ ńĺŋěľŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć ŕřőěłšĺćŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă P^n, čďě 0 6 r < n, šăłęě ŋăğżćăěšś£ čřăśśňăŋĺăŋőň; ňż ąşďěň őąőğŋăůăšĳ ¡šő ňŋőęěśšćő Gr(r, P^n).

Ěśńĺ ŕřőěłšĺćŋőě ŕřőśšřăŋśšćő P(E) | ŕřőěłšĺćĺğăűĺ£ ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă E (š. ě. ňŋőęěśšćő ŕř£ňżţ ć E), šő G(m, E) ěśšěśšćěŋŋő őšőęďěśšćń£ěšś£ ś Gr(m − 1, P(E)). Ěśńĺ dim E = n, šő ćňěśšő G(m, E) ňż ąşďěň ĺŋőčďă ŕĺśăšĳ G(m, n), ĺ ăŋăńőčĺůŋő ąşďěň ŕĺśăšĳ Gr(r, n) ćňěśšő Gr(r, P^n)^{1)} .

Śěľůăś ňż őąž£śŋĺň, łăł ććěśšĺ ŋă čřăśśňăŋĺăŋě G(m, E) śšřşłšşřş ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£. Ďń£ ŋăůăńă ŋăŕőňŋĺň őśŋőćŋżě śćőľśšćă ćŋěÿŋěčő şňŋőęěŋĺ£ (ć ťőřňě, ŕřĺčőďŋőľ ďń£ řăąőšż ŋăď ŕőń£ňĺ ŕřőĺğćőńĳŋőľ ţăřăłšěřĺśšĺłĺ).

Ŕşśšĳ E | łőŋěůŋőňěřŋőě ńĺŋěľŋőě ŕřőśšřăŋśšćő. Ůěřěğ E^{⊗m} ňż ąşďěň őąőğŋăůăšĳ šěŋğőřŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě E ⊗ · · · ⊗ E

m řăğ

. Ŕşśšĳ R ⊂

E^{⊗m} | ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, ŕőřőęďěŋŋőě ¡ńěňěŋšăňĺ ćĺďă v_1⊗· · ·⊗v_m, čďě v_i = v_j ďń£ łăłĺţ-šő i ĺ j. Šőčďă m-ľ ćŋěÿŋěľ śšěŕěŋĳ¿ ŕřőśšřăŋśšćă E ŋăğżćăěšś£ ťăłšőřŕřőśšřăŋśšćő ⋀_m E = E^{⊗m}/R. Őąřăğ v_1⊗· · ·⊗v_m ć ⋀_m E ŋăğżćăěšś£ ćŋěÿŋĺň ŕřőĺğćěďěŋĺěň ćěłšőřőć v_1, . . ., v_m ĺ őąőğŋăůăěšś£ v_1 ∧ · · ·∧ v_m. Ěśńĺ e_1, . . ., e_n | ąăğĺś ŕřőśšřăŋśšćă E, šő ćŋěÿŋĺě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ e_{i1} ∧ e_{i2} ∧ · · ·∧ e_{im} , čďě 1 6 i_1 < i_2 < · · · < i_m 6 n, őąřăğş¿š ąăğĺś ŕřőśšřăŋśšćă ⋀_m E. Ěśšěśšćěŋŋőě ąĺńĺŋěľŋőě őšőąřăęěŋĺě E^{⊗m} ⊗E^{⊗n} → E^{⊗(m+n)} ĺŋďşűĺřşěš ąĺńĺŋěľŋőě őšőąřăęěŋĺě ⋀_m E ⊗ ⋀_n E → ⋀_{m+n} E, ŋăğżćăěňőě ćŋěÿŋĺň şňŋőęěŋĺěň ĺ őąőğŋăůăěňőě ∧.

1) Ąşďĳšě őśšőřőęŋż ś őąőğŋăůěŋĺ£ňĺ! Ş řăğŋżţ ăćšőřőć čřăśśňăŋĺăŋż őąőğŋăůă- ¿šś£ śőćěřÿěŋŋő ŕő-řăğŋőňş.

İńěňěŋšż ŕřőśšřăŋśšćă ⋀_m E ŋăğżćă¿šś£ m-ćěłšőřăňĺ. Čőćőř£š, ůšő m-ćěłšőř ω ∈ ⋀_m E řăğńőęĺň, ěśńĺ ω = v_1 ∧ · · ·∧ v_m ďń£ ŋěłőšőřżţ v_1, . . ., v_m ∈ E. Šěŕěřĳ ňż ňőęěň řěăńĺğőćăšĳ čřăśśňăŋĺăŋ łăł ăńčěąřăĺůěśłőě (ĺ ďăęě ŕřőěłšĺćŋőě) ňŋőčőőąřăğĺě. İšő ďěńăěšś£ šăł. Łăęďőňş mňěřŋőňş ćěłšőřŋőňş ŕőďŕřőśšřăŋśšćş V ⊂ E ŕőśšăćĺň ć śőőšćěšśšćĺě šőůłş ŕřőěłšĺćŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă P( ⋀_m E), őšćěůă¿źş¿ mćěłšőřş v_1 ∧ · · · ∧ v_m ∈ ⋀_m E, čďě v_1, . . ., v_m | łăłőľ-šő ąăğĺś ć V .

Ŕřěďńőęěŋĺě 7.2. Ćżÿěőŕĺśăŋŋőě őšőąřăęěŋĺě ĺğ G(m, E) ć

P(^{⋀m} E) łőřřěłšŋő őŕřěďěńěŋő ĺ ğăďăěš ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋőě śő-

őšćěšśšćĺě ňěęďş G(m, E) ĺ ňŋőęěśšćőň šőůěł ć P( ⋀_m E), śőőšćěšśšćş¿źĺţ řăğńőęĺňżň m-ćěłšőřăň. Şłăğăŋŋőě ňŋőęěśšćő ğăňłŋşšő ć šőŕőńőčĺĺ Ğăřĺśśłőčő, ŋěŕřĺćőďĺňő ĺ ĺňěěš řăğňěřŋőśšĳ m(n − m), čďě n = dim E.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕřĺ śňěŋě ąăğĺśă ć V ćŋěÿŋěě ŕřőĺğćěďěŋĺě ěčő ¡ńěňěŋšőć şňŋőęăěšś£ ŋă őŕřěďěńĺšěńĳ ňăšřĺűż ŕěřěţőďă; śšăńő ążšĳ, őšőąřăęěŋĺě ĺğ G(m, E) ć P( ⋀_m E) őŕřěďěńěŋő łőřřěłšŋő. Őůěćĺďŋő, ćś£łĺľ ŋěŋşńěćőľ řăğńőęĺňżľ m-ćěłšőř v_1 ∧ · · · ∧ v_m śőőšćěšśšćşěš ŕőďŕřőśšřăŋśšćş, ŋăš£ŋşšőňş ŋă v_1, . . ., v_m. Ŕőłăęěň, ůšő ďćşň řăğńĺůŋżň m-ňěřŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćăň V ĺ V^′ śőőšćěšśšćş¿š ŕřĺ ¡šőň őšőąřăęěŋĺĺ řăğŋżě šőůłĺ ŕřőśšřăŋśšćă P( ⋀_m E). Ć śăňőň ďěńě, ćżąěřěň ąăğĺś e_1, . . ., e_n ć E šăłĺň őąřăğőň, ůšőąż e_1, . . ., e_r, čďě r < m, ążń ąăğĺśőň ć V ∩ V^′, e_1, . . ., e_r, e_{r+1}, . . ., e_m ążń ąăğĺśőň ć V , ĺ e_1, . . ., e_r, e_{m+1}, . . .e_{m+(m−r)} ążń ąăğĺśőň ć V^′. Šőčďă m-ćěłšőřż e_1 ∧ · · · ∧ e_r ∧ e_{r+1} ∧ · · · ∧ e_m ĺ e_1 ∧ · · · ∧ e_r ∧ e_{m+1} ∧ · · · ∧ e_{m+(m−r)}, £ćń££śĳ řăğńĺůŋżňĺ ¡ńěňěŋšăňĺ őďŋőčő ĺ šőčő ęě ąăğĺśă ⋀_m E, ŋěŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋż. Šěň śăňżň ćńőęěŋĺě G(m, E) ć P( ⋀_m E) ŕőśšřőěŋő.

Őšőęďěśšćĺň G(m, E) ś ŕőďňŋőęěśšćőň P( ⋀_m E), £ćń£¿źĺňś£ őąřăğőň ŕřĺ ¡šőň ćńőęěŋĺĺ.

Ůšőąż ďőłăğăšĳ, ůšő ŕőďňŋőęěśšćő G(m, E) ⊂ P( ⋀_m E) ğăňłŋşšő ŕő Ğăřĺśśłőňş, řăśśňőšřĺň ńĺŋěľŋőě őšőąřăęěŋĺě ˘_ω : E → ⋀_{m+1} E, ğăďăćăěňőě ćŋěÿŋĺň şňŋőęěŋĺěň ŋă ω, čďě ω ∈ ⋀_m E | ŋěŋşńěćőľ mćěłšőř.

Ńěňňă 7.3. Ěśńĺ 0 ≠ ω ∈ ⋀_m E, šő dim Ker ˘_ω 6 m, ŕřĺůěň řăćěŋśšćő ďőśšĺčăěšś£ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ω řăğńőęĺň.

Ďőłăğăšěńĳśšćő ńěňňż. Ŕşśšĳ e_1, . . ., e_n | šăłőľ ąăğĺś E, ůšő e_1, . . ., e_r | ąăğĺś ŕőďŕřőśšřăŋśšćă Ker ˘_ω. Ďń£ łăęďőčő m-¡ńěňěŋšŋőčő ŕőďňŋőęěśšćă S ⊂ [1; n] ŕőńőęĺň e_S = e_{i1} ∧ · · · ∧ e_{im} , čďě i_1, . . ., i_m | ¡ńěňěŋšż S, ğăŕĺśăŋŋżě ć ćőğřăśšă¿źěň ŕőř£ďłě, ĺ ŕşśšĳ ω = ∑ a_Se_S .

Ĺğ řăćěŋśšćă ω ∧ e_j = 0 ćżšěłăěš, ůšő a_S = 0 ŕřĺ j /∈ S. Śšăńő ążšĳ, ĺğ a_S ≠ 0 ćżšěłăěš, ůšő S ⊃ [1; r]. Śńěďőćăšěńĳŋő, r 6 m, ĺ ŕřĺ ďőśšĺęěŋĺĺ řăćěŋśšćă ĺňěěň a_S ≠ 0 łăł šőńĳłő S ≠ [1; m]. Ńěňňă ďőłăğăŋă.

Ććĺďş ńěňňż, m-ćěłšőř ω řăğńőęĺň šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă řăŋč őšőąřăęěŋĺ£ ˘_ω ŋě ŕřěćőśţőďĺš n − m. Şśńőćĺě ŋă řăŋč ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ śĺśšěňş őďŋőřőďŋżţ şřăćŋěŋĺľ ŋă łő¡ťťĺűĺěŋšż ω; ¡šő ďőłăğżćăěš ğăňłŋşšőśšĳ ŕő Ğăřĺśśłőňş čřăśśňăŋĺăŋă G(m, E) ⊂ P( ⋀_m E). Ůšőąż ďőłăğăšĳ ŋěŕřĺćőďĺňőśšĳ G(m, E), ğăňěšĺň, ůšő ŕőńŋă£ ńĺŋěľŋă£ čřşŕŕă G = GL(E) ďěľśšćşěš ŋă ⋀_m E ĺ šěň śăňżň ŋă P( ⋀_m E) ĺ ůšő G(m, E) ŕřĺ ¡šőň ďěľśšćĺĺ £ćń£ěšś£ ěě őřąĺšőľ (ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕőď ďěľśšćĺěň ńĺŋěľŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ŕřőśšřăŋśšćă E řăğńőęĺňżľ ŕőńĺćěłšőř ŕěřěţőďĺš ć řăğńőęĺňżľ, ĺ ćś£łĺě ďćă m-ňěřŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ć E ňőęŋő ŕěřěćěśšĺ ďřşč ć ďřşčă ńĺŋěľŋżň ŕřěőąřăğőćăŋĺěň). Ŕőśłőńĳłş G £ćń£ěšś£ ŋěŕřĺćőďĺňżň ăťťĺŋŋżň ňŋőčőőąřăğĺěň (őšłřżšżň ŕőďňŋőęěśšćőň A^{n2} ) ĺ őšőąřăęěŋĺě g → g · p, čďě g ∈ G ĺ p | ťĺłśĺřőćăŋŋă£ šőůłă G(m, E), £ćń£ěšś£ ňőřťĺğňőň ĺğ G ć P( ⋀_m E), ŕőńşůăěň, ůšő ŕőďňŋőęěśšćő G(m, E) ⊂ P( ⋀_m E), ąşďşůĺ őąřăğőň ŋěŕřĺćőďĺňőčő ňŋőęěśšćă ŕřĺ ŋěŕřěřżćŋőň ć šőŕőńőčĺĺ Ğăřĺśśłőčő őšőąřăęěŋĺĺ, šăłęě ŋěŕřĺćőďĺňő.

Ůšőąż, ŋăłőŋěű, ŕőďśůĺšăšĳ řăğňěřŋőśšĳ G(m, E), řăśśňőšřĺň ŕőďčřşŕŕş G_1 ⊂ G, śőśšő£źş¿ ĺğ ńĺŋěľŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ, ŕěřěćőď£źĺţ ć śěą£ ŕőďŕřőśšřăŋśšćő V ⊂ E, śőőšćěšśšćş¿źěě šőůłě p ∈ G(m, E). İšă ŕőďčřşŕŕă šăłęě £ćń£ěšś£ ăťťĺŋŋżň ňŋőčőőąřăğĺěň (őšłřżšżň ŕőďňŋőęěśšćőň A^{n2 −m(n−m)}). Ěśńĺ řăśśňăšřĺćăšĳ őšőąřăęěŋĺě g → g·p łăł ňőřťĺğň ĺğ G ŋă G(m, E), šő śńő£ňĺ ¡šőčő ňőřťĺğňă £ćń£¿šś£ śňěęŋżě łńăśśż G ŕő G_1. Łăęďżľ ĺğ ¡šĺţ śńőěć ĺğőňőřťěŋ G_1. Ŕő šěőřěňě ő řăğňěřŋőśšĺ śńőěć ĺňěěň dim G(m, E) = dim G − dim G_1 = m(n − m). Ŕřěďńőęěŋĺě ďőłăğăŋő.

Ŕőśšřőěŋŋőě ŋăňĺ ćńőęěŋĺě čřăśśňăŋĺăŋă ć ŕřőěłšĺćŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ŋăğżćăěšś£ ŕń¿łłěřőćżň ćńőęěŋĺěň, ă őďŋőřőďŋżě łőőřďĺŋăšż šőůłĺ ć P( ⋀_m E), śőőšćěšśšćş¿źěľ ŕőďŕřőśšřăŋśšćş V ⊂ E, ŋăğżćă¿šś£ ŕń¿łłěřőćżňĺ łőőřďĺŋăšăňĺ ¡šőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă. Ěśńĺ e_1, . . ., e_n | ąăğĺś ŕřőśšřăŋśšćă E, ĺ ěśńĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćő V ⊂ E ĺňěěš ąăğĺś f_1, . . ., f_m, čďě f_i = ∑ a_{ij}e_j , šő ŕń¿łłěřőćż łőőřďĺŋăšż ŕőďŕřőśšřăŋśšćă V ⊂ E śşšĳ m × m-ňĺŋőřż ňăšřĺűż ‖a_{ij}‖.

Ŕőśšřőěŋŋă£ ć ďőłăğăšěńĳśšćě ŕřěďńőęěŋĺ£ śĺśšěňă őďŋőřőďŋżţ şřăćŋěŋĺľ, ğăďă¿źĺţ čřăśśňăŋĺăŋ, őąńăďăěš šěň ŋěďőśšăšłőň, ůšő ŋě ŕőřőęďăěš ěčő őďŋőřőďŋżľ ĺďěăń. Ŋă śăňőň ďěńě ¡šőš ĺďěăń ŕőřőęďěŋ łćăďřăšĺůŋżňĺ şřăćŋěŋĺ£ňĺ. İšş šěňş ňż ěźě őąśşďĺň ŕőďřőąŋěě, ă ŕőłă ůšő řăğąěřěň őďĺŋ ćăęŋżľ ůăśšŋżľ śńşůăľ, łőčďă łćăďřăšĺůŋżě śőőšŋőÿěŋĺ£ ňěęďş ŕń¿łłěřőćżňĺ łőőřďĺŋăšăňĺ ćżŕĺśăšĳ ńěčłő:

Ŕřěďńőęěŋĺě 7.4. Ěśńĺ E | łőŋěůŋőňěřŋőě ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ŋăď ŕőńěň, ţăřăłšěřĺśšĺłă łőšőřőčő ŋě řăćŋă 2, šő ąĺćěłšőř ω ∈ ⋀_2 E řăğńőęĺň šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ω ∧ ω = 0.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ůăśšĳ Àšőńĳłő šőčďăÁ őůěćĺďŋă: ěśńĺ ω = v ∧ w, šő ω ∧ ω = −v ∧ v ∧ w ∧ w = 0. Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă ůăśšĺ ÀšőčďăÁ ŕşśšĳ e_1, . . ., e_n | ąăğĺś E; ŕřőćěďěň ĺŋďşłűĺ¿ ŕő n. Ěśńĺ n = 2, šő ćśě ąĺćěłšőřż ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋż e_1 ∧ e_2, šăł ůšő ŋăÿě ŕřěďńőęěŋĺě ćěřŋő. Ŕşśšĳ őŋő ďőłăğăŋő ďń£ dim E = n − 1. Ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć E, ŕőřőęďěŋŋőě e_1, . . ., e_{n−1}, őąőğŋăůĺň E^′. Ćś£łĺľ ąĺćěłšőř ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ ć ćĺďě ω = ω^′ +v ∧e_n, čďě ω^′ ∈

⋀_2 E^′ ĺ v ∈ E^′. Ŕşśšĳ ω ∧ω = 0. Ěśńĺ ω^′ = 0, šő ω, őůěćĺďŋő, řăğńőęĺň; ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě, řăğďěń££ ć řăćěŋśšćě ω ∧ ω = ω^′ ∧ ω^′ + 2 ω^′ ∧ v ∧ e_n śńăčăěňżě, śőďěřęăźĺě ĺ ŋě śőďěřęăźĺě e_n ć śćőěň řăğńőęěŋĺĺ ŕő ąăğĺśş, śőśšő£źěňş ĺğ e_i ∧ e_j , ŕőńşůăěň, ůšő

ω^′ ∧ ω^′ = 0; (7.1) 2 ω^′ ∧ v ∧ e_n = 0. (7.2)

Ĺğ (7.1) ĺ ŕřěďŕőńőęěŋĺ£ ĺŋďşłűĺĺ śńěďşěš, ůšő ω^′ = x ∧ y, čďě x, y ∈ E^′ ⊂ E. Ŕőśłőńĳłş ţăřăłšěřĺśšĺłă őšńĺůŋă őš 2, ĺğ (7.2) śńěďşěš, ůšő ω^′ ∧v∧e_n = 0; şůĺšżćă£, ůšő v ∈ E^′, ŕőńşůăěň őšś¿ďă, ůšő ω^′ ∧v = 0, šăł ůšő v = λx+μy ďń£ ŋěłőšőřżţ λ, μ ∈ k. Őšś¿ďă ω = (x−μe_n)∧(y +λe_n), ă ¡šő ĺ őğŋăůăěš, ůšő ąĺćěłšőř ω řăğńőęĺň.

Ěśńĺ e_1, . . ., e_n | ąăğĺś E ĺ ω = ∑ i<j p_{ij}e_i ∧ e_j , šő łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ

e_i ∧ e_j ∧ e_k ∧ e_l ş ω ∧ ω řăćěŋ 2(p_{ij}p_{kl} − p_{ik}p_{jl} + p_{il}p_{jk}) (ěśńĺ i < j < k < l). Śšăńő ążšĳ, ć ţăřăłšěřĺśšĺłě, őšńĺůŋőľ őš 2, şśńőćĺě řăğńőęĺňőśšĺ ąĺćěłšőřă ć n-ňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě řăćŋőśĺńĳŋő śĺśšěňě (_n 4 ) łćăďřăšĺůŋżţ şřăćŋěŋĺľ

p_{ij}p_{kl} − p_{ik}p_{jl} + p_{il}p_{jk} = 0, łăł šőńĳłő 1 6 i < j < k < l 6 n (7.3) ŋă ŕń¿łłěřőćż łőőřďĺŋăšż. Ŋă śăňőň ďěńě şřăćŋěŋĺ£ (7.3) ğăďă¿š G(2, n) ć ŕń¿łłěřőćőň ćńőęěŋĺĺ ŋăď ŕőńěň ŕřőĺğćőńĳŋőľ ţăřăłšěřĺśšĺłĺ, ţőš£ ŕřěďńőęěŋĺě 7.4 ć ţăřăłšěřĺśšĺłě 2 ŋěćěřŋő (řăğąěřĺšěśĳ, ŕőůěňş).

Ćśě őśőąěŋŋő ŕřőśšő, ěśńĺ n = 4. Šőčďă śĺśšěňă şřăćŋěŋĺľ (7.3) śćőďĺšś£ ł őďŋőňş-ěďĺŋśšćěŋŋőňş şřăćŋěŋĺ¿

p_{12}p_{34} − p_{13}p_{24} + p_{14}p_{23} = 0.

Őšś¿ďă

Śńěďśšćĺě 7.5. Čřăśśňăŋĺăŋ Gr(1, 3) ŕř£ňżţ ć P^3 ć ŕń¿łłěřőćőň ćńőęěŋĺĺ £ćń£ěšś£ ŋěőśőąőľ łćăďřĺłőľ ć P^5.

Ćśě ŕřőůĺě čřăśśňăŋĺăŋż (ğă šřĺćĺăńĳŋżň ĺśłń¿ůěŋĺěň G(1, n) ĺ G(n − 1, n): ¡šĺ čřăśśňăŋĺăŋż £ćń£¿šś£ ŕřőśšő ŕřőěłšĺćŋżňĺ ŕřőśšřăŋśšćăňĺ) čĺŕěřŕőćěřţŋőśš£ň őšŋ¿ďĳ ŋě ĺğőňőřťŋż.

Śćőľśšćă ćğăĺňŋőčő řăśŕőńőęěŋĺ£ ńĺŋěľŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć ć P^n ňőęŋő ŕěřěťőřňşńĺřőćăšĳ łăł čěőňěšřĺůěśłĺě śćőľśšćă čřăśśňăŋĺăŋă. Ŋĺęě ŕřĺćěďěŋő ŋěśłőńĳłő ŕřĺňěřőć šăłőľ ŕěřěťőřňşńĺřőćłĺ. Ŕřĺ ¡šőň ňż ŕőńĳğşěňś£ śńěďş¿źĺň őąőğŋăůěŋĺěň: ěśńĺ α ∈ Gr(r, P^n) | šőůłă čřăśśňăŋĺăŋă, šő L_α ⊂ P^n | śőőšćěšśšćş¿źěě ěľ ńĺŋěľŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő.

1) Ŕşśšĳ p ∈ P^3. Šőčďă { α ∈ Gr(1, P^3) | L_α ∋ p } | ŕńőśłőśšĳ, ńěęăźă£ ŋă Gr(1, P^3) ⊂ P^5 (ğďěśĳ ĺ ďăńĳÿě ŕőďřăğşňěćăěšś£, ůšő čřăśśňăŋĺăŋż ćńőęěŋż ŕő Ŕń¿łłěřş ć śőőšćěšśšćş¿źĺě ŕřőěłšĺćŋżě ŕřőśšřăŋśšćă).

2) Ŕşśšĳ P ⊂ P^3 | ŕńőśłőśšĳ. Šőčďă { α ∈ Gr(1, P^3) | L_α ⊂ P } | šăłęě ŕńőśłőśšĳ, ńěęăźă£ ŋă Gr(1, P^3) ⊂ P^5. Ćś£łă£ ŕńőśłőśšĳ, ńěęăźă£ ŋă Gr(1, P^3) ⊂ P^5, ĺňěěš ćĺď, őŕĺśăŋŋżľ ć ¡šőň ĺńĺ ŕřěďżďşźěň ŕşŋłšě.

3) Ŕşśšĳ α, β ∈ Gr(1, P^n). Šőčďă ŕř£ňżě L_α ĺ L_β ŕěřěśěłă¿šś£ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ŕř£ňă£ αβ űěńĺłőň ńěęĺš ŋă Gr(1, P^n).

4) Ŕşśšĳ ℓ ⊂ Gr(1, P^n) | ŕř£ňă£, űěńĺłőň ńěęăźă£ ŋă čřăśśňăŋĺăŋě.

Šőčďă śşźěśšćş¿š šăłĺě ŕńőśłőśšĳ P ⊂ P^n ĺ šőůłă p ∈ P , ůšő ℓ = { α | p ∈ L_α ⊂ P }.

5) Ŕşśšĳ X = { α ∈ Gr(r, P^n) | L_α ∩ P ≠ ? }, čďě P ⊂ P^n | ťĺłśĺřőćăŋŋőě ńĺŋěľŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő řăğňěřŋőśšĺ n − r − 1. Šőčďă X £ćń£ěšś£ ŕěřěśěůěŋĺěň čřăśśňăŋĺăŋă Gr(r, P^n) ś ŋěłőšőřőľ čĺŕěřŕńőśłőśšĳ¿ (ňŋőčőőąřăğĺě X £ćń£ěšś£ ŕřőśšěľÿĺň ŕřĺňěřőň Àňŋőčőőąřăğĺľ ŸşąěřšăÁ).

Ďőłăęěň, ďń£ ŕřĺňěřă, şšćěřęďěŋĺě (3). Ŕşśšĳ P^n = P(E), šőčďă Gr(1, P^n) ňőęŋő őšőęďěśšćĺšĳ ś G(2, E). Ěśńĺ L_α ĺ L_β ŕěřěśěłă¿šś£ ĺ ŋě śőćŕăďă¿š, šő ďćşňěřŋżě ćěłšőřŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ~L_α, ~L_β ⊂ E, śőőšćěšśšćş¿źĺě α ĺ β, ĺňě¿š őďŋőňěřŋőě ŕěřěśěůěŋĺě. Śšăńő ążšĳ, řăğńőęĺňżě ąĺćěłšőřż, śőőšćěšśšćş¿źĺě α ĺ β, ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ ć ćĺďě x ∧ y ĺ x ∧ z, čďě x | őąřăğş¿źă£ ~L_α ∩ ~L_β. Ćś£łă£ ńĺŋěľŋă£ łőňąĺŋăűĺ£ ¡šĺţ ąĺćěłšőřőć ĺňěěš ćĺď x ∧ (λy + μz) ĺ šěň śăňżň šőęě řăğńőęĺňă; ¡šő ĺ őğŋăůăěš, ůšő ć£łă£ šőůłă ŕř£ňőľ, śőěďĺŋ£¿źěľ α ĺ β, ńěęĺš ŋă Gr(1, P^n) ⊂ P(^{n+12} )^{−1}. Ŕşśšĳ, ŋăŕřőšĺć, ŕř£ňă£, śőěďĺŋ£¿źă£ α ĺ β, ńěęĺš ŋă čřăśśňăŋĺăŋě. Őčřăŋĺůĺňś£ śńşůăěň, łőčďă ţăřăłšěřĺśšĺłă ŋě řăćŋă 2 (őąźĺľ śńşůăľ ğăĺŋšěřěśőćăŋŋżľ śńşÿăšěńĳ ňőęěš řăğőąřăšĳ śăňőśšő£šěńĳŋő). Ěśńĺ x ∧ y ĺ x^′ ∧ y^′ | řăğńőęĺňżě ąĺćěłšőřż, śőőšćěšśšćş¿źĺě α ĺ β śőőšćěšśšćěŋŋő, šő ćś£łă£ ĺţ ńĺŋěľŋă£ łőňąĺŋăűĺ£ šăłęě ďőńęŋă ążšĳ řăğńőęĺňă. Śšăńő ążšĳ, (λx ∧ y + μx^′ ∧ y^′) ∧ (λx ∧ y + μx^′ ∧ y^′) = 2 λμx ∧ y ∧ x^′ ∧ y^′ = 0 ďń£ ń¿ążţ λ ĺ μ ĺğ őśŋőćŋőčő ŕőń£. Šăł łăł ţăřăłšěřĺśšĺłă őšńĺůŋă őš 2, őšś¿ďă śńěďşěš, ůšő ćěłšőřż x, y, x^′, y^′ ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺňż; śšăńő ążšĳ, ŕř£ňżě L_α ĺ L_β, śőőšćěšśšćş¿źĺě ďćşňěřŋżň ćěłšőřŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćăň, ŕőřőęďěŋŋżň x ĺ y ĺ x^′ ĺ y^′ śőőšćěšśšćěŋŋő, ďőńęŋż ŕěřěśěłăšĳś£.

Šěŕěřĳ ğăľňěňś£ śěňěľśšćăňĺ ńĺŋěľŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć. Řăśśňőšřĺň čřăśśňăŋĺăŋ Gr(r, P^n), ŕăřăňěšřĺğş¿źĺľ r-ňěřŋżě ŕřőěłšĺćŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ć P^n. Őšőęďěśšćĺć ěčő ś G(r + 1, n + 1), ćĺďĺň, ůšő Gr(r, P^n) | ŕřőěłšĺćŋőě ňŋőčőőąřăğĺě řăğňěřŋőśšĺ (r + 1)(n − r). Ďń£ šőůłĺ α ∈ Gr(r, P^n) śőőšćěšśšćş¿źěě ěľ ńĺŋěľŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ąşďěň ŕő-ŕřěęŋěňş őąőğŋăůăšĳ ůěřěğ L_α ⊂ P^n. Śńěďş¿źěě ŕřěďńőęěŋĺě, ďőłăğăšěńĳśšćő łőšőřőčő ćăęŋěě ďń£ ŋăś, ůěň ťőřňşńĺřőćłă, ŕőłăğżćăěš, ůšő ňŋőęěśšćő ńĺŋěľŋżţ ŕřőśšřăŋśšć, ńěęăźĺţ ŋă ďăŋŋőň ŕřőěłšĺćŋőň ňŋőčőőąřăğĺĺ, ğăňłŋşšő ć čřăśśňăŋĺăŋě (ěźě őďŋő ŕřő£ćńěŋĺě šőčő őąśšő£šěńĳśšćă, ůšő ŕřőěłšĺćŋżě ňŋőčőőąřăğĺ£ őąńăďă¿š śćőľśšćőň, ăŋăńőčĺůŋżň łőňŕăłšŋőśšĺ!).

Ŕřěďńőęěŋĺě 7.6. Ŕşśšĳ X ⊂ P^n | ŕřőěłšĺćŋőě ňŋőčőőąřăğĺě. Ňŋőęěśšćő B = { α ∈ Gr(r, P^n) | L_α ⊂ X } ğăňłŋşšő ć Gr(r, P^n).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŋăůŋěň ś šőčő, ůšő ŕőśšřőĺň šăł ŋăğżćăěňőě Àşŋĺćěřśăńĳŋőě śěňěľśšćő r-ňěřŋżţ ńĺŋěľŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšćÁ. Ĺňěŋŋő, ŕşśšĳ L = { (x, α) ∈ P^n × Gr(r, P^n) | x ∈ L_α }. Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő L ğăňłŋşšő ŕő Ğăřĺśśłőňş ć P^n × Gr(r, P^n). Ć śăňőň ďěńě, ŕşśšĳ P^n = P(E), ŕşśšĳ ćěłšőř v ∈ E śőőšćěšśšćşěš šőůłě x ∈ P^n, ĺ ŕşśšĳ (r + 1)-ćěłšőř ω śőőšćěšśšćşěš šőůłě α ∈ Gr(r, P^n). Šőčďă x ∈ L_α ć šőň ĺ šőńĳłő šőň śńşůăě, łőčďă v ∧ ω = 0. İšő řăćěŋśšćő ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ śĺśšěňş őďŋőřőďŋżţ şřăćŋěŋĺľ ŋă őďŋőřőďŋżě łőőřďĺŋăšż x ĺ ŕń¿łłěřőćż łőőřďĺŋăšż α, ůšő ĺ ďőłăğżćăěš ğăňłŋşšőśšĳ L. Őąőğŋăůĺň ŕřőěłűĺĺ

L ŋă Gr(r, P^n) ĺ P^n ąşłćăňĺ p ĺ q śőőšćěšśšćěŋŋő. Ěśńĺ α ∈ Gr(r, P^n),

šő p^{−1}(α) ⊂ P^n × {α}^∼= P^n śőćŕăďăěš ś ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň L_α ⊂ P^n. Ěśńĺ ęě x ∈ P^n, šő q^{−1}(x), čďě x ∈ P^n, ěśšĳ ňŋőęěśšćő ńĺŋěľŋżţ ŕřőśšřăŋśšć řăğňěřŋőśšĺ m, śőďěřęăźĺţ šőůłş x; ŋěšřşďŋő ŕőłăğăšĳ (¡šő | şŕřăęŋěŋĺě ďń£ śńşÿăšěńěľ), ůšő q^{−1}(x) ⊂ {x}×Gr(r, P^n)^∼= Gr(r, P^n) śőćŕăďăěš ś čřăśśňăŋĺăŋőň Gr(r − 1, n − 1) ć ŕń¿łłěřőćőň ćńőęěŋĺĺ. Ć ůăśšŋőśšĺ, śńőĺ q ŋěŕřĺćőďĺňż.

Őšőąřăęěŋĺě p: L → Gr(r, P^n) ŋăğżćăěšś£ şŋĺćěřśăńĳŋżň śěňěľśšćőň r-ňěřŋżţ ńĺŋěľŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć, ă ňŋőęěśšćő L (ćśłőřě ňż şćĺďĺň, ůšő őŋő ŋěŕřĺćőďĺňő ĺ šěň śăňżň £ćń£ěšś£ ňŋőčőőąřăğĺěň) ŋăğżćăěšś£ šőšăńĳŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň ¡šőčő śěňěľśšćă. Ďřşčőě ŋăğćăŋĺě ďń£ L | ňŋőčőőąřăğĺě ĺŋűĺďěŋšŋőśšĺ.

Ćěřŋěňś£ šěŕěřĳ ł ďőłăğăšěńĳśšćş ŕřěďńőęěŋĺ£. §śŋő, ůšő ňŋőęěśšćő q^{−1}(X) = { (x, α) ∈ X × Gr(r, P^n) | x ∈ L_α } ğăňłŋşšő. Ŕőłăęěň, ůšő őŋő ŋěŕřĺćőďĺňő. İšő ňčŋőćěŋŋő ćżšěłăěš ĺğ śńěďş¿źěčő ŕřĺğŋăłă ŋěŕřĺćőďĺňőśšĺ, ěśńĺ ŕőńőęĺšĳ ć ŋěň U = P^n × Gr(r, P^n), V = X, Z = q^{−1}(X) ĺ φ = q (ĺğ ¡šőčő ęě ŕřĺğŋăłă ćżšěłăěš ŋěŕřĺćőďĺňőśšĳ L):

Ŕřěďńőęěŋĺě 7.7. Ŕşśšĳ φ: U → V | ŕřőěłšĺćŋżľ ňőřťĺğň ăńčěąřăĺůěśłĺţ ňŋőčőőąřăğĺľ, ĺ ŕşśšĳ Z ⊂ U | ğăňłŋşšőě ŕőďňŋőęěśšćő. Ěśńĺ ćśě śńőĺ őčřăŋĺůěŋĺ£ φ|_Z : Z → V ŋěŕřĺćőďĺňż ĺ ĺňě¿š őďĺŋăłőćş¿ řăğňěřŋőśšĳ, šő ňŋőęěśšćő Z ŋěŕřĺćőďĺňő.

Şśńőćĺě ŕőśšő£ŋśšćă řăğňěřŋőśšĺ śńőěć őšąřőśĺšĳ ć ¡šőň ŕřěďńőęěŋĺĺ ŋěńĳğ£ (ŕřĺňěř: U = P^1 × P^1, V = P^1, Z = (P^1 × {a}) ∪ ({b} × P^1), φ | ŕřőěłűĺ£ ŋă ćšőřőľ śőňŋőęĺšěńĳ).

Ďőłăğăšěńĳśšćő ŕřĺğŋăłă ŋěŕřĺćőďĺňőśšĺ. Ŕşśšĳ Z = ∪Z_i | řăğńőęěŋĺě Z ŋă ŋěŕřĺćőďĺňżě łőňŕőŋěŋšż, ĺ ŕşśšĳ r | řăğňěřŋőśšĳ ćśěţ śńőěć őšőąřăęěŋĺ£ φ|_Z. Ćś£łă£ łőňŕőŋěŋšă ćś£łőčő śńő£ őčřăŋĺůěŋĺ£ φ|_{Zj} : Z_j → V ĺňěěš řăğňěřŋőśšĳ ŋě ąőńěě r; śńěďőćăšěńĳŋő, ŕő šěőřěňě ő ŕőńşŋěŕřěřżćŋőśšĺ řăğňěřŋőśšěľ śńőěć ŕřĺ ŕřőěłšĺćŋżţ ňőřťĺğňăţ (šěőřěňă 6.10), ćśě ňŋőęěśšćă W_i = { y ∈ V | dim(φ^{−1}(y) ∩ Z_i) = r } ğă- ňłŋşšż ć V . Ŕő şśńőćĺ¿, V = ⋃ W_i; šăł łăł V ŋěŕřĺćőďĺňő, šő łăłőě-šő ĺğ W_i (śłăęěň, W_1) śőćŕăďăěš ś V . Šőčďă φ(Z_1) = V ĺ ćśě śńőĺ φ|_{Z1} ŋăď šőůłăňĺ V ĺňě¿š řăğňěřŋőśšĳ r. İšĺ śńőĺ śőďěřęăšś£ ć śńő£ţ φ|_Z; šăł łăł ¡šĺ ŕőśńěďŋĺě ŋěŕřĺćőďĺňż ĺ šăłęě ĺňě¿š řăğňěřŋőśšĳ r, šő śńőĺ φ|_{Z1} ĺ φ|_Z śőćŕăďă¿š, őšłşďă Z = Z_1. Ŕřěďńőęěŋĺě ďőłăğăŋő.

Řăśśňőšřĺň šěŕěřĳ ňőřťĺğň φ = p|_q�1_{(X)} : q^{−1}(X) → Gr(r, P^n). Śńőľ φ ŋăď α ěśšĳ X∩L_α; ŕő¡šőňş ňŋőęěśšćő B = { α ∈ Gr(r, P^n) | dim φ^{−1}(α) = r } ěśšĳ ňŋőęěśšćő šőůěł čřăśśňăŋĺăŋă, śńőĺ ňőřťĺğňă φ ŋăď łőšőřżňĺ ĺňě¿š ňăłśĺňăńĳŋş¿ řăğňěřŋőśšĳ. Šěŕěřĳ ĺğ ŕőńşŋěŕřěřżćŋőśšĺ řăğňěřŋőśšĺ śńőěć (šěőřěňă 6.10) śńěďşěš, ůšő B ğăňłŋşšő ć čřăśśňăŋĺăŋě, ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ.

Ďăćăľšě šěŕěřĳ ćż£śŋĺň, łăłőćă ňăłśĺňăńĳŋő ćőğňőęŋă£ řăğňěřŋőśšĳ śěňěľśšćă r-ňěřŋżţ ŕřőěłšĺćŋżţ ŕřőśšřăŋśšć, ńěęăźĺţ ŋă ŕřőěłšĺćŋőň ňŋőčőőąřăğĺĺ. Őšćěš ŋă ¡šőš ćőŕřőś ďăěšś£ śńěďş¿źěľ šěőřěňőľ Ąěŋĳ£ňĺŋő Śěčřě^{2)} :

Šěőřěňă 7.8. Ŕşśšĳ X ⊂ P^N | ŕřőěłšĺćŋőě ňŋőčőőąřăğĺě, dim X = n. Šőčďă řăğňěřŋőśšĳ śěňěľśšćă r-ňěřŋżţ ńĺŋěľŋżţ ŕřőśšřăŋśšć, ńěęăźĺţ ŋă X, ŋě ŕřěćőśţőďĺš dim Gr(r, n); řăćěŋśšćő ďőśšĺčăěšś£ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă X śőćŕăďăěš ś łăłĺň-šő ńĺŋěľŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň P^n ⊂ P^N.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕőńőęĺň δ(r, n) = dim Gr(r, n) = (r + 1)(n − r) ĺ ąşďěň ďőłăğżćăšĳ šěőřěňş ĺŋďşłűĺěľ ŕő n − r. Ěśńĺ n − r = 0, šő řăğňěřŋőśšĳ śěňěľśšćă r-ňěřŋżţ ńĺŋěľŋżţ ŕřőśšřăŋśšć, ńěęăźĺţ ŋă X, řăćŋă δ(r, n) = 0 šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă X śőďěřęĺš n-ňěřŋőě ńĺŋěľŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ĺ šěň śăňżň śőćŕăďăěš ś ŋĺň, ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ. Ŕřőćěďěň ÿăč ĺŋďşłűĺĺ. Ŕşśšĳ B ⊂ Gr(r, P^N) | ŋěŕřĺćőďĺňőě ğăňłŋşšőě ŕőďňŋőęěśšćő, šăłőě, ůšő dim B ¿ δ(r, n) ĺ L_α ⊂ X ďń£ ćśěţ α ∈ B.

Ńěňňă 7.9. Ěśńĺ x ∈ X | ŕřőĺğćőńĳŋă£ šőůłă, šő ňŋőčőőąřăğĺě X £ćń£ěšś£ őąžěďĺŋěŋĺěň śőďěřęăźĺţ x ŕőďŕřőśšřăŋśšć L_α, čďě α ∈ B.

Ćżćőď šěőřěňż ĺğ ńěňňż. Ŕşśšĳ x, x_1 ∈ X. Šőčďă ŕő ńěňňě śşźěśšćşěš ńĺŋěľŋőě ŕřőśšřăŋśšćő L_α, ńěęăźěě ć X ĺ śőďěřęăźěě x ĺ x_1. Ć ůăśšŋőśšĺ, ŕř£ňă£, śőěďĺŋ£¿źă£ x ĺ x_1, ńěęĺš ć X, šăł ůšő X £ćń£ěšś£

2) Ňŋőčőőąřăğĺě Śěčřě ŋăğćăŋő ć ůěśšĳ ěčő ď£ďĺ Łőřřăďő Śěčřě.

ńĺŋěľŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň ć P^N (n-ňěřŋżň, ŕőśłőńĳłş dim X = n), ĺ řăğňěřŋőśšĳ śěňěľśšćă r-ňěřŋżţ ńĺŋěľŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć ŋă X řăćŋă ć šőůŋőśšĺ δ(r, n).

Ďőłăğăšěńĳśšćő ńěňňż. Ŕşśšĳ L ⊂ P^N × Gr(r, P^N) | şŋĺćěřśăńĳŋőě śěňěľśšćő r-ňěřŋżţ ńĺŋěľŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć ć P^N, ĺ ŕşśšĳ p: L → Gr(r, P^N) | ěśšěśšćěŋŋă£ ŕřőěłűĺ£. Ŕőńőęĺň T = p^{−1}(B). Ŕřěďńőęěŋĺě 7.7 ŕőłăğżćăěš, ůšő ğăňłŋşšőě ňŋőęěśšćő T ŋěŕřĺćőďĺňő. Šăł łăł ćśě śńőĺ ňőřťĺğňă p: T → B ĺğőňőřťŋż P^r, šěőřěňă ő řăğňěřŋőśšĺ śńőěć ŕőłăğżćăěš, ůšő dim T = dim B + r ¿ δ(r, n) + r. Ŕşśšĳ ňőřťĺğň q : T → P^N ďěľśšćşěš ŕő ŕřăćĺńş (x, α) → x. Šăł łăł B | śěňěľśšćő ńĺŋěľŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć, ńěęăźĺţ ŋă X, šő q(T ) ⊂ X, ĺ ďăńěě ňż ąşďěň řăśśňăšřĺćăšĳ q łăł ňőřťĺğň ĺğ T ć X. Ŕşśšĳ x ∈ q(T ) ⊂ X ĺ ŕşśšĳ Z^′ | łăłă£-ŋĺąşďĳ ĺğ łőňŕőŋěŋš q^{−1}(x). Šěőřěňă ő řăğňěřŋőśšĺ śńőěć, ŕřĺňěŋěŋŋă£ ł q, ŕőłăğżćăěš, ůšő dim Z^′ ¿ dim T − dim X ¿ δ(r, n) + r − n. Ğăňłŋşšőě (ŕőśłőńĳłş ňőřťĺğň p ŕřőěłšĺćěŋ) ŕőďňŋőęěśšćő Z = p(Z^′) ⊂ B £ćń£ěšś£ śěňěľśšćőň ńĺŋěľŋżţ ŕřőśšřăŋśšć L_α ś α ∈ B, śőďěřęăźĺţ x. Ŕőńőęĺň R = p^{−1}(Z); ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă ńěňňż ŋăň ŋăďő ŕőłăğăšĳ, ůšő q(R) = X.

Ďőłăęěň ¡šő řăćěŋśšćő. Ćő-ŕěřćżţ, ĺğ ŕřěďńőęěŋĺ£ 7.7 śńěďşěš, ůšő R ŋěŕřĺćőďĺňő. Ŕőśłőńĳłş őčřăŋĺůěŋĺě p ŋă Z^′ ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋő, šěőřěňă ő řăğňěřŋőśšĺ śńőěć ŕőłăğżćăěš, ůšő

dim Z = dim Z^′ ¿ δ(r, n) + r − n = r(n − r), (7.4)

őšłşďă śŋőćă ŕő šěőřěňě ő řăğňěřŋőśšĺ śńőěć ĺňěěň dim R = dim Z +r ¿ r(n − r) + r. Ěśńĺ p(R) = Y ≠ X, šő Y | ŕřőěłšĺćŋőě ňŋőčőőąřăğĺě, ĺ dim Y 6 n − 1. Ňŋőčőőąřăğĺě Y £ćń£ěšś£ őąžěďĺŋěŋĺěň ńĺŋěľŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć, ŕřőţőď£źĺţ ůěřěğ x. Ŕşśšĳ H ⊂ P^N | čĺŕěřŕńőśłőśšĳ, ŋě ŕřőţőď£źă£ ůěřěğ x. Ŕő šěőřěňě 6.5 ćśě łőňŕőŋěŋšż H ∩ Y ĺňě¿š řăğňěřŋőśšĳ 6 n − 2. Ğăňěšĺň šěŕěřĳ, ůšő ć ğăňłŋşšőň ŕőďňŋőęěśšćě H ∩ Y ⊂ P^N śőďěřęĺšś£ śěňěľśšćő (r − 1)-ňěřŋżţ ńĺŋěľŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć, ĺňě¿źěě řăğňěřŋőśšĳ dim Z. Ĺŋšşĺšĺćŋő ¡šő śőćěřÿěŋŋő £śŋő: ďń£ ćś£łőľ α ∈ Z ć řăśśňőšřĺň (r − 1)-ňěřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő L_α ∩ H ⊂ H. Šőůŋěě čőćőř£, ńěčłő ćĺďěšĳ (ŕřőćěřĳšě!), ůšő őšőąřăęěŋĺě α → L_α ∩ H ğăďăěš ňőřťĺğň ĺğ Z ć Gr(r − 1, H), ĺ őůěćĺďŋő, ůšő łăęďżľ śńőľ ¡šőčő ňőřťĺğňă śőśšőĺš ĺğ őďŋőľ šőůłĺ. Šěőřěňă ő řăğňěřŋőśšĺ śńőěć ŕőłăğżćăěš šőčďă, ůšő řăğňěřŋőśšĳ ěčő őąřăğă řăćŋă dim Z, ůšő ĺ şšćěřęďăńőśĳ. Ďăńěě, őůěćĺďŋő, ůšő łăłă£- šő ĺğ ŋěŕřĺćőďĺňżţ łőňŕőŋěŋš W ⊂ Y ∩ H śőďěřęĺš dim Z-ňěřŋőě śěňěľśšćő r − 1-ňěřŋżţ ńĺŋěľŋżţ ŕřőśšřăŋśšć. İšő, őďŋăłő, ŋěćőğňőęŋő: ŕő ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ ĺŋďşłűĺĺ (ňż ňőęěň ěčő ŕřĺňěŋĺšĳ, ŕőśłőńĳłş dim W − (r − 1) 6 (n − 2) − (r − 1) < n − r) řăğňěřŋőśšĳ śěňěľśšćă (r − 1)-ňěřŋżţ ńĺŋěľŋżţ ŕřőśšřăŋśšć ŋă W ŋě ŕřěćőśţőďĺš δ(r − 1, n − 2) = r(n − r − 1), ůšő śšřőčő ňěŋĳÿě dim Z ććĺďş ŋěřăćěŋśšćă (7.4). İšő ŕřőšĺćőřěůĺě ğăćěřÿăěš ďőłăğăšěńĳśšćő ńěňňż ĺ šěőřěňż.

Ĺšăł, ćśńěď ğă Ąěŋĳ£ňĺŋő Śěčřě ňż ŋăÿńĺ, ďń£ łăłĺţ ňŋőčőőąřăğĺľ řăğňěřŋőśšĳ śěňěľśšćă ńĺŋěľŋżţ ŕřőśšřăŋśšć, ńěęăźĺţ ŋă ŋĺţ, ňăłśĺňăńĳŋă. Ŋă śăňőň ďěńě Śěčřě ĺśśńěďőćăń ĺ śńşůăĺ, łőčďă ¡šă řăğňěřŋőśšĳ ůşšĳ ňěŋĳÿě ňăłśĺňăńĳŋőľ. Ŋăŕřĺňěř, őŋ ďőłăğăń, ůšő řăğňěřŋőśšĳ śěňěľśšćă ŕńőśłőśšěľ, ńěęăźĺţ ŋă n-ňěřŋőň (n > 2) ŕřőěłšĺćŋőň ňŋőčőőąřăğĺĺ, ňőęěš řăćŋ£šĳś£ δ(2, n) − 2, ŋő ŋě δ(2, n) − 1.