Ńěłűĺ£ 8. Ňŋőčőůńěŋ Čĺńĳąěřšă

Ş ŋăś şęě ěśšĳ šřĺ ¡łćĺćăńěŋšŋżţ őŕřěďěńěŋĺ£ řăğňěřŋőśšĺ: łăł śšěŕěŋĺ šřăŋśűěŋďěŋšŋőśšĺ ŕőń£ řăűĺőŋăńĳŋżţ ťşŋłűĺľ, ŕő Łřşńń¿ (ůěřěğ űěŕőůłĺ ŕőďňŋőčőőąřăğĺľ), ă šăłęě, ďń£ ğăňłŋşšżţ ŕőďňŋőčőőąřăğĺľ

X ⊂ P^n, ůěřěğ ňăłśĺňăńĳŋş¿ řăğňěřŋőśšĳ ńĺŋěľŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă, ŋě

ğăďěćă¿źěčő X (śńěďśšćĺě 5.13). Śěľůăś ňż ďăďĺň ěźě őďŋş łřăśĺćş¿ ĺŋšěřŕřěšăűĺ¿ řăğňěřŋőśšĺ ŕőďňŋőčőőąřăğĺ£ ŕřőěłšĺćŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă.

Őąőğŋăůĺň łőńĳűő ňŋőčőůńěŋőć k[X_0, . . ., X_n] ąşłćőľ R; ůěřěğ R_m ⊂ R őąőğŋăůĺň ŕőďŕřőśšřăŋśšćő őďŋőřőďŋżţ ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ m. Ěśńĺ I ⊂ R | őďŋőřőďŋżľ ĺďěăń, šő I_m = I ∩R_m őąőğŋăůăěš ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ťőřň śšěŕěŋĺ m, śőďěřęăźĺţś£ ć I.

Őŕřěďěńěŋĺě 8.1. Ŕşśšĳ X ⊂ P^n | ğăňłŋşšőě ŕőďňŋőęěśšćő (ŋě őą£- ğăšěńĳŋő ŋěŕřĺćőďĺňőě), m ¿ 0 | űěńőě ůĺśńő. Őąőğŋăůĺň h_X(m) = dim_k R_m/I_m, čďě I ⊂ R | őďŋőřőďŋżľ ĺďěăń X (ŋăŕőňŋĺň, ůšő őŋ ŕőřőęďěŋ őďŋőřőďŋżňĺ ňŋőčőůńěŋăňĺ, őąřăźă¿źĺňĺś£ ć ŋşńĳ ŋă X). Ťşŋłűĺ£ m → h_X (m), őŕřěďěńěŋŋă£ ŋă ňŋőęěśšćě űěńżţ ŋěőšřĺűăšěńĳŋżţ ůĺśěń, ŋăğżćăěšś£ ťşŋłűĺěľ Čĺńĳąěřšă ğăňłŋşšőčő ŕőďňŋőęěśšćă X.

Ŕő-ďřşčőňş ňőęŋő śłăğăšĳ, ůšő h_X (m) | łőřăğňěřŋőśšĳ şśńőćĺ£ Àšőęďěśšćěŋŋő őąřăźăšĳś£ ć ŋşńĳ ŋă XÁ ć ŕřőśšřăŋśšćě őďŋőřőďŋżţ ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ m. Łńăśśĺłĺ čőćőřĺńĺ šăł: ÀX ŋăłńăďżćăěš h_X (m) ŋěğăćĺśĺňżţ ńĺŋěľŋżţ şśńőćĺľ ŋă čĺŕěřŕőćěřţŋőśšĺ śšěŕěŋĺ mÁ. Ć ďăńĳŋěľÿĺţ ŕřĺňěřăţ ňż ŕőğćőńĺň śěąě ŋăğżćăšĳ čĺŕěřŕőćěřţŋőśšĳ¿ śšěŕěŋĺ m ćś£łőě ňŋőęěśšćő ćĺďă V (F ) ⊂ P^n, čďě F | ťőřňă śšěŕěŋĺ m.

Ŕşśšĳ, ŋăŕřĺňěř, X | łőŋěůŋőě ňŋőęěśšćő ĺğ d šőůěł. Šőčďă h_X (m) = d ŕřĺ ćśěţ m ¿ d − 1. Ć śăňőň ďěńě, ůšőąż şąěďĺšĳś£, ůšő d šőůěł ŋăłńăďżćă¿š ŋěğăćĺśĺňżě şśńőćĺ£ ŋă čĺŕěřŕőćěřţŋőśšĺ śšěŕěŋĺ m ¿ d − 1, ďőśšăšőůŋő ďń£ łăęďőľ šőůłĺ p = p_1 ∈ X ŕőśšřőĺšĳ čĺŕěřŕőćěřţŋőśšĳ śšěŕěŋĺ m, ŕřőţőď£źş¿ ůěřěğ ćśě šőůłĺ ňŋőęěśšćă X, łřőňě p. Ć łăůěśšćě šăłőćőľ ňőęŋő ćğ£šĳ őąžěďĺŋěŋĺě m čĺŕěřŕńőśłőśšěľ H_1, . . ., H_m, ćżąřăŋŋżţ šăł, ůšő H_1 ŕřőţőďĺš ůěřěğ p_2 ĺ ŋě śőďěřęĺš ďřşčĺţ šőůěł X, . . . , H_{d−1} ŕřőţőďĺš ůěřěğ p_d ĺ ŋě śőďěřęĺš ďřşčĺţ šőůěł X, ă őśšăńĳŋżě čĺŕěřŕńőśłőśšĺ ŋě ğăďěćă¿š X. Ŕřĺ ňăńżţ m ğŋăůěŋĺě h_X (m) ğăćĺśĺš őš řăśŕőńőęěŋĺ£ šőůěł. Ěśńĺ, ŋăŕřĺňěř, X śőśšőĺš ĺğ ůěšżřěţ šőůěł, šő h_X (2) řăćŋő 4, ěśńĺ ŋě ćśě ůěšżřě šőůłĺ łőńńĺŋěăřŋż, ĺ 3 ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě (łćăďřĺłă, ŕřőţőď£źă£ ůěřěğ šřĺ łőńńĺŋěăřŋżě šőůłĺ, śőďěřęĺš ŕř£ňş¿, ŋă łőšőřőľ ¡šĺ šőůłĺ ńěęăš, šăł ůšő ůěšćěřšă£ šőůłă ŋőćőčő şśńőćĺ£ ŋă łćăďřĺłĺ ŋě ŋăłńăďżćăěš).

Řăśśňőšřĺň ěźě ŕřőšĺćőŕőńőęŋş¿ łřăľŋőśšĳ: X = P^n. Ć ¡šőň śńşůăě

h_X (m) = dim R_m = ( n + m n ) = (m + 1) . . .(m + n) n! . Łăł ćĺďĺšě, ťşŋł-

űĺ£ Čĺńĳąěřšă őłăğăńăśĳ ňŋőčőůńěŋőň őš m.

Őŕĺśăŋĺě ŕőćěďěŋĺ£ h_X(m) ŕřĺ ňăńżţ ğŋăůěŋĺ£ţ m £ćń£ěšś£ š£- ęěńőľ ğăďăůěľ ďăęě ć šőň śńşůăě, łőčďă X | łőŋěůŋżľ ŋăąőř šőůěł. Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ŕřĺ ąőńĳÿĺţ ğŋăůěŋĺ£ţ ăřčşňěŋšă ťşŋłűĺ£ Čĺńĳąěřšă ćěďěš śěą£ ćěśĳňă řěčşń£řŋő: őŋă ŋě ňěŋ£ěšś£ ŕřĺ ŋěŕřěřżćŋőľ ďěťőřňăűĺĺ ğăňłŋşšőčő ŕőďňŋőęěśšćă X (ďń£ śńşůă£, łőčďă X | łőŋěůŋżľ ŋăąőř šőůěł, ¡šő ŕřő£ćń£ěšś£ ć šőň, ůšő ŕřĺ ąőńĳÿĺţ m ůĺśńő h_X (m) ŋě ğăćĺśĺš őš ĺţ ćğăĺňŋőčő řăśŕőńőęěŋĺ£), ă šăłęě, őŕ£šĳ-šăłĺ ŕřĺ ąőńĳÿĺţ m, £ćń£ěšś£ ňŋőčőůńěŋőň őš m. Ŕő ŕőćőďş ďěťőřňăűĺľ ňż řăśŕřőśšřăŋ£šĳś£ ŋě ąşďěň (ć ŋăÿěň ¡ńěňěŋšăřŋőň łşřśě ğăšřşďŋĺšěńĳŋő ďăęě ďăšĳ šőůŋżě őŕřěďěńěŋĺ£), ă ćőš šőš ťăłš, ůšő h_X (m) | ňŋőčőůńěŋ őš m ŕřĺ ąőńĳÿĺţ m, ňż ĺ ďőłăęěň, ĺ ŕőďřőąŋő őąśşďĺň.

Ůšőąż ŕřőśńěďĺšĳ ğă ŕőćěďěŋĺěň ťşŋłűĺĺ Čĺńĳąěřšă, şďőąŋő řăśśňőšřěšĳ śőőšćěšśšćş¿źş¿ ŕřőĺğćőď£źş¿ ťşŋłűĺ¿.

Őŕřěďěńěŋĺě 8.2. Śšěŕěŋŋőľ ř£ď P_X (t) = ∑_∞ m=0 h_X (m)t^m ŋăğżćăěšś£ ř£ďőň Ŕşăŋłăřě ğăňłŋşšőčő ŕőďňŋőęěśšćă X ⊂ P^n.

Šěőřěňă 8.3. Ěśńĺ X ⊂ P^n | ğăňłŋşšőě ŕőďňŋőęěśšćő, šő P_X (t) = f(t) (1 − t)^{n+1}

, čďě f | ňŋőčőůńěŋ ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ.

Ŕřőźě ćśěčő ćżćěśšĺ šěőřěňş 8.3 ĺğ ůşšĳ ąőńěě őąźěčő ťăłšă. Ŋăŕőňŋĺň, ůšő łőńĳűő S ŋăğżćăěšś£ čřăďşĺřőćăŋŋżň, ěśńĺ ğăďăŋő řăğńőęěŋĺě ěčő ăďďĺšĺćŋőľ čřşŕŕż ć ŕř£ňş¿ śşňňş S = ⨁_∞ i=0 S_i, ŕřĺůěň S_iS_j ⊂ S_{i+j}. Ěśńĺ S | čřăďşĺřőćăŋŋőě łőńĳűő, šő S-ňőďşńĳ M ŋăğżćăěšś£ čřăďşĺřőćăŋŋżň, ěśńĺ ğăďăŋő řăğńőęěŋĺě ěčő ăďďĺšĺćŋőľ čřşŕŕż ć ŕř£ňş¿ śşňňş M = ⨁_∞ i=−∞ , ŕřĺůěň SiMj ⊂ Mi+j. Ěśńĺ M ĺ N | čřăďşĺřőćăŋŋżě S-ňőďşńĺ, šő čőňőňőřťĺğň S-ňőďşńěľ f : M → N ŋăğżćăěšś£ őďŋőřőďŋżň, ěśńĺ f(M_i) ⊂ N_i. Ŋăŕřĺňěř, łőńĳűő ňŋőčőůńěŋőć R = ⨁ R_i £ćń£ěšś£ čřăďşĺřőćăŋŋżň. Ěśńĺ I ⊂ R | őďŋőřőďŋżľ ĺďěăń, šő I £ćń£ěšś£ čřăďşĺřőćăŋŋżň R-ňőďşńěň. Ťăłšőřłőńĳűő R/I ŕřĺ ¡šőň šăłęě £ćń£ěšś£ čřăďşĺřőćăŋŋżň łőńĳűőň, ă šăłęě čřăďşĺřőćăŋŋżň Rňőďşńěň; ěśšěśšćěŋŋżľ čőňőňőřťĺğň R → R/I £ćń£ěšś£ őďŋőřőďŋżň čőňőňőřťĺğňőň.

Šěőřěňă 8.3 £ćń£ěšś£ ůăśšŋżň śńşůăěň (ŕřĺ M = R/I, čďě I | őďŋőřőďŋżľ ĺďěăń ŕőďňŋőęěśšćă X) śńěďş¿źěčő řěğşńĳšăšă:

Šěőřěňă 8.4. Ěśńĺ M | šăłőľ łőŋěůŋő ŕőřőęďěŋŋżľ čřăďşĺřőćăŋŋżľ ňőďşńĳ ŋăď łőńĳűőň ňŋőčőůńěŋőć R = k[X_0, . . ., X_n], ůšő M_j = 0

ŕřĺ j < 0, ĺ ěśńĺ P_M (t) = ∑_∞ i=0 dim_k M_i · t^i, šő P_M (t) = f(t) (1 − t)^{n+1}

, čďě

f | ňŋőčőůńěŋ ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕřőćěďěň ĺŋďşłűĺ¿ ŕő n. Ŋăůŋěň ś n = −1. Ŕřĺ ¡šőň R = k (čřăďşĺřőćăŋŋőě łőńĳűő, śőśřěďőšőůěŋŋőě ć śšěŕěŋĺ 0), łőŋěůŋő ŕőřőęďěŋŋżľ čřăďşĺřőćăŋŋżľ R-ňőďşńĳ ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ łőŋěůŋş¿ ŕř£ňş¿ śşňňş ćěłšőřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć M_i, ĺ ř£ď P_M (t) £ćń£ěšś£ ŕřőśšő ňŋőčőůńěŋőň, šăł ůšő ŋăÿě şšćěřęďěŋĺě ćěřŋő.

Ŕşśšĳ šěŕěřĳ M | čřăďşĺřőćăŋŋżľ ňőďşńĳ ŋăď k[X_0, . . ., X_n]. Řăśśňőšřĺň, ŋăř£ďş ś ŋĺň, čřăďşĺřőćăŋŋżľ ňőďşńĳ M(−1) (¡šő | őąźěŕřĺŋ£šőě őąőğŋăůěŋĺě), şśšřőěŋŋżľ śńěďş¿źĺň őąřăğőň. M(−1) | šőš ęě R-ňőďşńĳ, ůšő ĺ M, ŋő ś ĺğňěŋěŋŋőľ čřăďşĺřőćłőľ: M(−1)_0 = 0, M(−1)_1 = M_0, M(−1)_2 = M_1, ĺ ćőőąźě M(−1)_r = M_{r−1}. Ğăňěšĺň ďń£ ďăńĳŋěľÿěčő, ůšő ďń£ ń¿ąőčő űěńőčő ůĺśńă l ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ ňőďşńĳ M(−l), őšńĺůă¿źĺľś£ őš M šőńĳłő śďćĺčőň čřăďşĺřőćłĺ, ŕő ŕřăćĺńş M(−l)_r = M_{r−l}. Şňŋőęěŋĺě ŋă X_n £ćń£ěšś£ őďŋőřőďŋżň čőňőňőřťĺğňőň ĺğ M(−1) ć M (řăďĺ ¡šőľ őďŋőřőďŋőśšĺ ňż ĺ śďćĺčăńĺ čřăďşĺřőćłş!). Śńěďőćăšěńĳŋő, £ďřő ĺ łő£ďřő ¡šőčő čőňőňőřťĺğňă (őąőğŋăůĺň ĺţ ąşłćăňĺ K ĺ C śőőšćěšśšćěŋŋő) šăłęě £ćń£¿šś£ čřăďşĺřőćăŋŋżňĺ R-ňőďşń£ňĺ, ĺ ć šőůŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ 0 → K → M(−1)^{Xn}−−→ M → C → 0, ćśě čőňőňőřťĺğňż őďŋőřőďŋż. Ć šőůŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ćěłšőřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć ğŋăłőŕěřěňěŋŋă£ śşňňă řăğňěřŋőśšěľ řăćŋă ŋşń¿. Ŕřĺŋĺňă£ ćő ćŋĺňăŋĺě šő őůěćĺďŋőě őąśšő£šěńĳśšćő, ůšő P_{M (−1)}(t) = tP_M (t), ŕőńşůăěň ĺğ ŋăÿěľ šőůŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ šőęďěśšćő

P_K(t) − tP_M (t) + P_M (t) − P_C(t) = 0. (8.1)

Őďŋăłő ęě ňőďşńĺ K ĺ C ăŋŋşńĺřş¿šś£ şňŋőęěŋĺěň ŋă X_n ĺ šěň śăňżň £ćń£¿šś£ łőŋěůŋő ŕőřőęďěŋŋżňĺ čřăďşĺřőćăŋŋżňĺ ňőďşń£ňĺ ŋăď k[X_0, . . ., X_{n−1}]. Ŕő ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ ĺŋďşłűĺĺ, P_K ĺ P_C £ćń£¿šś£ řăűĺőŋăńĳŋżňĺ ťşŋłűĺ£ňĺ ś (1 − t)^n ć ğŋăňěŋăšěńě. Ćżřăęă£ P_M ĺğ (8.1), ŕőńşůăěň ćśě, ůšő šřěąşěšś£.

Ůšőąż ŕěřěľšĺ őš ŕřőĺğćőď£źěľ ťşŋłűĺĺ ł śăňőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ůĺśěń h_X (m), ćőśŕőńĳğşěňś£ śńěďş¿źĺň ¡ńěňěŋšăřŋżň ťăłšőň:

Ŕřěďńőęěŋĺě 8.5. Ŕşśšĳ P (t) | řăűĺőŋăńĳŋă£ ťşŋłűĺ£, ěďĺŋśšćěŋŋőľ őśőąěŋŋőśšĳ¿ łőšőřőľ £ćń£ěšś£ ŕőń¿ś ŕőř£ďłă s ć šőůłě 1. Ŕőńőęĺň d = lim_{t→1}(1 − t)^sP (t), ĺ ŕşśšĳ P (t) = ∑_∞ m=0 c_mt^m. Šőčďă śşźěśšćşěš šăłőľ ňŋőčőůńěŋ p, ůšő c_m = p(m) ďń£ ćśěţ m ≫ 0, ŕřĺůěň śšăřÿĺľ ůńěŋ ňŋőčőůńěŋă p řăćěŋ (d/(s − 1)!)m^{s−1}.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ğăŕĺÿěň P ć ćĺďě ŋěśőłřăšĺňőľ ďřőąĺ a_0 + a_1t + · · · + a_rt^r

(1 − t)^s

. Ěśńĺ m ¿ r, šő łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ t^m ć řăğńő-

ęěŋĺĺ a_jt^j /(1 − t)^s řăćěŋ a_j s(s + 1) . . .(s + m − j − 1) (m − j)! = = a_j (m − j + 1)(m − j + 2) . . .(m − j + s − 1) (s − 1)! . İšő | ňŋőčőůńěŋ őš m śő śšăřÿĺň ůńěŋőň (a_j/(s−1)!)m^{s−1}. Śłńăďżćă£, ŕőńşůĺň, ůšő c_m ŕřĺ m ¿ r £ćń£ěšś£ ğŋăůěŋĺěň ć šőůłě m ňŋőčőůńěŋă śő śšăřÿĺň ůńěŋőň ((a_0 + · · ·+a_r)/(s − 1)!)m^{s−1}; šăł łăł ďřőąĳ, ŕřěďśšăćń£¿źă£ P (t), ążńă ŋěśőłřăšĺňőľ, šő a_0 + · · ·+ a_r = d ≠ 0 (ć ůăśšŋőśšĺ, śšăřÿĺě ůńěŋż ŋě ňőčşš ćğăĺňŋő şŋĺůšőęĺšĳś£). Ćśě ďőłăğăŋő.

Śőŕőśšăćń££ ŕřěďńőęěŋĺě 8.5 ś šěőřěňőľ 8.3, ŕőńşůăěň šăłőě

Śńěďśšćĺě 8.6. Ŕşśšĳ X ⊂ P^n | ğăňłŋşšőě ŕőďňŋőęěśšćő. Šőčďă śşźěśšćşěš šăłőľ ňŋőčőůńěŋ p_X, ůšő h_X (m) = p_X(m) ŕřĺ ćśěţ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺţ m.

Őŕřěďěńěŋĺě 8.7. Ňŋőčőůńěŋ p_X , ććěďěŋŋżľ ć ŕřěďżďşźěň śńěďśšćĺĺ, ŋăğżćăěšś£ ňŋőčőůńěŋőň Čĺńĳąěřšă ğăňłŋşšőčő ŕőďňŋőęěśšćă

X ⊂ P^n.

Śńěďş¿źă£ ćăęŋă£ šěőřěňă ŕřő£śŋ£ěš čěőňěšřĺůěśłĺľ śňżśń ňŋőčőůńěŋă Čĺńĳąěřšă.

Šěőřěňă 8.8. Ŕşśšĳ X ⊂ P^n | ŕřőěłšĺćŋőě ňŋőčőőąřăğĺě, p_X | ěčő ňŋőčőůńěŋ Čĺńĳąěřšă. Šőčďă:

1) Śšěŕěŋĳ ňŋőčőůńěŋă p_X řăćŋă řăğňěřŋőśšĺ ňŋőčőőąřăğĺ£ X.

2) Ŕşśšĳ śšěŕěŋĳ ňŋőčőůńěŋă p_X (řăćŋă£, ć śĺńş ŕşŋłšă (1), řăğňěřŋőśšĺ X) řăćŋă r; ğăŕĺÿěň śšăřÿĺľ łő¡ťťĺűĺěŋš ňŋőčőůńěŋă p_X ć ćĺďě d/r! . Šőčďă ďń£ őąźěčő (n − r)-ňěřŋőčő ńĺŋěľŋőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă L ⊂ P^n ŕěřěśěůěŋĺě L ∩ X śőśšőĺš ĺğ d šőůěł (šőůŋěě čőćőř£: śşźěśšćşěš ŋěŕşśšőě őšłřżšőě ŕőďňŋőęěśšćő U ⊂ Gr(n − r, P^n) šăłőě, ůšő ďń£ ćśěţ α ∈ U ňŋőęěśšćő L_α ∩ X śőśšőĺš ĺğ d šőůěł).

Őŕřěďěńěŋĺě 8.9. Ůĺśńő d, ććěďěŋŋőě ć ťőřňşńĺřőćłě ŕřěďżďşźěľ šěőřěňż, ŋăğżćăěšś£ śšěŕěŋĳ¿ ňŋőčőőąřăğĺ£ X ĺ őąőğŋăůăěšś£ deg X.

Ňż ąşďěň ďőłăğżćăšĳ šěőřěňş 8.8 ć ŋěśłőńĳłő ¡šăŕőć. Ďń£ ŋăůăńă ğăňěšĺň, ůšő šěőřěňă ćěřŋă, ěśńĺ X = P^n. Ć śăňőň ďěńě, ĺğ ŕřĺćěďěŋŋőľ ćżÿě ťőřňşńż ďń£ hPn(m) ćĺďŋő, ůšő ¡šă ťşŋłűĺ£ Čĺńĳąěřšă £ćń£ěšś£ ňŋőčőůńěŋőň őš m śšěŕěŋĺ n śő śšăřÿĺň łő¡ťťĺűĺěŋšőň 1/n! , ůšő śőčńăśşěšś£ ś őąőĺňĺ şšćěřęďěŋĺ£ňĺ šěőřěňż. Šěŕěřĳ şśšăŋőćĺň śőćŕăďěŋĺě řăğňěřŋőśšĺ ňŋőčőőąřăğĺ£ ĺ śšěŕěŋĺ ňŋőčőůńěŋă Čĺńĳąěřšă ć őąźěň śńşůăě. İšőš ťăłš śőďěřęĺšś£ ć śńěďş¿źěň ąőńěě šőůŋőň ŕřěďńőęěŋĺĺ:

Ŕřěďńőęěŋĺě 8.10. Ŕşśšĳ X ⊂ P^n | ŕřőěłšĺćŋőě ňŋőčőőąřăğĺě, dim X = r. Ŕşśšĳ L ⊂ P^n | ńĺŋěľŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő řăğňěřŋőśšĺ n − r − 1 šăłőě, ůšő L ∩ X = ?, ĺ ŕşśšĳ π_L : X → P^r | ŕřőěłűĺ£ ś űěŋšřőň ć L. Őąőğŋăůĺň ąşłćőľ d śšěŕěŋĳ ĺŋďşűĺřőćăŋŋőčő řăśÿĺřěŋĺ£ ŕőńěľ řăűĺőŋăńĳŋżţ ťşŋłűĺľ [k(X) : k(P^r)]. Šőčďă śšăřÿĺľ ůńěŋ ňŋőčőůńěŋă Čĺńĳąěřšă p_X(m) ňŋőčőőąřăğĺ£ X ĺňěěš ćĺď (d/r!)m^r.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Śřăğş ęě ğăňěšĺň, ůšő ŕő śőőąřăęěŋĺ£ň řăğňěřŋőśšĺ őšőąřăęěŋĺě π_L ¡ŕĺňőřťŋő. Ŕşśšĳ I ⊂ k[X_0, . . ., X_n] | őďŋőřőďŋżľ ĺďěăń ňŋőčőőąřăğĺ£ X. Ŕőńőęĺň S = k[X_0, . . ., X_n]/I ĺ R = k[X_0, . . ., X_r]. Łőńĳűă S ĺ R £ćń£¿šś£ čřăďşĺřőćăŋŋżňĺ (őďŋőřőďŋă£ łőňŕőŋěŋšă S_m ⊂ S śőśšőĺš ĺğ łńăśśőć őďŋőřőďŋżţ ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ m őš X_0, . . ., X_n ŕő ňőďşń¿ ĺďěăńă I). Ŕřőěłűĺ£ π_L, ąşďşůĺ ğăďăŋŋőľ ńĺŋěľŋżňĺ ťőřňăňĺ őš őďŋőřőďŋżţ łőőřďĺŋăš ć P^n, ĺŋďşűĺřşěš čőňőňőřťĺğň łőńěű π^∗ : R → S, őąńăďă¿źĺľ šěň śćőľśšćőň, ůšő π^∗(R_m) ⊂ S_m, ĺ £ćń£¿źĺľś£, ććĺďş ¡ŕĺňőřťŋőśšĺ π_L, ćńőęěŋĺěň. Ďő łőŋűă ďőłăğăšěńĳśšćă őšőęďěśšćĺň R ĺ π^∗(R) ĺ ąşďěň šěň śăňżň śůĺšăšĳ, ůšő R ⊂ S. Ŋăň ąşďěš şďőąŋő řăśśňăšřĺćăšĳ S łăł R-ňőďşńĳ.

Ŕşśšĳ ω_1, . . ., ω_d | ąăğĺś k(X) ŋăď k(P^r). Řăűĺőŋăńĳŋżě ťşŋłűĺĺ ŋă X ĺňě¿š ćĺď F/G, čďě F ĺ G ńěęăš ć őďŋőľ ĺ šőľ ęě őďŋőřőďŋőľ łőňŕőŋěŋšě łőńĳűă S. Ŕřěďśšăćĺň ćśě ω_j ć šăłőň ćĺďě; ŕřĺćěď£ ł őąźěňş ğŋăňěŋăšěń¿, ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő śşźěśšćşěš šăłőě ůĺśńő l > 0 ĺ šăłĺě ¡ńěňěŋšż F_1, . . ., F_d, G ∈ S_l, ůšő ω_j = F_j/G. Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ¡ńěňěŋšż ŕőń£ k(P^r) śşšĳ őšŋőÿěŋĺ£ őďŋőřőďŋżţ ňŋőčőůńěŋőć őďŋőľ śšěŕěŋĺ. Ŕőśłőńĳłş ω_1, . . ., ω_d ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż ŋăď k(P^r), őšś¿ďă ŋěňěďńěŋŋő śńěďşěš (ŕřőćěřĳšě!), ůšő F_1, . . ., F_d ∈ S ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż ŋăď łőńĳűőň R. Śšăńő ążšĳ, F_1, . . ., F_d ŕőřőęďă¿š ć S śćőąőďŋżľ R-ŕőďňőďşńĳ řăŋčă d. Ŕőśłőńĳłş şňŋőęěŋĺě ŋă F_j ∈ S_l śďćĺčăěš čřăďşĺřőćłş ŋă l, ¡šőš ŕőďňőďşńĳ ąşďěš ĺğőňőřťěŋ R(−l)^d | d-łřăšŋőľ ŕř£ňőľ śşňňě ňőďşń£ R(−l). Ĺšăł, ňż Àőűěŋĺńĺ S śŋĺğşÁ: şśšăŋőćĺńĺ, ůšő S ⊃ R(−l)^d.

Ďő śĺţ ŕőř ňż ŋĺłăł ŋě ĺśŕőńĳğőćăńĺ, ůšő L ŋě ğăďěćăěš X: ćśě ŋăÿĺ řăśśşęďěŋĺ£ ŕřőÿńĺ ąż (ś šřĺćĺăńĳŋżňĺ ĺğňěŋěŋĺ£ňĺ) ĺ ć šőň śńşůăě, ěśńĺ ąż ŕřőěłűĺ£ π_L ążńă ćśěčő ńĺÿĳ ďőňĺŋăŋšŋżň řăűĺőŋăńĳŋżň őšőąřăęěŋĺěň. Ůšőąż őűěŋĺšĳ S śćěřţş, ŋěőąţőďĺňő ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ ĺ šěň, ůšő L ∩ X = ?:

Ńěňňă 8.11. Łőńĳűő S łőŋěůŋő ŕőřőęďěŋő łăł R-ňőďşńĳ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő ńěňňż. Ŕşśšĳ ^X ⊂ A^{n+1} | ăťťĺŋŋżľ łőŋşś ŋăď X (ŋăŕőňŋĺň, ůšő ^X | ŕőďňŋőčőőąřăğĺě ć ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě A^{n+1} ś ŋěőďŋőřőďŋżňĺ łőőřďĺŋăšăňĺ X_0, . . ., X_n, ğăďăŋŋőě šěňĺ ęě şřăćŋěŋĺ£ňĺ, ůšő ĺ X ⊂ P^n). Őůěćĺďŋő, S = k[ ^X]. Ěśńĺ, łăł ć ďőłăğăšěńĳśšćě šěőřěňż Ŋ-ěšěř ő ŋőřňăńĺğăűĺĺ (ŕřěďńőęěŋĺě 5.14), řăśśňőšřěšĳ

A^{n+1} łăł A^{n+1}_0 ⊂ P^{n+1}, šő ąěśłőŋěůŋő şďăńěŋŋőľ čĺŕěřŕńőśłőśšĳ¿ ąş-

ďěš šő P^n, ś łőšőřőčő ňż ŋăůăńĺ; ąőńěě šőčő, ^X ∩ P^n = X. Ć ďőłăğăšěńĳśšćě ŕřěďńőęěŋĺ£ 5.14 ňż ťăłšĺůěśłĺ şśšăŋőćĺńĺ, ůšő, ďń£ ń¿ąőčő ăťťĺŋŋőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ Y ⊂ P^{n+1} ĺ ń¿ąőčő ńĺŋěľŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă

L ⊂ P^n šăłőčő, ůšő L ∩ Y = ∅, ŕřőěłűĺ£ πL : Y → P^{n−dimL} ĺŋďşűĺ-

řşěš ňőřťĺğň Y → A^{n−dim L}, ŕřĺůěň śőőšćěšśšćş¿źĺľ čőňőňőřťĺğň łőńěű k[A^{n−dim L}] → k[Y ] £ćń£ěšś£ űěńżň. Ŕőńăčă£ ć ¡šőň şšćěřęďěŋĺĺ Y = ^X, ŕőńşůăěň ŋăÿş ńěňňş.

Ŕřőďőńęĺň ďőłăğăšěńĳśšćő ŕřěďńőęěŋĺ£. Ŕşśšĳ H_1, . . ., H_t ∈ S | őąřăğş¿źĺě S łăł ňőďşń£ ŋăď R. Ňőęŋő, őůěćĺďŋő, ćżąřăšĳ ĺţ šăł, ůšőąż őŋĺ ążńĺ őďŋőřőďŋżňĺ, H_j ∈ S_{kj} . Ŕőńőęĺň φ_j = H_j/X^{kj}_0 , čďě X_0 ∈ k[X_0, . . ., X_r] = R ⊂ S. Šőčďă φ_j ∈ k(X). Řăğńőęĺň φ_j ŕő ąăğĺśş ω_1, . . ., ω_d šăł:

H_j/X^{kj}_0 = ∑ (U_{jt}/V_{jt})(F_t/G), (8.2) čďě U_{jt} ĺ V_{jt} | őďŋőřőďŋżě ňŋőčőůńěŋż őďŋőľ śšěŕěŋĺ őš X_0, . . ., X_r. Ěśńĺ šěŕěřĳ ŕőńőęĺšĳ W_j = G · ∏ t V_{jt} ĺ ĺğąăćĺšĳś£ őš ğŋăňěŋăšěńěľ ć (8.2), šő ŕőńşůĺň, ůšő W_jH_j ńěęĺš ć R-ŕőďňőďşńě M ⊂ S, ŕőřőęďěŋŋőň G_1, . . ., G_d. Łăł ňż şęě őšňěůăńĺ, ¡šőš ŕőďňőďşńĳ ĺğőňőřťěŋ R(−l)^d.

Ŕşśšĳ W = W_1 . . .W_t; šăł łăł H_1, . . .H_t ŕőřőęďă¿š S łăł R-ňőďşńĳ, ŕőńşůăěň, ůšő W · S ⊂ M. Ěśńĺ W ∈ S_w, šő W · S ĺğőňőřťěŋ S(−w) łăł čřăďşĺřőćăŋŋżľ R-ňőďşńĳ. Ĺšăł, ňż ĺňěěň šăłĺě ćłń¿ůěŋĺ£ čřăďşĺřőćăŋŋżţ R-ňőďşńěľ: S(−w) ⊂ R(−l)^d ⊂ S. Őšś¿ďă ĺňěěň ŋěřăćěŋśšćă ďń£ ťşŋłűĺľ Čĺńĳąěřšă: h_X (m − w) 6 d · hPr(m − l) 6 h_X (m). Ŕőďěńĺň ¡šĺ ŋěřăćěŋśšćă ŋă m^r ĺ şśšřěňĺň m ł ąěśłőŋěůŋőśšĺ. Ŕřĺŋĺňă£ ćő ćŋĺňăŋĺě šő, ůšő ňż şęě ğŋăěň ő ťşŋłűĺĺ Čĺńĳąěřšă P^r, ŕőńşůăěň, ůšő ćśě šřĺ ŕřěďěńă řăćŋż d/r!, ůšő ĺ ğăćěřÿăěš ďőłăğăšěńĳśšćő.

Ĺšăł, ŕřěďńőęěŋĺě 8.10 ďőłăğăŋő, ă ś ŋĺň ĺ ŕěřćă£ ůăśšĳ šěőřěňż 8.8. Šěŕěřĳ ŋăň őśšăěšś£ şąěďĺšĳś£, ůšő d | ůĺśńő šőůěł ŕěřěśěůěŋĺ£ X ś őąźĺň ńĺŋěľŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň ďőŕőńŋĺšěńĳŋőľ řăğňěřŋőśšĺ. Ŕěřćżľ ÿăč ł ¡šőňş | šăłőě şšćěřęďěŋĺě:

Ŕřěďńőęěŋĺě 8.12. Ŕşśšĳ φ: X → Y | ďőňĺŋăŋšŋżľ ňőřťĺğň ňŋőčőőąřăğĺľ őďĺŋăłőćőľ řăğňěřŋőśšĺ. Šőčďă ďń£ ŕőůšĺ ćśěţ (šő ěśšĳ ďń£ ćśěţ ĺğ ŋěŕşśšőčő őšłřżšőčő ŕőďňŋőęěśšćă) šőůěł y ∈ Y ůĺśńő ŕřőőąřăğőć y ŕřĺ őšőąřăęěŋĺĺ φ řăćŋő śěŕăřăąěńĳŋőľ śšěŕěŋĺ ĺŋďşűĺřőćăŋŋőčő ňőřťĺğňőň φ řăśÿĺřěŋĺ£ ŕőńěľ k(Y ) ⊂ k(X).

Ğăňěůăŋĺě 8.13. Ć ţăřăłšěřĺśšĺłě ŋşńĳ śńőćő ÀśěŕăřăąěńĳŋżľÁ ňőęŋő, řăğşňěěšś£, őŕşśšĺšĳ. Ć ţăřăłšěřĺśšĺłě p, ŋăŕřőšĺć, őŕşśšĺšĳ ěčő ŋĺłăł ŋěńĳğ£. Ŕşśšĳ, ŋăŕřĺňěř, ňőřťĺğň F : P^n → P^n ğăďăěšś£ ťőřňşńőľ (x_0 : x_1 · · · : x_n) → (x^p_0 : x^p_1 : · · · : x^pn) (ňőřťĺğň Ťřőąěŋĺşśă). Šőčďă F ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůěŋ, ć šő ćřěň£ łăł śšěŕěŋĳ řăśÿĺřěŋĺ£ ŕőńěľ řăćŋă p^n.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ŋăň şďăńőśĳ ŋăľšĺ šăłĺě őšłřżšżě ŕőďňŋőęěśšćă V ⊂ X ĺ U ⊂ Y , ůšő φ(V ) ⊂ U ĺ ŕřěďńőęěŋĺě ćěřŋő ďń£ ňőřťĺğňă φ|_V : V → U. Šőčďă, ŕőśłőńĳłş φ(X \ V ) ≠ Y , ŕřőőąřăğż őšŋőśĺšěńĳŋő φ ŕőůšĺ ćśěţ šőůěł y ∈ U ńěęăš ć U, šăł ůšő ŕřěďńőęěŋĺě ćěřŋő ĺ ďń£ śăňőčő ňőřťĺğňă φ.

Ĺňě£ ć ćĺďş ¡šő ğăňěůăŋĺě, řăğąěřěň śńşůăľ, łőčďă ŕőńě k(X) ŕőřőęďěŋő ŋăď k(Y ) őďŋĺň ¡ńěňěŋšőň f. Ŕşśšĳ ňĺŋĺňăńĳŋőě şřăćŋěŋĺě f ŋăď k(X) ĺňěěš ćĺď P (f) = f^r + a_1f^{r−1} + · · · + a_r = 0, ĺ ŕşśšĳ U ⊂ Y | ăťťĺŋŋőě őšłřżšőě ŕőďňŋőęěśšćő, ŋă łőšőřőň őŕřěďěńěŋż ćśě a_j; ŕőńőęĺň X^′ = { (y, t) ∈ U × A^1 | t^r + a_1(y)t^{r−1} + · · · + a_r(y) = 0 }. Šőčďă X^′ | ăťťĺŋŋőě ňŋőčőőąřăğĺě, řăűĺőŋăńĳŋőě őšőąřăęěŋĺě ψ : X → X^′, ďěľśšćş¿źěě ŕő ŕřăćĺńş x → (φ(x), f(x)), £ćń£ěšś£ ąĺřăűĺőŋăńĳŋżň ĺğőňőřťĺğňőň, ĺ π ∘ ψ = φ, čďě π : X^′ → Y | ěśšěśšćěŋŋă£ ŕřőěłűĺ£. Ąĺřăűĺőŋăńĳŋżľ ĺğőňőřťĺğň ψ ĺŋďşűĺřşěš ĺğőňőřťĺğň őšłřżšżţ ŕőďňŋőęěśšć ć X ĺ X^′. Ćĺďş ğăňěůăŋĺ£ ć ŋăůăńě ďőłăğăšěńĳśšćă ďőśšăšőůŋő ŕřőćěřĺšĳ ŕřěďńőęěŋĺě ďń£ ňőřťĺğňă π : X^′ → U. Ŕşśšĳ Q | šăłőľ śěŕăřăąěńĳŋżľ ŋăď k(Y ) ňŋőčőůńěŋ, ůšő P (T ) = Q(T^{pl}), čďě p | ţăřăłšěřĺśšĺłă (ć ţăřăłšěřĺśšĺłě ŋşńĳ ŕřőśšő Q = P ). Šőčďă ďĺśłřĺňĺŋăŋš Q, £ćń£¿źĺľś£ řěčşń£řŋőľ ťşŋłűĺěľ ŋă U, ŋě ěśšĳ šőęďěśšćěŋŋżľ ŋşńĳ; ůĺśńő ŕřőőąřăğőć šőůěł U, ć łőšőřżţ őŋ ŋě őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ, řăćŋő deg Q, šő ěśšĳ śěŕăřăąěńĳŋőľ śšěŕěŋĺ řăśÿĺřěŋĺ£.

Ć őąźěň śńşůăě ŕřěďśšăćĺň řăśÿĺřěŋĺě k(X) ⊃ k(Y ) ć ćĺďě ąăÿŋĺ řăśÿĺřěŋĺľ k(X) = K_1 ⊃ K_2 ⊃ · · · ⊃ K_s = k(Y ), ŕőřőęďěŋŋżţ őďŋĺň ¡ńěňěŋšőň. İšőľ ąăÿŋě śőőšćěšśšćşěš ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ řăűĺőŋăńĳŋżţ őšőąřăęěŋĺľ

X = X_1 99 KX_2 99 K· · · 99 KX_s = Y, (8.3)

ć łőšőřőľ k(X_i) = K_i ĺ śłćőğŋőě őšőąřăęěŋĺě śőćŕăďăěš ś ňőřťĺğňőň φ: X → Y . Őůěćĺďŋő, ć łăęďőň ĺğ X_i ňőęŋő ćżąřăšĳ šăłőě őšłřżšőě ŕőďňŋőęěśšćő U_i, ůšő ćśě řăűĺőŋăńĳŋżě őšőąřăęěŋĺ£ ĺğ ďĺăčřăňňż (8.3) ĺ ćśě ĺţ łőňŕőğĺűĺĺ őŕřěďěńěŋż ŋă U_i. Ŕő ďőłăğăŋŋőňş, ŕřěďńőęěŋĺě ćěřŋő ďń£ łăęďőčő ĺğ ňőřťĺğňőć U_i → U_{i+1}, śšăńő ążšĳ ĺ ďń£ ĺţ łőňŕőğĺűĺĺ U_1 → U_s (śěŕăřăąěńĳŋă£ śšěŕěŋĳ ňşńĳšĺŕńĺłăšĺćŋă ŕřĺ łőňŕőğĺűĺĺ řăśÿĺřěŋĺľ, ă ůĺśńő ŕřőőąřăğőć őąźěľ šőůłĺ | ŕřĺ łőňŕőğĺűĺĺ ňőřťĺğňőć). Ććĺďş ğăňěůăŋĺ£ ć ŋăůăńě ďőłăğăšěńĳśšćă, şšćěřęďěŋĺě ćěřŋő ĺ ďń£ ňőřťĺğňă φ.

Ćőőąźě, ěśńĺ φ: X → Y | ďőňĺŋăŋšŋżľ ňőřťĺğň ňŋőčőőąřăğĺľ őďŋőľ řăğňěřŋőśšĺ, šő ěčő śšěŕěŋĳ¿ ŋăğżćăěšś£ śšěŕěŋĳ ĺŋďşűĺřőćăŋŋőčő řăśÿĺřěŋĺ£ ŕőńěľ k(Y ) ⊂ k(X); ňőřťĺğň ŋăğżćăěšś£ śěŕăřăąěńĳŋżň, ěśńĺ ¡šő řăśÿĺřěŋĺě śěŕăřăąěńĳŋő. Ŕřěďńőęěŋĺě 8.12 ŕőłăğżćăěš, ůšő ďń£ śěŕăřăąěńĳŋżţ ňőřťĺğňőć (ć ţăřăłšěřĺśšĺłě ŋşńĳ, śšăńő ążšĳ, ďń£ ń¿ążţ ňőřťĺğňőć) ¡šő ŕőŋ£šĺě śšěŕěŋĺ śőčńăśşěšś£ ś ŕőŋ£šĺěň śšěŕěŋĺ őšőąřăęěŋĺ£, ĺğćěśšŋżň ĺğ šőŕőńőčĺĺ ňŋőčőőąřăğĺľ.

Šěŕěřĳ ňż ňőęěň ğăćěřÿĺšĳ ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż 8.8. Ŕşśšĳ

X ⊂ P^n | ŕřőěłšĺćŋőě ňŋőčőőąřăğĺě, dim X = r. Ćřěňěŋŋő ŋăğőćěň

ţőřőÿĺňĺ šě (n − r − 1)-ňěřŋżě ńĺŋěľŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă L ⊂ P^n, ďń£ łőšőřżţ π_L | śěŕăřăąěńĳŋżľ ňőřťĺğň. Ěśńĺ L ⊂ P^n | ńĺŋěľŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő řăğňěřŋőśšĺ n−r−1, šő śńőĺ ŕřőěłűĺĺ π_L śşšĳ ć šőůŋőśšĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ L_1 ∩X, čďě L_1 ⊃ L | ńĺŋěľŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă řăğňěřŋőśšĺ n − r. Ěśńĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćő L ţőřőÿěě, šő ŕřěďńőęěŋĺ£ 8.12 ĺ 8.10 ŕőłăğżćă¿š, ůšő ďń£ őąźěčő (n−r)-ňěřŋőčő L_1 ⊃ L ůĺśńő šőůěł ŕěřěśěůěŋĺ£ L_1 ∩ X řăćŋő d, čďě d | şňŋőęěŋŋżľ ŋă r! śšăřÿĺľ łő¡ťťĺűĺěŋš ňŋőčőůńěŋă Čĺńĳąěřšă X. Ć ŋşńěćőľ ţăřăłšěřĺśšĺłě, őůěćĺďŋő, ŕőůšĺ ćśě n − r − 1-ňěřŋżě ńĺŋěľŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă £ćń£¿šś£ ţőřőÿĺňĺ; ć łőŋěůŋőľ ţăřăłšěřĺśšĺłě ¡šő šőęě ćěřŋő, ŋő ďőłăęěň ňż ¡šő ŕőŕőğęě, łőčďă ŋăşůĺňś£ řăąőšăšĳ ś łăśăšěńĳŋżňĺ ŕřőśšřăŋśšćăňĺ. Ŕőłă ůšő ŕřőśšő ğăťĺłśĺřşěň şšćěřęďěŋĺě, ďőłăğăšěńĳśšćő łőšőřőčő ňż őšńőęĺńĺ ŋă ŕőšőň:

Ńěňňă 8.14. Ŕşśšĳ X ⊂ P^n | ŕřőěłšĺćŋőě ňŋőčőőąřăğĺě, dim X = r. Šőčďă ďń£ őąźěčő (n − r − 1)-ňěřŋőčő ńĺŋěľŋőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă L ⊂

P^n ŕřőěłűĺ£ πL : X → P^r £ćń£ěšś£ śěŕăřăąěńĳŋżň ňőřťĺğňőň.

Ŋăň, śšăńő ążšĳ, őśšăěšś£, őśŋőćżćă£śĳ ŋă šőň, ůšő ŕőůšĺ ćśě (n−r− 1)-ňěřŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ţőřőÿĺě, şąěďĺšĳś£, ůšő ďń£ ŕőůšĺ łăęďőčő (n − d)-ňěřŋőčő L_1 ⊂ P^n ŋăľďěšś£ ţőřőÿěě (n − d − 1)-ňěřŋőě L ⊂ L_1. Ĺŋšşĺšĺćŋő ¡šő őůěćĺďŋő, ťőřňăńĳŋőě ďőłăğăšěńĳśšćő | şŕřăęŋěŋĺě ďń£ śńşÿăšěńěľ (şłăğăŋĺě: řăśśňőšřĺšě ňŋőęěśšćő { (α, β) ∈ Gr(n − r −

1, P^n) × Gr(n − r, P^n) | Lα ⊂ Lβ }). İšĺň ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż 8.8

ğăćěřÿăěšś£.

Ŕřĺćěďěň ŕřĺňěřż ćżůĺśńěŋĺ£ śšěŕěŋĺ. Ćő-ŕěřćżţ, ŕşśšĳ X ⊂ P^n | čĺŕěřŕőćěřţŋőśšĳ (ŋă śěľ řăğ ŋěŕřĺćőďĺňă£) śšěŕěŋĺ d, šő ěśšĳ ňŋőęěśšćő ŋşńěľ ŋěŕřĺćőďĺňőčő őďŋőřőďŋőčő ňŋőčőůńěŋă F śšěŕěŋĺ d. Šőčďă ěě őďŋőřőďŋżľ ĺďěăń ŕőřőęďěŋ F , ŕő¡šőňş, ŕřĺ m ¿ d, ĺňěěň h_X (m) = dim(R_m/F R_{m−d}) = hPn(m) − hPn(m − d). Łăł ňż ğŋăěň, hPn £ćń£ěšś£ ňŋőčőůńěŋőň őš m śšěŕěŋĺ n śő śšăřÿĺň łő¡ťťĺűĺěŋšőň 1/n! . Śńěďőćăšěńĳŋő, h_X ŕřĺ m ¿ d śőćŕăďăěš ś ňŋőčőůńěŋőň śšěŕěŋĺ n − 1 śő śšăřÿĺň łő¡ťťĺűĺěŋšőň n·d/n! = d/(n−1)!, šăł ůšő čĺŕěřŕőćěřţŋőśšĳ śšěŕěŋĺ d ć ŋăĺćŋőň śňżśńě ĺ ć śăňőň ďěńě ĺňěěš śšěŕěŋĳ d.

Śńěďş¿źĺľ ŕřĺňěř | ňŋőčőőąřăğĺě Śěčřě X = P^m×P^n ⊂ P^{mn+m+n}. Ŕşśšĳ R = k[. . . , Z_{ij}, . . .], čďě i ∈ [0; m], j ∈ [0; n], | őďŋőřőďŋőě łőőřďĺŋăšŋőě łőńĳűő őąžěňń¿źěčő ŕřőěłšĺćŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă. Ćśŕőňŋĺň, ůšő ćńőęěŋĺě P^m×P^n ć P^{mn+m+n} őšőąřăęăěš ŕăřş (x_0 : . . . x_m), (y_0 : · · · : y_n) ć šőůłş ś őďŋőřőďŋżňĺ łőőřďĺŋăšăňĺ x_iy_j . Śšăńő ążšĳ, ¡ŕĺňőřťĺğň R → R/I, čďě I | őďŋőřőďŋżľ ĺďěăń X, őšőąřăęăěš Z_{ij} ć X_iY_j, ĺ ąăğĺśőň ŕřőśšřăŋśšćă (R/I)_t £ćń£ěšś£ ňŋőęěśšćő ćśěćőğňőęŋżţ ŕřőĺğćěďěŋĺľ ňőŋőňőć śšěŕěŋĺ t őš X_0, . . ., X_m ŋă ňőŋőňż t őš Y_0, . . ., Y_m. Ğŋăůĺš, h_X (t) = hPm(t)hPn(t). Śšăńő ążšĳ, h_X | ňŋőčőůńěŋ śšěŕěŋĺ m + n śő śšăřÿĺň łő¡ťťĺűĺěŋšőň 1/(m!n!). Őšś¿ďă ğăłń¿ůăěň, ůšő, łăł ĺ ďőńęŋő ążšĳ, dim X = m+n, ă ůšőąż ŋăľšĺ śšěŕěŋĳ X, ŋăďő şňŋőęĺšĳ śšăřÿĺľ łő¡ťťĺűĺěŋš ňŋőčőůńěŋă Čĺńĳąěřšă ŋă (dim X)! = (m + n)! .

Śšăńő ążšĳ, deg X =

(m + n)! m!n! . Ć ůăśšŋőśšĺ, ěśńĺ m = n = 1, ¡šă ťőřňşńă ďăěš deg X = 2, ůšő ĺ ŋě şďĺćĺšěńĳŋő, šăł łăł śőőšćěšśšćş¿źěě ňŋőčőőąřăğĺě Śěčřě | łćăďřĺłă ć P^3.

Ěźě őďĺŋ ŕřĺňěř | ňŋőčőőąřăğĺ£ Ćěřőŋěğě. Ďń£ łăęďőčő űěńőčő d > 1 řăśśňőšřĺň ňőřťĺğň v_d : P^n → P(^n

+d_n )_{−1}

, ŕěřěćőď£źĺľ šőůłş (x_0 : · · · :

x_n) ć šőůłş, őďŋőřőďŋżňĺ łőőřďĺŋăšăňĺ łőšőřőľ ąşďşš ćśěćőğňőęŋżě ňőŋőňż śšěŕěŋĺ d őš x_0, x_1, . . ., x_d. Ŋăŕřĺňěř, őšőąřăęěŋĺě v_2 : P^2 →

P^5 ğăďăěšś£ ťőřňşńőľ (x0 : x1 : x2) → (x^2_0 : x^2_1 : x^2 : x0x1 : x0x2 :

x_1x_2). Ňőřťĺğňż v_d ŋăğżćă¿šś£ őšőąřăęěŋĺ£ňĺ Ćěřőŋěğě, ă ĺţ őąřăğż ŋăğżćă¿šś£ ňŋőčőőąřăğĺ£ňĺ Ćěřőŋěğě.

Šőůłă p ∈ P^n őďŋőğŋăůŋő ćőśśšăŋăćńĺćăěšś£ ŕő ěě őąřăğş v_d(p) ∈

P^{(n+d}n^{)−1}: ěśńĺ (x0 : · · · : xn) | őďŋőřőďŋżě łőőřďĺŋăšż p ĺ, śłăęěň,

x_0 ≠ 0, šő (x_0 : · · · : x_n) = (x^d_0 : x^{d−1}_0 x_1 : · · · : x^{d−1}_0 x_n). Śšăńő ążšĳ, őšőąřăęěŋĺě Ćěřőŋěğě ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋő ŋă śćőľ őąřăğ. Ŋěšřşďŋő şąěďĺšĳś£ (¡šő | şŕřăęŋěŋĺě ďń£ śńşÿăšěńěľ), ůšő v_d £ćń£ěšś£ ĺğőňőřťĺğňőň ŋă śćőľ őąřăğ ĺ šěň śăňżň ňŋőčőőąřăğĺě Ćěřőŋěğě v_d(P^n) ĺğőňőřťŋő P^n.

Ŕşśšĳ X = v_d(P^n) ⊂ P(^n

+d_n )_{−1}

; ŕőďśůĺšăěň deg X. Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő ŕřőśšřăŋśšćő R_m/I_m, čďě I | őďŋőřőďŋżľ ĺďěăń X ć łőńĳűě R ňŋőčőůńěŋőć őš (_{n+d} n ) ŕěřěňěŋŋżţ, ěśšĳ ŕřőśšřăŋśšćő ňőŋőňőć śšěŕěŋĺ md őš X_0, . . ., X_n. Śšăńő ążšĳ, h_X (m) = hPn(md); ¡šő ňŋőčőůńěŋ śšěŕěŋĺ n śő śšăřÿĺň łő¡ťťĺűĺěŋšőň d^n/n! , šăł ůšő deg X = d^n. Ć ůăśšŋőśšĺ, łřĺćă£ v_n(P^1) ⊂ P^n ĺňěěš śšěŕěŋĳ n; őŋă ŋăğżćăěšś£ ŋőřňăńĳŋőľ řăűĺőŋăńĳŋőľ łřĺćőľ śšěŕěŋĺ n.

Ŋě šőńĳłő śšăřÿĺľ łő¡ťťĺűĺěŋš, ŋő ĺ őśšăńĳŋżě łő¡ťťĺűĺěŋšż ňŋőčőůńěŋă Čĺńĳąěřšă p_X ĺňě¿š čěőňěšřĺůěśłĺľ śňżśń. Őśőąěŋŋő ćăęěŋ śćőąőďŋżľ ůńěŋ: őłăğżćăěšś£, ůšő őŋ ŋě ğăćĺśĺš őš ćńőęěŋĺ£

X ⊂ P^n ĺ šěň śăňżň £ćń£ěšś£ ĺŋćăřĺăŋšőň ňŋőčőőąřăğĺ£ X őšŋőśĺ-

šěńĳŋő ĺğőňőřťĺğňă (śńşÿăšěńĺ ňőčşš ŕřőćěřĺšĳ ¡šő ŋă ŕřĺňěřě ňŋőčőőąřăğĺľ Ćěřőŋěğě). Ěśńĺ X | ŋěőśőąă£ łřĺćă£ ŋăď ŕőńěň łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń, šő śćőąőďŋżľ ůńěŋ ěě ňŋőčőůńěŋă Čĺńĳąěřšă řăćěŋ 1 − g, čďě g | řőď X łăł łőňŕăłšŋőľ řĺňăŋőćőľ ŕőćěřţŋőśšĺ (śńşÿăšěńĺ ňőčşš ŕřőćěřĺšĳ ¡šő ďń£ śńşůăěć, łőčďă X | ŋőřňăńĳŋă£ řăűĺőŋăńĳŋă£ łřĺćă£ ĺńĺ X ⊂ P^2).

Ŋěğăćĺśĺňőśšĳ śćőąőďŋőčő ůńěŋă p_X őš ćńőęěŋĺ£ X ć P^n ążńă ŕőńŋőśšĳ¿ ďőłăğăŋă šőńĳłő ś ŕőňőźĳ¿ łőčőňőńőčĺůěśłőľ šěţŋĺłĺ, ć ťşŋďăňěŋšăńĳŋőľ řăąőšě Ę.-Ŕ. Śěřřă ÀŁőčěřěŋšŋżě ăńčěąřăĺůěśłĺě ŕşůłĺÁ. Ğŋăůěŋĺ£ p_X (m) ďń£ ňăńżţ m, łőčďă őŋĺ őšńĺůŋż őš h_X (m), šăłęě ĺňě¿š ŕřőśšş¿ łőčőňőńőčĺůěśłş¿ ĺŋšěřŕřěšăűĺ¿.