Ńěłűĺ£ 9. Śšăŋďăřšŋżě ňőŋőňż ĺ űĺłńż Ÿşąěřšă

Ćś£ ¡šă ńěłűĺ£ ąşďěš ŕőść£źěŋă ĺğşůěŋĺ¿ čřăśśňăŋĺăŋă X = G(m, n) ⊂

P^{(n}m^{)−1} ć ŕń¿łłěřőćőň ćńőęěŋĺĺ. Ňż ŕőłăęěň, ůšő őďŋőřőďŋżľ ĺďěăń

čřăśśňăŋĺăŋă ć łőńĳűě ňŋőčőůńěŋőć őš (_n m ) ŕěřěňěŋŋżţ ŕőřőęďěŋ śćőĺňĺ ¡ńěňěŋšăňĺ śšěŕěŋĺ 2, ŕőńşůĺň őŕĺśăŋĺě ťşŋłűĺĺ Čĺńĳąěřšă X, ćżůĺśńĺň śšěŕěŋĳ čřăśśňăŋĺăŋă, ă ŕő ţőďş ďěńă ŕőğŋăłőňĺňś£ ĺ ś ďřşčĺňĺ ĺŋšěřěśŋżňĺ ćěźăňĺ. Ŋăůŋěň ęě ś šőčő, ůšő ğăťĺłśĺřşěň őąőğŋăůěŋĺ£.

Ňż ąşďěň ĺğşůăšĳ čřăśśňăŋĺăŋ G(m, E), čďě E | n-ňěřŋőě ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő. Ćżąěřěň ć ŕřőśšřăŋśšćě E ąăğĺś e_1, . . ., e_n. Ěśńĺ S ⊂ [1; n] | ŕőďňŋőęěśšćő ĺğ m ¡ńěňěŋšőć, šő őąőğŋăůĺň e_S = e_{i1} ∧ · · · ∧ e_{im} , čďě i_1, . . ., i_m | ¡ńěňěŋšż S, ğăŕĺśăŋŋżě ć ŕőř£ďłě ćőğřăśšăŋĺ£. Ćś£- łĺľ ¡ńěňěŋš ĺğ ⋀_m E őďŋőğŋăůŋő ğăŕĺśżćăěšś£ ć ćĺďě ∑ p_Se_S; ůĺśńă p_S ąşďěň ŋăğżćăšĳ, łăł ćőďĺšś£, ŕń¿łłěřőćżňĺ łőőřďĺŋăšăňĺ. Ąşłćőľ I ⊂ R = k[. . . , p_S, . . .] ňż őąőğŋăůĺň őďŋőřőďŋżľ ĺďěăń ŕřőěłšĺćŋőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ G(m, E) ⊂ P( ⋀_m E). Ňż ąşďěň ěźě ŕőńĳğőćăšĳś£ śńěďş¿- źĺň őąőğŋăůěŋĺěň. Ěśńĺ i_1, . . ., i_m | ŕřőĺğćőńĳŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń ĺğ ĺŋšěřćăńă [1; n], šő p_{i1,...,im} ąşďěš ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ őąőğŋăůăšĳ šőęďěśšćěŋŋżľ ŋşńĳ, ěśńĺ śřěďĺ ůĺśěń i_λ ěśšĳ śőćŕăďă¿źĺě, ĺ εp_S, čďě S = {i_1, . . ., i_m} ĺ ε | ğŋăł ŕěřěśšăŋőćłĺ, řăśśšăćń£¿źěľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ i_1, . . ., i_m ć ćőğřăśšă¿źěň ŕőř£ďłě, | ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě. Ěśńĺ ş m-ňěřŋőčő ćěłšőřŋőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă V ⊂ E ćżąřăŋ ąăğĺś f_1, . . ., f_m, čďě f_i = ∑ a_{ij}e_j, šő p_{i1,...,im} řăćěŋ őŕřěďěńĺšěń¿ ňăšřĺűż, śőśšăćńěŋŋőľ ĺğ śšőńąűőć ňăšřĺűż ‖a_{ij}‖ ś ŋőňěřăňĺ i_1, . . ., i_m (ć şłăğăŋŋőň ŕőř£ďłě).

Ďń£ ŋăůăńă ďőłăęěň, ůšő őďŋőřőďŋżľ ĺďěăń čřăśśňăŋĺăŋă ŕőřőęďěŋ śćőěľ łőňŕőŋěŋšőľ śšěŕěŋĺ 2. Ďőłăğăšěńĳśšćő ¡šőčő ťăłšă ąşďěš śőśšő- £šĳ ĺğ ŋěśłőńĳłĺţ ÿăčőć.

Ÿăč 1. Ňż ćżŕĺÿěň ŋěłőšőřżľ ŋăąőř łćăďřăšĺůŋżţ ňŋőčőůńěŋőć őš ŕń¿łłěřőćżţ łőőřďĺŋăš p_S, šőęďěśšćěŋŋő őąřăźă¿źĺţś£ ć ŋşńĳ ŋă čřăśśňăŋĺăŋě. Őďŋőřőďŋżľ ĺďěăń ć łőńĳűě R ňŋőčőůńěŋőć őš ŕń¿łłěřőćżţ łőőřďĺŋăš, ŕőřőęďěŋŋżľ ¡šĺňĺ ňŋőčőůńěŋăňĺ, őąőğŋăůĺň I^′.

Ÿăč 2. Ňż ćżďěńĺň ŋěłőšőřőě ňŋőęěśšćő ňőŋőňőć őš ŕń¿łłěřőćżţ łőőřďĺŋăš, ŋăğżćăěňżţ śšăŋďăřšŋżňĺ ňőŋőňăňĺ, ĺ ďőłăęěň, ůšő ćś£łĺľ ňŋőčőůńěŋ őš ŕń¿łłěřőćżţ łőőřďĺŋăš śřăćŋĺň ŕő ňőďşń¿ I^′ ś ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺěľ śšăŋďăřšŋżţ ňőŋőňőć.

Ÿăč 3. Ňż ďőłăęěň, ůšő śšăŋďăřšŋżě ňőŋőňż ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż ŕő ňőďşń¿ I.

Ĺğ ďőłăğăŋŋőčő ŋă ćšőřőň ĺ šřěšĳěň ÿăčăţ ąşďěš ćżšěłăšĳ, ůšő I^′ = I (ĺ šěň śăňżň I ŕőřőęďěŋ śćőěľ łőňŕőŋěŋšőľ śšěŕěŋĺ 2), ă šăłęě ůšő śšăŋďăřšŋżě ňőŋőňż őąřăğş¿š ąăğĺś łőńĳűă R/I łăł ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ŋăď őśŋőćŋżň ŕőńěň. Šěň śăňżň ňż ďőłăęěň łćăďřăšĺůŋş¿ ŕőřőęďěŋŋőśšĳ I, ă ğăőďŋő ŕőńşůĺň ĺ ąăğĺś ć őďŋőřőďŋőň łőńĳűě R/I. Ďăćăľšě ŕřőćőďĺšĳ ¡šş ŕřőčřăňňş ć ęĺğŋĳ.

Ŋăůŋěň ś šőčő, ůšő ćżŕĺÿěň ć £ćŋőň ćĺďě ŋěłőšőřżľ ŋăąőř łćăďřăšĺůŋżţ śőőšŋőÿěŋĺľ, łőšőřżň şďőćńěšćőř£¿š ŕń¿łłěřőćż łőőřďĺŋăšż šőůěł čřăśśňăŋĺăŋă. Ğăťĺłśĺřşěň śńěďş¿źĺě ďăŋŋżě:

1) Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ r ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń u_1, . . ., u_r ĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ĺğ m − r − 1 ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń v_1, . . ., v_{m−r−1} (0 6 r 6 m − 1, ćśě u_i ĺ v_i ńěęăš ŋă ĺŋšěřćăńě [1; n]; ěśńĺ r = 0, šő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ {u_i} ŕşśšă, ă ěśńĺ r = m − 1, šő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ {v_i} ŕşśšă).

2) Ćőğřăśšă¿źş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ĺğ m + 1 ŋăšşřăńĳŋőčő ůĺśńă 1 6 j1 < j2 < · · · < jm+1 6 n. Ďń£ łăęďőčő ćżąőřă ¡šĺţ ďăŋŋżţ u = (u_1, . . ., u_r), v = (v_1, . . ., v_{m−r−1}), j = (j_1, . . ., j_{m+1}) řăśśňőšřĺň őďŋőřőďŋżľ łćăďřăšĺůŋżľ ňŋőčőůńěŋ őš ŕń¿łłěřőćżţ łőőřďĺŋăš P_{u,v,j} , ğăďăŋŋżľ śńěďş¿źěľ ťőřňşńőľ: P_{u,v,j} = ∑ 16λ1<···<λm�r 6m+1 (−1)^{λ1+···+λmr} p_{u1,...,ur ,jλ1 ,...,jλm}�_r × × p_{j1,...,jλ1}�_{1,jλ1+1,...,jλ2}�_{1,jλ2+1,...,jλm}�_r�_{1 ,jλm}�_{r+1 ,...,jm+1,v1,...,vm}�_r�_1 . (9.1) Ŕřěďńőęěŋĺě 9.1. Ćś£łĺľ ňŋőčőůńěŋ ćĺďă (9.1) šőęďěśšćěŋŋő řăćěŋ ŋşń¿ ŋă G(m, E).

Ŕřĺňěř 9.2. Ŕşśšĳ m = 2. Ŕőńőęĺň r = 1, u = (a), j = (b, c, d) (šěň śăňżň ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ v ăćšőňăšĺůěśłĺ ąşďěš ŕşśšă). Šőčďă śőőšŋőÿěŋĺě P_{u,v,j} = 0 řăśŕĺśżćăěšś£ šăł: −p_{ab}p_{cd} + p_{ac}p_{bd} − p_{ad}p_{bc} = 0. Ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ğŋăłă ¡šő ĺğćěśšŋżě ŋăň śőőšŋőÿěŋĺ£ (7.3).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ąşďěň řăśśňăšřĺćăšĳ ŕń¿łłěřőćż łőőřďĺŋăšż łăł ňĺŋőřż ć m × n-ňăšřĺűăţ. Ğăťĺłśĺřşěň ŕřőĺğćőńĳŋżň őąřăğőň m − 1 ćěłšőř-śšőńąěű ćżśőšż m; őąőğŋăůĺň ¡šĺ ćěłšőř-śšőńąűż ąşłćăňĺ c_{u1} , . . ., c_{ur} , c_{v1} , . . ., c_{vm}�_r�_1 . Šěŕěřĳ řăśśňőšřĺň ćżřăęěŋĺě (9.1) ďń£ ňŋőčőůńěŋă P_{u,v,j} łăł ťşŋłűĺ¿ ŋă ňŋőęěśšćě şŕőř£ďőůěŋŋżţ ŋăąőřőć ĺğ m + 1 ćěłšőř-śšőńąűă ćżśőšż m śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Ěśńĺ ğăďăŋ m + 1 ćěłšőř-śšőńąěű a_1, . . ., a_{m+1}, šő p_{u1,...,ur,jλ1 ,...,jλm}�_r ąşďěš őğŋăůăšĳ őŕřěďěńĺšěńĳ m × m-ňăšřĺűż śő śšőńąűăňĺ c_{u1} , . . ., c_{ur} , a_{λ1}, . . ., a_{λm}�_r (ć şłăğăŋŋőň ŕőř£ďłě); ăŋăńőčĺůŋżň őąřăğőň ąşďěň ĺŋšěřŕřěšĺřőćăšĳ čřőňőğďłĺľ ćšőřőľ śőňŋőęĺšěńĳ ć łăęďőň ĺğ śńăčăěňżţ ťőřňşńż (9.1). Ŕőśłőńĳłş ć łăęďőň ĺğ śńăčăěňżţ ć (9.1) ňŋőęěśšćă ĺŋďěłśőć j_i, ćţőď£- źĺţ ć ŕěřćżľ ĺ ćő ćšőřőľ śőňŋőęĺšěńĳ, ŋě ŕěřěśěłă¿šś£, ŕőśšřőěŋŋă£ ŋăňĺ ťşŋłűĺ£ ńĺŋěľŋă ŕő łăęďőňş ăřčşňěŋšş. Ďăńěě, ěśńĺ łăłĺě-šő ďćă ĺğ ćěłšőř-śšőńąűőć a_i śőćŕăďă¿š, šő, łăł ŋěšřşďŋő ćĺďěšĳ, ŋăÿă ťşŋłűĺ£ őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ. Ğŋăůĺš, ŋăÿă ťşŋłűĺ£ łőśőśĺňňěšřĺůŋă. Śšăńő ążšĳ, ŋăÿă ťşŋłűĺ£ £ćń£ěšś£ šőęďěśšćěŋŋżň ŋşńěň łăł łőśőśĺňňěšřĺůŋă£ ŕőńĺńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£ őš m + 1 ăřčşňěŋšă ŋă m-ňěřŋőň ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě.

Řăśśňőšřĺň šěŕěřĳ ŕřőĺğćőńĳŋş¿ m × n-ňăšřĺűş A, ŕőńőęĺň ćěłšőř-śšőńąűż c_{u1} , . . ., c_{ur} ĺ c_{v1} , . . ., c_{vm}�_r�_1 řăćŋżňĺ śšőńąűăň ňăšřĺűż A ś ŋőňěřăňĺ u_1, . . ., u_r, ĺ v_1, . . ., v_{m−r−1} śőőšćěšśšćěŋŋő, ĺ ŕőńőęĺň a_i řăćŋżň śšőńąűş ňăšřĺűż A ś ŋőňěřőň j_i ďń£ ćś£łőčő i ∈ [1; m+1]. Ŕřĺ šăłőň ćżąőřě ŕăřăňěšřőć c_{u1} , . . ., c_{ur} ĺ c_{v1} , . . ., c_{vm}�_r�_1 ğŋăůěŋĺě ŋăÿěľ ťşŋłűĺĺ ŋă a_1, . . ., a_{m+1} řăćŋő ğŋăůěŋĺ¿ ňŋőčőůńěŋă P_{u,v,j} ŋă ŕń¿łłěřőćżţ łőőřďĺŋăšăţ m-ňěřŋőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ć E, śőőšćěšśšćş¿źěčő ňăšřĺűě A. Šăł łăł ťşŋłűĺ£ £ćń£ěšś£ šőęďěśšćěŋŋżň ŋşńěň, ćśě ďőłăğăŋő.

Ğăňěůăŋĺě 9.3. Śĺśšěňă łćăďřăšĺůŋżţ śőőšŋőÿěŋĺľ P_{u,v,j} = 0 őšŋ¿ďĳ ŋě £ćń£ěšś£ ňĺŋĺňăńĳŋőľ: śřěďĺ ŋĺţ ňŋőčő ĺ ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺňżţ, ĺ ÀśőőšŋőÿěŋĺľÁ ćĺďă 0 = 0. Ŋă śăňőň ďěńě ňőęŋő őčřăŋĺůĺšĳś£ śőőšŋőÿěŋĺ£ňĺ P_{u,v,j} = 0, ďń£ łőšőřżţ r = m − 1 (¡šă śĺśšěňă śőőšŋőÿěŋĺľ šőęě ŋě ňĺŋĺňăńĳŋă).

Šěŕěřĳ ŕřĺśšşŕĺň łő ćšőřőňş ŕşŋłšş ŋăÿěľ ŕřőčřăňňż: őŕřěďěńĺň śšăŋďăřšŋżě ňőŋőňż. Ŕşśšĳ i = (i_1, . . ., i_m) ĺ j = (j_1, . . ., j_m) | ďćě śšřőčő ćőğřăśšă¿źĺţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń ĺğ ĺŋšěřćăńă [1; n]; ŕőńőęĺň S = {i_1, . . ., i_m} ĺ T = {j_1, . . ., j_m)}. Ěśńĺ i_t 6 j_t ďń£ ćśěţ ğŋăůěŋĺľ ĺŋďěłśă t, ąşďěň ¡šő őąśšő£šěńĳśšćő őąőğŋăůăšĳ S ⪯ T ĺńĺ i ⪯ j. Šěň śăňżň ŋă ňŋőęěśšćě ćśěţ m-¡ńěňěŋšŋżţ ŕőďňŋőęěśšć őšřěğłă ŋăšşřăńĳŋőčő ř£ďă [1; n] (ĺńĺ, ůšő šő ęě śăňőě, ćśěţ śšřőčő ćőğřăśšă¿źĺţ m ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń ĺğ ĺŋšěřćăńă [1; n]) ććőďĺšś£ őšŋőÿěŋĺě ůăśšĺůŋőčő ŕőř£ďłă. Ěśńĺ S ⪯ T ĺ S ≠ T , šő ąşďěň ŕĺśăšĳ S ≺ T .

Ŋăŕőňŋĺň, ůšő ąşłćőľ R ňż őąőğŋăůĺńĺ łőńĳűő ňŋőčőůńěŋőć őš ŕěřěňěŋŋżţ p_S , čďě S ŕřőąěčăěš ćśě m-¡ńěňěŋšŋżě ŕőďňŋőęěśšćă ĺŋšěřćăńă [1; n].

Őŕřěďěńěŋĺě 9.4. Ňőŋőň őš ŕěřěňěŋŋżţ p_S ŋăğżćăěšś£ śšăŋďăřšŋżň ňőŋőňőň, ěśńĺ őŋ ňőęěš ążšĳ ŕřěďśšăćńěŋ ćĺďě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ p_{S1} p_{S2} . . . p_{Sr} , čďě S_1 ⪯ S_2 ⪯ · · · ⪯ S_r.

Ŕřěďńőęěŋĺě 9.5. Ćś£łĺľ ¡ńěňěŋš f ∈ R śřăćŋĺň ś ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺěľ śšăŋďăřšŋżţ ňőŋőňőć ŕő ňőďşń¿ ĺďěăńă I^′, ŕőřőęďěŋŋőčő łćăďřăšĺůŋżňĺ ňŋőčőůńěŋăňĺ R_{u,v,j}.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ććěďěň ŋă ňŋőęěśšćě m-¡ńěňěŋšŋżţ ŕőďňŋőęěśšć ĺŋšěřćăńă [1; n] ńěłśĺłőčřăťĺůěśłőě şŕőř£ďőůěŋĺě. Ĺňěŋŋő, ěśńĺ S śőśšőĺš ĺğ ůĺśěń i_1 < i_2 < · · · < i_m, ă T śőśšőĺš ĺğ ůĺśěń j_1 < j_2 < · · · < j_m, šő ąşďěň ŕĺśăšĳ S < T , ěśńĺ ďń£ ŋěłőšőřőčő ĺŋďěłśă l ĺňěěň i_l < j_l ĺ i_t = j_t ŕřĺ t < l (ŋě śńěďşěš ŕşšăšĳ ńěłśĺłőčřăťĺůěśłőě şŕőř£ďőůěŋĺě < ś ůăśšĺůŋżň ŕőř£ďłőň ≺, ććěďěŋŋżň ćżÿě).

Ńěňňă 9.6. Ěśńĺ S ĺ T | ďćă m-¡ńěňěŋšŋżţ ŕőďňŋőęěśšćă őšřěğłă [1; n], ŕřĺůěň S ⪯̸ T , šő p_S p_T = g + h, čďě g ∈ I^′_2, ă łćăďřăšĺůŋżľ ňŋőčőůńěŋ h £ćń£ěšś£ ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺěľ śńăčăěňżţ ćĺďă p_S0p_T 0, ďń£ łőšőřżţ S^′ < S.

Ďőłăğăšěńĳśšćő ńěňňż. Ŕşśšĳ S śőśšőĺš ĺğ ůĺśěń p_1 < · · · < p_m ĺ T śőśšőĺš ĺğ ůĺśěń q_1, . . ., q_m. Ŕőśłőńĳłş S ⪯̸ T , ĺňěěň q_a < p_a ďń£ ŋěłőšőřőčő a ∈ [1; m]. Ŕőńőęĺň šěŕěřĳ u = (p_1, . . ., p_{a−1}), v = (q_{a+1}, . . ., q_m), j = (q_1, . . ., q_a, p_a, . . ., p_m). Śőőšŋőÿěŋĺě P_{u,v,j} = 0 ćżřăęăěš p_S p_T łăł ńĺŋěľŋş¿ łőňąĺŋăűĺ¿ ŕřőĺğćěďěŋĺľ p_S0p_T 0, ć łőšőřżţ ŕăřă (S^′, T^′) ŕőńşůăěšś£ ĺğ ŕăřż (S, T ) őąňěŋőň łăłĺţ-šő ĺğ ůĺśěń p_a, . . ., p_m ŋă łăłĺěšő ĺğ ňěŋĳÿĺţ ůĺśěń q_1, . . ., q_a (ć šőň ęě łőńĺůěśšćě, ěśšěśšćěŋŋő). §śŋő, ůšő łăęďőě ĺğ šăłĺţ S^′ ŕřĺ ńěłśĺłőčřăťĺůěśłőň şŕőř£ďőůěŋĺĺ ĺďěš řăŋĳÿě S, ůšő ĺ ďőłăğżćăěš ńěňňş.

Ďń£ łăęďőčő ťĺłśĺřőćăŋŋőčő ŋăšşřăńĳŋőčő ůĺśńă r ććěďěň ńěłśĺłőčřăťĺůěśłőě şŕőř£ďőůěŋĺě ŋă ňŋőęěśšćě ćżřăęěŋĺľ ćĺďă p_{S1} p_{S2} . . . p_{Sr} (ŕőř£ďőł ňŋőęĺšěńěľ śşźěśšćěŋ) śńěďş¿źĺň őąřăğőň: ěśńĺ f = p_{S1} p_{S2} . . . p_{Sr} ĺ g = p_{T1} p_{T2} . . . p_{Tr} , šő ąşďěň ŕĺśăšĳ f < g, ěśńĺ ďń£ ŋěłőšőřőčő ĺŋďěłśă d, čďě 1 6 d 6 r, ĺňěěň S_d < T_d ĺ S_a = T_a ŕřĺ a < d.

Ůšőąż ğăćěřÿĺšĳ ďőłăğăšěńĳśšćő ŕřěďńőęěŋĺ£, řăśśňőšřĺň ňőŋőň ćĺďă f = p_{S1} p_{S2} . . . p_{Sr} , čďě, śłăęěň, S_b ⪯̸ S_{b+1} | ĺŋăůě ňőŋőň śšăŋďăřšěŋ ĺ ďőłăğżćăšĳ ŋěůěčő. Šőčďă, śőčńăśŋő ńěňňě, S_bS_{b+1} = g + h, čďě g ∈ I^′_2, ă ňŋőčőůńěŋ h £ćń£ěšś£ ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺěľ śńăčăěňżţ ćĺďă p_S0p_T 0, ďń£ łőšőřżţ S^′ < S_b. Śšăńő ążšĳ f řăćěŋ śşňňě ňŋőčőůńěŋă p_{S1} . . . p_{Sb}�_1 gp_{Sb+2} . . .p_{Sr} , ńěęăźěčő ć I^′, ĺ ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺĺ ňőŋőňőć ćĺďă p_{S1} . . .p_{Sb}�_1 p_S0p_T 0p_{Sb+2} . . .p_{Sr} , čďě S^′ < S. Łăęďżľ ĺğ ¡šĺţ ňőŋőňőć ńěłśĺłőčřăťĺůěśłĺ ĺďěš řăŋĳÿě, ůěň f. Ěśńĺ ćśě őŋĺ śšăŋďăřšŋż, šő ćśě ďőłăğăŋő; ěśńĺ śřěďĺ ŋĺţ ěśšĳ ŋěśšăŋďăřšŋżě, ŕřĺňěŋĺň ł łăęďőňş ĺğ ŋĺţ šş ęě łőŋśšřşłűĺ¿. Ŕőśłőńĳłş ŋă łăęďőň ÿăčě ňěśšő ňőŋőňőć ŕřĺ ńěłśĺłőčřăťĺůěśłőň şŕőř£ďőůěŋĺĺ śďćĺčăěšś£ ćńěćő, ůěřěğ łőŋěůŋőě ůĺśńő ÿăčőć ¡šőš ŕřőűěśś ğăćěřÿĺšś£.

Šěŕěřĳ ďőłăęěň, ůšő śšăŋďăřšŋżě ňőŋőňż ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż ć čřăďşĺřőćăŋŋőň łőńĳűě R/I. Ďń£ ¡šőčő ŋăň ŕřĺďěšś£ ŕőğŋăłőňĺšĳś£ ś łńěšłăňĺ ĺ űĺłńăňĺ Ÿşąěřšă.

Ŕşśšĳ E_r ⊂ E őąőğŋăůăěš r-ňěřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, ŕőřőęďěŋŋőě ąăğĺśŋżňĺ ćěłšőřăňĺ e_1, . . ., e_r. Ňż ąşďěň łńăśśĺťĺűĺřőćăšĳ m-ňěřŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă E ŕő řăğňěřŋőśš£ň ĺţ ŕěřěśěůěŋĺľ ś E_i.

Őŕřěďěńěŋĺě 9.7. Ŕşśšĳ a = (a_1, . . ., a_m) | śšřőčő ćőğřăśšă¿źă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń ĺğ ĺŋšěřćăńă [1; n]. Łńěšłőľ Ÿşąěřšă C^a ⊂ G(m, E) ŋăğżćăěšś£ ňŋőęěśšćő šăłĺţ α ∈ G(m, E), ůšő dim(V_α ∩ E_{ai} ) = i ďń£ ćśěţ i ĺ dim(V_α ∩ E_j) < i, łăł šőńĳłő j < a_i.

Űĺłńőň Ÿşąěřšă (śĺŋőŋĺň: ňŋőčőőąřăğĺě Ÿşąěřšă) Z^a ⊂ G(m, E) ŋăğżćăěšś£ ňŋőęěśšćő šăłĺţ α ∈ G(m, E), ůšő dim(V_α ∩ E_{ai} ) ¿ i ďń£ ćśěţ i.

Ŕřĺňěř 9.8. Ěśńĺ a = (1, 2, . . ., m), šő C^a = Z^a = {α}, čďě α ∈ G(m, E) śőőšćěšśšćşěš ŕőďŕřőśšřăŋśšćş E_m ⊂ E. Ěśńĺ a = (n − m + 1, . . ., n − m + 2, . . ., n), šő Z^a = G(m, E). Řăśśňőšřĺň ěźě čřăśśňăŋĺăŋ G(2, 4) = Gr(1, P^3). Łřőňě şęě ĺğćěśšŋżţ ŋăň Z^{1,2} ĺ Z^{3,4}, ć ŋěň ěśšĳ űĺłńż Ÿşąěřšă Z^{1,3}, Z^{1,4}, Z^{2,3} ĺ Z^{2,4}. Řăśÿĺťřőćżćă£ ŋăÿě őŕřěďěńěŋĺě, ŕőńşůăěň, ůšő:

• Z^{1,3} ⊂ Gr(1, P^3) śőőšćěšśšćşěš śěňěľśšćş ŕř£ňżţ ć P^3, ŕřőţőď£- źĺţ ůěřěğ ďăŋŋş¿ šőůłş ĺ ńěęăźĺţ ć ďăŋŋőľ ŕńőśłőśšĺ;

• Z^{1,4} ⊂ Gr(1, P^3) śőőšćěšśšćşěš śěňěľśšćş ŕř£ňżţ ć P^3, ŕřőţőď£- źĺţ ůěřěğ ďăŋŋş¿ šőůłş.

• Z^{2,4} ⊂ Gr(1, P^3) śőőšćěšśšćşěš śěňěľśšćş ŕř£ňżţ ć P^3, ŕěřěśěłă- ¿źĺţś£ ś ďăŋŋőľ ŕř£ňőľ.

Ćż£śŋĺšě śăňőśšő£šěńĳŋő, ůšő šăłőě ć ďăŋŋőň śńşůăě Z^{2,3}.

Ŕřěďńőęěŋĺě 9.9. Čřăśśňăŋĺăŋ G(m, E) £ćń£ěšś£ őąžěďĺŋěŋĺěň ŋěŕěřěśěłă¿źĺţś£ łńěšőł Ÿşąěřšă C^a ďń£ ćśěćőğňőęŋżţ śšřőčő ćőğřăśšă¿źĺţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ a. Ćś£łĺľ űĺłń Ÿşąěřšă Z^a ⊂ G(m, E) £ćń£ěšś£ ŋěŕřĺćőďĺňżň ğăňłŋşšżň ŕőďňŋőęěśšćőň. Łńěšłă Ÿşąěřšă C^a £ćń£ěšś£ őšłřżšżň ŕńőšŋżň ŕőďňŋőęěśšćőň ć Z^a, ĺğőňőřťŋżň ăťťĺŋŋőňş ŕřőśšřăŋśšćş řăğňěřŋőśšĺ (a_1 − 1) + (a_2 − 2) + · · · + (a_m − m). Ěśńĺ a ĺ b | ďćě śšřőčő ćőğřăśšă¿źĺě ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń ĺğ ĺŋšěřćăńă [1; n], šő Z^a ⊂ Z^b šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă a_j 6 b_j ďń£ ćśěţ j (ĺŋżňĺ śńőćăňĺ, łőčďă a ⪯ b).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ a = (a_1, . . ., a_m), ĺ ŕşśšĳ V = V_α ⊂ E, čďě α ∈ C^a. Ćżąěřěň ć ŕřőśšřăŋśšćě V łăŋőŋĺůěśłĺľ ąăğĺś śńěďş¿źĺň őąřăğőň.

Ŕőśłőńĳłş dim(V ∩ E_{a1} ) = 1, śşźěśšćşěš őďĺŋ, ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋőśšĺ, ćěłšőř f_1 ∈ V ∩ E_{a1}. Ŕőśłőńĳłş dim(V ∩ E_{a1−1}) = 0, łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ e_{a1} ć řăğńőęěŋĺĺ f_1 ŕő ąăğĺśş e_1, . . ., e_n őšńĺůěŋ őš ŋşń£; ćżąěřěň f_1 šăłĺň őąřăğőň, ůšőąż ¡šőš łő¡ťťĺűĺěŋš řăćŋ£ńś£ ěďĺŋĺűě. İšőš ćżąőř őďŋőğŋăůěŋ.

Ďăńěě, dim(V ∩ E_{a2} ) = 2. Ćżąěřěň ć ŕřőśšřăŋśšćě dim(V ∩ E_{a2} ) ąăğĺś (f_1, f_2), čďě ş ćěłšőřă f_2 łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ e_{a2} řăćěŋ ěďĺŋĺűě, ă łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ e_{a1} řăćěŋ ŋşń¿ (ŕőśńěďŋěčő ňőęŋő ďőąĺšĳś£ ğă śůěš ŕřĺąăćńěŋĺ£ ŕőďţőď£źěčő łřăšŋőčő f_1). §śŋő, ůšő šăłőľ ćżąőř ąăğĺśă ć dim(V ∩ E_{a2}) šăłęě őďŋőğŋăůěŋ.

Ŕřőďőńęă£ ć ¡šőň ďşţě, ňż ŋăľďěň ć ŕřőśšřăŋśšćě V ěďĺŋśšćěŋŋżľ ąăğĺś f_1, . . ., f_m, ĺňě¿źĺľ śńěďş¿źĺľ ćĺď (ć ŕřĺćěďěŋŋőľ ŋĺęě ňăšřĺűě śšřőłă ŋőňěř i śőśšőĺš ĺğ łő¡ťťĺűĺěŋšőć ć řăğńőęěŋĺĺ f_i ŕő ąăğĺśş e_1, . . ., e_n): ∗ . . . ∗ 1 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 ∗ . . . ∗ 0 ∗ . . . ∗ 1 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 ∗ . . . ∗ 0 ∗ . . . ∗ 0 ∗ . . . ∗ 1 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ∗ . . . ∗ 0 ∗ . . . ∗ 0 ∗ . . . ∗ 0 ∗ . . . ∗ 1 0 . . . 0 (9.2)

Ğďěśĳ ěďĺŋĺűż śšő£š ć śšőńąűăţ ś ŋőňěřăňĺ a_1, . . ., a_m, ă ŋă ňěśšě ğćěğďőůěł ňőčşš śšő£šĳ ń¿ążě ůĺśńă.

Łőńĺůěśšćő ğćěğďőůěł ć ¡šőľ ňăšřĺűě řăćŋő d = (a_1 − 1) + (a_2 − 2) +

· · · + (am − m). Śšăńő ążšĳ, ŋăÿă łőŋśšřşłűĺ£ ćő ćś£łőň śńşůăě şśšă-

ŋăćńĺćăěš ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋőě śőőšćěšśšćĺě ňěęďş C^a ĺ ăťťĺŋŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň A^d . Őśšăńĳŋőě | ďěńő šěţŋĺłĺ. Ĺňěŋŋő, śťőřňşńĺřşěň śŋăůăńă ć £ćŋőň ćĺďě ńěňňş, łőšőřőľ ňż şęě ŋě£ćŋő ŕőńĳğőćăńĺśĳ ĺ ďőłăğăšěńĳśšćő łőšőřőľ őśšăćń£ěšś£ śńşÿăšěń£ň ć łăůěśšćě (ŋě śőćśěň šřĺćĺăńĳŋőčő) şŕřăęŋěŋĺ£:

Ńěňňă 9.10. Ěśńĺ F ⊂ E | ćěłšőřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ĺ r ∈ [1; m], šő ňŋőęěśšćő { α ∈ G(m, E) | dim(V_α ∩ F ) ¿ r } ğăňłŋşšő ć G(m, E).

Ĺğ ¡šőľ ńěňňż ŋěňěďńěŋŋő ćżšěłăěš ğăňłŋşšőśšĳ Z^a ć čřăśśňăŋĺăŋě. Őůěćĺďŋő, C^a = Z^a \ ⋃ b≺a Z^b; őšś¿ďă śńěďşěš őšłřżšőśšĳ C^a ć Z^a. Ůšőąż şąěďĺšĳś£, ůšő Z^a = C^a, šěŕěřĳ ďőśšăšőůŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő Z^a ⊂ C^a. Ć śăňőň ďěńě, ŕşśšĳ β ∈ Z^a \ C^a; šőčďă β ∈ C^b, čďě b ≺ a. Ůšőąż şąěďĺšĳś£, ůšő β ∈ C^a, ďőśšăšőůŋő ŕőśšřőĺšĳ ňőřťĺğň

φ: A^1 → G(m, E) šăłőľ, ůšő φ(0) = β ĺ φ(A^1 \ {0}) ⊂ C^a. Ďń£ ŕőśšřő-

ěŋĺ£ šăłőčő ňőřťĺğňă ćőğĳňěň łăłş¿-ŋĺąşďĳ ňăšřĺűş A ćĺďă (9.2); ďń£ ćś£łőčő t ĺğ őśŋőćŋőčő ŕőń£ řăśśňőšřĺň ňăšřĺűş A_t, ŕőńşůěŋŋş¿ ĺğ A şňŋőęěŋĺěň ŋěłőšőřżţ ¡ńěňěŋšőć ŋă t. Ĺňěŋŋő, ć ŕěřćőľ śšřőłě ŋă t şňŋőęă¿šś£ ¡ńěňěŋšż ś ŋőňěřăňĺ b_1 + 1, . . ., a_1, ćő ćšőřőľ śšřőłě ¡šőňş ŕőďćěřčă¿šś£ ¡ńěňěŋšż ś ŋőňěřăňĺ b_2 + 1, . . ., a_2, ĺ š. ď. §śŋő, ůšő őšőąřăęěŋĺě, ŕěřěćőď£źěě t ć ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć E, ŕőřőęďěŋŋőě śšřőłăňĺ ňăšřĺűż A_t, £ćń£ěšś£ ĺśłőňżň ňőřťĺğňőň ĺğ A^1 ć G(m, E).

Ŕőśłőńĳłş C^a £ćń£ěšś£, őůěćĺďŋő, őąřăğőň ňőřťĺğňă A^d → G(m, E), čďě d = (a_1 − 1)+(a_2 − 2)+ · · ·+(a_m − m), ă Z^a £ćń£ěšś£, ŕő ďőłăğăŋŋőňş, ğăňżłăŋĺěň ¡šőčő őąřăğă, ŕőńşůăěň, ůšő Z^a ŋěŕřĺćőďĺňő. Şšćěřęďěŋĺě ő ćłń¿ůěŋĺ£ţ Z^a ďřşč ć ďřşčă őůěćĺďŋő. Ůšőąż şśšăŋőćĺšĳ ĺğőňőřťĺğň C^a ĺ A^d , őśšăěšś£ şąěďĺšĳś£, ůšő ůĺśńă, őąőğŋăůěŋŋżě ğćěğďőůłăňĺ ć ňăšřĺűě 9.2, řăűĺőŋăńĳŋő ćżřăęă¿šś£ ůěřěğ ŕń¿łłěřőććż łőőřďĺŋăšż, šő ěśšĳ ůěřěğ m × m-ňĺŋőřż ¡šőľ ňăšřĺűż.

Ćż£śŋĺň ćğăĺňőőšŋőÿěŋĺ£ ňěęďş űĺłńăňĺ Ÿşąěřšă ĺ ŕń¿łłěřőćżňĺ łőőřďĺŋăšăňĺ.

Ŕřěďńőęěŋĺě 9.11. Ŕşśšĳ a = (a_1, . . ., a_m) ĺ b = (b_1, . . ., b_m) | śšřőčő ćőğřăśšă¿źĺě ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń ĺğ ĺŋšěřćăńă [1; n]. Ěśńĺ b ⪯̸ a, šő ŕń¿łłěřőćă łőőřďĺŋăšă p_b = p_{b1,...,bm} šőęďěśšćěŋŋő őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ ŋă űĺłńě Ÿşąěřšă Z^a.

Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, p_a ŋě £ćń£ěšś£ šőęďěśšćěŋŋżň ŋşńěň ŋă Z^a.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ĺğ ćĺďă ňăšřĺűż (9.2) £śŋő, ůšő p_a ŋě őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ ŋĺčďě ŋă C^a, őšłşďă śńěďşěš ćšőřőě şšćěřęďěŋĺě. Ůšőąż ďőłăğăšĳ ŕěřćőě şšćěřęďěŋĺě, ďőśšăšőůŋő, ććĺďş ŕńőšŋőśšĺ C^a ć Z^a, ŕřőćěřĺšĳ, ůšő p_b ěśšĳ šőęďěśšćěŋŋżľ ŋşńĳ ŋă C^a. Ĺğ b ⪯̸ a ćżšěłăěš ŋěřăćěŋśšćő b_j > a_j ďń£ ŋěłőšőřőčő j. Ğŋăůěŋĺě p_b ŋă ¡ńěňěŋšě C^a, ğăŕĺśăŋŋőň ć ćĺďě ňăšřĺűż (9.2), ěśšĳ m × m-őŕřěďěńĺšěńĳ, ć łőšőřőň ć śšőńąűăţ ś ŋőňěřăňĺ j, j + 1, . . ., m ŋă ŕěřćżţ j ňěśšăţ śšő£š ŋşńĺ. Šăłőľ őŕřěďěńĺšěńĳ řăćěŋ ŋşń¿.

Šěŕěřĳ ňż ňőęěň ŋăłőŋěű ďőłăğăšĳ ńĺŋěľŋş¿ ŋěğăćĺśĺňőśšĳ śšăŋďăřšŋżţ ňőŋőňőć (ĺ ąőńěě šőčő).

Ŕřěďńőęěŋĺě 9.12. Ŕşśšĳ a = (a_1, . . ., a_m) | śšřőčő ćőğřăśšă¿źă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń ĺğ ĺŋšěřćăńă [1; n]. Šőčďă ňőŋőňż ćĺďă p_{b1} p_{b2} . . .p_{br} , čďě b_1 ⪯ b_2 ⪯ · · · ⪯ b_r ⪯ a, ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż ć őďŋőřőďŋőň łőőřďĺŋăšŋőň łőńĳűě ňŋőčőőąřăğĺ£ Ÿşąěřšă Z^a.

Ŕőńăčă£, ć ůăśšŋőśšĺ, a = (n−m+1, . . . , n−m), ŕőńşůăěň őąěźăŋŋş¿ ńĺŋěľŋş¿ ŋěğăćĺśĺňőśšĳ śšăŋďăřšŋżţ ňőŋőňőć ć őďŋőřőďŋőň łőńĳűě čřăśśňăŋĺăŋă.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ąşďěň ďěľśšćőćăšĳ ŕő ĺŋďşłűĺĺ. Ěśńĺ a = (1, 2, . . ., m), šő Z^a | ŕřőśšő šőůłă ĺ ŋěğăćĺśĺňőśšĳ ňőŋőňőć ćĺďă (p_{1,2,...,m})^r őůěćĺďŋă. Ŕşśšĳ şšćěřęďěŋĺě ďőłăğăŋő ďń£ ćśěţ Z^a0, čďě a^′ ⪯ a, ĺ ŕşśšĳ f | ńĺŋěľŋă£ łőňąĺŋăűĺ£ ňőŋőňőć śšěŕěŋĺ r ĺ ćĺďă, şłăğăŋŋőčő ć şśńőćĺĺ; ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő f šőęďěśšćěŋŋő őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ ŋă Z^a, ĺ ŕřĺćěďěň ¡šő ŕřěďŕőńőęěŋĺě ł ŕřőšĺćőřěůĺ¿. Ć śăňőň ďěńě, őčřăŋĺůĺň ŋăÿş f ŋă űĺłńż Ÿşąěřšă Z^b, śšřőčő śőďěřęăźĺěś£ ć Z^a. Šăł łăł b ≺ a, ĺğ ŕřěďńőęěŋĺ£ 9.11 śńěďşěš, ůšő ŕřĺ ¡šőň šőęďěśšćěŋŋő őąřăš£šś£ ć ŋşńĳ ćśě śńăčăěňżě, łřőňě ĺňě¿źĺţ ćĺď

const · p_{b1} p_{b2} . . .p_{br} , čďě b_r ⪯ b.

Łő¡ťťĺűĺěŋšż ŕřĺ ¡šĺţ ŕőśńěďŋĺţ ďőńęŋż ążšĳ, őďŋăłő, šőęďěśšćěŋŋżňĺ ŋşń£ňĺ, šăł łăł ŕő ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ ĺŋďşłűĺĺ ďń£ Z^b ŋăÿě ŕřěďńőęěŋĺě şęě ďőłăğăŋő. Ŕěřěąřăć šăłĺň őąřăğőň ćśě ňŋőčőőąřăğĺ£ Ÿşąěřšă, śšřőčő śőďěřęăźĺěś£ ć Z^a, ŕőńşůăěň, ůšő ćśě śńăčăěňżě ŋăÿěľ f ďőńęŋż ďěńĺšĳś£ ŋă p_a. Ŕő ŕřěďńőęěŋĺ¿ 9.11 ĺňěěň p_a ≠ 0 ć őďŋőřőďŋőň łőőřďĺŋăšŋőň łőńĳűě ňŋőčőőąřăğĺ£ Z^a, ă šăł łăł Z^a ŋěŕřĺćőďĺňő, ¡šő łőńĳűő ŋě ĺňěěš ďěńĺšěńěľ ŋşń£. Śšăńő ążšĳ, ňőęŋő ŕőďěńĺšĳ ćśě śńăčăěňżě f ŋă p_a ĺ őčřăŋĺůĺšĳ šő, ůšő ŕőńşůĺšś£, ŋă ćśěćőğňőęŋżě Z^b ⊂ Z^a. Ŕřőďőńęă£ ¡šőš ŕřőűěśś, ŕőńşůĺň, ůšő ćśě łő¡ťťĺűĺěŋšż řăćŋż ŋşń¿.

Śőŕőśšăćń££ řěğşńĳšăšż ŕřěďńőęěŋĺľ 9.5, 9.11 ĺ 9.12, ŕőńşůăěň ŕěřćżľ őśŋőćŋőľ řěğşńĳšăš:

Šěőřěňă 9.13. Őďŋőřőďŋżľ ĺďěăń ňŋőčőőąřăğĺ£ Ÿşąěřšă Z^a ŕőřőęďěŋ śćőĺňĺ łőňŕőŋěŋšăňĺ śšěŕěŋěľ 1 ĺ 2. Ňőŋőňż ćĺďă p_{b1} p_{b2} . . .p_{br} , čďě b_1 ⪯ b_2 ⪯ · · · ⪯ b_r ⪯ a, őąřăğş¿š ąăğĺś őďŋőřőďŋőčő łőőřďĺŋăšŋőčő łőńĳűă ňŋőčőőąřăğĺ£ Z^a.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŋăğőćěň ňőŋőňż ćĺďă p_{b1} p_{b2} . . .p_{br} , čďě b_1 ⪯ b_2 ⪯

· · · ⪯ br ⪯ a, a-śšăŋďăřšŋżňĺ. Ŕřěďńőęěŋĺ£ 9.5 ĺ 9.11 ŕőłăğżćă¿š,

ůšő ćś£łĺľ ňŋőčőůńěŋ őš ŕń¿łłěřőćżţ łőőřďĺŋăš řăćěŋ ć őďŋőřőďŋőň łőńĳűě Z^a ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺĺ a-śšăŋďăřšŋżţ ňőŋőňőć, ă ŕřěďńőęěŋĺě 9.12 ďőłăğżćăěš ĺţ ńĺŋěľŋş¿ ŋěğăćĺśĺňőśšĳ.

Śńěďśšćĺě 9.14. Őďŋőřőďŋżľ ĺďěăń čřăśśňăŋĺăŋă ć ŕń¿łłěřőćőň ćńőęěŋĺĺ G(m, n) ⊂ P(^{nm})^{−1} ŕőřőęďěŋ śćőěľ łőňŕőŋěŋšőľ śšěŕěŋĺ 2. Ňőŋőňż ćĺďă p_{b1} p_{b2} . . .p_{br} , čďě b_1 ⪯ b_2 ⪯ · · · ⪯ b_r, őąřăğş¿š ąăğĺś őďŋőřőďŋőčő łőőřďĺŋăšŋőčő łőńĳűă ňŋőčőőąřăğĺ£ G(m, n).

Ďőłăğăŋŋă£ šěőřěňă ďőśšăćń£ěš ŕőďřőąŋş¿ ĺŋťőřňăűĺ¿ ő ťşŋłűĺĺ Čĺńĳąěřšă čřăśśňăŋĺăŋă (řăćŋő łăł ĺ ń¿ąőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ Ÿşąěřšă). Ňż ćőśŕőńĳğşěňś£ ¡šőľ ĺŋťőřňăűĺěľ ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ śšěŕěŋěľ ¡šĺţ ňŋőčőőąřăğĺľ, ŋő śŋăůăńă ŕěřěľďěň ł ąőńěě šřăďĺűĺőŋŋżň őąőğŋăůěŋĺ- £ň ďń£ ňŋőčőőąřăğĺľ Ÿşąěřšă.

Ŕşśšĳ (a_1, . . ., a_m) | śšřőčő ćőğřăśšă¿źă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń. Ŕőńőęĺň u_1 = a_1 − 1, u_2 = a_2 − 2, . . ., u_m = a_m − m. Šőčďă u_1 6 u_2 6 · · · 6 u_m. Ňż ąşďěň ĺğőąřăęăšĳ ŋěşążćă¿źş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ u = (u_1, . . ., u_m) ć ćĺďě ďĺăčřăňňż đŋčă śő śšőńąűăňĺ ćżśőš u_1, . . ., u_m (śŕřăćă ŋăńěćő): Ěśńĺ u | ŋěşążćă¿źă£ ŕőśńěďőćă-

(1, 3, 5, 6, 8) =⇒ (0, 1, 2, 2, 3) =⇒

šěńĳŋőśšĳ (ĺńĺ ďĺăčřăňňă đŋčă), śőőšćěšśšćş¿źă£ śšřőčő ćőğřăśšă- ¿źěľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ a = (a_1, . . ., a_m), šő ćňěśšő Z^a ĺ C^a ąşďěň ŕĺśăšĳ Z_u ĺ C_u. Ć ¡šĺţ őąőğŋăůěŋĺ£ţ ŋěłőšőřżě ĺğ ŋăÿĺţ řěğşńĳšăšőć ćżčń£ď£š šăł:

Ŕřěďńőęěŋĺě 9.15. Ňŋőčőőąřăğĺ£ Ÿşąěřšă, ńěęăźĺě ć čřăśśňăŋĺăŋě G(m, n), ŋăţőď£šś£ ćő ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋőň śőőšćěšśšćĺĺ ś ďĺăčřăňňăňĺ đŋčă, ŕőňěźă¿źĺňĺś£ ć ŕř£ňőşčőńĳŋĺł m × (n − m). Řăğňěřŋőśšĳ ňŋőčőőąřăğĺ£ Ÿşąěřšă, śőőšćěšśšćş¿źěčő ďĺăčřăňňě đŋčă u, řăćŋă łőńĺůěśšćş łńěšőůěł ć ¡šőľ ďĺăčřăňňě. Ěśńĺ u ĺ v | ďĺăčřăňňż đŋčă, šő Z_u ⊆ Z_v šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă u śőďěřęĺšś£ ć v (ğďěśĳ ĺ ďăńěě ňż ňőńůăńĺćő ŕřěďŕőńăčăěň, ůšő ńěćżľ ćěřţŋĺľ şčőń ćśěţ řăśśňăšřĺćăěňżţ ŋăňĺ ďĺăčřăňň đŋčă śőćŕăďăěš ś ńěćżň ćěřţŋĺň şčńőň ŕř£ňőşčőńĳŋĺłă m×(n−m)). Ťşŋłűĺ£ Čĺńĳąěřšă h_{Zu} (r) řăćŋă ůĺśńş ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ v_1, . . ., v_r, čďě ćśě v_j | ďĺăčřăňňż đŋčă ĺ v_1 ⊆ v_2 ⊆ · · · ⊆ v_r ⊆ u (śřěďĺ v_j ňőęěš śőďěřęăšĳś£ ĺ Àŕşśšă£Á ďĺăčřăňňă đŋčă, śőőšćěšśšćş¿źă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ (u_1, . . ., u_m) = (0, . . ., 0) ).

Ůšőąż ŋăľšĺ śšěŕěŋĳ ňŋőčőőąřăğĺľ Ÿşąěřšă (ĺ, ć ůăśšŋőśšĺ, śăňőčő čřăśśňăŋĺăŋă), ćőśŕőńĳğşěňś£ šăłĺň ťăłšőň ĺğ łőňąĺŋăšőřĺłĺ:

Ńěňňă 9.16. Ŕşśšĳ M | łőŋěůŋőě ňŋőęěśšćő, ůăśšĺůŋő şŕőř£ďőůěŋŋőě ŋěłőšőřżň őšŋőÿěŋĺěň ⪯. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ r(M, i) ůĺśńő űěŕőůěł ćĺďă a_1 ⪯ a_2 ⪯ · · · ⪯ a_i, čďě ćśě a_i ńěęăš ć M (śůĺšăěň r(M, 0) = 1 ďń£ ń¿ąőčő M ĺ r(?, i) = 0 ŕřĺ i > 0), ĺ ŕőńőęĺň P_M (t) = ∑_∞ i=0 r(M, i)t^i. Šőčďă P_M £ćń£ěšś£ řăűĺőŋăńĳŋőľ ťşŋłűĺěľ ś ěďĺŋśšćěŋŋżň ŕőń¿śőň ć ěďĺŋĺűě. Ŕőř£ďőł l ¡šőčő ŕőń¿śă řăćěŋ ňăłśĺňăńĳŋőľ ďńĺŋě śšřőčő ćőğřăśšă¿źěľ űěŕőůłĺ ¡ńěňěŋšőć M, ă ŕřěďěń lim_{t→1}(1−t)^lP_M (t) řăćěŋ łőńĺůěśšćş śšřőčő ćőğřăśšă¿źĺţ űěŕőůěł ďńĺŋż l.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďń£ łăęďőčő a ∈ M őąőğŋăůĺň ůěřěğ M_a ⊂ M ňŋőęěśšćő ¡ńěňěŋšőć M, śšřőčő ňěŋĳÿĺţ a. Ůĺśńő ŋěşążćă¿źĺţ űěŕőůěł ĺğ i ¡ńěňěŋšőć M, ğăłăŋůĺćă¿źĺţś£ řőćŋő s ¡łğěňŕń£řăňĺ ¡ńěňěŋšă a, řăćŋő r(M_a, i − s). Śńěďőćăšěńĳŋő, r(M, i) = ∑ a∈M ∑_{i−1} s=0 r(M_a, i − s) ŕřĺ ćś£łőň i > 0. Šěŕěřĳ ğăŕĺÿěň:

P_M (t) = 1 + ∞∑ j=0 r(M, j + 1)t^{j+1} = 1 + ∑ a∈A ∞∑ j=0 j∑ s=0 t^{j+1}r(M_a, j − s) = = 1 + ∑ a∈A P_{Ma} (t) · (t + t^2 + · · · ) = 1 + t 1 − t ∑ a∈A P_{Ma} (t). Ł łăęďőňş ĺğ P_{Ma} (t) ć ŕřăćőľ ůăśšĺ śŋőćă ŕřĺňěŋĺň ¡šő śőőšŋőÿěŋĺě, ĺ š. ď. Ć łőŋűě łőŋűőć őłăęěšś£, ůšő ŕőř£ďőł ŕőń¿śă P_M ć ěďĺŋĺűě řăćěŋ ňăłśĺňăńĳŋőľ ďńĺŋě śšřőčő ćőğřăśšă¿źěľ űěŕőůłĺ ¡ńěňěŋšőć M, ă ňńăďÿĺľ łő¡ťťĺűĺěŋš ř£ďă Ńőřăŋă P_M ć ěďĺŋĺűě řăćěŋ ůĺśńş šăłĺţ űěŕőůěł.

Šěŕěřĳ | łńăśśĺůěśłőě

Őŕřěďěńěŋĺě 9.17. Ŕşśšĳ u | ďĺăčřăňňă đŋčă, śőśšő£źă£ ĺğ d łńěšőůěł. Śšăŋďăřšŋżň šăąńő šĺŕă u ŋăğżćăěšś£ šăłă£ ŋşňěřăűĺ£ łńěšőůěł ďĺăčřăňňż ůĺśńăňĺ őš 1 ďő d, ŕřĺ łőšőřőľ ŋőňěřă ć łăęďőľ śšřőłě ĺ ć łăęďőň śšőńąűě ćőğřăśšă¿š.

Śšěŕěŋĳ ňŋőčőőąřăğĺľ Ÿşąěřšă (ć ůăśšŋőśšĺ, čřăśśňăŋĺăŋă) ćżřăęăěšś£ śńěďş¿źĺň őąřăğőň:

Ŕřěďńőęěŋĺě 9.18. Ŕşśšĳ u | ďĺăčřăňňă đŋčă, ŕőňěźă¿źă£ś£ ć ŕř£ňőşčőńĳŋĺł m×(n−m). Šőčďă śšěŕěŋĳ ňŋőčőőąřăğĺ£ Ÿşąěřšă Z_u ⊂ G(m, n) řăćŋă ůĺśńş śšăŋďăřšŋżţ šăąńő šĺŕă u.

Ŕřĺňěŋĺć ¡šő ŕřěďńőęěŋĺě ł ďĺăčřăňňě, śőćŕăďă¿źěľ ś ŕř£ňőşčőńĳŋĺłőň m×(n−m), ŕőńşůĺň ćżřăęěŋĺě ďń£ śšěŕěŋĺ čřăśśňăŋĺăŋă.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ d = dim Z_u řăćŋő ůĺśńş łńěšőł ć ďĺăčřăňňě u. Śőčńăśŋő šěőřěňě 8.8 ĺ ŕřěďńőęěŋĺ¿ 8.5, ŕőř£ďőł ŕőń¿śă P_{Zu} (t) ć ěďĺŋĺűě řăćěŋ d +1, ĺ deg Z_u = lim_{t→1}(1 − t)^{d+1}P_{Zu} (t), čďě P_{Zu} (t) | ř£ď Ŕşăŋłăřě ňŋőčőőąřăğĺ£ Z_u. Śőŕőśšăćń££ ŕřěďńőęěŋĺě 9.15 ś ńěňňőľ 9.16 (ć ŕőśńěďŋěľ ć łăůěśšćě M řăśśňőšřĺň ňŋőęěśšćő ďĺăčřăňň đŋčă, ŕőňěźă¿źĺţś£ ć ŕř£ňőşčőńĳŋĺłě m × (n − m)), ŕőńşůăěň, ůšő śšěŕěŋĳ ňŋőčőőąřăğĺ£ Ÿşąěřšă Z_u ⊂ G(m, n) řăćŋă ůĺśńş ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ ćĺďă v_0 ⊂ v_1 ⊂ · · · ⊂ v_d = u, čďě d = dim Z_u | ůĺśńő łńěšőůěł ć ďĺăčřăňňě u ĺ ćśě ćłń¿ůěŋĺ£ śšřőčĺě. Ćś£łş¿ šăłş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ łăł ŕřőűěśś ŕőśńěďőćăšěńĳŋőčő śőąĺřăŋĺ£ ďĺăčřăňňż u ĺğ łńěšőůěł šăłĺň őąřăğőň, ůšőąż ŋă ćśěţ ŕřőňěęşšőůŋżţ ¡šăŕăţ ş ŋăś šăłęě ŕőńşůăńĺśĳ ďĺăčřăňňż đŋčă. Ŋşňěřş£ łńěšőůłĺ Àć ŕőř£ďłě ŕőśšşŕńěŋĺ£Á, ŕőńşůĺň śšăŋďăřšŋőě šăąńő (śň. řĺśşŋőł). §śŋő, ůšő ŕő-

? ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⇐⇒ 1 2 4_{3 5}

śšřőěŋŋőě śőőšćěšśšćĺě ňěęďş ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśš£ňĺ ĺğ d ćńőęěŋŋżţ ďĺăčřăňň ĺ śšăŋďăřšŋżňĺ šăąńő £ćń£ěšś£ ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋżň.

Ďń£ łőńĺůěśšćă śšăŋďăřšŋżţ šăąńő ďăŋŋőčő šĺŕă śşźěśšćşěš £ćŋă£ ťőřňşńă (šăł ŋăğżćăěňă£ Àťőřňşńă łř¿łőćÁ), ŋő ¡šő şęě ďřşčă£ ĺśšőřĺ£, ł ăńčěąřăĺůěśłőľ čěőňěšřĺĺ ŋě őšŋőś£źă£ś£.