Ŋěłőšőřżě ğăďăůĺ ł łşřśş ăńčěąřż

Łőňňşšăšĺćŋżě łőńĳűă ĺ ŕőń£

(1) Řěÿĺšĳ şřăćŋěŋĺě z^2 + (2i − 7)z + 13 − i = 0. (2) Ćżřăğĺšĳ sin nx ĺ cos nx ůěřěğ sin x ĺ cos x. (3) Ćżřăğĺšĳ cos^{2π}_5 ć řăďĺłăńăţ. (4) Ćżůĺśńĺšĳ: (a) 1 − ( n 2 ) + ( n 4 ) − ( n 6 ) + . . . ; (b) 1 + ( n 4 ) + ( n 8 ) + . . . ; (5) Ćżůĺśńĺšĳ: (a) cos x + cos 2x + · · · + cos nx; (b) sin x + sin 2x + · · · + sin nx; (c) sin^2 x + sin^2 3x + · · · + sin^2(2n − 1)x; (d) cos x + 2 cos 2x + · · · + n cos nx.

(6) Ďőłăğăšĳ, ůšő 1 n n�1_∑ k=0 (x + ε_ky)^n = x^n + y^n,

čďě ε_0, . . . , ε_n�_1 | ćśě łőňŕńěłśŋżě łőřŋĺ śšěŕěŋĺ n ĺğ 1. (7) Ďőłăğăšĳ, ůšő şřăćŋěŋĺ£

(a) x^2 + y^2 + z^2 = 2xyz, (b) 5x^3 + 11y^3 + 13z^3 = 0 ŋě ĺňě¿š űěńőůĺśńěŋŋżţ řěÿěŋĺľ, łřőňě x = y = z = 0.

(8) Ďőłăğăšĳ, ůšő ďńĺŋă ţőš£ ąż őďŋőľ śšőřőŋż ŕĺťăčőřőćă šřěşčőńĳŋĺłă (ŕř£ňőşčőńĳŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă ś űěńżňĺ ďńĺŋăňĺ śšőřőŋ) ďěńĺšś£ ŋă 5.

(9) (a) Ŋăľďĺšě ćśě šăłĺě x ∈ Z_p (p | ŕřőśšőě), ůšő x^2 = 1.

(b) Ůěňş řăćŋő ŕřőĺğćěďěŋĺě ćśěţ ŋěŋşńěćżţ ůĺśěń ć Z_p (p | ŕřőśšőě)? (c) Ďőłăğăšĳ šěřěňş Ćĺńĳśőŋă:

Ůĺśńő p £ćń£ěšś£ ŕřőśšżň šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă

(p − 1)! + 1 ≡ 0 (mod p).

(10) Ďőłăğăšĳ, ůšő řőćŋő ŕőńőćĺŋă ůĺśěń ć Z�_p £ćń£ěšś£ łćăďřăšăňĺ (p | ŕřőśšőě, p > 2, Z�_p = {x ∈ Z_p | x ≠ 0}).

(11) Ďőłăğăšĳ, ůšő şřăćŋěŋĺě x^2 + y^2 = −1 ćśěčďă řăğřěÿĺňő ć łőńĳűě Z_p (p | ŕřőśšőě).

(12) Ŕşśšĳ f(x) | ŋěŕřĺćőďĺňżľ ňŋőčőůńěŋ śšěŕěŋĺ n ŋăď Z_p (p | ŕřőśšőě);

I = (f(x)) | čńăćŋżľ ĺďěăń ć Z_p[x]. Ďőłăğăšĳ, ůšő ťăłšőřłőńĳűő Z_p[x]/I £ćń£ěšś£ łőŋěůŋżň ŕőńěň, ĺ ŋăľďĺšě ůĺśńő ěčő ¡ńěňěŋšőć.

(13) Ŕőśšřőĺšĳ ŕőńě ĺğ 4 ¡ńěňěŋšőć. Ďőłăğăšĳ, ůšő ń¿ążě ďćă šăłĺţ ŕőń£ ĺğőňőřťŋż.

(14) Ďőłăğăšĳ, ůšő ć łőńĳűě —[x], čďě —| ŕőńě, ąěśłőŋěůŋő ňŋőčő ŋěŕřĺćőďĺňżţ ňŋőčőůńěŋőć.

(15) Ďőłăğăšĳ, ůšő ňŋőęěśšćő řěÿěŋĺľ şřăćŋěŋĺ£ x^{pk} − x = 0 ć ŕőńě ţăřăłšěřĺśšĺłĺ p őąřăğşěš ŕőďŕőńě.

(16) Ŕőśšřőĺšĳ ŕőńě ţăřăłšěřĺśšĺłĺ p, ć łőšőřőň ňŋőčőůńěŋ x^{pk} − x řăğńăčăěšś£ ŋă ńĺŋěľŋżě ňŋőęĺšěńĺ. Ďőłăğăšĳ, ůšő śşźěśšćşěš ŕőńě ĺğ p^k ¡ńěňěŋšőć.

(17) Ŕşśšĳ F_q | ŕőńě ĺğ q ¡ńěňěŋšőć ţăřăłšěřĺśšĺłĺ p. Ďőłăğăšĳ, ůšő q = p^k ďń£ ŋěłőšőřőčő k ∈ N ĺ ćśě ¡ńěňěŋšż ŕőń£ F_q £ćń£¿šś£ łőřŋ£ňĺ ňŋőčőůńěŋă x^q − x.

Čřşŕŕż

(1) Śłőńĳłő ĺňěěšś£

(a) őšőąřăęěŋĺľ ĺğ m-¡ńěňěŋšŋőčő ňŋőęěśšćă ć n-¡ńěňěŋšŋőě? (b) ĺŋžěłšĺćŋżţ őšőąřăęěŋĺľ ĺğ m-¡ńěňěŋšŋőčő ňŋőęěśšćă ć n-¡ńěňěŋšŋőě?

(2) Ďőłăğăšĳ, ůšő ůĺśńő 1000!/(100!)^{10} | űěńőě.

(3) Śłőńĳłő śşźěśšćşěš řăğńĺůŋżţ őęěřěńĺľ ĺğ 6 ąşśĺŋ łřăśŋőčő, śĺŋěčő ĺ ęěńšőčő űćěšă?

(4) Ďőłăğăšĳ, ůšő

(a) Őšőąřăęěŋĺě ňŋőęěśšćă M ć ňŋőęěśšćő N £ćń£ěšś£ ĺŋžěłšĺćŋżň šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă őŋő ĺňěěš ńěćőě őąřăšŋőě őšőąřăęěŋĺě.

(b) Őšőąřăęěŋĺě ňŋőęěśšćă M ć ňŋőęěśšćő N £ćń£ěšś£ ś¿řžěłšĺćŋżň šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă őŋő ĺňěěš ŕřăćőě őąřăšŋőě őšőąřăęěŋĺě.

(5) Ŋăľšĺ ğŋăł ŕěřěśšăŋőćłĺ π = ( 1 2 3 . . . n − 1 n n n − 1 n − 2 . . . 2 1 )

(6) Ŕşśšĳ σ ∈ S_n | ŋěůěšŋă£ ŕěřěśšăŋőćłă ĺ N | ěě ŕőř£ďőł ć čřşŕŕě S_n.

Ůšő ňőęŋő śłăğăšĳ ŕřő ůěšŋőśšĳ N?

(7) Ďőłăğăšĳ, ůšő śĺňňěšřĺůěśłă£ čřşŕŕă S_n ŕőřőęďăěšś£ šřăŋśŕőğĺűĺěľ (12) ĺ űĺłńőň (123 . . . n).

(8) Łăłĺě ŋőřňăńĳŋżě ŕőďčřşŕŕż ĺňěěš čřşŕŕă S_3?

(9) Ďőłăğăšĳ, ůšő čřşŕŕă S_4 ĺňěěš, łřőňě śěą£ śăňőľ ĺ ěďĺŋĺůŋőľ ŕőďčřşŕŕż, ńĺÿĳ śńěďş¿źĺě ŋőřňăńĳŋżě ŕőďčřşŕŕż: (a) ğŋăłőŕěřěňěŋŋă£ čřşŕŕă A_4;

(b) Àůěšćěřŋă£ čřşŕŕă ŁńěľŋăÁV_4, śőśšő£źă£ ĺğ ŕěřěśšăŋőćőł:

e, (12)(34), (13)(24), (14)(23).

Ŕőłăğăšĳ, ůšő ŕőśńěďŋ££ čřşŕŕă ăąěńěćă. (10) Ďőłăğăšĳ, ůšő S_4/V_4 ∼= S_3.

(11) Ďőłăğăšĳ, ůšő čřşŕŕă ůěšŋőčő ŕőř£ďłă śőďěřęĺš ¡ńěňěŋš ŕőř£ďłă 2. (12) Ďőłăğăšĳ, ůšő ć ń¿ąőľ čřşŕŕě ŕőďčřşŕŕă ĺŋďěłśă 2 őą£ğăšěńĳŋő ŋőřňăńĳŋă.

(13) Ŕěřěůĺśńĺšĳ ćśě čřşŕŕż ŕőř£ďłă 6 6 ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ĺğőňőřťĺğňă. (14) Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ ŕřőĺğćěďěŋĺě ďćşţ ń¿ążţ ńěćżţ śňěęŋżţ łńăśśőć čřşŕŕż G ŕő ŕőďčřşŕŕě H śŋőćă £ćń£ěšś£ ńěćżň śňěęŋżň łńăśśőň, šő H | ŋőřňăńĳŋă£ ŕőďčřşŕŕă ć G.

(15) Ŕşśšĳ p | ŋăĺňěŋĳÿěě ŕřőśšőě ůĺśńő, ďěń£źěě ŕőř£ďőł łőŋěůŋőľ čřşŕŕż G, H ⊂ G | ŕőďčřşŕŕă ĺŋďěłśă p. Ďőłăğăšĳ, ůšő H | ŋőřňăńĳŋă£ ŕőďčřşŕŕă ć G.

(16) Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ A | űĺłńĺůěśłă£ čřşŕŕă ŕőř£ďłă n ĺ d | ďěńĺšěńĳ n, šő A śőďěřęĺš řőćŋő őďŋş ŕőďčřşŕŕş ŕőř£ďłă d, ŕřĺůěň ¡šă ŕőďčřşŕŕă űĺłńĺůěśłă£.

(17) Ŋăľšĺ ćśě ŕőďčřşŕŕż łőŋěůŋőčő ĺŋďěłśă ć čřşŕŕě

(a) űěńżţ ůĺśěń ŕő śńőęěŋĺ¿; (b) řăűĺőŋăńĳŋżţ ůĺśěń ŕő śńőęěŋĺ¿; (c) ďěľśšćĺšěńĳŋżţ ůĺśěń ŕő śńőęěŋĺ¿; (d) ŋěŋşńěćżţ řăűĺőŋăńĳŋżţ ůĺśěń ŕő şňŋőęěŋĺ¿; (e) ŋěŋşńěćżţ ďěľśšćĺšěńĳŋżţ ůĺśěń ŕő şňŋőęěŋĺ¿.

(18) Ćśěčďă ńĺ

(a) ĺŋžěłšĺćŋżľ čőňőňőřťĺğň čřşŕŕ ĺňěěš ńěćżľ őąřăšŋżľ čőňőňőřťĺğň?

(b) ś¿řžěłšĺćŋżľ čőňőňőřťĺğň čřşŕŕ ĺňěěš ŕřăćżľ őąřăšŋżľ čőňőňőřťĺğň?

(19) Ďőłăğăšĳ, ůšő

(a) čřşŕŕă ďĺ¡ďřă D_3 ĺğőňőřťŋă śĺňňěšřĺůěśłőľ čřşŕŕě S_3; (b) čřşŕŕă šěšřă¡ďřă T ĺğőňőřťŋă ğŋăłőŕěřěňěŋŋőľ čřşŕŕě A_4; (c) čřşŕŕă łşąă C ĺğőňőřťŋă śĺňňěšřĺůěśłőľ čřşŕŕě S_4; (d) čřşŕŕă ĺłőśă¡ďřă I ĺğőňőřťŋă ğŋăłőŕěřěňěŋŋőľ čřşŕŕě A_5.

(20) Ďőłăğăšĳ, ůšő

(a) śĺňňěšřĺůěśłă£ čřşŕŕă S_3 ĺğőňőřťŋă čřşŕŕě, ğăďăŋŋőľ őąřăğş¿- źĺňĺ s_1, s_2 ĺ śőőšŋőÿěŋĺ£ňĺ s^2_1 = e, s^2 = e, (s_1s_2)^3 = e;

(b) śĺňňěšřĺůěśłă£ čřşŕŕă S_4 ĺğőňőřťŋă čřşŕŕě, ğăďăŋŋőľ őąřăğş¿- źĺňĺ s_1, s_2, s_3 ĺ śőőšŋőÿěŋĺ£ňĺ s^2_1 = e, s^2 = e, s^2_3 = e, (s_1s_2)^3 = e, (s_1s_3)^2 = e, (s_2s_3)^3 = e.

(21) Ďőłăğăšĳ, ůšő ć łőŋěůŋőľ ăąěńěćőľ čřşŕŕě ŕőř£ďłă n ďń£ ń¿ąőčő d | n śşźěśšćşěš ţőš£ ąż őďŋă ŕőďčřşŕŕă ŕőř£ďłă d.

(22) Ĺğőňőřťŋż ńĺ čřşŕŕż Z_{12} ⊕ Z_{72} ĺ Z_{18} ⊕ Z_{48}?

Ăřĺťňěšĺůěśłĺě ńĺŋěľŋżě ŕřőśšřăŋśšćă ĺ ňăšřĺűż

(1) Ćżůĺśńĺšĳ (a) ( 1 1 0 1 )_n , ( 1 1 −1 0 )_n , ( 1 a 0 1 )_n , ( a 1 0 b )_n ;

(b) 2x^2 − 3x + x^0, čďě x = ( 1 1 0 1 ) ; (2) Ćżůĺśńĺšĳ f(x) = a_0x^0 + a_1x^1 + · · · + a_nx^n, čďě

(a) x = ( 1 a 0 1 ) ; (b) x = ( a 1 0 b ) ;

(c) x = a 1 0 0 b 1 0 0 c .

(3) Ŋăľšĺ: ( 1 1 1 a + 1 )�1 , 1 a 0 0 1 b 0 0 1 �1 , 1 a 0 0 1 0 0 b 1 �1 , ( a b c d )�1 . (4) Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ A^n = 0 (š. ě. ňăšřĺűă A ŋĺńĳŕőšěŋšŋă), šő ňăšřĺűż (E ± A) őąřăšĺňż.

(5) Ŋăľšĺ ćśě ňăšřĺűż, łőňňşšĺřş¿źĺě ś ňăšřĺűěľ

1 0 0 0 2 0 0 0 a . (6) Ŋăľšĺ ćśě łćăďřăšŋżě ňăšřĺűż řăğňěřă n × n, łőňňşšĺřş¿źĺě ś ń¿ąőľ ňăšřĺűěľ šőčő ęě řăğňěřă.

(7) Őąőğŋăůĺň śĺňćőńőň [A, B] łőňňşšăšőř AB − BA. Ďőłăğăšĳ, ůšő ďń£ ń¿ążţ łćăďřăšŋżţ ňăšřĺű A, B, C ćżŕőńŋ£¿šś£ řăćěŋśšćă: (a) [A, BC] = [A, B]C + B[A, C]; (b) [[A, B], C] = [A, [B, C]] + [B, [C, A]]. (8) (a) Ŕşśšĳ A, B, . . . , D_1 | łćăďřăšŋżě ňăšřĺűż őďŋőčő ŕőř£ďłă. Ćż-

řăğĺšĳ ŕřőĺğćěďěŋĺě ňăšřĺű ( A B C D ) ( A_1 B_1 C_1 D_1 ) ůěřěğ ğăďăŋŋżě ňăšřĺűż.

(b) Ŕřĺďşňăšĳ ĺ ďőłăğăšĳ ăŋăńőčĺůŋş¿ ťőřňşńş ďń£ ŕř£ňőşčőńĳŋżţ ňăšřĺű.

(9) Ć łőńĳűě M_2(R) ŋăľšĺ ŕőďłőńĳűő, ĺğőňőřťŋőě ŕőń¿ łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń. (10) Ć łőńĳűăţ M_2(C ) ĺ M_4(R) ŋăľšĺ ŕőďłőńĳűă, ĺğőňőřťŋżě šěńş łćăšěřŋĺőŋőć.

(11) Śłőńĳłő ¡ńěňěŋšőć ć čřşŕŕě GL_2(F_q )? (12) Śłőńĳłő ć ŕřőśšřăŋśšćě F^n

(a) ¡ńěňěŋšőć?

(b) őďŋőňěřŋżţ ńĺŋěľŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć? (c) ďćşňěřŋżţ ńĺŋěľŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć?

(13) Ŕşśšĳ E_{ij} | ňăšřĺűă ĺğ ăńčěąřż M_n, ş łőšőřőľ ¡ńěňěŋš, śšő£źĺľ ŋă ŕěřěśěůěŋĺĺ i-ľ śšřőłĺ ś j-ň śšőńąűőň, řăćěŋ 1, őśšăńĳŋżě ¡ńěňěŋšż řăćŋż ŋşń¿. Ďőłăğăšĳ, ůšő ňăšřĺűż E_{12}, E_{23}, E_{21}, E_{32} śőśšăćń£¿š śĺśšěňş őąřăğş¿źĺţ ć M_3. Őąőąźĺšĳ ¡šőš ťăłš ďń£ ń¿ąőčő n.

(14) Ćżůĺśńĺšĳ őŕřěďěńĺšěńĺ:

(a) | | | | | | | | | | | | | |

x y 0 . . . 0 0 0 x y . . . 0 0 0 0 x . . . 0 0 . . . . . . ... . . . . 0 0 0 . . . x y y 0 0 . . . 0 x

| | | | | | | | | | | | | | ;

(b) | | | | | | | | | | |

a_1 0 . . . 0 b_1

0 a_2 . . . b_2 0 . . . . ... . . . . 0 b_{2n}�_1 . . . a_{2n}�_1 0

b_{2n} 0 . . . 0 a_{2n}

| | | | | | | | | | | ;

(c) | | | | | | | | | | |

1 2 3 . . . n − 2 n − 1 n 2 3 4 . . . n − 1 n n 3 4 5 . . . n n n . . . . . . ... . . . . . . n n n . . . n n n

| | | | | | | | | | | ;

(d) | | | | | | | | | | |

1 1 0 . . . 0

1 1 1 . . . 0

0 1 1 . . . 0 . . . . . . ... . . 0 0 0 . . . 1

| | | | | | | | | | | ;

(e) | | | | | | | | | | |

a_0 1 1 1 . . . 1

1 a_1 0 0 . . . 1

1 0 a_2 0 . . . 1 . . . . . . . . .. . . . 1 0 0 0 . . . 1

| | | | | | | | | | | ;

(f) | | | | | | | | |

a^n (a − 1)^n . . . (a − n)^n a^n�^1 (a − 1)^n�^1 . . . (a − n)^n�^1 . . . . ... . . 1 1 . . . 1

| | | | | | | | | ;

(g) | | | | | | | | |

1 x_1 x^2_1 . . . x^n�^2_1 x^n_1

1 x_2 x^2 . . . x^n�^2_2 x^n_2 . . . . . . ... . . . . 1 x_n x^2_n . . . x^n�^2_n x^n

| | | | | | | | | .

(15) Ŕşśšĳ A | łćăďřăšŋă£ ňăšřĺűă, A^t | šřăŋśŕőŋĺřőćăŋŋă£ ł ŋěľ. Ďőłăğăšĳ, ůšő det A^t = det A.

Śĺňňěšřĺůěśłĺě ňŋőčőůńěŋż

(1) Ŋăľšĺ śşňňş:

(a) łćăďřăšőć, (b) łşąőć, (c) őąřăšŋżţ łćăďřăšőć, (d) őąřăšŋżţ łşąőć łőřŋěľ şřăćŋěŋĺ£ x^3 − x + 1 = 0.

(2) Śőśšăćĺšĳ şřăćŋěŋĺě, łőřŋ£ňĺ łőšőřőčő £ćń£¿šś£ łćăďřăšż łőřŋěľ şřăćŋěŋĺ£ x^4 + 2x^3 − x + 3 = 0.

(3) Őąőğŋăůĺň ůěřěğ ψ_k(x_1, . . . , x_n) ňŋőčőůńěŋ^n ∑ i=1 x^k_i . Ćżřăğĺšĳ ψ_2 ĺ ψ_3 ůěřěğ ¡ńěňěŋšăřŋżě śĺňňěšřĺůěśłĺě ťşŋłűĺĺ.

(4) Ŕřőĺğćőď£źěľ ťşŋłűĺěľ ďń£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ a_0, a_1, . . . ¡ńěňěŋšőć ŋěłőšőřőčő łőńĳűă A ŋăğżćăěšś£ ťőřňăńĳŋżľ śšěŕěŋŋőľ ř£ď ∑ a_kt^k ∈ A[[t]].

Ďőłăğăšĳ, ůšő ˚(t) =^n ∏ i=1 (1 + x_it) | ŕřőĺğćőď£źă£ ťşŋłűĺ£ ďń£ ŕőśńěďő-

ćăšěńĳŋőśšĺ (σ_k) ¡ńěňěŋšăřŋżţ śĺňňěšřĺůěśłĺţ ťşŋłűĺľ. (5) Ŕőńŋă£ śĺňňěšřĺůěśłă£ ťşŋłűĺ£ h_k(x_1, . . . , x_n) | ¡šő śşňňă ćśěţ ňőŋőňőć śšěŕěŋĺ k őš x_1, . . . , x_n.

(a) Śłőńĳłő ćśěčő ňőŋőňőć ć h_k ?

(b) Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕřőĺğćőď£źă£ ťşŋłűĺ£ ďń£ (h_k ) ĺňěěš ćĺď H(t) = n∏ i=1 (1 − x_it)�^1.

(6) Ďőłăğăšĳ, ůšő^m ∑ k=0 (−1)^kσ_kh_m�_k = 0. Ćżřăğĺšĳ h_3(x_1, x_2, x_3) ůěřěğ ¡ńěňěŋ-

šăřŋżě śĺňňěšřĺůěśłĺě ťşŋłűĺĺ, ă σ_3(x_1, x_2, x_3) | ůěřěğ ŕőńŋżě śĺňňěšřĺůěśłĺě ťşŋłűĺĺ.

(7) Śšěŕěŋŋżě śşňňż ψ_k(x_1, . . . , x_n) =^n ∑ i=1 x^k_i ćśěčďă řăśśňăšřĺćă¿š ś k ¿ 1 ĺ

ŕřőĺğćőď£źěľ śşňňőľ ďń£ ŋĺţ śůĺšă¿š ¯(t) = ∑ k¿1 ψ_kt^k. Ďőłăğăšĳ, ůšő (a) ¯(t) = d dt ln H(t), ¯(−t) = d dt ln ˚(t); (b) mh_m = m∑ k=1 ψ_kh_m�_k , mσ_m = m∑ k=1 (−1)^{k+1}ψ_kσ_m�_k.

(8) Ďőłăğăšĳ, ůšő řěğşńĳšăŋš ňŋőčőůńěŋőć f(x) śšěŕěŋĺ m ĺ g(x) śšěŕěŋĺ n řăćěŋ őŕřěďěńĺšěń¿, śőśšăćńěŋŋőňş ĺğ łő¡ťťĺűĺěŋšőć őśšăšłőć ŕřĺ ďěńěŋĺĺ g(x), xg(x), . . . , x^m�^1g(x) ŋă f(x). Ŕřěďŕőńăčăěšś£, ůšő őśšăšłĺ řăśŕőńőęěŋż ć ŕőř£ďłě ćőğřăśšăŋĺ£ śšěŕěŋěľ x.