îÅÚÁŒÉÓÉÍÙÊ íÏÓËÏŒÓËÉÊ õÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ËÏÌÌÅÄÖ

ç. ì. òÙÂÎÉËÏŒ

ìÅËÃÉÉ ÐÏ ÁÌÇÅÂÒÅ

ðÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÏÓÅÎÎÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒ 1995/96 Ç.

íÏÓËŒÁ 1995

ìÅËÃÉÑ 1.

âÏÌØÛÁÑ ÞÁÓÔØ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ ÜÔÉÈ ÌÅËÃÉÊ ÅÓÔØ Œ ÕÞÅÂÎÉËÅ á. é. ëÏÓÔÒÉËÉÎÁ ĂœŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÁÌÇÅÂÒÕ. ïÓÎÏŒÙ ÁÌÇÅÂÒÙĄ (í.: æÉÚÍÁÔÌÉÔ, 1994; ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÉÚÄÁÎÉÅ: ĂœŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÁÌÇÅÂÒÕĄ, í.: îÁÕËÁ, 1977), ÈÏÔÑ ÐÏÒÑÄÏË ÔÅÍ É ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÏÔ ÎÁÛÅÇÏ. ñ ÂÕÄÕ ÓÞÉÔÁÔØ ÉÚŒÅÓÔÎÙÍ ÑÚÙË É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ (ëÏÓÔÒÉËÉÎ, çÌ. 1, §5.1) É ÐÒÉÎÃÉÐ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÉ (ëÏÓÔÒÉËÉÎ, çÌ. 1, §7).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ É ÐÏÌÑ

ðÅÒŒÕÀ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ, Ó ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ŒÓÔÒÅÞÁÅÍÓÑ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÞÉÓÌÁ. áÌÇÅÂÒÁÉÓÔÁ ÉÎÔÅ- ÒÅÓÕÀÔ ÐÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÞÉÓÌÁÍÉ: ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ. ïÂÝÉÊ ÐÒÉÎ- ÃÉÐ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ | ÐÏÓÔÁÒÁÔØÓÑ ŒÙÄÅÌÉÔØ ÇÌÁŒÎÙÅ (ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ) ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÅÇÏ ÎÁÓ ÏÂSSÅËÔÁ É ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÉÈ ËÁË ÁËÓÉÏÍÙ. ëÁËÉÅ ÖÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÉÍÅÀÔ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ?

þÉÓÌÁ ÂÙŒÁÀÔ ÒÁÚÎÙÅ: ÞÉÓÌÁ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ (N), ÃÅÌÙÅ (Z), ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ (Q), ŒÅÝÅÓÔŒÅÎ- ÎÙÅ (R). íÎÏÇÉÅ ÉÚ ŒÁÓ ÚÎÁÀÔ É ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ (C ), Ë ÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ Ñ ÅÝÅ ŒÅÒÎÕÓØ. ðÕÓÔØ A ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ Q ÉÌÉ R. ôÏÇÄÁ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ: (A1) ëÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÓÌÏÖÅÎÉÑ: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a É b ÉÚ A a + b = b + a:

(A2) áÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÓÌÏÖÅÎÉÑ: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a, b É c ÉÚ A (a + b) + c = a + (b + c):

(A3) óÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÎÕÌÑ: ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ 0 ∈ A, ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ ÎÕÌÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ÉÚ A 0 + a = a:

(A4) óÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ÉÚ A ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ a + x = 0 ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. üÌÅÍÅÎÔ ÉÚ A, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ ÜÔÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÐÏ ÓÌÏÖÅÎÉÀ (ÉÌÉ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÍ) Ë a É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ −a.

(M1) ëÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a, É b ÉÚ A a · b = b · a:

(M2) áÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a, b É c ÉÚ A (a · b) · c = a · (b · c):

(M3) óÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ: ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ 1 ∈ A, ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ ÅÄÉÎÉÃÅÊ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ÉÚ A 1 · a = a · 1 = a:

(M4) óÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÏÂÒÁÔÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ≠ 0 ÉÚ A ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ a · x = 1 ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. üÌÅÍÅÎÔ ÉÚ A, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ ÜÔÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÐÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ (ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ ÏÂÒÁÔÎÙÍ) Ë a É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ a^{−1} .

(AM) äÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a, b É c ÉÚ A

a · (b + Ó) = a · b + a · c:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.1. ðÏÌÅÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A Ó ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ,

ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓŒÏÊÓÔŒÁ (A1){(A4), (M1){(M4) É (AM) (ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÅ ÁËÓÉÏÍÁÍÉ ÐÏÌÑ).

íÎÏÖÅÓÔŒÏ ZÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Ó ÏÂÙÞÎÙÍÉ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ (ÎÅ ŒÙÐÏÌ- ÎÑÅÔÓÑ ÁËÓÉÏÍÁ (M4)).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.2. ëÏÌØÃÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A Ó ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ,

ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÁËÓÉÏÍÙ (A1){(A4) É (AM). ëÏÌØÃÏ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ Œ ÎÅÍ ŒÙÐÏÌÎÅÎÁ ÁËÓÉÏÍÁ (M1), É ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ Œ ÎÅÍ ŒÙÐÏÌÎÅÎÁ ÁËÓÉÏÍÁ (M2). åÓÌÉ Œ ËÏÌØÃÅ A ÅÓÔØ ÅÄÉÎÉÃÁ, ÔÏ ÏÎÏ ÔÁË É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ: ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ.

œ ÜÔÏÊ É ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅËÃÉÑÈ ÓÌÏŒÏ ĂËÏÌØÃÏĄ ÂÕÄÅÔ ÏÚÎÁÞÁÔØ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØ- ÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ.

óÌÅÄÓÔŒÉÑ ÁËÓÉÏÍ åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÎÕÌÑ É ÅÄÉÎÉÃÙ

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Œ ËÏÌØÃÅ A ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÄŒÁ ÎÕÌÑ: 0 É 0^′ . ôÏÇÄÁ 0 = 0 + 0^′ = 0^′ , Ô. Å. 0 = 0^′ .

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, Œ ÌÀÂÏÍ ËÏÌØÃÅ ÅÓÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ ÅÄÉÎÉÃÁ.

åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÏÂÒÁÔÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÁËÓÉÏÍÅ (A4) ÍÙ ÍÏÇÌÉ ÂÙ ÎÅ ÔÒÅÂÏŒÁÔØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÇÏ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÁ. ïÎÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÁËÓÉÏÍ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ a + b = 0 É a + b^′ = 0. ôÏÇÄÁ b^′ = b^′ + 0 = b^′ + (a + b) = (b^′ + a) + b = 0 + b = b ëÁËÉÅ ÁËÓÉÏÍÙ ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉ?

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ Œ ÐÏÌÅ. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÞÅÔÙÒÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÄÏËÁÖÉÔÅ ÓÁÍÉ.

œÙÞÉÔÁÎÉÅ

äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a É b ËÏÌØÃÁ A ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x + b = a

ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. üÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ a − b.

äÅÌÅÎÉÅ

äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a É b ≠ 0 ÐÏÌÑ —ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ

bx = a ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. üÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ a=b.

õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÕÌØ

äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ËÏÌØÃÁ A ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

0 · a = 0:

õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ĂÍÉÎÕÓ ÅÄÉÎÉÃÕĄ

äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ËÏÌØÃÁ A ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (−1) · a = −a:

ĂãÅÌÙÅĄ ÞÉÓÌÁ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÎÕÌØ É ÅÄÉÎÉÃÕ ËÏÌØÃÁ A ÞÅÒÅÚ 0 É 1, ÞÔÏÂÙ ÏÔÌÉÞÁÔØ ÏÔ 0 É 1 Œ ËÏÌØÃÅ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ

Z. ðÏÌÏÖÉÍ 2 = 1 + 1, 3 = 2 + 1, É Ô. Ä. ðÏÌÏÖÉÍ ÔÁËÖÅ −n = −n.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ m; n ∈ ZŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ m + n = m + n É m · n = m · n;

Á ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ n ∈ N, a ∈ A na = a + a + · · · + a n ÒÁÚ : ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ m ≠ n Œ ZŒÏŒÓÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ m ≠ n Œ A.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.4. èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ char —ÐÏÌÑ —ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÕÍÍÁ n ÅÄÉÎÉÃ ÒÁŒÎÁ 0. åÓÌÉ ÔÁËÏÇÏ n ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÔÏ ÓÞÉÔÁÀÔ char —= 0. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.5. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÌÑ —ÅÓÌÉ char —= p ≠ 0, ÔÏ p | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.6. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÐÏÌÅ —ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 0 ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ r

ÄÌÑ ŒÓÅÈ r ∈ Q ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ÃÅÌÙÈ r ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÏŒÐÁÄÁÌÏ Ó ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÍ ŒÙÛÅ É ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ r; s ∈ Q ÂÙÌÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ r + s = r + s É r · s = r · s:

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ r ≠ s ÐÒÉ r ≠ s, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÐÏÌÅ Q ŒÌÏÖÅÎÎÙÍ Œ ÐÏÌÅ —.

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ n ŒÍÅÓÔÏ n; ÉÚ ËÏÎÔÅËÓÔÁ ÂÕÄÅÔ ÐÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÕ: ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ n ÉÌÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ.

âÉÎÏÍ îØÀÔÏÎÁ

éÓÈÏÄÑ ÉÚ ÁËÓÉÏÍ ËÏÌØÃÁ, ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ŒÓÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓÏËÒÁÝÅÎÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÉÚŒÅÓÔÎÙÅ ŒÁÍ ÐÏ ÛËÏÌÅ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a É b ËÏÌØÃÁ A

(a + b)^2 = (a + b)(a + b) = (a + b)a + (a + b)b = aa + ba + ab + bb = a^2 + 2ab + b^2; ÇÄÅ ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ a^n = a · a · · · · · a n ÒÁÚ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ n ∈ N, a ∈ A.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, Œ ÌÀÂÏÍ ËÏÌØÃÅ (a + b)^n = n∑ k=0 ( n k ) a^kb^{n−k};

ÇÄÅ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ (_n k ) ÒÁŒÅÎ ÞÉÓÌÕ k-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ (ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÅÝÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍ ÓÏÞÅÔÁÎÉÊ ÉÚ n ÐÏ k). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ËÁÖÄÏÍÕ k- ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÍÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {1; : : :; n} ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÍÏÎÏÍ, ÐÏÌÕÞÉŒÛÉÊÓÑ ÐÒÉ ÒÁÓËÒÙÔÉÉ ÓËÏÂÏË Œ (a + b) · · · · · (a + b)

n ÒÁÚ ; Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁ ÍÅÓÔÁÈ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ÜÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÓÔÏÉÔ a, Á ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ ÓÔÏÉÔ b.

þÔÏÂÙ ÐÏÓÞÉÔÁÔØ (_n k ) , ŒÓÐÏÍÎÉÍ, ËÁË ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {1; : : :; n} | ÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ n!. ðÅÒŒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ n ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ, ŒÔÏÒÏÊ, ÅÓÌÉ ÐÅÒŒÙÊ ÕÖÅ ŒÙÂÒÁÎ, ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ n − 1 ÓÐÏÓÏÂÏÍ, É Ô. Ä. ïÔÓÀÄÁ n! = n · (n − 1) · · · · · 2 · 1.

ðÏÓÞÉÔÁÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÞÉÓÌÏ k-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÉÚ ÎÅÐÏŒÔÏÒÑÀÝÉÈÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {1; : : :; n}. ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÎÏ ÒÁŒÎÏ n · (n − 1) · · · · · (n − k + 1). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÏÓËÏÌØËÕ k-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒÙÂÒÁÔØ (_n k ) ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ, Á ÚÁÔÅÍ ÐÅÒÅÓÔÁŒÉÔØ k!

ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ, ÔÏ

n · (n − 1) · · · · · (n − k + 1) = k! ( n k ) : ðÏÜÔÏÍÕ ( n k ) = n · (n − 1) · · · · · (n − k + 1)

k! :

ðÒÉÍÅÒÙ ËÏÌÅÃ É ÐÏÌÅÊ ðÒÉÍÅÒ 1.7. ðÏÓÔÒÏÉÍ ĂÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊĄ ÐÒÉÍÅÒ ÐÏÌÑ. ôÁË ËÁË Œ ÌÀÂÏÍ ÐÏÌÅ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÎÕÌØ

É ÅÄÉÎÉÃÁ, ÎÅ ÒÁŒÎÙÅ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ, ÔÏ ÐÏÌÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÍÅÎÅÅ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ðÏÐÒÏÂÕÅÍ ÏÂÏÊÔÉÓØ ÔÏÌØËÏ ÜÔÉÍÉ ÄŒÕÍÑ. ðÏÌÏÖÉÍ F_2 = {0; 1}, ÇÄÅ 0 + 0 = 0, 0 + 1 = 1, 1 + 0 = 1, 1 + 1 = 0; 0 · 0 = 0, 0 · 1 = 0, 1 · 0 = 0, 1 · 1 = 1.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.8. ðÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ F2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ.

ðÒÉÍÅÒ 1.9. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Z^{[√}2^] ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ:

Z^{[√}2^] = {m + n^√2 | m; n ∈ Z}.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ Z [√ 2 ] ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÁÒÏÊ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ m É n.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ m+n √ 2 = m^′ +n^′ √ 2, ÔÏÇÄÁ (m−m^′) = (n−n^′) √ 2. œ ÓÉÌÕ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ √ 2 ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉÛØ ÐÒÉ n = n^′ , m = m^′ . óÕÍÍÁ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Z [√ 2 ] ÓÎÏŒÁ ÌÅÖÉÔ Œ Z [√ 2 ] , ÔÁÍ ÖÅ ÌÅÖÁÔ 0, 1 É ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÅ Ë ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ Z [√ 2 ] . áËÓÉÏÍÙ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔÉ É ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Œ Z [√ 2 ] ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÎÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ Œ R, ÔÏ ÖÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÁËÓÉÏÍÅ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔÉ. ðÏÜÔÏÍÕ Z [√ 2 ] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ.

ðÒÉÍÅÒ 1.10. ðÏÌÏÖÉÍ Q^{[√}2^] = {a + b^√2 | a; b ∈ Q}. ëÁË É Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ, ÜÔÏ ËÏÌØÃÏ.

âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÜÔÏ ÐÏÌÅ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, 1 a + b √ 2 = a − b √ 2 (a + b √ 2)(a − b √ 2) = = a − b √ 2 a^2 − 2b^2 = a a^2 − 2b^2 + −b a^2 − 2b^2 √ 2 ∈ Q^{[√}2^]

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ a É b ÞÉÓÌÏ a^2 − 2b^2 ≠ 0.

ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ

ëÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÐÏÌÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ C ÉÚ ÐÏÌÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ R ÏÞÅÎØ ÎÁÐÏÍÉÎÁÅÔ ËÏÎ- ÓÔÒÕËÃÉÀ ÐÏÌÑ Q [√ 2 ] ÉÚ ÐÏÌÑ Q. ëÁË É ÔÁÍ, ÍÙ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÑÅÍ Ë ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ ÐÏÌÀ ËÏÒÅÎØ ËŒÁÄÒÁÔ- ÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÅÇÏ Œ ÜÔÏÍ ÐÏÌÅ ÒÅÛÅÎÉÊ. ôÁË ÞÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÐÉÓÁÔØ C = R [√ −1 ] . ïÄÎÁËÏ, ÅÓÔØ É ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÌÉÞÉÅ. ðÏÌÅ Q [√ 2 ] ÍÙ ÓÔÒÏÉÌÉ ËÁË ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ R, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÍÏÇÌÉ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ R ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ. äÌÑ C ÖÅ ÎÁÍ ÎÕÖÎÁ ÑŒÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ, É ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ŒÓÅ ÁËÓÉÏÍÙ ÐÏÌÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.11. ðÏÌÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ C ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÁÒ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ {(a; b) | a; b ∈ R} Ó ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ

(a; b) + (c; d) = (a + c; b + d)

É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ (a; b) · (c; d) = (ac − bd; ad + bc):

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.12. ðÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ C | ÐÏÌÅ.

íÙ ÍÏÖÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ x ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ z = (a; b), ÐÏÌÁÇÁÑ xz = (xa; xb). ïÔÏÖÄÅÓÔŒÉÍ ËÁÖÄÏÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ x Ó ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ (x; 0). ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÅ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÏ Ó ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÁÒÕ (0; 1) ÞÅÒÅÚ i. ôÏÇÄÁ ËÁÖÄÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ a+bi, Á ÐÒÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ i ËÁË ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÓÉÍŒÏÌ, Á ÚÁÔÅÍ ÐÏÌÁÇÁÔØ i^2 = −1 (ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ!). þÉÓÌÏ a ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ z = a + bi, Á ÞÉÓÌÏ b | ÅÇÏ ÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔØÀ (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ: a = Re z , b = Imz ). ëÏÍÐÌÅËÓÎÏ-ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ Ë ÞÉÓÌÕ z = a + bi ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ z = a − bi; ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ĂÕŒÁÖÁÅÔĄ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ: wz = w · z , w + z = w + z .

åÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÐÁÒÕ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (a; b) ËÁË ÄÅËÁÒÔÏŒÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÁ ÎÁ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ ÐÏÌÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. äÌÉÎÁ √ a^2 + b^2 ŒÅËÔÏÒÁ (a; b) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÏÄÕÌÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ z = a + bi É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ |z|, Á ÕÇÏÌ, ÏÔÓÞÉÔÁÎÎÙÊ ÐÒÏÔÉŒ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ ÏÔ ŒÅËÔÏÒÁ (1; 0) ÄÏ ŒÅËÔÏÒÁ (a; b), ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏÍ z É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Arg(z) (ÕÇÏÌ ÉÚÍÅÒÑÅÔÓÑ Œ ÒÁÄÉÁÎÁÈ). áÒÇÕÍÅÎÔ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÎÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, Á Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÉÂÁŒÌÅÎÉÑ ÃÅÌÏÇÏ ËÒÁÔÎÏÇÏ 2ı .

ïÔÍÅÔÉÍ ŒÁÖÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ zz = |z|^2 .

íÏÄÕÌØ É ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÈÏÒÏÛÏ ŒÅÄÕÔ ÓÅÂÑ ÐÒÉ ÐÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ: |wz| = |w| · |z|; Arg(wz) = Arg(w) + Arg(z): (1)

üÔÏ ÌÅÇËÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÆÏÒÍÕ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ:

z = r(cos ’ + i sin ’);

ÇÄÅ r = |z|, Á ’ = Arg(z). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ,

r_1(cos ’_1 + i sin ’_1) · r_2(cos ’_2 + i sin ’_2) = = r_1r_2((cos ’_1 cos ’_2 − sin ’_1 sin ’_2) + i(cos ’_1 sin ’_2 + sin ’_1 cos ’_2)) = = r_1r_2(cos(’_1 + ’_2) + i sin(’_1 + ’_2)):

þÁÓÔÏ ŒÍÅÓÔÏ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ: z = re^{iφ} , ÇÄÅ r = |z|, Á ’ = Arg(z). ñ ÎÁÄÅÀÓØ, ÞÔÏ (ÄÏŒÏÌØÎÏ ÍÉÓÔÉÞÅÓËÏÅ) ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ e^{iφ} = cos ’ + i sin ’ ÂÕÄÅÔ ŒÓËÏÒÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ Œ ËÕÒÓÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ. ðÏËÁ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ

ËÁË ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ (ÍÏÔÉŒÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ (cos ’_1 + i sin ’_1) · (cos ’_2 + i sin ’_2) = cos(’_1 + ’_2) + i sin(’_1 + ’_2)).

ðÏŒÔÏÒÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÑ (1), ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ íÕÁŒÒÁ

cos n’ + i sin n’ = (cos ’ + i sin ’)^n:

ðÒÉÍÅÒ 1.13. œÙÞÉÓÌÉÍ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÆÏÒÍÕÌÕ íÕÁŒÒÁ, ÓÕÍÍÕ

c_n = cos x + cos 2x + · · · + cos nx:

ðÏÌÏÖÉÍ z = cos x + i sin x. ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ íÕÁŒÒÁ, cos kx = Re z^k . ïÔÓÀÄÁ, ÐÒÉ z ≠ 1, Ô.Å. ÐÒÉ cos x ≠ 1,

Ó_n = Re(z + z^2 + · · · + z^n) = Re z^{n+1} − zz − 1 = Re ( (z − 1)(z^{n+1} − z) ) |z − 1|^2 = = Re ( z^n − z^{n+1} − 1 + z ) 2(1 − cos x) = (cos nx − cos(n + 1)x) − (1 − cos x) 2(1 − cos x) = = 1 2 ( sin^{2n+1}_2 x sin^x_2 − 1 ) : íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ

íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ A ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ËÁË ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ŒÉÄÁ f(x) = a_0 + a_1x + · · ·+ a_nx^n , ÇÄÅ a_0; : : :a_n ∈ A. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ, ÎÅ ÍÅÎÑÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, Ë ÎÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÄÏÐÉÓÁÔØ ÓËÏÌØËÏ ÕÇÏÄÎÏ ÎÕÌÅÊ:

a_0 + a_1x + · · · + a_nx^n = a_0 + a_1x + · · · + a_nx^n + 0x^{n+1} + · · · + 0x^{n+k}:

íÎÏÇÏÞÌÅÎ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÎÕÌÉ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÕÌÅŒÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ. îÏÍÅÒ ÐÏÓÌÅÄÎÅ- ÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎØÀ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ deg f . óÔÅÐÅÎØ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÞÉÔÁÀÔ ÒÁŒÎÏÊ −∞.

óÕÍÍÏÊ ÄŒÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f(x) = a_0 + a_1x + · · · + a_kx^k É g(x) = b_0 + b_1x + · · · + b_lx^l ÂÕÄÅÍ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÓÞÉÔÁÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

(a_0 + b_0) + (a_1 + b_1)x + · · · + (a_m + b_m)x^m;

ÇÄÅ m = max(k; l) É a_i = 0, b_j = 0 ÐÒÉ i > k, j > l.

ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÔÅÈ ÖÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ h(x) = c_0 + c_1x + · · · + c_nx^n , ÇÄÅ

c_i = i∑ j=0 a_j b_{i−j}

É n = k + l.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.14. ðÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÎÁÄ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ A Ó ŒŒÅÄÅÎÎÙÍÉ

ŒÙÛÅ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ.

ëÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x ÎÁÄ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ A ÏÂÏÚÎÁÞÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ A[x]. ïÓÏÂÅÎÎÏ ÈÏÒÏÛÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 1.15 (äÅÌÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ). ðÕÓÔØ —| ÐÏÌÅ. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÍÎÏ-

ÇÏÞÌÅÎÏŒ f; g ∈ —[x], g ≠ 0, ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ q; r ∈ —[x], ÞÔÏ f = qg + r, ÐÒÉÞÅÍ deg r < deg g .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ deg f < deg g , ÔÏ q = 0, r = f ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ.

ðÕÓÔØ deg f > deg g . ðÏÌÏÖÉÍ n = deg g , m = deg f , a_m É b_n | ÓÔÁÒÛÉÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ f É g . œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ k = m − n.

ðÕÓÔØ k = 0. ôÏÇÄÁ q = a_m=b_n É r = f − qg ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ k_0 > 0 É ÄÌÑ ŒÓÅÈ k < k_0 ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ. äÏËÁÖÅÍ ÅÇÏ ÄÌÑ k = k_0 . ðÏÌÏÖÉÍ ~f = f − (a_m=b_n)x^kg . ðÏÓËÏÌØËÕ deg ~f < deg f , ÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ~q É r ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ~f = ~qg + r É deg r < deg g . ðÏÌÏÖÉÍ q = ~q + (a_m=b_n)x^k . ôÏÇÄÁ f = qg + r. 2

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.16. ðÕÓÔØ —| ÐÏÌÅ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f; g ∈ —[x] ŒÙÐÏÌ-

ÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ deg fg = deg f + deg g .

äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x) = a_0 + a_1x + · · ·+ a_kx^k ∈ A[x] É ÌÀÂÏÇÏ ¸ ∈ A ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ ¸ Œ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f :

f(¸) = a_0 + a_1¸ + · · · + a_k¸^k ∈ A:

ïÞÅÎØ ŒÁÖÎÙÍ (ÈÏÔÑ É ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ) ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÅ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÓÔØ Ó ÏÐÅÒÁ- ÃÉÑÍÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ: (f + g)(¸) = f(¸) + g(¸), (fg)(¸) = f(¸)g(¸).

ðÕÓÔØ f | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —. üÌÅÍÅÎÔ ¸ ∈ —ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f , ÅÓÌÉ f(¸) = 0.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.17 (ôÅÏÒÅÍÁ âÅÚÕ). ðÕÓÔØ ¸ | ËÏÒÅÎØ ÍÎÇÏÞÌÅÎÁ f(x) ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —. ôÏÇÄÁ f(x)

ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x − ¸, Ô. Å. ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ h(x) ∈ —[x], ÞÔÏ f(x) = (x − ¸)h(x).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÄÅÌÉÍ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ f(x) ÎÁ x − ¸:

f(x) = (x − ¸)h(x) + r(x): (2)

ðÏÓËÏÌØËÕ deg r(x) < deg(x − ¸) = 1, ÔÏ r(x) = r | ËÏÎÓÔÁÎÔÁ. ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ¸ Œ (2), ÐÏÌÕÞÁÅÍ

0 = f(¸) = (¸ − ¸)h(¸) + r = r;

Ô. Å. f(x) = (x − ¸)h(x). 2

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.18. þÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÉ f(x). õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÕÌØ ËÏÒÎÅÊ,

ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ deg f(x) > 0 É ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ. ðÕÓÔØ f ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ ¸ (ÅÓÌÉ f ÎÅ ÉÍÅÔ ËÏÒÎÅÊ, ÔÏ É ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ). ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ âÅÚÕ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ h(x) ∈ —[x] ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ f(x) = (x − ¸)h(x). ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ Œ ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÒÕÇÉÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f , ÍÙ ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÏÎÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ h. ðÏ- ÓËÏÌØËÕ deg h = deg f − 1, ÔÏ, ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÜÔÉÈ ËÏÒÎÅÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ deg f − 1. ðÏÜÔÏÍÕ Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ deg f ËÏÒÎÅÊ (Ó ÕÞÅÔÏÍ ¸). 2

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.19. ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) ∈ —[x] ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ ¸. ëÒÁÔÎÏÓÔØÀ ÜÔÏÇÏ ËÏÒÎÑ ÎÁÙ-

ŒÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ k ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ f(x) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ (x − ¸)^k .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.20. ðÏÌÅ —ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÚ —[x]

ÉÍÅÅÔ Œ —ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ËÏÒÅÎØ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.21. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ ÍÏ-

ÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ ËÁË ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.22. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ ÉÍÅÅÔ

ÒÏŒÎÏ ÓÔÏÌØËÏ ËÏÒÎÅÊ (Ó ÕÞÅÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ), ËÁËÏŒÁ ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎØ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.23 (ïÓÎÏŒÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÁÌÇÅÂÒÙ). ðÏÌÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕ- ÔÏ. ñ ÎÅ ÂÕÄÕ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ. îÁ ÍÏÊ ŒÚÇÌÑÄ, ÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÂÏÌÅÅ ÕÍÅÓÔÎÏ Œ ËÕÒÓÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ. ĂáÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅĄ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÍ. Œ ÕÞÅÂÎÉËÅ ëÏÓÔÒÉËÉÎÁ, ÇÌ. 6, §3.

åÝÅ ÏÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÆÏÒÍÕÌÙ ÂÉÎÏÍÁ

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÐÏÌÅÍ —ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ: ÐÕÓÔØ f(x) = ∑_n k=0 a_kx^k ; ÔÏÇÄÁ ÐÏÌÏÖÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ f^′(x) = ∑_n k=1 ka_kx^{k−1} .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.24. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÐÒÁŒÉÌÏ ìÅÊÂÎÉÃÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅ-

ÎÉÑ: (fg)^′ = f^′g + fg^′ .

ðÕÓÔØ —| ÐÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 0. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n Œ ËÏÌØÃÅ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÏŒ —[x] ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

(1 + x)^n = ∑ k = 0^n n(n − 1) : : :(n − k + 1) k! x^k: (3)

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ f(x) = (1 + x)^n . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ a_k ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ x^k Õ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ. ðÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍ ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ k ÒÁÚ. éÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 1.24 ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ f^{(k)}(x) = n(n − 1) : : :(n − k + 1)(1 + x)^{n−k} . ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ

f^{(k)}(x) = n∑ m=k m(m − 1) : : :(m − k + 1)a_mx^{m−k}:

ïÔÓÀÄÁ n(n − 1) : : : (n − k + 1) = f^{(k)}(0) = k!a_k , ÔÏ ÅÓÔØ

a_k = n(n − 1) : : :(n − k + 1) k! : 2 ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÎÁÛÌÉ ÎÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅ, Á ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÓÏÞÅÔÁÎÉÊ ÉÚ n ÐÏ k. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÓÏÞÅÔÁÎÉÊ ÉÚ n ÐÏ k ÑŒÌÑÅÔÓÑ k-ÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (1 + x)^n , ÔÏ ÅÓÔØ (1 + x)^n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ ÓÏÞÅÔÁÎÉÊ. ë ÐÏÎÑÔÉÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÙ ŒÅÒÎÅÍÓÑ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ, ËÏÇÄÁ ÂÕÄÅÍ ÏÂÓÕÖÄÁÔØ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÓÔÅÐÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ.

ìÅËÃÉÑ 2.

îÁ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ t^k Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (1 + t)^n ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ t ÉÍÅÅÔ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÓÍÙÓÌ: ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÓÏÞÅÔÁÎÉÊ ÉÚ n ÐÏ k. éÎÁÞÅ ÜÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ ÔÁË: ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (1 + t)^n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (a_k), ÇÄÅ a_k = (_n k ) . ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (a_k) ËÏÎÅÞÎÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ-ÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ. ïÄ- ÎÁËÏ Œ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÅ (ÄÁ É Œ ÄÒÕÇÉÈ ÏÂÌÁÓÔÑÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ) ŒÏÚÎÉËÁÀÔ, ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ðÏÜÔÏÍÕ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔ

æÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÓÔÅÐÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ

ëÁË É ÎÁ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ, ÓÌÏŒÏ ĂËÏÌØÃÏĄ ÂÕÄÅÔ ÏÚÎÁÞÁÔØ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1. æÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÓÔÅÐÅÎÎÙÍ ÒÑÄÏÍ ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ t ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ

ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ŒÉÄÁ

f(t) = ∞∑ k=0 a_kt^k;

ÇÄÅ (a_0; a_1; : : :) | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÌØÃÁ A.

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÐÏÌÁ- ÇÁÑ ÄÌÑ f(t) = ∑_∞ k=0 a_kt^k É g(t) = ∑_∞ k=0 b_kt^k

f(t) + g(t) = ∞∑ k=0 (a_k + b_k)t^k;

f(t) · g(t) = ∞∑ k=0 ( k∑ j=0 a_j b_{k−j})t^k:

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÞÅÎØ ÎÁÐÏÍÉÎÁÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÊ Œ ËÏÌØÃÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞ- ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ.

ðÏÓËÏÌØËÕ n-ÙÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ ÏÔ 0 ÄÏ n (ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ÜÔÏ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÓÕÍÍÙ), ÔÏ ÐÒÏŒÅÒ- ËÁ ÁËÓÉÏÍ ËÏÌØÃÁ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÔÅÍ ÖÅ ÁËÓÉÏÍÁÍ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ. ðÏÜÔÏÍÕ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÓÔÅÐÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ ÎÁÄ A ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÌØÃÏ. ïÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ A[[t]].

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.2. îÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ

(1 − t)(1 + t + t^2 + t^3 + : : : ):

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.3. üÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ Õ ÎÅÇÏ ÅÓÔØ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÐÏ ÕÍÎÏ-

ÖÅÎÉÀ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ f(t) = ∑_∞ k=0 a_kt^k ÏÂÒÁÔÉÍ Œ A[[t]] ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ a_0 ÏÂÒÁÔÉÍ Œ A.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.4. ðÕÓÔØ f(t) =^{∑∞}_{k=0} akt^k ∈ —[[t]], ÇÄÅ —| ÐÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÕÌØ. äÏËÁ-

ÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ g(t) = ∑_∞ k=0 b_kt^k ∈ —[[t]] ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ g^2 = f , ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x^2 = a_0 ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ Œ ÐÏÌÅ —. ðÒÉ ÜÔÏÍ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÆÏÒ- ÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ g(t) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ŒÙÂÏÒÏÍ b_0 = ±√a_0 .

ðÏÄÓÔÁŒÌÑÔØ Œ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ f(t) ∈ A[[t]] ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ A, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅÌØÚÑ. ïÄÎÁËÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÓÔÁŒÉÔØ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ g(t) = ∑_∞ k=0 b_kt^k , ÅÓÌÉ b_0 = 0. òÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ ÑŒÉÔÓÑ ŒÎÏŒØ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.5. œÙÒÁÚÉÔØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÒÑÄÁ f(g) ÞÅÒÅÚ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÒÑÄÏŒ f É g .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.6. ðÕÓÔØ —| ÐÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÕÌØ. ðÏÌÏÖÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ

exp(t) = ∞∑ k=0 t^k k! É log(1 + t) = ∞∑ k=1 (−1)^{k+1} t^k k : ðÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ exp(log(1 + t)) = 1 + t.

ïÂÝÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÂÉÎÏÍÁ îØÀÔÏÎÁ

ðÕÓÔØ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÐÏÌÑ —ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ¸ ∈ —É ÌÀÂÏÇÏ k ∈ N ÂÉÎÏÍÉ- ÁÌØÎÙÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ( ¸ k ) =¸ · (¸ − 1) · · · · · (¸ − k + 1) k! : (4)

ðÕÓÔØ ¸ | ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ —. ðÏÌÏÖÉÍ

(1 + t)^α = ∞∑ k=0 ( ¸ k ) t^k:

ðÒÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ¸ ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÂÉÎÏÍÁ îØÀÔÏÎÁ, ÄÌÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÖÅ¸ ÜÔÏ ÐÏËÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÅ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 2.7. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ¸; ˛ ∈ —ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ:

(1 + t)^α(1 + t)^β = (1 + t)^{α+β}: (5)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Œ ËÏÌØÃÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ ÒÁ-

ŒÅÎÓÔŒÏ (5) ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÔÏÖÄÅÓÔŒÕ ÄÌÑ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ: ( ¸ +˛ k ) = k∑ j=0 ( ¸ j )( ˛ k − j ) (6) äÌÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ¸ É ˛ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (5), Á, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, É (6), ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ Œ ÓÉÌÕ ÏÂÙÞÎÏÊ ÆÏÒ- ÍÕÌÙ ÂÉÎÏÍÁ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (4) ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ¸ ∈ —[x]; Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ (_α k ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ x.

ðÕÓÔØ n | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÌÅ —ÉÍÅÅÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ ÎÕÌØ, ÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ŒÌÏÖÅÎÎÙÍ Œ —. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

F (x) = ( x + n k ) − k∑ j=0 ( x j )( n k − j )

ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÄ —.

ðÕÓÔØ ˛ = n, Á ¸ | ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÌÑ —. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÌÅŒÏÊ É ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔØÀ (6) ÒÁŒÎÁ F (¸). ðÏÓËÏÌØËÕ (6) ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ¸ É ˛ , ÔÏ F (x) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÐÒÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÅ Œ ÎÅÇÏ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÎ ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ

ËÏÒÎÅÊ Œ ÐÏÌÅ —. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÎ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ, É (6) ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ˛ É ÌÀÂÙÈ ¸.

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ¸ ∈ —É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

G(x) = ( ¸ + x k ) − k∑ j=0 ( ¸ j )( x k − j ) : òÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÌÅŒÏÊ É ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔØÀ (6) ÒÁŒÎÁ G(˛). ðÏÓËÏÌØËÕ, ËÁË ÍÙ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÕÓÔÁÎÏŒÉÌÉ, (6) ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ˛ É ÌÀÂÙÈ ¸, ÔÏ G(x) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÐÒÉ ÐÏÄ- ÓÔÁÎÏŒËÅ Œ ÎÅÇÏ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÎ ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ËÏÒÎÅÊ Œ ÐÏÌÅ —. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÎ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ, É (6) ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ ¸ É ˛ . 2

ðÒÉÍÅÒÙ. 1) (1 + t)^{−1} = ∞∑ k=0 ( −1 k ) t^k = ∞∑ k=0 (−1)^kt^k:

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ( −1 k ) = (−1) · (−2) · · · · · (−k) k! = (−1)^k:

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÌÉËŒÉÄÉÒÏŒÁÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÄŒÕÓÍÙÓÌÅÎÎÏÓÔØ Œ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÉ (1+t)^{−1} , ÄÏËÁÚÁŒ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (5). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, Œ ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ¸ = 1, ˛ = −1 ÉÚ (5) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ (1 + t)^{−1} = ∑_∞ k=0 (_{−1} k ) t^k ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÐÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ Ë (1 + t). œÐÒÏÞÅÍ, ÜÔÏ ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ É ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ. 2) (1 + t)^{−m} = ∞∑ k=0 ( −m k ) t^k = ∞∑ k=0 ( k + m − 1 k ) (−1)^kt^k:

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ( −m k ) = (−m) · (−m − 1) · · · · · (−m − k + 1) k! =

= (−1)^k

(k + m − 1) · (k + m − 2) · · · · · (m + 1) · m k! =

= (−1)^k ( k + m − 1 k ) : ðÕÓÔØ m | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÎÁÍÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ( (1 + t)^{−1} )_m = (1 + t)^{−m} . ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ Œ ÜÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ −t ŒÍÅÓÔÏ t, ÐÏÌÕÞÁÅÍ (_∞ ∑ k=0 t^k )_m = ∞∑ k=0 ( k + m − 1 k ) t^k: (7)

åÓÌÉ ÒÁÓËÒÙÔØ ÌÅŒÕÀ ÞÁÓÔØ (7) ÔÁËÉÍ ÖÅ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁË ÍÙ ÜÔÏ ÄÅÌÁÌÉ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÏÂÙÞ- ÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÂÉÎÏÍÁ, ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ ÐÒÉ t^k : ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ k Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ m ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÐÏÒÑ- ÄÏË ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎ). üÔÏ ÞÉÓÌÏ ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍ ÓÏÞÅÔÁÎÉÊ Ó ÐÏŒÔÏÒÅÎÉÑÍÉ ÉÚ m ÐÏ k É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ((_m k )) . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, (1 − t)^{−m} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÓÏÞÅÔÁÎÉÊ Ó ÐÏŒÔÏÒÅÎÉÑÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÆÏÒÍÕÌÁ (7) ÄÁÅÔ ÎÁÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ: (( m k )) = ( k + m − 1 k ) = ( k + m − 1

m − 1 ) ;

ÔÏ ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ ÓÏÞÅÔÁÎÉÊ Ó ÐÏŒÔÏÒÅÎÉÑÍÉ ÉÚ m ÐÏ k ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ ÓÏÞÅÔÁÎÉÊ ÉÚ k + m − 1 ÐÏ k. þÉÓÔÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ÐÏÐÒÏÂÕÊÔÅ ÎÁÊÔÉ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ.

òÁÚÂÅÒÅÍ ÅÝÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÉÍÅÒÏŒ ÒÁÂÏÔÙ Ó ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ.

úÁÄÁÞÁ Ï ÞÉÓÌÅ ÓÞÁÓÔÌÉŒÙÈ ÂÉÌÅÔÏŒ

úÁÄÁÞÁ ÏÞÅÎØ ÉÚŒÅÓÔÎÁÑ: ÎÁÊÔÉ ÞÉÓÌÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÉÚ ÛÅÓÔÉ ÃÉÆÒ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÍÍÁ ÔÒÅÈ ÐÅÒŒÙÈ ÃÉÆÒ ÒÁŒÎÁ ÓÕÍÍÅ ÔÒÅÈ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ.

îÁÐÉÛÅÍ ÓÐÅÒŒÁ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÉÚ n ÃÉÆÒ Ó ÓÕÍÍÏÊ k. äÌÑ n = 1 ÏÎÁ ÒÁŒÎÁ f_1(t) = 1 + t + t^2 + · · · + t^9:

äÌÑ n = 2 | f_2(t) = (1 + t + t^2 + · · · + t^9) · (1 + t + t^2 + · · · + t^9) = f_1(t)^2:

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ t^k Œ f_2(t) ÒÁŒÅÎ ÞÉÓÌÕ ÓÐÏÓÏÂÏŒ ŒÙÂÒÁÔØ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ t^{k1} ÉÚ ÐÅÒŒÏÊ ÓËÏÂËÉ É ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ t^{k2} ÉÚ ŒÔÏÒÏÊ ÓËÏÂËÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ k_1 + k_2 = k, ÔÏ ÅÓÔØ ËÁË ÒÁÚ ÞÉÓÌÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÉÚ 2 ÃÉÆÒ Ó ÓÕÍÍÏÊ k. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ,

f_3(t) = (1 + t + t^2 + · · · + t^9) · (1 + t + t^2 + · · · + t^9) · (1 + t + t^2 + · · · + t^9) = f_1(t)^3

| ÜÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÉÚ 3 ÃÉÆÒ Ó ÓÕÍÍÏÊ k, É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. œÓÅ ÜÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÉÚ Q[t].

îÁÐÉÛÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÉÚ 6 ÃÉÆÒ, ÄÌÑ ËÏÔÏ- ÒÙÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÓÕÍÍÙ ÐÅÒŒÙÈ ÔÒÅÈ É ÓÕÍÍÙ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÔÒÅÈ ÒÁŒÎÁ k. ïÎÁ ÒÁŒÎÁ

F (t) = (1 + t + t^2 + · · · + t^9) · (1 + t + t^2 + · · · + t^9) · (1 + t + t^2 + · · · + t^9) ·

· (1 + t^{−1} + t^{−2} + · · · + t^{−9}) · (1 + t^{−1} + t^{−2} + · · · + t^{−9}) · (1 + t^{−1} + t^{−2} + · · · + t^{−9}) = f_3(t) · f_3(t^{−1}):

üÔÏ ÕÖÅ ÎÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ìÏÒÁÎÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.8. íÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ìÏÒÁÎÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ŒÉÄÁ f(x) = amx^m + a_{m+1}x^{m+1} + · · · + a_nx^n , ÇÄÅ m; n ∈ Z É ŒÓÅ a_k ∈ —. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ, ÎÅ ÍÅÎÑÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ìÏÒÁÎÁ, Ë ÎÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÄÏÐÉÓÁÔØ ÓËÏÌØËÏ ÕÇÏÄÎÏ ÎÕÌÅÊ Ó ÌÀÂÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ. óÕÍÍÁ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ìÏÒÁÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.9. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ —[t; t^{−1}] ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ìÏÒÁÎÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —ÑŒÌÑÅÔÓÑ

ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.10. æÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÒÑÄÏÍ ìÏÒÁÎÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ŒÉÄÁ f(x) = ∞∑ k=m a_kx^k , ÇÄÅ m ∈ ZÉ ŒÓÅ a_k ∈ —. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ, ÎÅ ÍÅÎÑÑ ÒÑÄÁ ìÏÒÁÎÁ, Ë ÎÅÍÕ

ÍÏÖÎÏ ÄÏÐÉÓÁÔØ ÓÌÅŒÁ ÓËÏÌØËÏ ÕÇÏÄÎÏ ÎÕÌÅÊ. óÕÍÍÁ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÒÑÄÏŒ ìÏÒÁÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÔÅÍÉ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ, ÞÔÏ É ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ìÏÒÁÎÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.11. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ —[[t; t^{−1}] ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÒÑÄÏŒ ìÏÒÁÎÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ.

æÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÒÑÄÙ ìÏÒÁÎÁ ÎÁÍ ÐÏËÁ ÎÅ ÐÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ, ÄÁ É ÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ìÏÒÁÎÁ ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ ÉÚÂÁŒÉÍÓÑ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÓÞÁÓÔÌÉŒÙÈ ÂÉÌÅÔÁÈ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ t^0 Œ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ ìÏÒÁÎÁ F (t). íÙ ÉÍÅÅÍ

F (t) = t^{−27} · (1 + t + t^2 + · · · + t^9)^6 = t^{−27} · f_6(t):

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÍ ÎÕÖÅÎ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ t^{27} Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f_6(t) = f_1(t)^6 . îÁÊÄÅÍ ÅÇÏ.

âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ t ËÁË ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÓÔÅÐÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ. íÙ ÉÍÅÅÍ

f_1(t) = 1 − t^{10}1 − t :

ïÔÓÀÄÁ f_6(t) = (1 − t^{10})^6(1 − t)^{−6} . òÁÚÌÁÇÁÑ (1 − t^{10})^6 É (1 − t)^{−6} ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÂÉÎÏÍÁ îØÀÔÏÎÁ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

f_6(t) =

(_6∑ k=0 (−1)^k ( 6 k ) t^{10k} ) · (_∞∑ l=0 ( 5 + l 5 ) t^l ) : ðÏÜÔÏÍÕ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ t^{27} ÒÁŒÅÎ ( 6 0 )( 32 5 ) − ( 6 1 )( 22 5 ) + ( 6 2 )( 12 5 ) : üÔÏ É ÅÓÔØ ÏÔŒÅÔ Ë ÚÁÄÁÞÅ Ï ÓÞÁÓÔÌÉŒÙÈ ÂÉÌÅÔÁÈ.

üÔÏÔ ÏÔŒÅÔ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ É ÂÅÚ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ. ñ ËÏÒÏÔËÏ ÏÐÉÛÕ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ.

ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ, ÚÁÍÅÎÑÑ ÔÒÉ ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ ÃÉÆÒÙ ÎÁ ÉÈ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ ÄÏ 9, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÓÞÁÓÔÌÉŒÙÈ ÂÉÌÅÔÏŒ ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ, ÓËÏÌØËÏ ÂÉÌÅÔÏŒ Ó ÓÕÍÍÏÊ ÃÉÆÒ 27. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÉÚ ÛÅÓÔÉ ÎÅÏÔÒÉÃÁ- ÔÅÌØÎÙÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Ó ÓÕÍÍÏÊ 27 ŒÓÅÇÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ

(_{32} 5 ) . éÚ ÎÉÈ Õ

(_{22} 5 ) ÎÁ i-ÏÍ ÍÅÓÔÅ ÓÔÏÉÔ ÞÉÓÌÏ, ÂÏÌØÛÅÅ 9 (i = 1; : : :; 6); É Õ

(_{12} 5 ) ÎÁ i-ÏÍ É j -ÏÍ ÍÅÓÔÁÈ ÓÔÏÑÔ ÞÉÓÌÁ, ÂÏÌØÛÉÅ 9 (1 6 i < j 6 6).

ïÓÔÁÅÔÓÑ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÐÒÉÎÃÉÐÏÍ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ-ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.12 (ÐÒÉÎÃÉÐ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ-ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ). ðÕÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ I ÍÏÇÕÔ ÏÂ-

ÌÁÄÁÔØ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ c_1; : : :; c_r . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ I ÞÅÒÅÚ N , ÞÉÓÌÏ ÔÅÈ ÉÚ ÎÉÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ Ó_i , ÞÅÒÅÚ N(i), ÞÉÓÌÏ ÔÅÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ Ó_i É c_j ÐÒÉ i ≠ j , ÞÅÒÅÚ N(i; j), É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. ôÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ I , ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÎÉ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÓŒÏÊÓÔŒ c_1; : : :; c_r , ÒÁŒÎÏ N − r∑ i=1 N(i) + ∑ 16i<j6r N(i; j) − · · · + (−1)^rN(1; 2; : : :; r): (8)

äÏËÁÚÁÔØ ÐÒÉÎÃÉÐ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ-ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÐÏ r. äÒÕÇÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÓÎÏŒÁÎ ÎÁ ÔÏÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ I , ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÒÏŒÎÏ l ÉÚ ÓŒÏÊÓÔŒ c_1; : : :; c_r , Œ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÓÕÍÍÅ (8) ÕÞÉÔÙŒÁÅÔÓÑ (_l 0 ) − (_l 1 ) + (_l 2 ) − · · · + (−1)^l (_l l ) ÒÁÚ. üÔÏ ÞÉÓÌÏ ÒÁŒÎÏ 1 ÐÒÉ l = 0 É 0 ÐÒÉ l > 0.

œÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÚÁÄÁÞÅ Ï ÓÞÁÓÔÌÉŒÙÈ ÂÉÌÅÔÁÈ. œ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ I | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÉÚ ÛÅÓÔÉ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Ó ÓÕÍÍÏÊ 27, Á ÓŒÏÊÓÔŒÏ c_i , ÇÄÅ i = 1; : : :; 6, ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÁ i-ÏÍ ÍÅÓÔÅ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÏÉÔ ÞÉÓÌÏ, ÂÏÌØÛÅÅ 9. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÐÒÉÎÃÉÐ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ-ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÕÖÅ ÉÚŒÅÓÔÎÙÊ ÎÁÍ ÏÔŒÅÔ.

òÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ É ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ

ðÕÓÔØ ŒÓÅ ÞÌÅÎÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (a_k)_{k=0,1,...} , ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÏÍÅÒÁ m, ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÞÅÒÅÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÞÌÅÎÙ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÕÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ÔÉÐÁ

a_k = F (k; a_1; : : :; a_{k−1}) ÐÒÉ k > m: (9)

ôÁËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (a_k). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (a_k) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (9) É ÞÌÅÎÁÍÉ a_0; a_1; : : : , a_{m−1} ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. œÏ ÍÎÏÇÉÈ

ÓÌÕÞÁÑÈ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÕÄÁÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ A(t) =^∞ ∑ k=0 a_kt^k

ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (a_k).

ðÒÉÍÅÒ 2.13 (þÉÓÌÁ æÉÂÏÎÁÞÞÉ). ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ æÉÂÏÎÁÞÞÉ (fk) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏ-

ÛÅÎÉÑÍÉ f_0 = 0, f_1 = 1, f_k = f_{k−1} + f_{k−2} ÐÒÉ k > 1. ðÏÌÏÖÉÍ

F (t) = ∞∑ k=0 f_kt^k:

ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ 0 ŒÍÅÓÔÏ f_0 , 1 ŒÍÅÓÔÏ f_1 É f_{k−1} + f_{k−2} ŒÍÅÓÔÏ f_k ÄÌÑ ŒÓÅÈ k > 1, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

F (t) = t + ∞∑ k=2 (f_{k−1} + f_{k−2})t^k = t + tF (t) + t^2F (t):

ïÔÓÀÄÁ F (t) = t=(1 − t − t^2) (ÍÙ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ 1 − t − t^2 ÏÂÒÁÔÉÍ Œ ËÏÌØÃÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ Q[[t]]).

ðÒÉÍÅÒ 2.14 (þÉÓÌÁ ëÁÔÁÌÁÎÁ). ðÒÁŒÉÌØÎÏÊ ÓËÏÂÏÞÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÄÌÉÎÙ k ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÀ-

ÂÁÑ ÔÁËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ k ÏÔËÒÙŒÁÀÝÉÈ ÓËÏÂÏË É k ÚÁËÒÙŒÁÀÝÉÈ ÓËÏÂÏË, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÍ ÅÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÏÔËÒÙŒÁÀÝÉÈ ÓËÏÂÏË ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÚÁËÒÙŒÁÀÝÉÈ. îÁÐÒÉÍÅÒ, (()())(())() | ÐÒÁŒÉÌØÎÁÑ ÓËÏÂÏÞÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÄÌÉÎÙ 6. þÉÓÌÏÍ ëÁÔÁÌÁÎÁ c_k ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÈ ÓËÏÂÏÞÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ ÄÌÉÎÙ k. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ k = 0 ÐÒÁŒÉÌØÎÁÑ ÓËÏÂÏÞÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ | ÐÕÓÔÁÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ c_0 = 1.

œ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÊ ÓËÏÂÏÞÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ËÁÖÄÏÊ ÏÔËÒÙŒÁÀÝÅÊ ÓËÏÂËÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÁÒÎÁÑ ÅÊ ÚÁ- ËÒÙŒÁÀÝÁÑ ÓËÏÂËÁ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ŒÎÕÔÒÉ ÜÔÏÊ ÐÁÒÙ ÓËÏÂÏË ŒÎÏŒØ ÌÅÖÉÔ ÐÒÁŒÉÌØÎÁÑ ÓËÏ- ÂÏÞÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ. (äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓËÏÂËÉ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÒÁÚÂÉŒÁÀÔÓÑ ÎÁ ÐÁÒÙ!)

îÁÊÄÅÍ Œ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÊ ÓËÏÂÏÞÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ÄÌÉÎÙ k > 0 ÚÁËÒÙŒÁÀÝÕÀ ÓËÏÂËÕ, ÐÁÒÎÕÀ ÐÅÒŒÏÊ ÏÔËÒÙŒÁÀÝÅÊ ÓËÏÂËÅ. œÎÕÔÒÉ ÜÔÏÊ ÐÁÒÙ ÓËÏÂÏË ÌÅÖÉÔ ÐÒÁŒÉÌØÎÁÑ ÓËÏÂÏÞÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ, É ÐÏÓÌÅ ÜÔÉÈ ÓËÏÂÏË ÉÄÅÔ ÐÒÁŒÉÌØÎÁÑ ÓËÏÂÏÞÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ, ÐÒÉÞÅÍ ÓÕÍÍÁ ÉÈ ÄÌÉÎ ÒÁŒÎÁ k − 1. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÅ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÈ ÓËÏÂÏÞÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ Ó ÓÕÍÍÏÊ ÄÌÉÎ k − 1 ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÁŒÉÔØ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÐÒÁŒÉÌØÎÕÀ ÓËÏÂÏÞÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÄÌÉÎÙ k, ÚÁËÌÀÞÉŒ ÐÅÒŒÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ Œ ÓËÏÂËÉ É ÐÒÉÐÉÓÁŒ Ë ÎÅÊ ÓÐÒÁŒÁ ŒÔÏÒÕÀ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ k > 1 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ

c_k = k−1∑ i=0 c_ic_{k−1−i}:

ðÏÌÏÖÉÍ

C(t) = ∞∑ k=0 c_kt^k:

éÚ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ É ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÕÓÌÏŒÉÑ c_0 = 1 ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÎÁ C(t)

C(t) = 1 + tC(t)^2:

òÅÛÉÍ ÜÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ Œ ÐÏÌÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÒÑÄÏŒ ìÏÒÁÎÁ Q[[t; t^{−1}].

C(t) = 1 ± √ 1 − 4t 2t : ðÏ ÕÓÌÏŒÉÀ, ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÒÑÄÁ C_t Ó ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ ÄÏÌÖÎÙ ÒÁŒÎÑÔØÓÑ ÎÕÌÀ, ÐÏÜÔÏÍÕ

C(t) = 1 − √ 1 − 4t 2t :

òÁÓËÒÙŒÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÉÚ 1−4t ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÂÉÎÏÍÁ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ ëÁÔÁÌÁÎÁ

c_k = (1=2)(1=2)(3=2) : : :((2k − 1)=2)4^{n+1} 2(n + 1)! = (2n)!

n!(n + 1)! :

òÁÚÂÉÅÎÉÑ

òÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ k ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÅÇÏ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÎÁÔÕ- ÒÁÌØÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÐÏÒÑÄÏË ËÏÔÏÒÙÈ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÎÅŒÁÖÎÙÍ. äÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ ÂÕÄÅÍ ÚÁÐÉÙŒÁÔØ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Œ ÎÅŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÍ ÐÏÒÑÄËÅ. œÏÔ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ŒÓÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ 4: 4; 3 + 1; 2 + 2; 2 + 1 + 1; 1 + 1 + 1 + 1:

åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÞÉÓÌÁ 0 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁ ÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ.

òÁÚÂÉÅÎÉÅ ÕÄÏÂÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ

ÉÌÉ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ æÅÒÒÅ • • • • • • • • • • • • • • • • • • • úÄÅÓØ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ 7 + 4 + 4 + 2 + 1 + 1 ÞÉÓÌÁ 19.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ p_k ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ k. ðÏÌÏÖÉÍ

P (t) = ∞∑ k=0 p_kt^k:

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ P (t) = (1 + t + t^2 + t^3 + : : :) · (1 + t^2 + t^4 + t^6 + : : :) ·

· (1 + t^3 + t^6 + t^9 + : : : ) · · · · = ∞∏ m=1 (_∞ ∑ k=0 t^{km} ) : (10)

ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÎÁÄÏ ÐÒÉÄÁÔØ ÓÍÙÓÌ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÕ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÂÅÓ- ËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ (f_m(t))_m¿_1 ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ t^k Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ_n ∏ m=1 (1 + t^mf_m(t))

ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ ÐÏ n, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ n ÐÒÉ n > k. æÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ Ó ÜÔÉÍÉ ĂÓÔÁÂÉÌØÎÙÍÉĄ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ∞∏ m=1 (1 + t^mf_k(t)):

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ t^k Õ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ Œ (10). ïÎ ÒÁŒÅÎ ÞÉÓÌÕ ÓÐÏÓÏÂÏŒ ŒÙÂÒÁÔØ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ t^{l1} ÉÚ ÐÅÒŒÏÊ ÓËÏÂËÉ, ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ t^{2l2} ÉÚ ŒÔÏÒÏÊ ÓËÏÂËÉ, ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ t^{3l3}

ÉÚ ÔÒÅÔØÅÊ ÓËÏÂËÉ, É ÔÁË ÄÁÌÅÅ, ÔÁË, ÞÔÏÂÙ l_1 + 2l_2 + 3l_3 + · · · = k. ëÁÖÄÏÍÕ ÔÁËÏÍÕ ŒÙÂÏÒÕ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ · · · + 3 + · · · + 3

l_3

+ 2 + · · · + 2

l_2

+ 1 + · · · + 1

l_1

ÞÉÓÌÁ k. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (10) ŒÅÒÎÏ.

ðÏÌØÚÕÑÓØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ_∞ ∑ k=0 t^{km} = (1 − t^m)^{−1};

ÐÏÌÕÞÁÅÍ

P (t) = ∞∏ m=1 (1 − t^m)^{−1}:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, P (t) = Q(t)^{−1} , ÇÄÅ

Q(t) = ∞∏ m=1 (1 − t^m):

óÈÏÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÌÅÇËÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÌÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ Ó ÏÇÒÁÎÉ-

ÞÅÎÉÑÍÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ,^∞ ∏ m=1 (1 + t^m) ÄÌÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ,^∞ ∏ m=1 (1 − t^{2m−1})^{−1} ÄÌÑ

ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÁ ÎÅÞÅÔÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ,^∞ ∏ m=1 (1 + t^{2m−1}) ÄÌÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÎÅÞÅÔÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅ- ÍÙÅ, É ÔÁË ÄÁÌÅÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.15 (ôÏÖÄÅÓÔŒÏ üÊÌÅÒÁ).

Q(t) = 1 + ∞∑ n=1 (−1)^n ( t^{(3n2−n)/2} + t^{(3n2+n)/2} ) : äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÉ ÒÁÓËÒÙÔÉÉ ÓËÏÂÏË Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ

Q(t) = ∞∏ m=1 (1 − t^m)

ŒÏÚÎÉËÁÀÔ ÔÅ ÖÅ ÞÌÅÎÙ, ÞÔÏ É Œ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ^∞ ∏ m=1 (1+t^m) ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÁ ÒÁÚÌÉÞ-

ÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, ÔÏÌØËÏ Œ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ t^k ËÁÖÄÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ k ÎÁ ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÄÁÅÔ ŒËÌÁÄ 1, Á ËÁÖÄÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ k ÎÁ ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÄÁÅÔ ŒËÌÁÄ −1. ôÏÖÄÅÓÔŒÏ üÊÌÅÒÁ ÇÌÁÓÉÔ, ÞÔÏ ÜÔÉ ŒËÌÁÄÙ ÐÏÞÔÉ ŒÓÅÇÄÁ ÓÏËÒÁÝÁÀÔÓÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÞÔÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k ÞÉÓÌÏ ÅÇÏ ÒÁÚÂÉÅ- ÎÉÊ ÎÁ ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ ÅÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÁ ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ. ðÏÐÙÔÁÅÍÓÑ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍÉ k ÎÁ ÞÅÔÎÏÅ É ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ.

ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ k ÎÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ. éÚÏÂÒÁÚÉÍ ÅÇÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ æÅÒÒÅ. œÙÄÅÌÉÍ Õ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÎÉÖÎÀÀ ÓÔÒÏËÕ É ĂÐÒÁŒÕÀ ÄÉÁÇÏÎÁÌØĄ (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË 1).

ðÕÓÔØ l | ÄÌÉÎÁ ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÒÏËÉ, d | ÄÌÉÎÁ ÐÒÁŒÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ É n | ÞÉÓÌÏ ÓÔÒÏË Œ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ Œ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ.

ðÏÓÔÒÏÉÍ ÎÏŒÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

1) ÅÓÌÉ l < d = n ÉÌÉ l 6 d < n, ÔÏ ÏÔÒÅÖÅÍ ÏÔ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÎÉÖÎÀÀ ÓÔÒÏËÕ É ÐÒÉËÌÅÅÍ ÓÐÒÁŒÁ ËÁË ÐÒÁŒÕÀ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ;

2) ÅÓÌÉ l − 1 > d = n ÉÌÉ l > d < n, ÔÏ ÏÔÒÅÖÅÍ Õ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÐÒÁŒÕÀ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ É ÐÒÉËÌÅÅÍ ÓÎÉÚÕ ËÁË ÎÉÖÎÀÀ ÓÔÒÏËÕ;

3) ÅÓÌÉ l = d = n ÉÌÉ l − 1 = d = n, ÔÏ ÎÉÞÅÇÏ ÍÅÎÑÔØ ÎÅ ÂÕÄÅÍ.

• • • • • • • • • • • • • • • • • � � � �^{• • • • • • •} • • • • • • • • • • � � � �^{• • • • •} • • • • • • •� � � � �

òÉÓ. 1.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÅÒŒÙÅ ÄŒÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ 1 ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ, Á ÐÏ- ÓÌÅÄÎÑÑ ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ.

îÁÚÏŒÅÍ ÎÅÉÚÍÅÎÑÀÝÉÅÓÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÍÉ. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÉÚ ÄÉÁ- ÇÒÁÍÍÙ A ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ B , ÔÏ ÉÚ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ B ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ A. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÞÅÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÓÔÒÏË Õ ÎÅÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ ÍÅÎÑÅÔÓÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ŒËÌÁÄÙ Œ Q(t) ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÈ ÎÅÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍ, ÓÏËÒÁÝÁÀÔÓÑ.

äÌÑ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ ÌÉÂÏ l = d = n, ÔÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË k = (3n^2 − n)=2, ÌÉÂÏ l − 1 = d = n, ÔÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË k = (3n^2 + n)=2. œËÌÁÄ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÒÁŒÅÎ (−1)^n . ôÏÖÄÅÓÔŒÏ üÊÌÅÒÁ ÄÏËÁÚÁÎÏ. 2

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.16. äÌÑ ÞÉÓÌÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ pk ÐÒÉ k > 0 ŒÅÒÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ

p_k = p_{k−1} + p_{k−2} − p_{k−5} − p_{k−7} + p_{k−12} + · · · = ∞∑ n=1 (−1)^{n−1}(p_{k−(3n}2_{−n)/2} + p_{k−(3n}2_{+n)/2});

ÇÄÅ ÍÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ p_m = 0 ÐÒÉ m < 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. üÔÏ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ P (t)Q(t) = 1 É ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ üÊÌÅÒÁ. 2

ìÅËÃÉÑ 3.

îÁ ÐÒÏÛÌÙÈ ÌÅËÃÉÑÈ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÐÏ- ÎÑÔÉÑ ÞÉÓÌÁ. ëÁÖÄÁÑ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ (ÐÏÌÅ, ËÏÌØÃÏ) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÉÚ ÓÅÂÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Ó ÄŒÕÍÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ (ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÍÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÁËÓÉÏÍÁÍ. äÌÑ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÔÁ- ËÉÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÏÂÌÅÇÞÉÔØ ÓÅÂÅ ÚÁÄÁÞÕ É ÉÚÕÞÉÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Ó ÏÄÎÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ, ÔÁËÖÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÊ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÁËÓÉÏÍÁÍ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÊÔÉ Ë ÐÏ- ÎÑÔÉÀ ÇÒÕÐÐÙ.

ïÄÎÁËÏ ÜÔÏ ŒÁÖÎÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ÉÍÅÅÔ É ÄÒÕÇÏÊ ÉÓÔÏÞÎÉË | ÇÒÕÐÐÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ. éÍÅÎÎÏ ÉÈ ÍÙ É ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ Œ ÐÅÒŒÕÀ ÏÞÅÒÅÄØ. îÏ ÎÁÞÎÅÍ ÍÙ Ó ŒŒÅÄÅÎÉÑ (ÉÌÉ ÎÁÐÏÍÉÎÁÎÉÑ) ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÝÉÈ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÍÎÏÖÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÏÎÑÔÉÊ.

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄŒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M É N .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.1. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ’ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ N

’ : M → N (ÉÌÉ M^φ→ N)

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÀÂÏÅ ÐÒÁŒÉÌÏ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ m ∈ M ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ’(m) ∈ N . üÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ’(m) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ m ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ’. œÍÅÓÔÏ n = ’(m) ÐÉÛÕÔ ÔÁËÖÅ

’ : m → n ÉÌÉ m^φ→ n:

åÓÌÉ S | ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ M , ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ Œ N ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÓÏ- ÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÏÂÒÁÚÏŒ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÚ S ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ’. üÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ S ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ’ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ’(S). úÁÐÉÛÅÍ ÜÔÏ ÆÏÒÍÕÌÏÊ: ’(S) = {’(m) | m ∈ S}.

îÁÏÂÏÒÏÔ, ÐÕÓÔØ T | ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ N . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ M ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÓÏ- ÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M , ÏÂÒÁÚÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ’ ÌÅÖÁÔ Œ T . üÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ T ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ’ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ’^{−1}(T ) (ÆÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ: ’^{−1}(T ) = {m ∈ M | ’(m) ∈ T }).

íÙ ÍÏÖÅÍ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ T ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ n ∈ N . œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ’^{−1}(n) ÜÌÅÍÅÎÔÁ n ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ’ ÞÁÓÔÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÓÌÏÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’ ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ n.

éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÒÏŒÎÏ Œ ÏÄÎÏÍ ÓÌÏÅ ÏÔÏÂÒÖÅÎÉÑ ’. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÓÌÏÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’ ÐÏËÒÙŒÁÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M , ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÑÓØ.

ðÒÉÍÅÒ 3.2. ðÕÓÔØ M = C | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, N = R, Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : M → M

ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ’(z) = |z|. ôÏÇÄÁ ’(M) = R_+ | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎ- ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, Á ÓÌÏÊ ÎÁÄ ÞÉÓÌÏÍ r ∈ N ÐÕÓÔ, ÅÓÌÉ r < 0, É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÕÌÅ É ÒÁÄÉÕÓÏÍ r, ÅÓÌÉ r > 0.

ðÒÉÍÅÒ 3.3. ðÕÓÔØ M | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : M → M , ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕ-

ÌÏÊ ’(m) = m, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M Œ ÓÅÂÑ, É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ id_M , 1_M ÉÌÉ e_M .

œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÓŒÏÊÓÔŒ ÓÌÏÅŒ ÐÒÉÎÑÔÏ ŒÙÄÅÌÑÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÈ ÔÉÐÏŒ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.4. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : M → N ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÙÍ (ÉÌÉ ÓÀÒSSÅËÃÉÅÊ), ÉÎSS-

ÅËÔÉŒÎÙÍ (ÉÌÉ ÉÎSSÅËÃÉÅÊ), ÂÉÅËÔÉŒÎÙÍ (ÉÌÉ ÂÉÅËÃÉÅÊ), ÅÓÌÉ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ËÁÖÄÙÊ ÓÌÏÊ ÎÅ ÐÕÓÔ, ËÁÖÄÙÊ ÓÌÏÊ ÓÏÓÔÏÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ËÁÖÄÙÊ ÓÌÏÊ ÓÏÓÔÏÉÔ ÒÏŒÎÏ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ.

ðÒÉÍÅÒ 3.5. ðÕÓÔØ M = N = R, Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : M → M ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ y = x^2 . ôÏÇÄÁ ’ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÉ ÓÀÒSSÅËÃÉÅÊ, ÎÉ ÉÎSSÅËÃÉÅÊ (É, ÚÎÁÞÉÔ, ÎÉ ÂÉÅËÃÉÅÊ). åÓÌÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÆÕÎËÃÉÀ y = { ln |x|; x ≠ 0;

0; x = 0; ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÒÉÍÅÒ ÓÀÒSSÅËÃÉÉ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÅÊÓÑ ÉÎSSÅËÃÉÅÊ, Á ÅÓÌÉ ŒÚÑÔØ ÆÕÎËÃÉÀ y = e^x , ÔÏ, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÐÒÉÍÅÒ ÉÎSSÅËÃÉÉ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÅÊÓÑ ÓÀÒSSÅËÃÉÅÊ. æÕÎËÃÉÑ y = x^3 ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÂÉÅËÃÉÀ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ŒÓÅÇÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÉÅËÃÉÅÊ.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÎÙ ÔÒÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M , N É K É ÄŒÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’ : M → N É : N → K . ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ffl : M → K Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÕÌÙ ffl(m) = (’(m)).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ffl ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÇÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ’ É . ïÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ffl ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ’ É É ÏÂÏ- ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ∘ ’.

îÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÞÅÔÙÒÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ M , N , K É L É ÌÀÂÙÈ ÔÒÅÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ’ : M → N , : N → K É „ : K → L ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ:

„ ∘ ( ∘ ’) = („ ∘ ) ∘ ’;

ÔÏ ÅÓÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁ.

ðÒÉÍÅÒ 3.6. ðÕÓÔØ ’; : R → R | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ’(x) = x^3 É (x) = x^2+x.

ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ (’ ∘ )(x) = x^6 + 3x^5 + 3x^4 + x^3 , Á ( ∘ ’)(x) = x^6 + x^3 . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÐÅÒÁÃÉÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ.

ðÕÓÔØ M_0; M_1; : : :; M_n | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ’_i : M_{i−1} → M_i | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ’_n ∘ ’_{n−1} ∘ · · · ∘ ’_1 . ëÁÖÄÏÊ ÒÁÓÓÔÁÎÏŒËÅ ÓËÏÂÏË Œ ÜÔÏÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÉ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ M_0 → M_n . éÚ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔÉ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÉÎÄÕË- ÃÉÉ ÐÏ n ÌÅÇËÏ ŒÙŒÅÓÔÉ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÜÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ (ðÒÏÄÅÌÁÊÔÅ ÜÔÏ!). äÌÑ ŒÓÅÈ ÜÔÉÈ ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ’_n ∘ ’_{n−1} ∘ · · · ∘ ’_1 .

æÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ

ëÒÏÍÅ ÏÐÅÒÁÃÉÊ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ÅÝÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ M É N ŒÓÑËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ R ⊆ M ×N ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÉÎÁÒÎÙÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÍÅÖÄÕ M É N (ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ ÎÁ M , ÅÓÌÉ N = M ). ïÂÙÞÎÏ ÄÌÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ŒÙÂÉÒÁÀÔ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÓÉÍŒÏÌ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ ∗) É ÐÉÛÕÔ x ∗ y ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÐÁÒ (x; y) ∈ R (É ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÎÉÈ). âÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, (ÄÌÑ ÔÁËÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÏÂÙÞÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÓÉÍŒÏÌ ∼), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x; x^′; x^{′′} ∈ M ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ:

1) x ∼ x (ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÏÓÔØ),

2) x ∼ x^′ ⇒ x^′ ∼ x (ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ),

3) x ∼ x^′; x^′ ∼ x^{′′} ⇒ x ∼ x^{′′} (ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏÓÔØ).

ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ —x = {x^′ ∈ M | x^′ ∼ x} ⊆ M

ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÄÁÎÎÏÍÕ x, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÌÁÓÓÏÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍ x.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÏËÒÙŒÁÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M , ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÑÓØ (ðÏÞÅ- ÍÕ?), Ô. Å. ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M . íÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ M ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ∼ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ M=∼. óÀÒSSÅËÔÉŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ ı : x → —x ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÅÊ M ÎÁ M=∼.

ðÒÉÍÅÒ 3.7. ðÕÓÔØ M = Z. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n. œŒÅÄÅÍ ÎÁ M ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉ-

ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÐÏÌÁÇÁÑ k ∼ m Œ ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ m − k ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ n. ëÌÁÓÓÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÌÁÓÓÁÍÉ ŒÙÞÅÔÏŒ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n.

ðÒÉÍÅÒ 3.8. ðÕÓÔØ M | ÜÔÏ ÐÌÏÓËÏÓÔØ. œŒÅÄÅÍ ÎÁ ÎÅÊ ÄÅËÁÒÔÏŒÕ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. óËÁÖÅÍ,

ÞÔÏ ÔÏÞËÉ (a_1; a_2) É (b_1; b_2) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ, ÅÓÌÉ a_1 − b_1 ∈ ZÉ a_2 − b_2 ∈ Z. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ËÁÖÄÙÊ ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ĂÒÅÛÅÔËÕĄ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

ðÏÐÒÏÂÕÅÍ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÍÏÄÅÌØ ÆÁËÔÏÒÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÏÔËÒÙÔÙÊ ÅÄÉÎÉÞÙÊ ËŒÁÄÒÁÔ {(a_1; a_2) ∈ M | 0 6 a_1 < 1; 0 6 a_2 < 1} ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ËÁÖÄÙÍ ËÌÁÓÓÏÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÏŒÎÏ ÐÏ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ, ÔÁË ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÏ Ó ÔÁËÉÍ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ. üÔÁ ÍÏÄÅÌØ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÍ ÎÅÄÏ- ÓÔÁÔËÏÍ, ÞÔÏ ÂÌÉÚËÉÍ ÒÅÛÅÔËÁÍ ÍÏÇÕÔ ÏÔŒÅÞÁÔØ ÄÁÌÅËÉÅ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÔÏÞËÉ ËŒÁÄÒÁÔÁ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ " > 0 ÍÁÌÏ, ÔÏ ÒÅÛÅÔËÉ (0; 0) É (−"; −") ÂÌÉÚËÉ, Á ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÔÏÞËÉ ËŒÁÄÒÁÔÁ (0; 0) É (1 − "; 1 − ") { ÄÁÌÅËÉ). üÔÏÇÏ ÎÅÄÏÓÔÁÔËÁ ÍÏÖÎÏ ÉÚÂÅÖÁÔØ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅŒ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ËŒÁÄÒÁÔ {(a_1; a_2) ∈ M | 0 6 a_1 6 1; 0 6 a_2 6 1}, Á ÚÁÔÅÍ ĂÓËÌÅÉŒĄ (Ô. Å. ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉŒ) ÔÏÞËÉ, ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎÁÈ. óËÌÅÉŒ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎ ËŒÁÄÒÁÔÁ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÒÕÂËÕ, Á ÓËÌÅÉŒ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ŒÅÒÈÎÀÀ É ÎÉÖÎÀÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, Œ ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÅŒÒÁÔÉÌÉÓØ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ËŒÁÄÒÁÔÁ ÐÏÓÌÅ ÓËÌÅÉŒÁÎÉÑ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÏÒ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3.9. ðÕÓÔØ ’ : M → N | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. œŒÅÄÅÍ ÎÁ M ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁ-

ÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ∼_φ , ÐÏÌÁÇÁÑ x ∼_φ y ⇔ ’(x) = ’(y). ðÕÓÔØ Q = M=∼_φ , Á ı : M → Q | ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ : Q → N , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ’ = ∘ ı , ÉÌÉ, ËÁË ÇÏŒÏÒÑÔ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ:

M^φ−→ N π↘ ↗_ψ Q ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ, Á ÅÓÌÉ ’ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏ, ÔÏ ÂÉÅËÔÉŒÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ Ñ ÏÓÔÁŒÌÑÀ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ.

çÒÕÐÐÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ

éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ’ É ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M Œ ÓÅÂÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÉÈ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ’∘ , ÐÒÉÞÅÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’ : M → M ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ 1_M ∘’ = ’ É ’ ∘ 1_M = ’. üÔÏ ÏÐÒÁŒÄÙŒÁÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ 1_M .

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’ É ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M Œ ÓÅÂÑ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÂÉÅËÃÉÑÍÉ. ôÏÇÄÁ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÉÈ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ’ ∘ ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÉÅËÃÉÅÊ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S(M) ÂÉÅËÔÉŒÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ M Œ ÓÅÂÑ ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÚÑÔÉÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ. äÒÕÇÏÅ ŒÁÖÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ S(M) ÔÁËÏŒÏ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÂÉÅËÃÉÉ ’ ∈ S(M) ÎÁÊÄÅÔÓÑ, É ÐÒÉÔÏÍ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ, ÂÉÅËÃÉÑ ∈ S(M), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ’ ∘ = 1_M ;

Ô. Å. ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÁŒÙÍ ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ Ë ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ ’, É

∘ ’ = 1_M ;

Ô. Å. ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÅŒÙÍ ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ Ë ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ ’. üÔÁ ÂÉÅËÃÉÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÏÊ Ë ’ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ’^{−1} .

üÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ S(M) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M . åÓÌÉ ’ ∈ S(M), Á n | ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z, ÔÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÏÌÁÇÁÀÔ

’^n = ’ ∘ · · · ∘ ’ n ÒÁÚ

; ÅÓÌÉ n > 0;

1_M ; ÅÓÌÉ n = 0; ’^{−1} ∘ · · · ∘ ’^{−1} −n ÒÁÚ

; ÅÓÌÉ n < 0:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.10. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ m; n ∈ ZŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ:

’^{m+n} = ’^m ∘ ’^n É (’^n)^m = ’^{mn}:

ðÕÓÔØ M = {1; : : :; n}. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S(M) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ S_n . üÌÅÍÅÎÔÙ S_n ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ (ÉÎÏÇÄÁ ÉÈ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ; ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÃÉÀ Œ ÐÏÌØÚÕ ÐÒÉÎÑÔÏÊ ÚÄÅÓØ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ ÓÍ. Œ ÕÞÅÂÎÉËÅ ëÏÓÔÒÉËÉÎÁ, ÇÌ. 4, § 2).

ðÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÏÂÙÞÎÏ ÚÁÄÁÀÔ ÔÁÂÌÉÃÁÍÉ ŒÉÄÁ: ( 1 2 : : : n ff(1) ff(2) : : : ff(n) ) ; ÇÄÅ ÐÏÄ ËÁÖÄÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {1; : : :; n} ÓÔÏÉÔ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ ÐÒÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÉ ff .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.11. îÅÐÕÓÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ G ⊆ S(M) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÒeÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÍÎÏ-

ÖÅÓÔŒÁ M , ÅÓÌÉ G ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ É ŒÚÑÔÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÅÓÌÉ ’ ∘ ∈ G É ’^{−1} ∈ G ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ’; ∈ G.

éÚ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ G | ÇÒÕÐÐÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M , ÔÏ 1_M ∈ G.

íÎÏÖÅÓÔŒÏ S(M) ÑŒÌÑÅÔÓÑ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ; ÏÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔ- ÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M . äÒÕÇÏÊ ÐÒÉÍÅÒ ÇÒÕÐÐÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ’ ∈ S(M) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ⟨’⟩ = { ∈ S(M) | = ’^n ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n ∈ Z}. ôÏ, ÞÔÏ ⟨’⟩ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 3.10. ôÁËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ, ÐÏÒÏÖÄÅÎ- ÎÏÊ ’.

ðÒÉŒÅÄÅÍ ÅÝÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÉÍÅÒÏŒ.

ðÒÉÍÅÒ 3.12. ðÕÓÔØ M | ÐÌÏÓËÏÓÔØ, X ⊆ M | ËÁËÁÑ-ÌÉÂÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÉÇÕÒÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ

ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ G ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÈ ÆÉÇÕÒÕ X Œ ÓÅÂÑ. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ | ÇÒÕÐÐÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M . ïÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÆÉÇÕÒÙ X .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.13. óËÏÌØËÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÇÒÕÐÐÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ?

ðÒÉÍÅÒ 3.14. ðÕÓÔØ M | ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, X ⊆ M | ÐÒÁŒÉÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ G ŒÒÁÝÅÎÉÊ (ŒÏËÒÕÇ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÓÉ) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ M , ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÈ X Œ ÓÅÂÑ. ðÏÓËÏÌØËÕ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ŒÒÁÝÅÎÉÊ ŒÎÏŒØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÒÁÝÅÎÉÅÍ (ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ!), ÔÏ G | ÇÒÕÐÐÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M . ïÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ŒÒÁÝÅÎÉÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ X . þÁÓÔÏ ŒÍÅ- ÓÔÏ ĂÇÒÕÐÐÁ ŒÒÁÝÅÎÉÊ ËÕÂÁ (ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ, ÉËÏÓÁÜÄÒÁ)Ą ÇÏŒÏÒÑÔ ÐÒÏÓÔÏ ĂÇÒÕÐÐÁ ËÕÂÁ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÉÌÉ ÉËÏÓÁÜÄÒÁ)Ą.

œÌÏÖÅÎÎÙÊ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ÐÒÁŒÉÌØ- ÎÙÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏÍ Ó ÄŒÕÍÑ ÇÒÁÎÑÍÉ | ÄÉÜÄÒÏÍ. çÒÕÐÐÁ ÅÇÏ ŒÒÁÝÅÎÉÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ÄÉ- ÜÄÒÁ.

ðÕÓÔØ G | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M . óÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ m ∈ M ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ G_m = {’ ∈ G | ’(m) = m} ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÉÚ G, ÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÈ ÅÇÏ ÎÁ ÍÅÓÔÅ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ m ∈ M ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÉÚ G_m ŒÎÏŒØ ÌÅÖÉÔ Œ G_m , É ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ Ë ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÀ ÉÚ G_m ÔÏÖÅ ÌÅÖÉÔ Œ G_m . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, G_m ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ. ïÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ ÉÌÉ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ m.

åÓÌÉ ’ ∈ G_m , ÔÏ m ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ’. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅÐÏ- ÄŒÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ’ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ F ix ’.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ m ∈ M ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ G(m) = {’(m) | ’ ∈ G} ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M , Œ ËÏÔÏÒÙÅ m ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÉÚ G. üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ G-ÏÒÂÉÔÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁ m.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. G-ÏÒÂÉÔÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÔÁËÖÅ ÏÒÂÉÔÁÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÒÕÐÐÙ G, ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ ÏÒÂÉÔÁ-

ÍÉ ÇÒÕÐÐÙ G. çÏŒÏÒÑÔ ÄÁÖÅ ĂÏÒÂÉÔÙ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ’ ∈ GĄ, ÉÍÅÑ Œ ŒÉÄÕ ⟨’⟩-ÏÒÂÉÔÙ. ëÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ÐÕÔÁÎÉÃÁ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ.

ðÒÉÍÅÒ 3.15. ðÕÓÔØ M | ÐÌÏÓËÏÓÔØ, G | ÇÒÕÐÐÁ ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ôÏÇÄÁ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ G_m ÔÏÞËÉ m ∈ M ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ŒÒÁÝÅÎÉÊ ŒÏËÒÕÇ ÔÏÞËÉ m, Á ÔÁËÖÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ m.

ðÏÓËÏÌØËÕ G_m ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÅÅ ÏÒÂÉÔÙ. G_m -ÏÒÂÉÔÏÊ ÔÏÞËÉ n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ m, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ n.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.16. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ G-ÏÒÂÉÔÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ’(m) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó G-ÏÒÂÉÔÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁ m ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ m ∈ M , ’ ∈ G.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.17. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ G_{φ(m)} = {’ ∘ ∘ ’^{−1} | ∈ Gm} ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ m ∈ M , ’ ∈ G.

ôÅÏÒÅÍÁ 3.18. ðÕÓÔØ G | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M . ôÏÇÄÁ |G| = |G(m)|· |G_m| ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ m ∈ M .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÙÂÅÒÅÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ n ∈ G(m) ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ gn ∈ G ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ n = g_n(m). ðÏÓÔÁŒÉÍ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÅ (n; h), ÇÄÅ n ∈ G(m) É h ∈ G_m , ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ g_n ∘ h ÉÚ G. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

ðÕÓÔØ

g_n ∘ h = g_n0 ∘ h^′; (11)

ÇÄÅ n; n^′ ∈ G(m) É h; h^′ ∈ G_m . ðÒÉÍÅÎÉÍ ÜÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ Ë m. ðÏÓËÏÌØËÕ h; h^′ ∈ G_m , ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ g_n(m) = g_n0(m), ÔÏ ÅÓÔØ n = n^′ . õÍÎÏÖÁÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ (11) ÓÌÅŒÁ ÎÁ g^{−1}_n , ÐÏÌÕÞÁÅÍ h = h^′ . ðÏÜÔÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (n; h) → g_n ∘ h ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ’ ∈ G. ðÏÌÏÖÉÍ n = ’(m). ôÏÇÄÁ n ∈ G(m), ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ g_n . ðÏÌÏÖÉÍ h = g^{−1}_n ∘ ’. ôÏÇÄÁ

h(m) = g^{−1}_n (’(m)) = g^{−1}_n (n) = m;

ÔÏ ÅÓÔØ h ∈ G_m . ðÒÉ ÜÔÏÍ ’ = g_n ∘ g^{−1}_n ∘ ’ = g_n ∘ h. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (n; h) → g_n ∘ h ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÎÏ ÂÉÅËÔÉŒÎÏ, É |G| = |G(m)| · |G_m|. 2

éÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 3.16 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ G ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ÚÁÄÁÅÔ ÎÁ M ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ËÌÁÓÓÁÍÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÏ ËÏÔÏÒÏÍÕ ÑŒÌÑÀÔÓÑ G-ÏÒÂÉÔÙ (Á ÉÍÅÎÎÏ, m ∼ n, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ’ ∈ G, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ n = ’(m)). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÁËÔÏÒÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. ïÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÏÒÂÉÔ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ M=G.

ôÅÏÒÅÍÁ 3.19 (æÏÒÍÕÌÁ âÅÒÎÓÁÊÄÁ). ðÕÓÔØ G | ÇÒÕÐÐÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅ-

ÓÔŒÁ M . ôÏÇÄÁ |M=G| = 1 |G| ∑ φ∈G |F ix ’| :

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÚ M ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ É ÇÒÕÐÐÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ G

ÔÏÖÅ ËÏÎÅÞÎÁ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ~M = {(’; m) ∈ G × M | ’(m) = m}. ðÏÄÓÞÉÔÁÅÍ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.

ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, | | ~M | | = ∑ φ∈G |F ix ’| : (12) ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, | | | ~M | | | = ∑ m∈M |G_m| = ∑ X∈M/G ( ∑ m∈X |G_m| ) ; (13)

ÐÏÓËÏÌØËÕ G-ÏÒÂÉÔÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M . éÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 3.17 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ m; n ∈ M , ÌÅÖÁÝÉÈ Œ ÏÄÎÏÊ G-ÏÒÂÉÔÅ, |G_m| = |G_n|. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ G- ÏÒÂÉÔÙ X = G(n) ∑ m∈X |G_m| = |X| · |G_n| ; ÞÔÏ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 3.18, ÒÁŒÎÏ |G|. ðÏÜÔÏÍÕ (13) ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: | | | ~M | | | = ∑ X∈M/G |G| = |G| · |M=G| : (14)

óÒÁŒÎÉŒÁÑ (12) É (14), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ. 2

óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ

ïÐÅÒÁÃÉÀ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ Œ ÇÒÕÐÐÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ËÁË ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ | ÔÏÞËÏÊ (ÉÌÉ ÐÕÓÔÙÍ ÍÅÓÔÏÍ); ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÞÁÓÔÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÅÍ. ôÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÂÕËŒÏÊ e.

ðÕÓÔØ i_1; : : :; i_k | ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ (i_1; : : :; i_k) ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ ff ∈ S_n , ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÕÀ i_1 Œ i_2 , i_2 Œ i_3 , : : : , i_{k−1} Œ i_k , i_k Œ i_1 , Á ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ÏÓÔÁŒÌÑÀÝÕÀ ÎÁ ÍÅÓÔÅ. ôÁËÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÉËÌÏÍ. þÉÓÌÏ k ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÌÉÎÏÊ ÃÉËÌÁ. éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÃÉËÌÙ ÄÌÉÎÙ 1 ÒÁŒÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ É ÒÁŒÎÙ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÃÉËÌÙ ÄÌÉÎÙ 1 ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÍÉ.

ïÒÂÉÔÁÍÉ ÃÉËÌÁ ff = (i_1; : : :; i_k) (ÔÏ ÅÓÔØ ⟨ff⟩-ÏÒÂÉÔÁÍÉ) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {i_1; : : :; i_k} É ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {i}, ÇÄÅ i ∈ M \ {i_1; : : :; i_k}.

ðÕÓÔØ ff = (i_1; : : :; i_k) É fi = (j_1; : : :; j_l) | ÃÉËÌÙ, ÐÒÉÞÅÍ {i_1; : : :; i_k} ∩ {j_1; : : :; j_l} = ?. ôÏÇÄÁ fffi = fiff (ðÏÞÅÍÕ?). ôÁËÉÅ ÃÉËÌÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍÉ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ ’. ðÕÓÔØ I^1; : : :; I^m | ŒÓÅ ÅÅ ÏÒÂÉÔÙ, ÓÏÄÅÒÖÁ- ÝÉÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ. œÙÂÅÒÅÍ Œ ËÁÖÄÏÊ ÏÒÂÉÔÅ I^α ÐÏ ÜÌÅÍÅÎÔÕ i^α_1 . ðÕÓÔØ k_α | ÍÉÎÉÍÁÌØ- ÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ’^{kα} (i^α_1 ) = i^α_1 (ÅÓÌÉ ÔÁËÉÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÅÔ, ÔÏ ÐÏÌÏÖÉÍ k_α = ∞).

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ’^r (i^α_1 ) ≠ ’^s(i^α_1 ) ÐÒÉ 1 6 r < s < k_α . äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ’^r(i^α_1 ) = ’^s(i^α_1 ), ÔÏ ’^{s−r}(i^α_1 ) = i^α_1 . óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ k_α ÔÁËÏÇÏ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ, ÐÏÓËÏÌØËÕ 0 < s − r < k_α .

ïÔÓÀÄÁ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ k_α < ∞, ÐÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ŒÉÄÁ ’^r (i^α_1 ) ÌÅÖÁÔ Œ ËÏÎÅÞ- ÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ I^α .

ðÏÌÏÖÉÍ i^α_r = ’^{r−1}(i^α_1 ) ÄÌÑ r = 2; : : : ; k_α . ëÁË ÍÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ŒÓÅ ÜÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ (É ÎÅ ÒÁŒÎÙ i^α_1 ). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, I^α = {i^α_1 ; : : :; i^α_{kα} }. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ⟨’⟩-ÏÒÂÉÔÙ ÞÉÓÌÁ i^α_1 ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ’^t(i^α_1 ) ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÃÅÌÏÍ t. ðÏÄÅÌÉÍ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ t ÎÁ k_α : t = qk_α + r, 0 6 r < k_α . ôÏÇÄÁ

’^t(i^α_1 ) = ’^r · ’^{qkα} (i^α_1 ) = ’^r · (’^{kα} )^q(i^α_1 ) = ’^r(i^α_1 ) = i^α_{r+1}:

éÚ ŒÓÅÇÏ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ’ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ I^α ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÃÉËÌ ff_α = (i^α_1 ; : : :; i^α_{kα} ). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ’ = ff_1 · · · ·· ff_m . ðÏÒÑÄÏË ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ Œ ÜÔÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ ÎÅ ŒÁÖÅÎ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ŒÈÏÄÑÝÉÅ Œ ÎÅÇÏ ÃÉËÌÙ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏËÁÚÁÎÁ

ôÅÏÒÅÍÁ 3.20. ëÁÖÄÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ

ÃÉËÌÏŒ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.21. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÎÅÚÁŒÉÓÉ-

ÍÙÈ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÃÉËÌÏŒ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÓÌÅÄÏŒÁÎÉÑ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ.

ìÅËÃÉÑ 4.

ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.1. ãÉËÌ ÄÌÉÎÙ 2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÅÊ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÉ: s_1 = (1; 2), s_2 = (2; 3), : : : , s_{n−1} = (n − 1; n). ëÁÖÄÁÑ ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÍÅÎÑÅÔ ÍÅÓÔÁÍÉ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ ÄŒÁ ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÏÓÔÁŒÌÑÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÎÁ ÍÅÓÔÁÈ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.2. äÌÉÎÏÊ l(ff) ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ff ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ ÅÅ ÉÎŒÅÒÓÉÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÁËÉÈ ÐÁÒ

(i; j), ÞÔÏ i < j , ÎÏ ff(i) > ff(j).

ôÅÏÒÅÍÁ 4.3. ëÁÖÄÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ff ∈ Sn ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÁ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ:

ff = s_{i1} s_{i2} : : : s_{il} ;

ÇÄÅ l = l(ff), Á (i_1; : : :; i_l) | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {1; : : :; n − 1} (ÞÌÅÎÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÇÕÔ ÐÏŒÔÏÒÑÔØÓÑ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ l(ff).

åÓÌÉ l(ff) = 0, ÔÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ff = e É ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ.

ðÕÓÔØ l(ff) = l > 0 É ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÄÌÉÎÙ ÍÅÎØÛÅÊ l ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ŒÅÒÎÏ. äÏËÁÖÅÍ ÅÇÏ ÄÌÑ ff .

ðÏÓËÏÌØËÕ l(ff) > 0, ÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ i; j ∈ M ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ i < j É ff(i) > ff(j). œÙÂÅÒÅÍ ÔÁËÕÀ ÐÁÒÕ (i; j) Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔØÀ j − i. åÓÌÉ j − i > 1, ÔÏ ÌÉÂÏ ff(i + 1) > ff(i) > ff(j), ÎÏ i + 1 < j , ÌÉÂÏ ff(i) > ff(i + 1) ÎÏ i < i + 1. œ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔØÀ j − i. ðÏÜÔÏÍÕ j − i = 1, ÔÏ ÅÓÔØ ff(i) > ff(i + 1).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ ff^′ = ffs_i . îÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ l(ff^′) = l − 1 (ðÏÞÅÍÕ?). ðÏ ÐÒÅÄ- ÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ

ff^′ = s_{i1} s_{i2} : : :s_{il}�_1 :

ðÏÓËÏÌØËÕ s^2_i = e, ÔÏ ff^′s_i = ffs^2_i = ff . ïÔÓÀÄÁ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ

ff = s_{i1} s_{i2} : : : s_{il} ;

ÇÄÅ i_l = i. 2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 4.3, ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ÎÁ-

ÐÒÉÍÅÒ, ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ ff = (1; 3) ∈ S_3 . ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ l(ff) = 3 É ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÄŒÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ: ff = s_1s_2s_1 É ff = s_2s_1s_2 .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.4. úÎÁËÏÍ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ff ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ

"(ff) = (−1)^{l(σ)}:

ðÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ff ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÅÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ "(ff) = 1, É ÎÅÞÅÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ "(ff) = −1.

ôÅÏÒÅÍÁ 4.5. úÎÁË ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÒÁŒÅÎ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÉÈ ÚÎÁËÏŒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ff ∈ Sn É ÌÀÂÏÇÏ i ∈ {1; : : :; n − 1}

l(ffs_i) = { l(ff) + 1; ÅÓÌÉ ff(i) < ff(i + 1); l(ff) − 1; ÅÓÌÉ ff(i) > ff(i + 1):

(üÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÄÌÉÎÙ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ËÁË ÞÉÓÌÁ ÉÎŒÅÒÓÉÊ.) ðÏÜÔÏÍÕ ŒÓÅÇÄÁ "(ffs_i) = −"(ff). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ff = s_{i1} · · · · · s_{im} , ÇÄÅ m ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÏ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ Ó l(ff), ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ "(ff) = (−1)^m .

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÄŒÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ff É ff^′ , ÄÌÉÎÙ ËÏÔÏÒÙÈ l(ff) = l É l(ff^′) = l^′ . ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 4.3 ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ff = s_{i1} · · · · · s_{il} É ff^′ = s_i0_1 · · · · · s_i0_l0 . ôÏÇÄÁ ffff^′ = s_{i1} · · · · · s_{il} · s_i0_1 · · · · · s_i0_l0 , ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, "(ffff^′) = (−1)^{l+l}0 = "(ff)"(ff^′ ). 2

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.6. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ An ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ Sn , ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ

ŒÓÅÈ ÞÅÔÎÙÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 4.5 ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ A_n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M . ïÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ.

çÒÕÐÐÙ ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.7. ðÕÓÔØ G | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÄÁÎÁ ÂÉÎÁÒÎÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ∗ (ÔÏ

ÅÓÔØ ÐÒÁŒÉÌÏ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÊ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÊ ÐÁÒÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ g_1; g_2 ∈ G ÜÌÅÍÅÎÔ g_1 ∗ g_2 ∈ G), ÔÁË, ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÁËÓÉÏÍÙ:

1) áÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ: (g_1 ∗ g_2) ∗ g_3 = g_1 ∗ (g_2 ∗ g_3) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ g_1; g_2; g_3 ∈ G;

2) óÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ: ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ e ∈ G, ÞÔÏ e ∗ g = g ∗ e = g ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈ G;

3) óÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈ G ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ h ∈ G, ÞÔÏ h ∗ g = g ∗ h = e.

œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ∗).

çÒÕÐÐÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÉÌÉ ÁÂÅÌÅŒÏÊ, ÅÓÌÉ Œ ÎÅÊ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÁ ÁËÓÉÏÍÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔÉ: g_1 ∗ g_2 = g_2 ∗ g_1 ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ g_1; g_2 ∈ G.

éÚ ÁËÓÉÏÍ ÇÒÕÐÐÙ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÏÇÏ É ÏÂÒÁÔÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

ðÒÉÍÅÒ 4.8. ðÒÉÍÅÒÏÍ ÇÒÕÐÐÙ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ. ðÒÉÍÅÒÏÍ ÁÂÅÌÅ-

ŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ A ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ, Á ÔÁËÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ —^∗ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÐÏÌÑ —ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ëÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ÄÌÑ ÇÒÕÐÐ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ ÌÉÂÏ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÚÁÐÉÓÉ, ÌÉÂÏ

ÁÄÄÉÔÉŒÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÚÁÐÉÓÉ. á ÉÍÅÎÎÏ, Œ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÍÅÓÔÏ ∗ ÌÉÂÏ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ ŒÏÏÂÝÅ ÎÉËÁËÏÇÏ ÚÎÁËÁ, ÌÉÂÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ ÚÎÁË ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. óÁÍÕ ÇÒÕÐÐÏŒÕÀ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁ- ÚÙŒÁÀÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ, Á ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÏÐÅÒÁÃÉÉ g_1g_2 | ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ g_1 É g_2 . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ e ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÅÄÉÎÉÃÅÊ. ïÂÒÁÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Ë g ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÞÅÒÅÚ g^{−1} .

œ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÍÅÓÔÏ ∗ ÐÉÛÕÔ +, ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ, ÎÅÊÔÒÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÎÕÌÅÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ 0, É ŒÏÏÂÝÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ ÐÒÉŒÙÞÎÕÀ ÄÌÑ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÀ. áÄÄÉÔÉŒÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÚÁÐÉÓÉ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ ÐÏÞÔÉ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÄÌÑ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ.

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÌÅÄÏŒÁÔØ ÜÔÏÊ ÔÒÁÄÉÃÉÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.9. ðÕÓÔØ G | ÇÒÕÐÐÁ, Á M | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÎÏ

ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M , ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ g ∈ G É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ m ∈ M ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔ g(m) ∈ M , ÐÒÉÞÅÍ e(m) = m ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ m (e | ÅÄÉÎÉÃÁ ÇÒÕÐÐÙ G) É g_1g_2(m) = g_1(g_2(m)) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ g_1; g_2 ∈ G É m ∈ M .

ðÏÎÑÔÉÑ ÏÒÂÉÔÙ, ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÁ É ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë ÎÉÍ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÄÏËÁÚÁÎÎÙÅ ÎÁ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅË- ÃÉÉ, ÂÕËŒÁÌØÎÏ ÐÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ (ŒÍÅÓÔÅ Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁÍÉ) ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M . åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÕÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ Œ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÔÅÏÒÅÍÙ âÅÒÎÓÁÊÄÁ, ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÐÏÔÒÅÂÏŒÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÇÒÕÐÐÙ G (ÜÔÏ ÕÖÅ ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ).

äÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ŒÓ-Å ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ G-ÏÒÂÉÔÏÊ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÎÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ

|G| = |M| · |G_m|; (15)

ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ m ∈ M .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.10. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ H ⊆ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅÐÕÓÔÏ É ÚÁÍËÎÕÔÏ

ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ É ŒÚÑÔÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ h_1; h_2 ∈ H ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÅ h_1h_2 É ÏÂÒÁÔÎÙÅ Ë ÎÉÍ h^{−1}_1 ; h^{−1}_2 ÌÅÖÁÔ Œ H .

ðÒÉÍÅÒ 4.11. ìÀÂÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ÑŒÌÑÅÔÓÑ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÐÏÄÇÒÕÐ-

ÐÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ S(M).

ðÒÉÍÅÒ 4.12. ðÕÓÔØ G | ÌÀÂÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M . äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ m ∈ M ÅÇÏ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ G_m ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.13. ðÕÓÔØ H | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÇÒÕÐÐÙ G. ìÅŒÙÍ ÓÍÅÖÎÙÍ ËÌÁÓÓÏÍ ÇÒÕÐÐÙ G ÐÏ

ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ H ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÉÄÁ gH = {gh | h ∈ H}, ÇÄÅ g ∈ G. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÐÒÁŒÙÍ ÓÍÅÖÎÙÍ ËÌÁÓÓÏÍ ÇÒÕÐÐÙ G ÐÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ H ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÉÄÁ Hg = {hg | h ∈ H}, ÇÄÅ g ∈ G.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.14. ðÕÓÔØ H | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÇÒÕÐÐÙ G. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÎÁ G ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ∼, ÐÏÌÁÇÁÑ g_1 ∼ g_2 , ÅÓÌÉ g^{−1}_1 g_2 ∈ H . äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉÞÅÍ ËÌÁÓÓÁÍÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÌÅŒÙÅ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ G ÐÏ H . ëÁËÏÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÏÔŒÅÞÁÀÔ ÐÒÁŒÙÅ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ?

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ G=H ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÌÅŒÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ G ÐÏ H . üÔÏ ÆÁËÔÏÒÍÎÏÖÅÓÔŒÏ G ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ŒŒÅÄÅÎÎÏÍÕ Œ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÉ 4.14. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÞÅÒÅÚ H\G ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÁŒÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ G ÐÏ H .

ôÅÏÒÅÍÁ 4.15 (ìÁÇÒÁÎÖÁ). ðÕÓÔØ G | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ É H | ÅÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ. ôÏÇÄÁ |G| = |H| · |G=H| = |H| · |H\G|: äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÌÏÖÉÍ g(g^′H) = gg^′H . ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÄÅÊÓÔŒÉÅ

ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ G=H , ÐÒÉÞÅÍ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÏÍ ÓÍÅÖÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ H = eH ∈ G=H ÑŒÌÑÅÔÓÑ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÇÒÕÐÐÁ H . ðÒÉÍÅÎÑÑ ÆÏÒ- ÍÕÌÕ (15), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÅÒŒÕÀ ÞÁÓÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ.

œÔÏÒÁÑ ÞÁÓÔØ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ H\G: g(Hg^′) = Hg^′g^{−1} . 2

œ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÓÐÒÑÔÁÎÏ ŒÎÕÔÒÉ ÄÏ- ËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÆÏÒÍÕÌÙ (15), ËÏÔÏÒÏÅ Ñ ÐÒÉŒÏÄÉÌ ÎÁ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ. óÏŒÅÔÕÀ ŒÁÍ Œ ÜÔÏÍ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ.

þÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÒÑÄËÏÍ ÇÒÕÐÐÙ. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÁ- ÇÒÁÎÖÁ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÏÒÑÄÏË ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ ŒÓÅÇÄÁ ÄÅÌÉÔ ÐÏÒÑÄÏË ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.16. ðÕÓÔØ H | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÇÒÕÐÐÙ G. þÉÓÌÏ (G:H) ÌÅŒÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ G

ÐÏ H ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÄÅËÓÏÍ H Œ G.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÎÄÅËÓ (G:H) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ËÏÎÅÞÅÎ, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÇÒÕÐÐÁ G ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.17. îÁÊÔÉ ÉÎÄÅËÓ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ Q^∗_+ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Œ ÇÒÕÐÐÅ

Q^∗ .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.18. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÐÒÁŒÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ ÐÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÉÎ-

ÄÅËÓÁ ÔÏÖÅ ËÏÎÅÞÎÏ É ÒÁŒÎÏ ÉÎÄÅËÓÕ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.19. ðÕÓÔØ G | ÇÒÕÐÐÁ, g1; : : :; gk | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. ðÏÄÇÒÕÐÐÏÊ, ÐÏÒÏ-

ÖÄÅÎÎÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ g_1; : : :; g_k ÎÁÚÏŒÅÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ (ÐÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÀ) ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ H ÇÒÕÐÐÙ G, ÉÈ ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ. ôÁËÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ⟨g_1; : : :; g_k⟩. (óÌÏŒÁ ĂÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÐÏ ŒËÌÀÞÅ- ÎÉÀĄ ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ H^′ ⊂ H , H^′ ≠ H ÕÖÅ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ g_1; : : :; g_k .)

ðÏÄÇÒÕÐÐÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÏÄÎÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ. ðÏÒÑÄËÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g ∈ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÒÑÄÏË ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ g ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ.

åÓÌÉ G = ⟨g_1; : : :; g_k⟩, ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ g_1; : : :; g_k ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ ÇÒÕÐÐÙ G.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ g_1; : : :; g_k ÇÒÕÐÐÙ G ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÉÍÉ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ŒÉÄÁ g^{n1}_{i1} g^{n2}_{i2} : : : g^{nr}_{ir} , ÇÄÅ n_1; : : :; n_r ∈ ZÉ i_1; : : :; i_r ∈ {1; : : :; k}. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÇÒÕÐÐÙ G, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ ÔÁËÏÇÏ ŒÉÄÁ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ. ðÏÜÔÏÍÕ

⟨g_1; : : :; g_k⟩ = {g^{n1}_{i1} : : :g^{nr}_{ir} | i_1; : : :; i_r ∈ {1; : : :; k}; n_1; : : :; n_r ∈ Z}

ðÒÉÍÅÒ 4.20. üÌÅÍÅÎÔÙ s1; : : :; sn−1 ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ Sn (ÓÍ.

ÔÅÏÒÅÍÕ 4.3).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.21. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÒÑÄÏË ÜÌÅÍÅÎÔÁ g ∈ G ÒÁŒÅÎ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍÕ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍÕ

ÞÉÓÌÕ k, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ g^k = e.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.22. ðÕÓÔØ G, G^′ | ÇÒÕÐÐÙ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : G → G^′ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒ-

ÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ ’(g_1g_2) = ’(g_1)’(g_2) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ g_1; g_2 ∈ G. âÉÅËÔÉŒÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.23. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ’ : G → H ÏÂÒÁÚÏÍ ÅÄÉÎÉÃÙ ÇÒÕÐÐÙ G ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÃÁ ÇÒÕÐÐÙ H .

ðÕÓÔØ ’ : G → H | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ’(gg^′) = ’(g)’(g^′) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ g; g^′ ∈ G. óÏÇÌÁÓÎÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÀ 4.23, ÅÄÉÎÉÃÁ ÇÒÕÐÐÙ G ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ Œ ÅÄÉÎÉÃÕ ÇÒÕÐÐÙ H . ïÔÓÀÄÁ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ’(g^{−1}) = ’(g)^{−1} ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈ G. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÂÒÁÚ ’(G) ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ’ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ Œ H . éÚ ÔÅÈ ÖÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Ker ’ = {g ∈ G | ’(g) = e}, ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÑÄÒÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ’, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ Œ G.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.24. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ’ : G → H ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ

ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Ker ’ = {e}.

ðÒÉÍÅÒ 4.25. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M . ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈ G ÏÐÒÅÄÅ-

ÌÅÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ m → g(m) ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M Œ ÓÅÂÑ. üÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÏÂÒÁÔÎÏÅ: m → g^{−1}(m), ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M .

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÇÒÕÐÐÙ G ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M , ÔÏ ÅÓÔØ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G Œ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕÐÐÕ S(M). ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÐÒÉÞÅÍ ËÁÖÄÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ G → S(M) ÓŒÑÚÁÎ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M .

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅ G ÎÁ ÓÅÂÅ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ: g(h) = gh. üÔÏÍÕ ÄÅÊÓÔŒÉÀ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ’ : G → S(G). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ G ÏÂÒÁÚ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ’. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ G ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ G.

ðÕÓÔØ g_1; g_2 ∈ G ÔÁËÏŒÙ, ÞÔÏ g_1g = g_2g ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈ G. ôÏÇÄÁ g_1 = g_1e = g_2e = g_2 . ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ’ ÂÉÅËÔÉŒÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ G ÎÁ G. íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÕÄÉŒÉÔÅÌØÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ:

ôÅÏÒÅÍÁ 4.26 (ëÜÌÉ). ëÁÖÄÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÇÒÕÐÐÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÍÏÔÉŒÉÒÏŒËÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÈ ÇÒÕÐÐ, Œ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÐÏÓÌÅÄ- ÎÉÈ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.27. ðÕÓÔØ G | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ’ ∈ S(G) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁŒ-

ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ ÓÅÂÑ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÇÒÕÐÐÙ G ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Aut G.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.28. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Aut G ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ ÇÒÕÐÐÙ S(G), ÔÏ ÅÓÔØ ÇÒÕÐÐÏÊ

ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ G.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.29. ðÕÓÔØ G | ÇÒÕÐÐÁ É g ∈ G. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ {g : G → G,

ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ {_g (h) = ghg^{−1} , ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ f ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ G Œ Aut G, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ g Œ {_g . ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ñÄÒÏ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÎÔÒÏÍ ÇÒÕÐÐÙ G; ÅÇÏ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕÐÐÙ G, ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÅ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ G, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÁËÉÅ g ∈ G, ÞÔÏ gh = hg ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ h ∈ G. áŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ ÏÂÒÁÚ f , ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÍÉ. ïÂÝÅÐÒÉÎÑÔÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ: Z(G) = Ker f , Int G = f(G).

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ f ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ ÓÅÂÅ; ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g ∈ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅÍ Ó ÐÏÍÏÝØÀ g . ïÒÂÉÔÙ ÜÔÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÌÁÓÓÁÍÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎ- ÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.30. ðÕÓÔØ ff ∈ Sn | ÃÉËÌ ÄÌÉÎÙ k, Á fi ∈ Sn | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ. äÏ-

ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ fifffi^{−1} | ÃÉËÌ ÄÌÉÎÙ k. ëÁËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ŒÈÏÄÑÔ Œ ÜÔÏÔ ÃÉËÌ, ÅÓÌÉ ff = (1; 2; : : :; k)?

úÁÄÁÞÁ 4.31. îÁÊÔÉ Z(G), Int G, Aut G É ËÌÁÓÓÙ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÄÌÑ G = —n , Dn , Sn , A_n , ÇÄÅ —_n | ÇÒÕÐÐÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ ÓÔÅÐÅÎÉ n, D_n | ÇÒÕÐÐÁ ÄÉÜÄÒÁ, S_n | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ, É A_n | ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÇÒÕÐÐÙ. ðÏÓÔÁÒÁÊÔÅÓØ ÒÅÛÉÔØ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ ÈÏÔÑ ÂÙ ÄÌÑ ÍÁÌÙÈ n.

ìÅËÃÉÑ 5.

îÁÞÎÅÍ Ó ÎÅÂÏÌØÛÏÇÏ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÑ Ë ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ.

ðÕÓÔØ G | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ëÁË ÚÁÄÁÔØ ÎÁ G ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÇÒÕÐÐÙ? ðÒÏÝÅ ŒÓÅÇÏ ÓÏÓÔÁŒÉÔØ ÔÁÂÌÉÃÕ ÔÁËÏÇÏ ŒÉÄÁ: · e a b e e a b a a b e b b e a

îÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÓÔÒÏËÉ, ÏÚÁÇÌÁŒÌÅÎÎÏÊ x ∈ G, É ÓÔÏÌÂÃÁ, ÏÚÁÇÌÁŒÌÅÎÎÏÇÏ y ∈ G, ÓÔÁŒÉÔÓÑ ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ xy . œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ G = {e; a; b}. ôÁËÁÑ ÔÁÂÌÉÃÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁÂÌÉÃÅÊ ëÜÌÉ.

ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÁÑ ÎÁÍÉ ÔÁÂÌÉÃÁ ÚÁÄÁÅÔ ÇÒÕÐÐÕ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÕÀ ÇÒÕÐÐÅ —_3 ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÔÒÅÔÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ (ÜÔÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁË: G ∼= —_3 ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.1. óÏÓÔÁŒØÔÅ ÔÁÂÌÉÃÕ ëÜÌÉ ÄÌÑ ÇÒÕÐÐÙ S3 .

îÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ É ÆÁËÔÏÒÇÒÕÐÐÙ

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ K ⊆ H ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ (Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÔÁËÏŒÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ K ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ H Œ H ). œÙÑÓÎÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ËÁËÉÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ N ⊆ G ÍÏÇÕÔ ÑŒÌÑÔØÓÑ ÑÄÒÁÍÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ.

ñÄÒÏ Ker ’ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ’ : G → H ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÌÏÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’ ÎÁÄ ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÇÒÕÐÐÙ H . œÙÂÅÒÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ g ∈ G É ÐÏÌÏÖÉÍ h = ’(g). üÌÅÍÅÎÔ g^′ ∈ G ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÓÌÏÀ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’ ÎÁÄ h ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ’ ( g^{−1}g^′ ) = e, ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÇÄÁ g^′ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÔÏÍÕ ÖÅ ÌÅŒÏÍÕ ÓÍÅÖÎÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ ÇÒÕÐÐÙ G ÐÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ N = Ker ’, ÞÔÏ É g . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÏŒÅ- ÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ g^′ ∈ ’^{−1}(h) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ g^′ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÔÏÍÕ ÖÅ ÐÒÁŒÏÍÕ ÓÍÅÖÎÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ G ÐÏ N , ÞÔÏ É g . ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÌÅŒÙÅ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÇÒÕÐÐÙ G ÐÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ N ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó ÐÒÁŒÙÍÉ, ÑŒÌÑÑÓØ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÌÏÑÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.2. ðÏÄÇÒÕÐÐÁ N ⊆ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ (ÉÌÉ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ, ÉÌÉ ÎÏÒÍÁÌØ-

ÎÙÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ), ÅÓÌÉ ÌÅŒÙÅ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÇÒÕÐÐÙ G ÐÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ N ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó ÐÒÁŒÙÍÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈ G ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ gH = Hg ÉÌÉ, ÞÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ, gHg^{−1} = H . ôÏ, ÞÔÏ N ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G, ÞÁÓÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÔÁË: N C G.

ïÔÍÅÔÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ŒÁÖÎÏÅ, ÈÏÔÑ É ÏÞÅŒÉÄÎÏÅ, ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ;

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 5.3. ðÏÄÇÒÕÐÐÁ N ⊆ G ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ËÌÁÓÓÏŒ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ ÇÒÕÐÐÙ G.

ðÕÓÔØ N | ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÇÒÕÐÐÙ G. ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ G=N (ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÅÅ Ó N\G) ÍÏÖÎÏ ÎÁÄÅÌÉÔØ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, (gN)(g^′N) = g(Ng^′)N = g(g^′N)N = gg^′N , ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ ÓÎÏŒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÍÅÖÎÙÍ ËÌÁÓÓÏÍ. õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÍ, N = eN ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ, Á g^{−1}N ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë gN . ïÔÓÀÄÁ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ

ôÅÏÒÅÍÁ 5.4. åÓÌÉ N | ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÇÒÕÐÐÙ G, ÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÑ (gN) · (g^′N) = gg^′N

ÎÁÄÅÌÑÅÔ ÆÁËÔÏÒÍÎÏÖÅÓÔŒÏ G=N ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÊ ÆÁËÔÏÒÇÒÕÐÐÏÊ G ÐÏ N . ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ ı : G → G=N ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕÐÐ, É N = Ker ı .

ðÕÓÔØ ’ : G → H | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ. ðÏÌÏÖÉÍ N = Ker ’. íÙ ÕÖÅ ÐÒÏŒÅ- ÒÉÌÉ, ÞÔÏ ÌÅŒÙÅ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÇÒÕÐÐÙ G ÐÏ N ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÒÁŒÙÍÉ, ÔÏ ÅÓÔØ N C G, ÐÒÉ ÜÔÏÍ

ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ G ÐÏ N ÑŒÌÑÀÔÓÑ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÌÏÑÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ : G=N → H , ÄÅÌÁÀÝÅÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

G^φ−→ H π↘ ↗_ψ G=N ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕÐÐ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÚ ÔÅÏ- ÒÅÍÙ Ï ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÓÌÅÄÕÅÔ

ôÅÏÒÅÍÁ 5.5 (ï ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÈ ÇÒÕÐÐ). ðÕÓÔØ ’ : G → H | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ Ó ÑÄÒÏÍ N . ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ : G=N → H ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ’ = ∘ ı , ÇÄÅ ı : G → G=N | ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ G=N ÎÁ ’(G).

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ’ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ, ÔÏ ÆÁËÔÏÒÇÒÕÐÐÁ G=N ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ H .

ðÒÉÍÅÒ 5.6. çÒÕÐÐÁ Z | ÁÂÅÌÅŒÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÌÀÂÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ Œ ÎÅÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÁ. æÁËÔÏÒÇÒÕÐÐÁ

Zn = Z=nZÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ËÌÁÓÓÏŒ ŒÙÞÅÔÏŒ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ’ : Z→ C^∗ , ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ’(k) = e^{2πik/n} (n ∈ N | ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÏ). ôÏÇÄÁ Ker ’ = nZ, ’(Z) = —n

É, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 5.5, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ Z_n ∼= —_n .

ðÒÉÍÅÒ 5.7. ðÕÓÔØ n > 1. æÕÎËÃÉÑ ĂÚÎÁË ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉĄ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓÉÍ-

ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ S_n Œ ÇÒÕÐÐÕ —_2 = {±1}. úÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ | ÑÄÒÏ ÜÔÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÁ, Á ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÓÑ ÇÒÕÐÐÁ —_2 . íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ S_n=A_n ∼= —_2 .

úÁÄÁÎÉÅ ÇÒÕÐÐ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ

íÙ ÕÖÅ ŒÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ Ó ÐÏÎÑÔÉÅÍ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÇÒÕÐÐÙ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ S_n ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ s_1 = (1; 2), : : : , s_{n−1} = (n − 1; n). íÅÖÄÕ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ ÇÒÕÐÐÙ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ. ôÁË, Œ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ s^2_i = e (i = 1; : : :; n − 1), s_is_{i+1}s_i = s_{i+1}s_is_{i+1} (i = 1; : : :; n − 2), s_is_j = s_j s_i (i; j = 1; : : :; n − 1; |i − j| > 1).

éÚ ÏÄÎÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÍÏÇÕÔ ÓÌÅÄÏŒÁÔØ ÄÒÕÇÉÅ; ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ s^2_1 = e ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÏ- ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ s^{−4}_1 = e, Á ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ s^2_1 = e, s^2 = e É s_1s_2s_1 = s_2s_1s_2 ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (s_1s_2)^3 = e. éÓÈÏÄÑ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÐÒÏÂÏŒÁÔØ ÄÁÔØ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ, ÐÏÒÏÖÄÅÎ- ÎÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ, ËÁË ÇÒÕÐÐÙ, ÉÍÅÀÝÅÊ ÐÒÅÄÐÉÓÁÎÎÙÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ, ÍÅÖÄÕ ËÏ- ÔÏÒÙÍÉ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÐÒÅÄÐÉÓÁÎÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ É ŒÓÅ ÉÈ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ (É ÔÏÌØËÏ ÏÎÉ). ðÒÉ ÜÔÏÍ ŒÓÔÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÏÐÒÏÓ: ËÁË ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÔÁËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ? óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ- ÓËÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ËÁË ÉÚÂÅÖÁÔØ ŒÏÚÎÉ ÓÏ ÓÔÒÏÇÉÍ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÓÌÅÄÓÔŒÉÊ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ, ÔÁË É ÓÎÉÍÁÅÔ ŒÏÐÒÏÓ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ.

ðÏÓÔÒÏÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÇÒÕÐÐÕ Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ, ÎÏ ĂÂÅÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊĄ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.8. ðÕÓÔØ S | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S ⊔{s^{−1} | s ∈ S}. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ Œ ÁÌÆÁŒÉÔÅ A, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ a_1 : : :a_k , ÇÄÅ k | ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ (ÐÏÄÞÅÒËÎÅÍ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÐÒÏÞÉÈ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ É ÐÕÓÔÏÅ ÓÌÏŒÏ). îÁÚÏŒÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ ÓÌÏŒÁ w ÌÀÂÏÅ ÓÌÏŒÏ, ÐÏ- ÌÕÞÁÀÝÅÅÓÑ ÉÚ w ŒÓÔÁŒËÏÊ Œ ÎÅÇÏ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÍÅÓÔÅ ÄŒÕÂÕËŒÅÎÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ŒÉÄÁ ss^{−1} ÉÌÉ s^{−1}s, ÇÄÅ s ∈ S , ÉÌÉ ŒÙÞÅÒËÉŒÁÎÉÅÍ ÄŒÕÈ ÂÕËŒ ss^{−1} ÉÌÉ s^{−1}s, ÉÄÕÝÉÈ ÐÏÄÒÑÄ. äŒÁ ÓÌÏŒÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÄÎÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÄÒÕÇÏÇÏ ÃÅÐÏÞËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ. óŒÏÂÏÄÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ F (S) Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ S ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔ- ÎÏÓÔÉ.

ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÓÌÏŒÁ a_1 : : :a_k É b_1 : : :b_l , ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÌÏŒÁ a_1 : : : a_kb_1 : : : b_l . ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÒÅËÔÎÙÍ

(ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÓÌÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÔÏÔ ÖÅ ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ). ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ŒŒÅÄÅÎÎÏÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÓÓÏÃÉÁ- ÔÉŒÎÙÍ, É ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÕÓÔÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÌÏŒÁ a^{−1}_k : : : a^{−1}_1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë ËÌÁÓÓÕ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÌÏŒÁ a_1 : : :a_k (ÍÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ a^{−1} = s ÄÌÑ a = s^{−1} , ÇÄÅ s ∈ S ).

ðÏÌÏÖÉÍ

s^k = s : : : s

k ÒÁÚ

ÐÒÉ k > 0;

? ÐÒÉ k = 0;

s^{−1} : : : s^{−1} −k ÒÁÚ ÐÒÉ k < 0:

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ F (S) ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ s^{k1}_1 s^{k2}_2 : : :s^{km}_m , ÇÄÅ

m ∈ N ∪ {0}, si ∈ S , si ≠ si+1 , ki ∈ Z\ {0} (i = 1; : : :; m). ôÁËÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÏÊ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÎÁÍ ÚÁÄÁÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ R ⊂ F (S). íÙ ÈÏÔÅÌÉ ÂÙ, ÇÏŒÏÒÑ ÎÅ- ÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÒÕÐÐÕ G, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ s ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ S É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ s^{k1}_1 : : : s^{km}_m = e ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ s^{k1}_1 : : : s^{km}_m ∈ R. éÄÅÑ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ G ËÁË ÎÅËÏÔÏ- ÒÕÀ ÆÁËÔÏÒÇÒÕÐÐÕ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ F (S).

ðÏÄÇÒÕÐÐÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ R, ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ, ÐÏ- ÜÔÏÍÕ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÆÁËÔÏÒÉÚÏŒÁÔØ ÐÏ ÎÅÊ ÎÅÌØÚÑ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ N(R) ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÐÏÄÇÒÕÐÐ ÇÒÕÐÐÙ F (S), ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ R. ðÏÄÇÒÕÐÐÁ N(R) ÕÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, N(R) = ⋂ N_α , ÇÄÅ ŒÓÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ N_α ÎÏÒÍÁÌØÎÙ Œ F (S), ÔÏ ÅÓÔØ ÅÓÌÉ x ∈ N_α , ÔÏ É gxg^{−1} ∈ N_α ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈ F (S). ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ x ∈ ⋂ N_α , ÔÏ É gxg^{−1} ∈ ⋂ N_α ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈ F (S). üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ⋂ N_α = N(R) C F (S).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.9. çÒÕÐÐÏÊ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ s ∈ S É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ r = e, ÇÄÅ r ∈ R ⊂ F (S), ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÇÒÕÐÐÁ G = F (S)=N(R). þÁÓÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ G = ⟨s_1; : : :; s_n | r_1 = e; : : :; r_m = e⟩, ÇÄÅ S = {s_1; : : :; s_n}, É R = {r_1; : : :; r_m}.

íÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÏÂÒÁÚ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ s ∈ S ÐÒÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ F (S) → G ÔÏÊ ÖÅ ÂÕËŒÏÊ s. çÒÕÐÐÁ G ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ:

ôÅÏÒÅÍÁ 5.10. ðÕÓÔØ H | ÌÀÂÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, ÉÍÅÀÝÁÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ f(s), ÇÄÅ s ∈ S , É ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ s^{k1}_1 : : :s^{km}_m ∈ R Œ ÇÒÕÐÐÅ H ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ f(s_1)^{k1} : : :f(s_m )^{km} = e. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ’ : G → H ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ’(s) = f(s).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : S → H ÍÏÖÎÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÄÏ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÇÏ-

ÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ f : F (S) → H . õÓÌÏŒÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ R ÌÅÖÉÔ Œ ÑÄÒÅ ÜÔÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ. ðÏÌÏÖÉÍ ~N = Ker f . ðÏÓËÏÌØËÕ ÑÄÒÏ ÌÀÂÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ, ÔÏ N(R) ⊆ ~N . ðÏÜÔÏÍÕ ÆÏÒÍÕÌÁ ’(xN(R)) = f(x) ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : G → H . ôÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÙÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ | ÏÞÅŒÉÄÎÏ. 2

œ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÇÒÕÐÐÙ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ, ÞÅÒÅÚ ÓŒÏ- ÂÏÄÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ÎÕÖÎÁ ÌÉÛØ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÊ ÕËÁÚÁÎÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ. œÏ ŒÓÅÈ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑÈ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÉÍÅÎÎÏ ÜÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÇÒÕÐÐÙ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ.

ðÒÉÍÅÒ 5.11. ðÕÓÔØ S = {s} | ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ôÏÇÄÁ F (S) | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÃÉ-

ËÌÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, ÔÏ ÅÓÔØ F (S) ∼= Z. ðÕÓÔØ R = {s^n} ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n. ôÏÇÄÁ ⟨s | s^n = e} = F (S)=N(R) ∼= Z=nZ= Z_n.

ðÒÉÍÅÒ 5.12. ðÕÓÔØ S = {s; t}, R = {s^2; t^n; stst}. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ⟨s; t | s^2 = e; t^n = e; stst = e⟩^∼= D_n , ÇÄÅ D_n | ÇÒÕÐÐÁ ÄÉÜÄÒÁ (ÇÒÕÐÐÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ).

äÏËÁÖÅÍ ÓÐÅÒŒÁ, ÞÔÏ Œ ÇÒÕÐÐÅ G = ⟨s; t | s^2 = e; t^n = e; stst = e⟩ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ s^2 = e = t^n Œ G, ÔÏ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕÐÐÙ G ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ t^{k0} st^{k1} s : : : t^{km}�^1 st^{km} , ÇÄÅ m > 0, 0 6 k_i < n (i = 0; 1; : : :; m) É k_i > 0 ÐÒÉ 0 < i < n. äÁÌÅÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ stst = e, ÔÏ st = t^{−1}s^{−1} = t^{n−1}s. ïÔÓÀÄÁ st^k = t^{n−k}s. ðÏÜÔÏÍÕ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕÐÐÙ G ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ t^ks^l , ÇÄÅ k ∈ {0; 1; : : :; n − 1} É l ∈ {0; 1}. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ |G| 6 2n.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÅÝÅ ÎÅ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ |G| = 2n (ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ ÐÒÉÛÌÏÓØ ÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÚ ÎÁÛÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÉËÁËÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ŒÉÄÁ t^{k1} s^{l1} = t^{k2} s^{l2} , ÇÄÅ k_1; k_2 ∈ {0; 1; : : :; n − 1}, l_1; l_2 ∈ {0; 1} É k_1 ≠ k_2 ÉÌÉ l_1 ≠ l_2 ). œÏÔ ÚÄÅÓØ ÎÁÍ É ÎÕÖÎÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ fi ÐÏŒÏÒÏÔ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁ ÕÇÏÌ 2ı=n, Á ÞÅÒÅÚ ff | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÏÓÅŒÕÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÕÀ n-ÕÇÏÌØÎÉË Œ ÓÅÂÑ. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÇÒÕÐÐÕ D_n , ÐÒÉÞÅÍ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ff^2 = fi^n = fffifffi . ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ’ : G → D_n , ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ s Œ ff , Á t Œ fi . ðÏÓËÏÌØËÕ |G| 6 2n = |D_n|, ÔÏ ’ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ ÅÓÔØ G ∼= D_n .

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ D_3 ∼= S_3 . äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÚÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ŒÅÒÛÉÎÙ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÞÉ- ÓÌÁÍÉ 1; 2; 3. ëÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕÐÐÙ D_3 ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÅÔ ŒÅÒÛÉÎÙ, ÔÏ ÅÓÔØ ÚÁÄÁÅÔ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ ÉÚ S_3 . íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ D_3 → S_3 . ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÎSSÅËÔÉ- ŒÅÎ (ÄŒÉÖÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ŒÓÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÍÉ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏ- ÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍ). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, |D_3| = 6 = |S_3|. ðÏÜÔÏÍÕ ÜÔÉ ÇÒÕÐÐÙ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, S_3 ∼= ⟨s; t | s^2 = e; t^3 = e; stst = e⟩.

ðÏÄŒÅÄÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÔÏÇÉ. íÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÙ ŒÏÚÎÉËÁÀÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ËÁË ÇÒÕÐ- ÐÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ (ÇÒÕÐÐÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÇÒÕÐÐÙ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁŒÁÔØ ÔÁÂÌÉÃÁÍÉ ëÜÌÉ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ É ÆÁËÔÏÒÇÒÕÐÐÙ ÕÖÅ ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ ÇÒÕÐÐ É, ÎÁËÏÎÅÃ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁ- ŒÁÔØ ÇÒÕÐÐÙ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ. ñ ÈÏÞÕ ÐÒÉŒÅÓÔÉ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ÒÅÃÅÐÔ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÎÏŒÙÈ ÇÒÕÐÐ.

ðÕÓÔØ H_1; : : :; H_n | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÇÒÕÐÐÙ. éÈ ÐÒÑÍÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÁ, ÜÌÅ- ÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÓÔÒÏÞËÉ ŒÉÄÁ (h_1; : : :; h_n), ÇÄÅ h_i ∈ H_i , Á ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ĂÐÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏĄ: (g_1; : : :; g_n)(h_1; : : :; h_n) = (g_1h_1; : : :; g_nh_n). üÔÁ ÇÒÕÐÐÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ H_1 × · · · × H_n . œ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÇÒÕÐÐÙ H_i ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÁÂÅÌÅŒÙÍÉ É ÄÌÑ ÎÉÈ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ- ÓÑ ÁÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÚÁÐÉÓÉ, ÉÈ ÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ H_1 ⊕ · · · ⊕ H_n .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.13. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Z2 ⊕ Z3^∼= Z6, ÎÏ Z2 ⊕ Z4 Æ Z8.

ìÅËÃÉÑ 6.

îÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÌÅËÃÉÑÈ ÍÙ ÒÁÚÏÂÒÁÌÉ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÍÎÏÇÏ ÐÒÉÍÅÒÏŒ ÇÒÕÐÐ. œÏÚÎÉËÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ: ËÌÁÓÓÉÆÉÃÉÒÏŒÁÔØ ŒÓÅ ÇÒÕÐÐÙ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÅÄSSÑŒÉÔØ ÔÁËÏÊ ÓÐÉÓÏË ÇÒÕÐÐ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÉÚ ÓÐÉÓËÁ. üÔÁ ÚÁÄÁ- ÞÁ ÞÕÄÏŒÉÝÎÏ ÓÌÏÖÎÁÑ. äÁÖÅ ÅÓÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÇÒÕÐÐÁÍÉ, ÎÉËÁËÏÊ ÎÁÄÅÖÄÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÏÌÎÕÀ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÀ ÎÅÔ. ïÄÎÁËÏ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÞÅÎØ ÈÏÒÏÛÁÑ ËÌÁÓ- ÓÉÆÉËÁÃÉÑ, ËÏÔÏÒÏÊ É ÐÏÓŒÑÝÅÎÁ ÓÅÇÏÄÎÑÛÎÑÑ ÌÅËÃÉÑ.

ëÏÎÅÞÎÙÅ ÁÂÅÌÅŒÙ ÇÒÕÐÐÙ

œÓÅ ÁÂÅÌÅŒÙ ÇÒÕÐÐÙ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏ. ðÏÄ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ng ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔ g ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÍÙ ÐÏÎÉÍÁÅÍ ÓÕÍÍÕ

g + g + · · · + g n ÒÁÚ :

íÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ ÔÁËÖÅ 0g = 0 (Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ 0 ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á Œ ÌÅŒÏÊ | ÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕÐÐÙ) É (−n)g = −ng ÄÌÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n.

îÁÞÎÅÍ Ó ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ ÏÂ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐÁÈ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 6.1. ðÕÓÔØ G | ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ, Á n | ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ. ôÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’n : G → G, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ g ∈ G Œ ng , ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÏŒÅÒÉÍ ÜÔÏ ÐÒÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ n. íÙ ÉÍÅÅÍ

n(g + h) = (g + h) + · · · + (g + h) n ÒÁÚ

= g + · · · + g n ÒÁÚ

+ h + · · · + h n ÒÁÚ

= ng + nh:

óÔÏÌØ ÖÅ ÐÒÏÓÔÏ ÒÁÚÂÉÒÁÀÔÓÑ É ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ. 2

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.2. ðÕÓÔØ A É B | ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G. óÕÍÍÏÊ A+B ÜÔÉÈ ÐÏÄÇÒÕÐÐ

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÉÍÉ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÇÒÕÐÐÙ G. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ g ÉÚ G ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ A + B ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ g = a + b ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ a ∈ A, b ∈ B . óÕÍÍÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐ A É B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈ A + B ÔÁËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 6.3. ðÕÓÔØ A É B | ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G. óÕÍÍÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐ A É B

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ Œ ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ A ∩ B = {0}.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ A ∩ B = {0}. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐ A É B ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ

ÐÒÑÍÏÊ, ÔÏ ÅÓÔØ a_1 + b_1 = a_2 + b_2 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ a_1; a_2 ∈ A É b_1; b_2 ∈ B , ÐÒÉÞÅÍ ÌÉÂÏ a_1 ≠ a_2 , ÌÉÂÏ b_1 ≠ b_2 (ÏÔÓÀÄÁ, ŒÐÒÏÞÅÍ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ É a_1 ≠ a_2 , É b_1 ≠ b_2 ). ôÏÇÄÁ a_1 − a_2 = b_1 − b_2 ∈ (A ∩ B) \ {0}. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐ A É B ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÓÕÍÍÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐ A É B ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ A∩B ≠ {0}. œÙÂÅÒÅÍ g ∈ (A∩B)\{0}. ôÏÇÄÁ g = g +0 = 0+g | ÄŒÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g ∈ A+B Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÉÚ A É ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÉÚ B . ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ A ∩ B = {0}. 2 îÁ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÍÙ ŒŒÏÄÉÌÉ ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ A⊕B ÄŒÕÈ ÇÒÕÐÐ A É B ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÁÒ (a; b), ÇÄÅ a ∈ A, b ∈ B . œÚÁÉÍÏÓŒÑÚØ ÜÔÏÇÏ ÐÏÎÑÔÉÑ Ó ÐÏÎÑÔÉÅÍ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ ÐÏÄÇÒÕÐÐ ÒÁÓËÒÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅÍ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 6.4. ðÕÓÔØ A É B | ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : A ⊕ B → A + B , ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ’(a; b) = a + b, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕÐÐ. ïÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÍÍÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐ A É B ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ôÏ, ÞÔÏ ’ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ | ÏÞÅŒÉÄÎÏ. óÔÏÌØ ÖÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ É ÔÏ, ÞÔÏ

ÜÔÏÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ. ñÄÒÏ ÜÔÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÓÏÓÔÏÉÔ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÉÚ ŒÓÅÈ ÐÁÒ (a; b), ÇÄÅ a ∈ A, b ∈ B , ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ a + b = 0. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, Ker ’ = {(a; −a) | a ∈ A ∩ B}. ôÅÐÅÒØ ÉÚ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ 6.3 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ’ ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÍÍÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐ A É B ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ. 2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. äÏËÁÚÁÎÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÐÏÄÇÒÕÐÐ A; B ⊆ G

(ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙŒÁÅÍÕÀ ĂŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊĄ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÕÀ A u B ) Ó ÉÈ ĂŒÎÅÛÎÅÊ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊĄ A ⊕ B .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ ÌÅÇËÏ ÐÅÒÅÎÅÓÔÉ ÓÏ ÓÌÕÞÁÑ ÄŒÕÈ ÇÒÕÐÐ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÇÒÕÐÐ: ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ H_1 ⊕ · · · ⊕ H_m ÇÒÕÐÐ H_1; : : :; H_m ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ŒÉÄÁ (h_1; : : :; h_m), ÇÄÅ h_i ∈ H_i , Ó ÐÏËÏÍÐÏÎÅÎÔÎÙÍ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ. óÕÍÍÁ m ÐÏÄÇÒÕÐÐ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ; ÓÕÍÍÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐ A_1; : : :; A_m ⊆ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ (ĂŒÎÕÔÒÅÎ- ÎÅÊ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊĄ), ÅÓÌÉ A_i ∩ ∑ j≠i A_j = {0}. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ŒÎÅÛÎÑÑ ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ H_1 ⊕ · · · ⊕ H_m

ÇÒÕÐÐ H_1; : : :; H_m ÒÁŒÎÁ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÓŒÏÉÈ ÐÏÄÇÒÕÐÐ (H_1; 0; : : :; 0), : : : ,(0; : : :; 0; H_m).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.5. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ 6.3 É 6.4 ÄÌÑ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ

ÐÏÄÇÒÕÐÐ.

úÁÊÍÅÍÓÑ ÔÅÐÅÒØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ: ËÏÇÄÁ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ G ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÃÉËÌÉ- ÞÅÓËÉÈ ÇÒÕÐÐ Z_{n1}; : : :; Z_{nm} ?

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 6.6. G^∼= Zn_1 ⊕ · · · ⊕ Zn_m ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Œ ÇÒÕÐÐÅ G ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÜÌÅ-

ÍÅÎÔÙ g_1; : : :; g_m ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÐÏÒÑÄÏË g_i ÒÁŒÅÎ n_i É ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕÐÐÙ G ÍÏÖÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ

ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ g =^m ∑ i=1 a_ig_i , ÇÄÅ 0 6 a_i < n_i .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ G^∼= Zn_1 ⊕ · · · ⊕ Zn_m . çÒÕÐÐÁ Zn_1 ⊕ · · · ⊕ Zn_m ÒÁŒÎÁ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÐÒÑ-

ÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÓŒÏÉÈ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÄÇÒÕÐÐ ÐÏÒÑÄËÏŒ n_1; : : :; n_k . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÔÏ ÖÅ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ G. ðÕÓÔØ G = H_1 u · · · u H_m , ÇÄÅ H_i | ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÐÏÒÑÄËÁ n_i , É ÐÕÓÔØ g_i | ÏÂÒÁÚÕ- ÀÝÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ H_i . ôÏÇÄÁ ÐÏÒÑÄÏË g_i ÒÁŒÅÎ n_i É ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕÐÐÙ G ÍÏÖÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ

ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ g =^m ∑ i=1 a_ig_i , ÇÄÅ 0 6 a_i < n_i .

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÕÓÔØ Œ ÇÒÕÐÐÅ G ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÙ g_1; : : :; g_m ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÐÏÒÑÄÏË g_i ÒÁŒÅÎ n_i É ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕÐÐÙ G ÍÏÖÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ g =^m ∑ i=1 a_ig_i , ÇÄÅ 0 6 a_i < n_i .

ôÏÇÄÁ ÇÒÕÐÐÁ G ÒÁŒÎÁ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ g_i , ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, G ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ŒÎÅÛÎÅÊ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕÐÐ ÐÏÒÑÄËÏŒ n_1; : : :; n_k , ÔÏ ÅÓÔØ G ∼= Z_{n1} ⊕ · · ·⊕

Zn_m . 2

úÁÊÍÅÍÓÑ ÔÅÐÅÒØ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁÍÉ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 6.7. œÓÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ ÇÒÕÐÐÙ Zn = Z=nZ (ÞÉÓÌÏ n | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ) ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ

dZ_pk = {da | a ∈ Zn}, ÇÄÅ d | ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÌÁ n. ðÒÉ ÜÔÏÍ dZn = {x ∈ Zn |^n_d x = 0}.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ H | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÇÒÕÐÐÙ Zn, É d ∈ N | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ

ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ Œ Z_n ÌÅÖÉÔ Œ H . ôÏÇÄÁ d ÄÅÌÉÔ n (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÂÒÁÚ Œ Z_n ÏÓÔÁÔËÁ ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ n ÎÁ d ÌÅÖÉÔ Œ H ). ðÏÜÔÏÍÕ H = dZ_n. ôÏ, ÞÔÏ dZ_n = {x ∈ Z_n |^n_d x = 0}, ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÞÅŒÉÄÎÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ dZ= {k ∈ Z|^n_d k ∈ nZ}. 2

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 6.8. Zn^∼= Zd_1 ⊕ · · · ⊕ Zd_m ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ n = d1d2 : : :dm É ÞÉÓÌÁ d_1; : : :; d_m ÐÏÐÁÒÎÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. þÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ Zn ÒÁŒÎÏ n, Á ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ Zd_1 ⊕ · · · ⊕ Zd_m ÒÁŒÎÏ d_1d_2 : : : d_m . ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÕÓÌÏŒÉÑ n = d_1d_2 : : : d_m .

ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÒÑÄÏË ÜÌÅÍÅÎÔÁ (a_1; : : :; a_m) ∈ Z_{d1} ⊕ · · · ⊕ Z_{dm} ÒÁŒÅÎ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÍÕ ÏÂÝÅÍÕ ËÒÁÔÎÏÍÕ ÐÏÒÑÄËÏŒ a_i ∈ Z_{ni} , ÞÔÏ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ËÒÁÔÎÏÇÏ ÞÉÓÅÌ d_1; : : :; d_m . ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ ÎÅ ŒÓÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ ÐÏÐÁÒÎÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ, ÔÏ ÐÏÒÑÄÏË ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÇÒÕÐÐÙ Z_{d1} ⊕ · · · ⊕ Z_{dm} ÍÅÎØÛÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÞÉÓÅÌ d_1; : : :; d_m , ÔÏ ÅÓÔØ n. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, Z_n Æ Z_{d1} ⊕ · · · ⊕ Z_{dm} .

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÁ d_1; : : :; d_m ÐÏÐÁÒÎÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ, ÔÏ ÐÏÒÑÄÏË ÜÌÅÍÅÎÔÁ (1; : : :; 1) ∈ Z_{d1} ⊕ · · · ⊕ Z_{dm} ÒÁŒÅÎ n. ôÏÇÄÁ Z_n ∼= Z_{d1} ⊕ · · · ⊕ Z_{dm} . 2

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÇÏÔÏŒÙ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏÂÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ É ÄÏËÁÚÁÔØ ÏÓÎÏŒÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÓÅÇÏÄÎÑÛÎÅÊ ÌÅËÃÉÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 6.9. œÓÑËÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ É ÐÒÉÔÏÍ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ŒÉÄÁ

Z_pk1_1 ⊕ · · · ⊕ Z_pkm_m ;

ÇÄÅ ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ p_i ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍÉ, p_1 > : : : > p_m É k_i > k_{i+1} ÐÒÉ p_i = p_{i+1} .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÏÐÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ìÅÍÍÁ 6.9.1. ðÕÓÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ p, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g ∈ G ÎÁÊ-

ÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ k, ÞÔÏ p^kg = 0. ôÏÇÄÁ G ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕÐÐÅ ŒÉÄÁ Z_pk1 ⊕ · · · ⊕ Z_pkm ; ÇÄÅ k_1 > : : : > k_m , É ÐÒÉÔÏÍ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÐÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ, ÞÔÏ ÐÏÒÑÄÏË ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÉÚ G ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅ-

ÎØÀ p. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ g ∈ G É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, p^kg = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ k ∈ N, ÔÏ ÐÏÒÑÄÏË g ÄÏÌÖÅÎ ÄÅÌÉÔØ p^k , ÔÏ ÅÓÔØ ÓÁÍ ÑŒÌÑÔØÓÑ ÓÔÅÐÅÎØÀ p.

œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÞÉÓÌÕ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ G. ðÒÉ |G| = 1 ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ. ðÕÓÔØ |G| > 1. œÙÂÅÒÅÍ Œ G ÜÌÅÍÅÎÔ g_1 ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ p^{k1} . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ H ÃÉËÌÉÞÅÓËÕÀ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ G, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ g_1 . ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ H ∼= Z_pk_1 .

ðÏÄÇÒÕÐÐÁ H ⊆ G ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÇÒÕÐÐÁ G ÁÂÅÌÅŒÁ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÁËÔÏÒ- ÇÒÕÐÐÕ G = G=H . äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g = g + H ∈ G=H ÍÙ ÉÍÅÅÍ p^{k1} g = p^{k1} g + H = H = 0 (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÒÑÄÏË ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ p^{k1} ). ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÇÒÕÐÐÁ G ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕÐÐÅ ŒÉÄÁ Z_pk_2 ⊕ · · · ⊕ Z_pkm . üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Œ ÎÅÊ ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ g_2; g_3; : : :; g_m ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÐÏÒÑÄÏË g_i ÒÁŒÅÎ p^{ki} É ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕÐÐÙ G ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ g = m∑ i=2 a_ig_i; (16)

ÇÄÅ 0 6 a_i 6 p^{ki} . äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Œ G ÅÓÔØ ÔÁËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ g_1; : : :; g_m , ÞÔÏ ÐÏÒÑÄÏË g_i ÒÁŒÅÎ p^{ki} É ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕÐÐÙ G ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ g = m∑ i=1 a_ig_i; (17)

ÇÄÅ 0 6 a_i 6 p^{ki} .

üÌÅÍÅÎÔ g_1 ÐÏÒÑÄËÁ p^{k1} Õ ÎÁÓ ÕÖÅ ÅÓÔØ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g_i ÐÒÉ ËÁÎÏ- ÎÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ G → G=H ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÒÑÄËÁ p^{ki} (i = 2; : : :; m).

ðÕÓÔØ g | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÐÒÏÏÂÒÁÚ g_i . ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÒÑÄÏË g_i ÒÁŒÅÎ p^{ki} , ÔÏ p^{ki} g ∈ H . ðÏÓËÏÌØËÕ p^{k1} | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÚ ÐÏÒÑÄËÏŒ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÇÒÕÐÐÙ G, ÔÏ p^{k1} g = 0. ðÏÜÔÏÍÕ p^{ki} g ∈ {x ∈ H | p^{k1−ki} x = 0} = p^{ki} H (Œ ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ H ∼= Z_pk_1 , É ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ 6.7), ÔÏ ÅÓÔØ p^{ki} g = p^{ki} h ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ h ∈ H . ðÏÌÏÖÉÍ g_i = g−h. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÒÑÄÏË g_i ÒÁŒÅÎ p^{ki} É ÏÂÒÁÚ g_i ÐÒÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÎÁ G ÒÁŒÅÎ g_i .

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕÐÐÙ G ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ (17). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ g ∈ G. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ g Œ G É ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÅÇÏ Œ ŒÉÄÅ (16). ôÏÇÄÁ g − m∑ i=2 a_ig_i ∈ H:

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÜÔÁ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÒÁŒÎÁ a_1g_1 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ a_1 ∈ {0; : : :; p^{k1} − 1}. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, g ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ Œ ŒÉÄÅ (17).

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ g ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ Œ ŒÉÄÅ (17), ÔÏ ÄÌÑ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚÁ g Œ G ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (16) É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ a_2; : : :; a_m ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. îÏ ÔÏÇÄÁ É ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ a_1 ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕ

G ∼= Z_pk_1 ⊕ · · · ⊕ Z_pkm :

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ k_1; : : :k_m ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ G. îÁÊÄÅÍ Œ ÇÒÕÐÐÅ

Z_pk1 ⊕ · · · ⊕ Z_pkm ÞÉÓÌÏ Nl(k1; : : :; km) ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÐÏÒÑÄÏË ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ p^l (ÇÄÅ l ∈ N).

ðÏÒÑÄÏË ÜÌÅÍÅÎÔÁ (a_1; : : :; a_m) ∈ Z_pk_1 ⊕ · · ·⊕ Z_pkm ÒÁŒÅÎ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÍÕ ÏÂÝÅÍÕ ËÒÁÔÎÏÍÕ ÐÏÒÑÄ- ËÏŒ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a_1 ∈ Z_pk_1 , : : : , a_m ∈ Z_pkm . þÔÏÂÙ ÜÔÏÔ ÐÏÒÑÄÏË ÂÙÌ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ p^l , ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÒÑÄÏË ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ a_i ÂÙÌ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ p^l . þÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a_i ∈ Z_pk_i ÐÏÒÑÄËÁ ÎÅ ÂÏÌØÛÅÇÏ p^l ÒÁŒÎÏ p^l , ÅÓÌÉ l 6 k_i , É p^{ki} , ÅÓÌÉ l > k_i . ðÕÓÔØ r(l) | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ k_{r(l)} > l. ôÏÇÄÁ N_l(k_1; : : :; k_m) = p^{Cl(k1,...,km)} , ÇÄÅ

C_l(k_1; : : :; k_m) = lr(l) + m∑ s=r(l)+1 k_s:

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ C_l(k_1; : : :; k_m)−C_{l−1}(k_1; : : :; k_m) = r(l), Á ÎÁÂÏÒ ÞÉÓÅÌ r(l) ÄÌÑ ŒÓÅÈ l ∈ N ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÁÂÏÒ k_i . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÉÓÌÁ k_1; : : :k_m ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÅÊ Ï ÔÏÍ, ÓËÏÌØËÏ Œ ÇÒÕÐÐÅ G ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÏÒÑÄËÁ p^l (l = 1; 2; : : : ).

ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. 2

œÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÔÅÏÒÅÍÙ.

ðÕÓÔØ G | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ É n = |G|. œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ n. åÓÌÉ n = 1, ÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ n > 1 É ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÇÒÕÐÐ Ó ÍÅÎØÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ. äÏËÁÖÅÍ ÅÇÏ ÄÌÑ ÇÒÕÐÐÙ G.

ðÕÓÔØ p | ÔÁËÏÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÞÔÏ Œ ÇÒÕÐÐÅ G ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÒÑÄËÁ p (Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ p ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÌÀÂÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÐÏÒÑÄËÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÇÒÕÐÐÙ G). òÁÓÓÍÏ- ÔÒÉÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ p ËÁË ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐÙ G Œ ÓÅÂÑ. üÔÏÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÍÅÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÑÄÒÏ (ÔÁË ËÁË Œ ÇÒÕÐÐÅ G ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÒÑÄËÁ p), ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÂÒÁÚ ÜÔÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÎÅ ÓÏŒÐÁ- ÄÁÅÔ ÓÏ ŒÓÅÊ ÇÒÕÐÐÏÊ G (ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ìÁÇÒÁÎÖÁ É ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÈ ÇÒÕÐÐ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÑÄÒÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚÅ ÒÁŒÎÏ ÐÏÒÑÄËÕ ÇÒÕÐÐÙ G).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ G ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÏÄÇÒÕÐÐ G ⊃ pG ⊇ p^2G ⊇ : : : , É ÎÁÊÄÅÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉ- ÓÌÏ k, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ p^kG = p^{k+1}G (ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ Œ ÓÉÌÕ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÇÒÕÐÐÙ G). õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ p ÚÁÄÁÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ p^kG Œ ÓÅÂÑ, ÏÂÒÁÚÏÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÓÑ ÜÔÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÑÄÒÏ ÜÔÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ p^kG → p^kG ÎÕÌÅŒÏÅ, ÔÏ ÅÓÔØ Œ p^kG ÎÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÏ- ÒÑÄËÁ p. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÒÑÄÏË ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ h ∈ H ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p (ÅÓÌÉ ÂÙ ÐÏÒÑÄÏË h ÂÙÌ ÒÁŒÅÎ lp, ÔÏ ÐÏÒÑÄÏË lh ÒÁŒÎÑÌÓÑ ÂÙ p).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ’ : G → p^kG, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ g ∈ G Œ p^kg . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ H ÑÄÒÏ ÜÔÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ. íÙ ÉÍÅÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ |G| = |H| · |p^kG| (ÐÏÓËÏÌØËÕ p^kG = ’(G)). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, H ∩ p^kG = {0} (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÒÑÄÏË ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÉÚ H ÄÅÌÉÔ p^k , ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁŒÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ ÞÉÓÌÁ p). ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÍÍÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐ H É p^kG | ÐÒÑÍÁÑ, ÔÏ ÅÓÔØ H + p^kG ∼= H⊕p^kG. þÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÇÒÕÐÐÅ ÒÁŒÎÏ |H|·|p^kG| = |G|, ÐÏÜÔÏÍÕ G = Hup^kG. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 6.9.1, ÇÒÕÐÐÁ H ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ŒÉÄÁ, ÔÒÅÂÕÅÍÏÇÏ Œ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÉ ÔÅÏÒÅÍÙ. œ ÇÒÕÐÐÅ p^kG ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ Œ ÇÒÕÐÐÅ G, ÔÁË ÞÔÏ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÏÎÁ ÔÏÖÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ŒÉÄÁ, ÔÒÅÂÕÅÍÏÇÏ Œ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÉ ÔÅÏÒÅÍÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÔÏ ÖÅ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÇÒÕÐÐÙ G ∼= H ⊕ p^kG.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÏÒÑÄËÁ p^l (ÇÄÅ p | ÐÒÏÓÔÏÅ É l ∈ N) Œ ÇÒÕÐÐÅ Z_pk_{11} ⊕· · ·⊕Z_pkm_m ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÔÁËÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Œ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÌÉÛØ ÔÅÈ

ÉÚ Z_pki_i , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ pi = p. á ÄÌÑ ÔÁËÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ Ï ÞÉÓÌÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÏÒÑÄËÁ

p^l ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÉ k_i (ÓÍÏÔÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ 6.9.1). ðÏÜÔÏÍÕ ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ p_i É k_i ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ G. 2

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 6.10. ìÀÂÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ G ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕÐÐÅ ŒÉÄÁ

Zn_1 ⊕ · · · ⊕ Zn_m;

ÇÄÅ n_1; : : :; n_m ∈ N ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ n_i ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ n_{i+1} ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i = 1; : : :; m − 1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÇÒÕÐÐÕ G Œ ŒÉÄÅ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕÐÐ, ÐÏÒÑÄÏË ËÁ-

ÖÄÏÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ | ÓÔÅÐÅÎØ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ (ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 6.9). úÁÐÉÛÅÍ ÜÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Œ ŒÉÄÅ

G ∼= Z_{pk}(1)_{11} ⊕ · · · ⊕ Z_{pk}(1)_{m11} ⊕ · · · ⊕ Z_{pk}(l)_{1l} ⊕ · · · ⊕ Z_{pk}(l)_{mll} ;

ÇÄÅ ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ p_i ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍÉ, p_1 > · · · > p_l É k^{(j)}_1 > : : : > k^{(j)}m_j > 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ j = 1; : : :; l.

ðÕÓÔØ n_i = ∏ j:mj ¿i p^{k(j)i}_j . ôÏÇÄÁ

G ∼= Z_{n1} ⊕ · · · ⊕ Z_{nm};

ÇÄÅ m = max_16_i6_l m_i . ñÓÎÏ, ÞÔÏ n_i ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ n_{i+1} ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i = 1; : : :; m − 1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ Ñ ÏÓÔÁŒÌÑÀ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ. 2

ìÅËÃÉÑ 7.

ëÏÌØÃÁ, ÉÄÅÁÌÙ É ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÁ

íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÅ ËÏÌØÃÁ.

ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Q ⊆ R ËÏÌØÃÁ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄËÏÌØÃÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏ- ÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÄËÏÌØÃÏ ŒÓÅÇÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ, ÐÏÄËÏÌØÃÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ, ÎÏ ÐÏÄËÏÌØÃÏ ËÏÌØÃÁ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ ËÏÌØÃÏÍ Ó ÅÄÉ- ÎÉÃÅÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ËÏÌØÃÅ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ZÌÀÂÁÑ ÁÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ (ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ Z, ËÁË ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÐÏ ÓÌÏÖÅÎÉÀ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄËÏÌØÃÏÍ, ÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÌÉÛØ ZÉ {0} ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÌØÃÁÍÉ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ, ÐÒÉÞÅÍ Õ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÅÄÉÎÉÃÁ ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÏÂSSÅÍÌÀÝÅÇÏ ËÏÌØÃÁ Z.

ðÕÓÔØ R É Q | ËÏÌØÃÁ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : R → Q ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÌÅÃ, ÅÓÌÉ ’(a+b) = ’(a)+’(b) É ’(ab) = ’(a)’(b) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b ∈ R. ñÄÒÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ËÏÌÅÃ ’ : R → Q ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ’^{−1}(0), ÔÏ ÅÓÔØ ÑÄÒÏ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ ÐÏ ÓÌÏÖÅÎÉÀ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÑÄÒÏ É ÏÂÒÁÚ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÄËÏÌØÃÁÍÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ Œ R É Q. ôÁË ÖÅ, ËÁË É ÄÌÑ ÇÒÕÐÐ, ÏÂÒÁÚÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÏÅ ÐÏÄËÏÌØÃÏ, ÎÏ ÓÏŒÓÅÍ ÎÅ ÌÀÂÏÅ ÐÏÄËÏÌØÃÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÑÄÒÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ.

ðÕÓÔØ ’ : R → Q | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ, x ∈ I = Ker ’. ôÏÇÄÁ ’(ax) = ’(a)’(x) = ’(a) · 0 = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ R. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ’(xa) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ R. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ax ∈ I É xa ∈ I ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ R. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÔÁË: RI ⊆ I É IR ⊆ I . ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ R | ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ, ÔÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ: RI = I É IR = I .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.1. ðÕÓÔØ R | ËÏÌØÃÏ. ðÏÄËÏÌØÃÏ I ⊆ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ, ÅÓÌÉ RI ⊆ I É IR ⊆ I .

ëÁË ÍÙ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÐÒÏŒÅÒÉÌÉ, ÑÄÒÏ ÌÀÂÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ. þÕÔØ ÐÏÚÖÅ ÍÙ ÕÂÅÄÉÍÓÑ É Œ ÏÂÒÁÔÎÏÍ | ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÉÄÅÁÌ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÑÄÒÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ ËÏÌØÃÏ R ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ, ÔÏ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÐÏÄËÏÌØ-

ÃÁ A ⊆ R, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÏÄÎÏÍÕ ÕÓÌÏŒÉÀ: RA ⊆ A | ÌÅŒÙÅ ÉÄÅÁÌÙ, ÉÌÉ AR ⊆ A | ÐÒÁŒÙÅ ÉÄÅÁÌÙ. œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÐÒÁŒÙÈ É ÌÅŒÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, ÐÒÏÓÔÏ ÉÄÅÁÌÙ Œ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÍ ËÏÌØÃÅ ÞÁÓÔÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÍÉ ÉÄÅÁÌÁÍÉ.

ðÕÓÔØ I | ÉÄÅÁÌ ËÏÌØÃÁ R. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÂÅÌÅŒÕ ÇÒÕÐÐÕ R=I | ÆÁËÔÏÒÇÒÕÐÐÕ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÐÏÌÑ ÐÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ I . äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ a ∈ R ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ a ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ a+I . ðÏÌÏÖÉÍ ab = ab. üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÅÊ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ a É b. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, (a + I)(b + I) ⊆ (ab + aI + Ib + II) ⊆ (ab + I).

ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ŒŒÅÄÅÎÎÏÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔ R=I Œ ËÏÌØÃÏ. ïÎÏ ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÏÍ ËÏÌØÃÁ R ÐÏ ÉÄÅÁÌÕ I . éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ ı : R → R=I ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÌÅÃ, ÐÒÉÞÅÍ I = Ker ı . ïÞÅŒÉÄÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏ, Á ÌÀÂÏÅ ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÏ ËÏÌØÃÁ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÅ ËÏÌØÃÏÍ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ.

åÓÌÉ I = R, ÔÏ ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÏ R=I ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÍÕ ËÏÌØÃÕ {0}. ïÔÓÀÄÁ ŒÉÄÎÏ, ÐÏÞÅÍÕ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ 1 ≠ 0 ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ŒËÌÀÞÁÔØ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÌØÃÁ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 7.2 (ï ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÈ ËÏÌÅÃ). ðÕÓÔØ ’ : R → Q | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ

ËÏÌÅÃ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ I ÑÄÒÏ ÜÔÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÞÅÒÅÚ ı | ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÏÅËÃÉÀ R → R=I . ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ : R=I → Q, ÄÅÌÁÀÝÉÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

R^φ−→ Q π↘ ↗_ψ R=I ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ R=I ÎÁ ’(R).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ ÏÔÏ-

ÂÒÁÖÅÎÉÊ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÈ ÇÒÕÐÐ ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ËÏÌØÃÁ R=I Œ ÁÄÄÉÔÉŒÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ËÏÌØÃÁ Q. ôÏ, ÞÔÏ | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ, ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ÓÔÏÌØ ÖÅ ÐÒÏÓÔÏ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b ∈ R ÍÙ ÉÍÅÅÍ (ab) = (ab) = ’(ab) = ’(a)’(b) = (a) (b).

2_{äÁÌÅÅ Œ ÜÔÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÔÏÌØËÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÅ ËÏÌØÃÁ.}

ðÒÉÍÅÒ 7.3. ðÕÓÔØ R = Z | ËÏÌØÃÏ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÏÄËÏÌØÃÏ nZÑŒÌÑÅÔÓÑ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÉÄÅÁÌÏÍ

ËÏÌØÃÁ Z. ðÏÜÔÏÍÕ ÇÒÕÐÐÕ Z_n = Z=nZËÌÁÓÓÏŒ ŒÙÞÅÔÏŒ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ËÏÌØÃÏ.

îÁÚŒÁÎÉÅ ĂËÏÌØÃÏ ËÌÁÓÓÏŒ ŒÙÞÅÔÏŒĄ ÐÒÏÉÚÏÛÌÏ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ. äŒÁ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁ k É m ÎÁ- ÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÒÁŒÎÉÍÙÍÉ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n, ÅÓÌÉ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ n. óÒÁŒÎÅÎÉÑ ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ ÔÁË:

k ≡ m (mod n):

þÉÓÌÁ, ÓÒÁŒÎÉÍÙÅ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ (ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÄÒÕÇ Ë ÄÒÕÇÕ) ŒÙÞÅÔÁÍÉ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ, ÓÒÁŒÎÉÍÙÅ Ó ÄÁÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ (Á, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÒÁŒÎÉÍÙÅ É ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ), ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÌÁÓÓ ŒÙÞÅÔÏŒ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n.

ëÏÌØÃÁ ËÌÁÓÓÏŒ ŒÙÞÅÔÏŒ ÞÁÓÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Œ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x^2 − y^2 = 154. ðÕÓÔØ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ Œ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ: x = a, y = b. ðÏÓËÏÌØËÕ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ ı : Z→ Z_4 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÌÅÃ, ÔÏ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ a^2 − b^2 = 154 Œ ËÏÌØÃÅ ZÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ a^2 − b^2 = 154. ïÄÎÁËÏ Œ ËÏÌØÃÅ

Z4 ÌÉÛØ 0 É 1 ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËŒÄÒÁÔÁÍÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ 154 = 2 ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ËÁË ÒÁÚÎÏÓÔØ

ËŒÁÄÒÁÔÏŒ Œ Z_4. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x^2 − y^2 = 154 ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏ Œ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ.

ôÅÏÒÅÍÁ 7.4. ðÕÓÔØ p | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. ôÏÇÄÁ ËÏÌØÃÏ Zp ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ôÏ, ÞÔÏ ÅÄÉÎÉÃÁ Œ Zp ÎÅ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ. ðÕÓÔØ k ∈ ZÎÅ ËÒÁÔÎÏ p, ÔÏ

ÅÓÔØ k ∈ (Z_p \ {0}). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ _k ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Z_p → Z_p, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ _k(a) = ka. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ Z_p Œ ÓÅÂÑ. åÓÌÉ a ≠ 0, ÔÏ ÅÓÔØ a ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, ÔÏ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ka ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, ÐÏÜÔÏÍÕ ka ≠ 0. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Ker _k = {0}, ÔÏ ÅÓÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ _k ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ. ïÄÎÁËÏ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ ÓÅÂÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÉÅËÃÉÅÊ. ðÏÜÔÏÍÕ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÁÊÄÅÔÓÑ a ∈ Z_p ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ka = 1. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒÓÅ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Z_p ÏÂÒÁÔÉÍÙ, ÔÏ ÅÓÔØ Z_p ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ. 2

íÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ŒÙÞÅÔÏŒ ÐÏ ÐÒÏÓÔÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ p, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÅ ËÁË ÐÏÌÅ, Á ÎÅ ËÁË ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ, ÏÂÙÞÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÞÅÒÅÚ F_p . œÏÏÂÝÅ, ÐÏÄ F_q ÐÏÎÉÍÁÀÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÌÅ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ôÁËÉÅ ÐÏÌÑ ÂÙŒÁÀÔ ÎÅ ÄÌÑ ŒÓÅÈ q , Á ÌÉÛØ ÄÌÑ q = p^n , ÇÄÅ p | ÐÒÏÓÔÏÅ, Á n | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ë ÜÔÏÍÕ ÍÙ ŒÅÒÎÅÍÓÑ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÌÅËÃÉÑÈ.

ðÏËÁ ÖÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ F^∗_p | ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ÐÏÌÑ F_p . ðÏÒÑÄÏË ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÒÁŒÅÎ p − 1. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ìÁÇÒÁÎÖÁ, ÐÏÒÑÄÏË ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ F^∗_p ÄÅÌÉÔ p − 1, ÔÏ ÅÓÔØ a^{p−1} = 1 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ F^∗_p . äÏÍÎÏÖÁÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÎÁ a, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ a^p = a, ŒÅÒÎÏÅ ÕÖÅ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ F_p . ðÏÌÕÞÉÌÁÓØ

ôÅÏÒÅÍÁ 7.5 (íÁÌÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ æÅÒÍÁ). ðÕÓÔØ p | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. ôÏÇÄÁ a^p ≡ a (mod p) ÄÌÑ

ÌÀÂÏÇÏ a ∈ Z.

ðÒÉÍÅÒ 7.6. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ R = R[x], É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ÎÅÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ I ,

ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ÄÅÌÑÝÉÈÓÑ ÎÁ x^2 + 1. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ I ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÏ A = R=I . ðÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) ∈ R ÓÒÁŒÎÉÍ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ x^2 + 1 Ó ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ x (ÏÓÔÁÔËÏÍ ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ f(x) ÎÁ x^2 + 1), ÔÏ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ A ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ (a1 + bx), ÇÄÅ a; b ∈ R. õÍÎÏÖÅÎÉÅ Œ ËÏÌØÃÅ A ÕÓÔÒÏÅÎÏ ÔÁË: (a1+bx)(c1+dx) = (ac−bd)1+(ad+bc)x). ïÔÓÀÄÁ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ A ∼→ C , ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ 1 Œ 1, Á x | Œ i.

ðÒÉÍÅÒ 7.7. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ R = F3[x]. üÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÌÑ F3 ÍÙ ÂÕÄÅÍ

ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ 0, 1 É −1, ÂÅÚÏ ŒÓÑËÉÈ ÞÅÒÔÏÞÅË ÓŒÅÒÈÕ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ I ÉÄÅÁÌ Œ R, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ŒÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ÄÅÌÑÝÉÈÓÑ ÎÁ x^2+1. ëÁË É Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ, ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÁ A = R=I ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ (a1 + bx), ÇÄÅ a; b ∈ F_3 . äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ f = a1 + bx ∈ A. íÙ ÉÍÅÅÍ (a1 + bx)(a1 − bx) = a^2 + b^2 . ïÄÎÁËÏ Œ ÐÏÌÅ F_3 ËŒÁÄÒÁÔ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÒÁŒÅÎ 1, ÐÏÜÔÏÍÕ a^2 + b^2 = 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ É a = 0, É b = 0. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ f = a1 + bx ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÂÒÁÔÎÙÊ

(f)^{−1} = aa_2 + b^2

1 − ba_2 + b^2 x:

éÔÁË, A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÁÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ËÏÌØÃÁ A ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ Z_3 ⊕ Z_3, ÔÏ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ A ÒÁŒÎÏ 9. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÐÏÌÅ F_9 .

åŒËÌÉÄÏŒÙ ËÏÌØÃÁ

äÁÌÅÅ ÓÌÏŒÏ ĂËÏÌØÃÏĄ ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ.

œ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÚÕÞÁÔØ ÐÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ËÏÌØÃÏ ZÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ É ËÏÌØÃÏ —[x] ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÏŒ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —. üÔÉ ËÏÌØÃÁ ÐÏ ÓŒÏÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍ ÏÞÅÎØ ÐÏÈÏÖÉ, ÞÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÎÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÉÈ ÐÏ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ, ÎÏ ŒÅÓÔÉ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÂÏÌÅÅ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ, ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ R, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÇÏ ÎÕÖÎÙÍ ÎÁÍ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍ. äÁÄÉÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.8. ðÕÓÔØ R | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ. üÌÅÍÅÎÔ a ∈ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ,

ÅÓÌÉ ÏÎ ÉÍÅÅÔ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÐÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ. îÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ d ∈ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ c ∈ R ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ cd = 0.

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÏÂÒÁÔÉÍÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ R ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕÐÐÕ ÐÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ. üÔÁ ÇÒÕÐÐÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ R^∗ . äÅÌÉÔÅÌØ ÎÕÌÑ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÂÒÁÔÉÍ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ d ÏÂÒÁÔÉÍ É cd = 0. ôÏÇÄÁ c = cd · d^{−1} = 0, ÔÏ ÅÓÔØ d ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.9. ðÕÓÔØ R = Z12. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ 1, 5, 7 É 11 ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙ-

ÍÉ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ R ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÑÍÉ ÎÕÌÑ. ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÇÒÕÐÐÁ R^∗ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ?

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.10. ëÏÌØÃÏ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔÎÙÍ, ÉÌÉ ÏÂÌÁÓÔØÀ ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ Œ

ÎÅÍ ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ É 1 ≠ 0.

ðÒÉÍÅÒ 7.11. ëÏÌØÃÁ Z, —[x], Á ÔÁËÖÅ ÌÀÂÏÅ ÐÏÌÅ —ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÂÌÁÓÔÑÍÉ ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.12. ïÂÌÁÓÔØ ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍ ËÏÌØÃÏÍ, ÅÓÌÉ ÎÁ R \ {0}

ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ‹ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ N ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ‹(a) ÎÏÒÍÏÊ a), ÞÔÏ

1) ‹(ab) > ‹(a) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b ∈ R \ {0}.

2) äÌÑ ÌÀÂÙÈ a ∈ R É b ∈ R \ {0} ÎÁÊÄÕÔÓÑ q; r ∈ R ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ a = qb + r, ÐÒÉÞÅÍ ÌÉÂÏ r = 0, ÌÉÂÏ ‹(r) < ‹(b) (ÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ).

ðÒÉÍÅÒ 7.13. ëÏÌØÃÏ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÏÒÍÙ ‹(a) = |a|. ëÏÌØÃÏ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÏÒÍÙ ‹(f) = deg f + 1.

åŒËÌÉÄÏŒÙ ËÏÌØÃÁ ÎÁÚŒÁÎÙ ÔÁË ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ Œ ÎÉÈ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ åŒËÌÉÄÁ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.14. üÌÅÍÅÎÔ k ∈ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ∈ R, ÅÓÌÉ a = ck ÄÌÑ

ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ c ∈ R. üÌÅÍÅÎÔ d ∈ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a; b ∈ R, ÅÓÌÉ d ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÈ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ (ÔÏ ÅÓÔØ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ËÁË a, ÔÁË É b), É ÌÀÂÏÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ a É b ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ d. ôÏ, ÞÔÏ d ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ a É b, ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔ ÔÁË: d = (a; b).

œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ËÏÌØÃÅ R ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÓÏŒÓÅÍ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÔØ. ïÄÎÁËÏ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ËÏÌØÃÅ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ ÄŒÕÈ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍ åŒËÌÉÄÁ:

ðÕÓÔØ R | ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ËÏÌØÃÏ, a; b ∈ R \ {0}. ðÏÄÅÌÉÍ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ a ÎÁ b: a = q_1b + r_1 . äÁÌÅÅ, ÐÏÄÅÌÉÍ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ b ÎÁ r_1 : b = q_2r_1 + r_2 . ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÜÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ, ÐÏËÁ ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ÏÓÔÁÔÏË ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ (ÜÔÏ ÎÅÉÚÂÅÖÎÏ ÓÌÕÞÉÔÓÑ, ÉÂÏ Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉ- ÌÉ ÂÙ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÕÂÙŒÁÀÝÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ‹(b); ‹(r_1); ‹(r_2); : : : ). íÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒ

a = q_1b + r_1; (18) b = q_2r_1 + r_2; (19) r_1 = q_3r_2 + r_3; (20) : : :

r_{n−2} = q_nr_{n−1} + r_n; (21) r_{n−1} = q_{n+1}r_n: (22)

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ r_n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ a É b.

éÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (22) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ r_n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ r_{n−1} . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ (21), r_n ÄÅÌÉÔ ÔÁËÖÅ É r_{n−2} . ðÏÄÎÉÍÁÑÓØ ŒŒÅÒÈ ÐÏ ÃÅÐÏÞËÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ r_n ÄÅÌÉÔ b É a, ÔÏ ÅÓÔØ r_n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ a É b.

ðÕÓÔØ c | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ a É b. éÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (18) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ c ÄÅÌÉÔ ÔÁËÖÅ É r_1 . óÐÕÓËÁÑÓØ ŒÎÉÚ ÐÏ ÃÅÐÏÞËÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒ, ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÍ, ÞÔÏ c ÄÅÌÉÔ ŒÓÅ ÏÓÔÁÔËÉ r_1; r_2; : : :; r_n . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, r_n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ a É b, ÔÏ ÅÓÔØ r_n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ a É b.

œÁÖÎÙÍ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ åŒËÌÉÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÆÁËÔ: ÅÓÌÉ d | ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a É b ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ËÏÌØÃÁ R, ÔÏ d = ka + lb ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ k; l ∈ R. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ åŒËÌÉÄÁ. ðÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ (18), r_1 = k_1a + l_1b, ÇÄÅ k_1 = 1; l_1 = −q_1 . ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ÜÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ŒÍÅÓÔÏ r_1 Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (19), ÐÏÌÕÞÁÅÍ r_2 = k_2a + l_2b, ÇÄÅ k_2 = −q_2k_1; l_2 = 1 − q_2l_1 . ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÜÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ r_n = k_na + l_nb.

úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ d ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a É b ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ r_n . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, d = er_n = ka + lb, ÇÄÅ k = ek_n; l = el_n .

ìÅËÃÉÑ 8.

ôÅÏÒÉÑ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ Œ ËÏÌØÃÁÈ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ

œ ÜÔÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÓÌÏŒÏ ĂËÏÌØÃÏĄ ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 8.1. ðÕÓÔØ ËÏÌØÃÏ R ÅŒËÌÉÄÏŒÏ É d ∈ R \ {0}.

1) ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ‹(da) = ‹(a) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ a ∈ R \ {0}. ôÏÇÄÁ ÜÌÅÍÅÎÔ d ÏÂÒÁÔÉÍ.

2) üÌÅÍÅÎÔ d ÏÂÒÁÔÉÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ‹(d) = ‹(1).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. 1) òÁÚÄÅÌÉÍ a ÎÁ da Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ: a = qda + r, ÇÄÅ r = 0 ÉÌÉ ‹(r) < ‹(a). íÙ

ÉÍÅÅÍ r = (1−qd)a, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ‹(r) < ‹(a) ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, r = 0. ðÏÓËÏÌØËÕ R | ÏÂÌÁÓÔØ ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ 1 − qd = 0, ÔÏ ÅÓÔØ qd = 1 É d ÏÂÒÁÔÉÍ.

2) éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ËÏÌØÃÁ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ R\{0} ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ‹(a) > ‹(1). ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ ‹(d) = ‹(1), ÔÏ 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ d ÂÅÚ ÏÓÔÁÔËÁ, ÔÏ ÅÓÔØ d ÏÂÒÁÔÉÍ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ d ÏÂÒÁÔÉÍ, ÔÏ ‹(1) = ‹(dd^{−1}) > ‹(d), ÐÏÜÔÏÍÕ ‹(d) = ‹(1). 2

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.2. éÄÅÁÌ I Œ ËÏÌØÃÅ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÌÁŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ R,

ÞÔÏ I = aR. çÌÁŒÎÙÊ ÉÄÅÁÌ aR ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÞÅÒÅÚ (a). ëÏÌØÃÏ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÌÁÓÔØÀ ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ É ÌÀÂÏÊ ÉÄÅÁÌ Œ ÎÅÍ | ÇÌÁŒÎÙÊ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 8.3. åÓÌÉ ËÏÌØÃÏ R ÅŒËÌÉÄÏŒÏ, ÔÏ ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ I | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÉÄÅÁÌ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ËÏÌØÃÅ R. åÓÌÉ ÏÎ ÒÁŒÅÎ {0}, ÔÏ

ÏÎ ÇÌÁŒÎÙÊ: I = (0). œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ D = {‹(x) | x ∈ I; x ≠ 0}. ìÀÂÏÅ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÍÅÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. ðÕÓÔØ b ∈ I ÔÁËÏŒÏ, ÞÔÏ ‹(b) = min(D). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ I . ðÏÄÅÌÉÍ ÅÇÏ ÎÁ b Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ: a = qb + r, ÇÄÅ ÌÉÂÏ r = 0, ÌÉÂÏ ‹(r) < ‹(b). ïÄÎÁËÏ r = a − qb ∈ I , ÐÏÜÔÏÍÕ r = 0, ÔÏ ÅÓÔØ a = qb. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, I ⊆ (b). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, I | ÉÄÅÁÌ É b ∈ I , ÐÏÜÔÏÍÕ (b) ⊆ I . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ I = (b) | ÇÌÁŒÎÙÊ ÉÄÅÁÌ. 2

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 8.4. ðÕÓÔØ R | ËÏÌØÃÏ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b ∈ R ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ

ÉÈ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ (a; b).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÄÅÁÌ (a) + (b) | ÇÌÁŒÎÙÊ. ðÕÓÔØ (a) + (b) = (d). ôÏÇÄÁ a = ¸d É b = ˛d ÄÌÑ

ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ¸; ˛ ∈ I , ÔÏ ÅÓÔØ d ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ a É b. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k, ÑŒÌÑÀÝÅÇÏÓÑ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ a É b, ÜÌÅÍÅÎÔÙ a É b ÌÅÖÁÔ Œ (k), ÐÏÜÔÏÍÕ (d) = (a) + (b) ⊆ (k), ÔÏ ÅÓÔØ k ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ d. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, d = (a; b). 2

ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ ÎÁ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ, ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÏ Z=pZÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ, ÅÓÌÉ p | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. ðÒÅÖÄÅ, ÞÅÍ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÐÏÄÏÂÎÕÀ ŒÚÁÉÍÏÓŒÑÚØ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, ÉÓÓÌÅÄÕÅÍ Œ ÏÂÝÅÍ ŒÉÄÅ ŒÏÐÒÏÓ: ÐÒÉ ËÁËÉÈ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÎÁ ÉÄÅÁÌ I ⊆ R ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÏ R=I ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ?

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.5. éÄÅÁÌ I Œ ËÏÌØÃÅ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅ ÒÁŒÅÎ ŒÓÅÍÕ R, Á

ÌÀÂÏÊ ÓÔÒÏÇÏ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ I ÉÄÅÁÌ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó R.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 8.6. 1) éÄÅÁÌ I ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ŒÓÅÍ ËÏÌØÃÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ

ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÄÉÎÉÃÕ.

2) æÁËÔÏÒËÏÌØÃÏ R=I ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÄÅÁÌ I ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

1). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ I ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó R, ÔÏ ÏÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÄÉÎÉÃÕ. ðÕÓÔØ ÎÁÏÂÏÒÏÔ, 1 ∈ I . ôÏÇÄÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ I | ÉÄÅÁÌ, R · 1 ⊆ I , ÎÏ R · 1 = R, ÐÏÜÔÏÍÕ I = R.

2). ðÕÓÔØ ÉÄÅÁÌ I ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ. ôÏÇÄÁ 1 ≠ 0 Œ ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÅ R=I , ÐÏÓËÏÌØËÕ I ≠ R. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ R \ I . éÄÅÁÌ J = aR + I ÓÔÒÏÇÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ I , ÐÏÜÔÏÍÕ J = R, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁÊÄÅÔÓÑ b ∈ R ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ 1 ∈ ab + I . üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ÐÒÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ R → R=I ÏÂÒÁÔÉÍ. ðÏÜÔÏÍÕ R=I | ÐÏÌÅ.

œ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ, ÐÕÓÔØ R=I | ÐÏÌÅ. ôÏÇÄÁ 1 ≠ 0 Œ R=I , ÐÏÜÔÏÍÕ I ≠ R. ðÕÓÔØ ÉÄÅÁÌ J ⊆ R ÓÔÒÏÇÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ I . œÙÂÅÒÅÍ a ∈ J \ I . ïÂÒÁÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ÐÒÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ R → R=I ÏÂÒÁÔÉÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÁÊÄÅÔÓÑ b ∈ R ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ 1 ∈ ab + I . üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ aR + I = R, ÐÏÜÔÏÍÕ ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ J = R. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÉÄÅÁÌ I ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ. 2

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.7. ðÕÓÔØ R | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ. îÅÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ p ∈ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ

ÐÒÏÓÔÙÍ ÉÌÉ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÉÚ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ p = ab ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ a, ÌÉÂÏ b ÏÂÒÁÔÉÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 8.8. ðÕÓÔØ R | ËÏÌØÃÏ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ. üÌÅÍÅÎÔ p ∈ R ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ

ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ R=(p) | ÐÏÌÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÀ 8.6 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ (p) ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ ÔÏÇÄÁ É

ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ p ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ.

ðÕÓÔØ ÉÄÅÁÌ (p) ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ. ôÏÇÄÁ (p) ≠ R, ÐÏÜÔÏÍÕ p ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ p = ab, ÐÒÉÞÅÍ b | ÎÅ ÏÂÒÁÔÉÍ. ôÏÇÄÁ (b) ≠ R, ÎÏ (p) ⊆ (b), ÐÏÜÔÏÍÕ (p) = (b) ÉÚ ÍÁË- ÓÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ (p). üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ c ∈ R ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ b = cp. ðÏÌÕÞÁÅÍ p = acp, ÔÏ ÅÓÔØ (1 − ac)p = 0. ðÏÓËÏÌØËÕ R | ÏÂÌÁÓÔØ ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ, ac = 1 É a ÏÂÒÁÔÉÍ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, p ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ p ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ, ÔÏ 1 =∈ (p), ÔÏ ÅÓÔØ (p) ≠ R. äÁÌÅÅ, ÐÕÓÔØ ÉÄÅÁÌ J ÓÔÒÏÇÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ (p). ðÏÓËÏÌØËÕ R | ËÏÌØÃÏ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ a ∈ R ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ J = (a). òÁÚ (p) ⊂ (a), ÔÏ p = ab ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ b ∈ R. ðÒÉ ÜÔÏÍ b ÎÅ ÏÂÒÁÔÉÍ, ÉÎÁÞÅ ÉÄÅÁÌ (p) ÓÏŒÐÁÄÁÌ ÂÙ Ó (a). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, a ÏÂÒÁÔÉÍ, É (a) = R. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÄÅÁÌ (p) ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ. 2

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.9. ïÂÌÁÓÔØ ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÊ ÎÅ-

ÎÕÌÅŒÏÊ É ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ R ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ p_i ∈ R (i = 1; : : :; k), ÞÔÏ a = p_1p_2 : : : p_k , É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ a = q_1q_2 : : :q_m ÍÏÖÎÏ ÕÔŒÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ k = m É ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ff ∈ S_n ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ p_i = "_iq_{σ(i)} (i = 1; : : :; k), ÇÄÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ "_i ÏÂÒÁÔÉÍÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ 8.10. ðÕÓÔØ R | ËÏÌØÃÏ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ. ôÏÇÄÁ R | ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÅÓÌÉ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ

ÜÌÅÍÅÎÔ a ÎÅÏÂÒÁÔÉÍ É ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ, ÔÏ ÏÎ ÒÁÚÌÏÖÉÍ ÎÁ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ a = a_1a_2 , ÔÅÐÅÒØ ÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ a_1 É a_2 , ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÍ ÔÅ ÉÚ ÎÉÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏ- ÄÉÍÙÍÉ, É Ô. Ä. îÁÄÏ ÌÉÛØ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÐÒÏÃÅÓÓ ÏÂÏÒŒÅÔÓÑ. åÓÌÉ ËÏÌØÃÏ R ÅŒËÌÉÄÏŒÏ, ÔÏ ÜÔÏ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ ‹(a_1) < ‹(a) É ‹(a_2) < ‹(a), ÐÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎËÃÉÑ ‹ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÔÏÌØËÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÎÅÎÁÍÎÏÇÏ ÓÌÏÖ- ÎÅÅ. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ a = a_1a_2 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ (a) ⊂ (a_1) (ŒËÌÀÞÅÎÉÅ ÉÄÅÁÌÏŒ ÓÔÒÏÇÏÅ, ÉÎÁÞÅ a_2 ÂÙÌ ÂÙ ÏÂÒÁÔÉÍ). åÓÌÉ ÂÙ ÐÒÏÃÅÓÓ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÏÇ ÐÒÏÄÏÌÖÁÔØÓÑ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ, ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÂÙ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÕÀ ÃÅÐÏÞËÕ ÓÔÒÏÇÏ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÄÒÕÇ Œ ÄÒÕÇÁ ÉÄÅÁÌÏŒ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ.

ðÕÓÔØ (d_1) ⊂ (d_2) ⊂ : : : | ÔÁËÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ D ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÉÄÅÁÌÏŒ (d_i). ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ D | ÉÄÅÁÌ, ÐÏÜÔÏÍÕ D = (d) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ d ∈ D. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, d ∈ (d_m) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ m. îÏ ÔÏÇÄÁ (d_{m+1}) ⊆ (d) ⊆ (d_m), ÔÏ ÅÓÔØ (d_m) = (d_{m+1}), Œ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÉ Ó ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅÍ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ ÓÔÒÏÇÉÅ.

éÔÁË, ÐÒÏÃÅÓÓ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÄÏÌÖÅÎ ÏÂÏÒŒÁÔØÓÑ, É ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ. äÏËÁÖÅÍ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ.

ìÅÍÍÁ 8.10.1. ðÕÓÔØ p1; : : :; pk É q1; : : :; qm | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ R, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏ-

ÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÀ p_1 : : : p_k = q_1 : : :q_m . ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ i_0 ∈ {1; : : :; m} ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ " ∈ R, ÞÔÏ p_1 = "q_{i0} .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÏ R=(p1). œ ÎÅÍ q1 · · · ·· qm = q1 : : : qm = 0. ðÏÓËÏÌØËÕ R=(p_1) | ÐÏÌÅ, ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ q_{i0} = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ i_0 ∈ {1; : : :; m}. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ q_{i0} = ¸p_1 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ¸ ∈ R. ðÏÓËÏÌØËÕ p_1 É q_{i0} ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙ, ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ¸ ÏÂÒÁÔÉÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ " = ¸^{−1} ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ p_1 = "q_{i0} . 2

ó ÐÏÍÏÝØÀ ÌÅÍÍÙ 8.10.1 ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉ- ÔÅÌÉ. œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ k.

ðÒÉ k = 1 ÐÏ ÌÅÍÍÅ 8.10.1 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÎÄÅËÓ i_0 É ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ", ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ p_1 = "q_{i0} . ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ m > 1. ôÏÇÄÁ q_{i0} (" − ∏ i≠i0 qi) = 0, ÔÏ ÅÓÔØ ∏ i≠i0 qi = ", ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ

ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ q_i . ïÔÓÀÄÁ m = k = 1 É q_1 = p_1 .

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÄÌÑ k < k_0 ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ É a = p_1 : : : p_{k0} = q_1 : : : q_m | ÄŒÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. ðÏ ÌÅÍÍÅ 8.10.1 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÎÄÅËÓ i_0 É ÏÂÒÁÔÉ- ÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ", ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ p_1 = "q_{i0} . ðÅÒÅÓÔÁŒÉŒ ÉÎÄÅËÓÙ, ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ i_0 = 1. ôÏ- ÇÄÁ q_1 (("p_2)p_3 : : : p_{k0} − q_2 : : :q_m) = 0. ëÏÌØÃÏ R | ÏÂÌÁÓÔØ ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ ("p_2)p_3 : : : p_{k0} = q_2 : : :q_m . äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÚÁŒÅÒÛÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ Ë ÜÔÏÍÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÐÒÉ k = k_0 − 1. 2

ëÏÌØÃÏ ZÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ É ËÏÌØÃÏ —[x] ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ Ë ÎÉÍ ÐÒÉÍÅÎÉÍÙ ŒÓÅ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÄÏËÁÚÁÎÎÙÅ ÎÁ ÜÔÏÊ ÌÅËÃÉÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÝÅ ÐÁÒÕ ÐÒÉÍÅÒÏŒ.

ðÒÉÍÅÒ 8.11. ðÕÓÔØ R = Z[i] ⊂ C | ËÏÌØÃÏ ÃÅÌÙÈ ÇÁÕÓÓÏŒÙÈ ÞÉÓÅÌ (ŒÉÄÁ m + in, ÇÄÅ m É n

ÃÅÌÙÅ). ëÏÌØÃÏ R ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÕÎËÃÉÉ ‹(m + in) = m^2 + n^2 (ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ!). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ Œ ÎÅÍ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ±1 É ±i.

ðÕÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ f = m + in ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ Œ Z[i]. œÏÚÍÏÖÎÙ ÄŒÁ ÓÌÕÞÁÑ:

1) ìÉÂÏ m, ÌÉÂÏ n ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ, ÔÏÇÄÁ f = i^kp ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ k ∈ {0; 1; 2; 3} É ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ p. 2) îÉ m, ÎÉ n ÎÅ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ, ÔÏÇÄÁ ÜÌÅÍÅÎÔ —f = m − in ÔÏÖÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ, É f —f = m^2 + n^2 | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. ðÒÏÓÔÏÔÁ m^2 + n^2 ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ËÏÌØÃÅ Z[i].

íÙ ÍÏÖÅÍ ÓÄÅÌÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ŒÙŒÏÄ: ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ Z[i] Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ i^k ÉÓÞÅÒÐÙŒÁÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ:

1) ðÒÏÓÔÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ p, ÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÍÉ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÄŒÕÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ ÒÁÚÌÏÖÉ- ÍÙÍÉ Œ Z[i].

2) üÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ŒÉÄÁ m + in, ÇÄÅ m^2 + n^2 | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Œ ËÏÌØÃÅ Z[i] ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ p ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÄŒÕÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ, ÔÏ ÜÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ ŒÉÄÁ 4n − 1 ÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÄŒÕÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ (ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ŒÙÞÅÔÙ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 4). äÌÑ ÄŒÏÊËÉ ÔÁËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ: 2 = (1+i)(1−i) = −i(1 + i)^2 . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ p = 4n + 1.

ðÏÌÏÖÉÍ t = (2n)!. ðÏÓËÏÌØËÕ t = (−1)^{2n}t = (−1)(−2) : : : (−2n) ≡ (p − 1)(p − 2) : : :((p + 1)=2) (mod p), ÔÏ t^2 ≡ (p − 1)! (mod p). ïÄÎÁËÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ p ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÅ

(p − 1)! + 1 ≡ 0 (mod p):

üÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÉÚŒÅÓÔÎÏÅ ËÁË ÔÅÏÒÅÍÁ œÉÌØÓÏÎÁ, ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Œ ÐÏÌÅ Z=pZÔÏÌØËÏ 1 É −1 ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÓÏ ÓŒÏÉÍÉ ÏÂÒÁÔÎÙÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ t^2 + 1 ≡ 0 (mod p), ÔÏ ÅÓÔØ (t + i)(t − i) = lp

ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ l. ëÏÌØÃÏ Z[i] ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏ, ÔÁË ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÄÅÌÉÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÉÓÌÏ p ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ Z[i], ÉÎÁÞÅ t ± i ÄÅÌÉÌÏÓØ ÂÙ ÎÁ p, ÞÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ.

íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍÉ Œ ËÏÌØÃÅ Z[i] ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ ŒÉÄÁ p = 4n−1. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ

ôÅÏÒÅÍÁ 8.12. îÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ N ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ m É n

ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ N Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ËÁÖÄÏÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ ŒÉÄÁ 4n − 1 ŒÈÏÄÉÔ Œ ÞÅÔÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÄŒÕÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ | ÔÏ ÖÅ

ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÅÇÏ Œ ŒÉÄÅ N = f —f , ÇÄÅ f ∈ Z[i]. ðÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÅ ŒÉÄ 4n − 1, ÄÏÐÕÓËÁÀÔ ÔÁËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ N Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ËÁÖÄÏÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ ŒÉÄÁ 4n − 1 ŒÈÏÄÉÔ Œ ÞÅÔÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ. üÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÔÁË:

N = p_1 : : :p_kq^2_1 : : :q^2_m;

ÇÄÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ p_i ÄÏÐÕÓËÁÀÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ p_i = f_i —f_i . ðÏÌÏÖÉÍ f = f_1 : : :f_kq_1 : : :q_m . ôÏÇÄÁ N = f —f .

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÕÓÔØ N = f —f . òÁÚÌÏÖÉÍ f ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Œ Z[i]: f = f_1f_2 : : :f_k . ôÏÇÄÁ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, —f = —f_1 —f_2 : : : —f_k | ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ —f ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. ïÔ- ÓÀÄÁ N = (f_1 —f_1) · · · ·· (f_k —f_k), ÇÄÅ f_i —f_i | ÌÉÂÏ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÅÅ ŒÉÄ 4n − 1, ÌÉÂÏ ËŒÁÄÒÁÔ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÉÍÅÀÝÅÇÏ ŒÉÄ 4n − 1. 2

ðÒÉÍÅÒ 8.13. ðÕÓÔØ R = Z[^√−5] ⊂ C . üÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÌØÃÁ R ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ŒÉÄÁ m + √ −5n, ÇÄÅ m É n ÃÅÌÙÅ. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ Œ R ÞÉÓÌÏ 9 ÉÍÅÅÔ ÄŒÁ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ:

9 = 3 · 3 = (2 + √ −5)(2 − √ −5) (ëÏÓÔÒÉËÉÎ, ÇÌ. 5, § 3).

òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ R ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ 3R + (2 + √ −5)R ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁŒÎÙÍ.

ìÅËÃÉÑ 9.

ëÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÌÑ

ëÁË É ÎÁ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ, ÓÌÏŒÏ ĂËÏÌØÃÏĄ ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÁ ÜÔÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ Œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ ÐÏÌÑÍÉ, Ñ ÂÙ ÈÏÔÅÌ ÐÏÄÞÅÒËÎÕÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ŒÁÖÎÙÊ, ÈÏÔÑ É ÐÒÏÓÔÏÊ, ÆÁËÔ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 9.1. œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÐÏÌÅ F ÅÓÔØ ÔÏÌØËÏ ÄŒÁ ÉÄÅÁÌÁ: F É {0}. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ,

ËÏÌØÃÅŒÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÌÑ F Œ ËÏÌØÃÏ R ÌÉÂÏ ÔÒÉŒÉÁÌÅÎ (ÔÏ ÅÓÔØ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ŒÓÅ ÐÏÌÅ Œ 0), ÌÉÂÏ ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÇÏ Ñ ÏÓÔÁŒÌÑÀ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ.

îÁ ÐÅÒŒÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÍÙ ÕÂÅÄÉÌÉÓØ, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÍ ËÏÌØÃÅ R ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÜÌÅÍÅÎÔÙ n ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ n ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ m + n = m + n, m · n = mn, ÐÒÉÞÅÍ 0 | ÎÕÌØ, Á 1 | ÅÄÉÎÉÃÁ ËÏÌØÃÁ R. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ n ∈ N É a ∈ R

na = a + a + · · · + a n ÒÁÚ : äÁÌÅÅ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÓÔÁŒÉÔØ ÞÅÒÔÕ ÎÁÄ n, ËÏÇÄÁ ÉÚ ËÏÎÔÅËÓÔÁ ÑÓÎÏ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÌÉ Œ ŒÉÄÕ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÉÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ. ðÒÉŒÅÄÅÎÎÙÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ ŒÏÌØÎÏÓÔØ Œ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÏÐÒÁŒÄÁÎÁ.

çÏŒÏÒÑ ÂÏÌÅÅ ÎÁÕÞÎÏ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Z→ R, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ n Œ n. åÇÏ ÏÂÒÁÚ | ÐÏÄËÏÌØÃÏ ËÏÌØÃÁ R, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ ÌÉÂÏ Z, ÌÉÂÏ Z=mZÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ m ∈ Z.

ðÕÓÔØ F | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÌÅ. îÁÐÏÍÎÀ, ÞÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ char F ÐÏÌÑ F ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉ- ÍÁÌØÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ p, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ p = 0 Œ ÐÏÌÅ F. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÌÅ ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ÔÁËÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ. éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÏÂÒÁÚ ZŒ F ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ

Z=pZ. þÉÓÌÏ p | ÐÒÏÓÔÏÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ ÐÏÌÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.2. ðÕÓÔØ F | ÐÏÌÅ. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ⊆ F ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÐÏÌÅÍ ÐÏÌÑ F, ÅÓÌÉ A

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄËÏÌØÃÏÍ F É ŒÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍ ÎÅÎÕÌÅŒÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÂÒÁÔÎÙÊ Ë ÎÅÍÕ. åÓÌÉ

—| ÐÏÄÐÏÌÅ ÐÏÌÑ F, ÔÏ ÐÏÌÅ F ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÐÏÌÑ —.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.3. ðÕÓÔØ ÐÏÌÅ F ËÏÎÅÞÎÏ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ —ÚÁÍËÎÕÔÏ

ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÔÏ —ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÐÏÌÅÍ ÐÏÌÑ F.

ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÌÀÂÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÌÅ F ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÐÏÌÑ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÇÏ F_p ÄÌÑ ÎÅËÏ- ÔÏÒÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ p, ÔÏ ÅÓÔØ F ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÀ F_p . ôÏ ÖÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ËÏ ŒÓÅÍ ÐÏÌÑÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ: ÌÀÂÏÅ ÐÏÌÅ F ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÀ ÐÏÌÑ F_p .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.4. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÐÏÌÅ F ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 0 ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÀ ÐÏÌÑ Q. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 9.5. ðÕÓÔØ F | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p. ôÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÏÌÑ

F ÒÁŒÎÏ p^k , ÇÄÅ k | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. üÌÅÍÅÎÔÙ ŒÉÄÁ n ∈ F ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÄÐÏÌÅ ÐÏÌÑ F, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ Fp = Z=pZÄÌÑ

ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ p ∈ N. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÄÄÉÔÉŒÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ÐÏÌÑ F. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ F ÍÙ ÉÍÅÅÍ pa = pa = 0. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÓÔÒÏÅÎÉÉ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ, ÁÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÐÏÌÑ F ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ Zp ⊕ · · · ⊕ Zp k ÒÁÚ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ k. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ |F| = p^k . 2

ôÅÏÒÅÍÁ 9.6. œÓÑËÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÌÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÉ-

ËÌÉÞÅÓËÏÊ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÌÑ | ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ G | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÐÏÌÑ F, É |G| = n. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÓÔÒÏÅÎÉÉ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ, ÇÒÕÐÐÁ G ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ Z_{n1} ⊕ · · · ⊕ Z_{nm} , ÇÄÅ n_1 · n_2 · : : : · n_m É n_1 · · · · · n_m = n. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈ G ÍÙ ÉÍÅÅÍ g^{n1} = 1. ïÄÎÁËÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x^{n1} − 1 ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ n_1 ËÏÒÎÅÊ Œ ÐÏÌÅ F, ÐÏÜÔÏÍÕ n_1 = n É ÇÒÕÐÐÁ G ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ. 2

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.7. üÌÅÍÅÎÔ a ÐÏÌÑ F ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÉÚ 1, ÅÓÌÉ a^n = 1 É a^k ≠ 1 ÐÒÉ 0 < k < n.

íÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÌÑ F_q ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÓÔÅÐÅÎÉ q − 1 ÉÚ ÅÄÉÎÉ- ÃÙ, ÐÒÉÞÅÍ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÊ ËÏÒÅÎØ, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ F_q , ÞÔÏ ŒÓÅ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÌÑ F_q ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ a^k ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ k ∈ {1; : : :; q − 1}.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.8. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÉÚ 1 ÓÔÅÐÅÎÉ n Œ ÐÏÌÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ

ÞÉÓÅÌ C ÒÁŒÎÏ ’(n), ÇÄÅ ’(n) | ÆÕÎËÃÉÑ üÊÌÅÒÁ: ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ m ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ

m 6 n É (m; n) = 1.

ôÅÏÒÅÍÁ 9.9. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÌÑ —É ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x) ∈ —[x], ÎÅ ÒÁŒÎÏÇÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÅ, ÓÕÝÅ-

ÓÔŒÕÅÔ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ F ÐÏÌÑ —, ÎÁÄ ËÏÔÏÒÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏ- ÖÉÔÅÌÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x).

åÓÌÉ deg f(x) = 1, ÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ. ðÕÓÔØ deg f(x) > 1, É ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ (ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ÐÏÌÅÍ) ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ŒÅÒÎÏ. äÏËÁÖÅÍ ÅÇÏ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x).

òÁÚÌÏÖÉÍ f(x) ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. åÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ 1, ÔÏ f(x) = (x − a)g(x) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ a ∈ —É ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g(x) ∈ —[x], ÎÅ ÒÁŒÎÏÇÏ ËÏÎ- ÓÔÁÎÔÅ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÉÎÄÕËÃÉÉ Ë ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ g(x), ÎÁÈÏÄÉÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ F ÐÏÌÑ —, ÎÁÄ ËÏÔÏÒÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g(x), Á, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x), ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.

ðÕÓÔØ ŒÓÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x) ÉÍÅÀÔ ÓÔÅÐÅÎØ, ÂÏÌØÛÕÀ 1, É ÐÕÓÔØ g(x) | ÏÄÉÎ ÉÚ ÜÔÉÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÏ —[x]=(g(x)). ïÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ, ÔÁË ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g(x) ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏ ÐÏÌÅ ÞÅÒÅÚ —_1. ðÏÌÅ —ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ —[x], ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ —→ —_1. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÍ. ïÔÏÖÄÅÓÔŒÉÍ ÐÏÌÅ —Ó ÅÇÏ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ Œ —_1 (ÞÔÏÂÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ —_1 ËÁË ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÑ —). ïÂÒÁÚ x ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x Œ ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÅ

—[x]=(g(x)) = —1 ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ g(x) = 0 (ÉÂÏ g(x) = g(x)). ðÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏ-

ÇÏÞÌÅÎ g(x) (ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ É ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —_1) ÉÍÅÅÔ Œ ÐÏÌÅ —_1 ËÏÒÅÎØ x, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ (x − x) Œ ËÏÌØÃÅ —_1[x]. ÐÏÜÔÏÍÕ É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ (x − x) Œ ËÏÌØÃÅ —_1[x]. ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÞÁÓÔÎÏÍÕ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ

F ÐÏÌÑ —1 (Á, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, É ÐÏÌÑ —⊂ —1), ÎÁÄ ËÏÔÏÒÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁ

ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. 2

ôÅÏÒÅÍÁ 9.10. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ p É ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ k ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÌÅ

Fq ÉÚ q = p^k ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ k = 1, ÔÏ Fp = Z=pZÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÉÚ q = p ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ðÕÓÔØ k > 1. íÙ

ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÏÌÅ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÄÏÌÖÎÏ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÐÏÄÐÏÌÅ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ F_p . ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ËÁÖÄÙÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÌÑ F_q ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^{q−1} − 1. þÔÏÂÙ ÎÅ ŒÙÄÅÌÑÔØ ÎÕÌØ, ÄÏÍÎÏÖÉÍ ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁ x. ôÏÇÄÁ ŒÓÅ q ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÏÌÑ F_q ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ËÏÒÎÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^q − x. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÛÁ ÚÁÄÁÞÁ | ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÉÔØ Ë ÐÏÌÀ F_p ŒÓÅ ËÏÒÎÉ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.

éÔÁË, ÐÕÓÔØ F | ÔÁËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÑ F_p , ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x^q − x ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ F[x] ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ (ÔÁËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 9.9), ÔÏ ÅÓÔØ

x^q − x = (x − a_1) · (x − a_q)

ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ a_1; : : :; a_q ∈ F.

ìÅÍÍÁ 9.10.1. œÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ a1; : : :; aq ∈ F ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x^q −x ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ (x−b)^2 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ b ∈ F, ÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^q − x ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ x − b, ÔÏ ÅÓÔØ b ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ x^q − x É (x^q − x)^′ = qx^{q−1} − 1 = −1 (ÐÏÓËÏÌØËÕ q = p · p^{k−1} = 0 Œ ÐÏÌÅ F_p ). ïÄÎÁËÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ −1, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÎÅÊ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x^q − x ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ. 2

ìÅÍÍÁ 9.10.2. üÌÅÍÅÎÔÙ a1; : : :; aq ∈ F ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÄÐÏÌÅ ÐÏÌÑ F.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅ-

ÎÁ x^q − x ÓÎÏŒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ËÏÒÎÅÍ (ÓÍ. ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.3).

äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÜÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ: ÅÓÌÉ a^q = a É b^q = b, ÔÏ (ab)^q = a^qb^q = ab. þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÏ ÖÅ ÄÌÑ ÓÕÍÍÙ, ÐÒÏŒÅÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (a + b)^p = a^p + b^p , ŒÅÒÎÏÅ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÌÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p.

ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÂÉÎÏÍÁ

(a + b)^p = p∑ l=0 ( p l ) a^lb^{p−l}:

ðÒÉ 0 < l < p ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ (_p l ) =^{p!}_{l!(p−l)!} ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁË- ÔÅÒÉÓÔÉËÉ p ÏÔ ÆÏÒÍÕÌÙ ÂÉÎÏÍÁ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÌÉÛØ ÄŒÁ ËÒÁÊÎÉÈ ÞÌÅÎÁ: (a + b)^p = a^p + b^p .

ó ÐÏÍÏÝØÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÐÏ k ÏÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ ŒÙŒÅÓÔÉ, ÞÔÏ ÐÒÉ q = p^k ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p ŒÅÒÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (a+b)^q = a^q +b^q . œ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ a^q = a É b^q = b, ÔÏ (a+b)^q = a^q +b^q = a+b. 2 éÔÁË, F_q = {a_1; : : :; a_q} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. 2

ôÅÏÒÅÍÁ 9.11. ìÀÂÙÅ ÄŒÁ ÐÏÌÑ ÉÚ q = p^k ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ F, F^′ | ÄŒÁ ÐÏÌÑ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. íÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂÁ ÜÔÉÈ ÐÏÌÑ

ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑÍÉ ÐÏÌÑ F_p .

íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÐÏÌÑ F | ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ. ðÕÓÔØ a ∈ F^∗ | ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ, ÔÏ ÅÓÔØ a ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ ÓÔÅÐÅÎÉ q − 1 ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ. ðÏÓËÏÌØËÕ a ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^{q−1}−1, ÔÏ a | ËÏÒÅÎØ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÎÁÄ F_p ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ŒÈÏÄÑÝÅÇÏ Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^{q−1} −1 ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Œ F_p [x]. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÞÅÒÅÚ f_a(x).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ ’_a : F_p[x] → F, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) Œ f(a) ∈ F. ïÂÒÁÚ ÜÔÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ 0 É ŒÓÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÓÔÅÐÅÎÉ a. ðÏÓËÏÌØËÕ a ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ ÇÒÕÐÐÙ F^∗ , ÏÂÒÁÚ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ’_a ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó F.

ñÄÒÏ Ker ’_a ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f_a(x). ðÏÜÔÏÍÕ (f_a(x)) ⊆ Ker ’_a . íÎÏÇÏÞÌÅÎ f_a(x) ÎÅÐÒÉŒÏ- ÄÉÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÇÌÁŒÎÙÊ ÉÄÅÁÌ (f_a(x)) ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ, ÎÏ Ker ’_a ≠ F_p[x], ÔÁË ÞÔÏ Ker ’_a = (f_a(x)). ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÈ ËÏÌÅÃ F ∼= F_p [x]=(f_a(x)).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÏÌÅ F^′ . äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f_a(x) ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ F^′[x] ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g(x) ŒÈÏÄÉÔ Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ f_a(x) ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Œ F^′[x]. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x^{q−1} − 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f_a(x), ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÚÁËÌÀÞÉÔØ, ÞÔÏ x^{q−1} − 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ g(x). ïÄÎÁËÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x^{q−1} − 1 ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ F^′[x] ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. éÚ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Œ ËÏÌØÃÅ F^′[x] ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g(x) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ.

éÔÁË, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f_a(x) ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ F^′[x] ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÉÍÅÅÔ

Œ F^′ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ËÏÒÅÎØ. ðÕÓÔØ a^′ ∈ F^′ | ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ fa(x). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ

ËÏÌÅÃ ’^′_a : F_p [x] → F^′ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ’^′_a(f(x)) = f(a^′). ñÄÒÏ ÜÔÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÇÌÁŒÎÙÊ ÉÄÅÁÌ (f_a(x)) É ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ŒÓÅÍ ËÏÌØÃÏÍ F_p [x], ÐÏÓËÏÌØËÕ ’^′_a(1) | ÅÄÉÎÉÃÁ ÐÏÌÑ F^′ , ÎÅ ÒÁŒÎÁÑ ÎÕÌÀ. éÄÅÁÌ (f_a(x)) ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ, ÐÏÜÔÏÍÕ Ker ’^′_a = (f_a(x)). ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÈ ËÏÌÅÃ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ^′_a : F_p [x]=(f_a(x)) → F^′ . ïÄÎÁËÏ F_p[x]=(f_a(x)) ∼= F, ÔÁË ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ F_p [x]=(f_a(x)) É Œ F^′ ÏÄÉÎÁËÏŒÏ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ^′_a | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÌÑ

F É F^′ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ. 2

œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 9.10 ÎÁÍ ÕÖÅ ŒÓÔÒÅÔÉÌÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÊ ÆÁËÔ: ÅÓÌÉ ÐÏÌÅ

F ÉÍÅÅÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ p, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b ∈ F ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (a + b)^p = a^p + b^p .

ïÔÓÀÄÁ É ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ (ab)^p = a^pb^p , ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : F → F, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ F (a) = a^p , ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ñÄÒÏ ÜÔÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ 1, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎÏ ÒÁŒÎÏ

{0} (ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ ÐÏÌÅ F ÌÉÛØ ÄŒÁ ÉÄÅÁÌÁ: F É {0}). ðÏÜÔÏÍÕ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ F ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÐÏÌÅ F ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ F ÏÂÒÁÔÉÍ, ÔÏ ÅÓÔØ F ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ïÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ.

úÁÄÁÞÁ 9.12. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÌÑ F ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ É ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ

ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ.

ìÅËÃÉÑ 10.

áÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É ÍÁÔÒÉÃÙ

ðÕÓÔØ —| ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÏÌÅ. áÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ m ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ —^m m-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏŒ x = (x^1; : : :; x^m), ÇÄÅ x^i ∈ —. ëÁË ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ, —^m ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÁÍÏ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ. ëÒÏÍÅ ÜÔÏÇÏ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ —^m ÍÏÖÎÏ ÕÍÎÏÖÁÔØ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÌÑ: ¸x = (¸x^1; : : :; ¸x^m), ÇÄÅ ¸ ∈ —. üÌÅÍÅÎÔÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ —^m ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ, Á ÞÉÓÌÁ x^1; : : :; x^m |ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ŒÅËÔÏÒÁ x.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ e_j ŒÅËÔÏÒ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ j -ÔÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ÒÁŒÎÁ 1, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ | 0. ìÀÂÏÊ ŒÅËÔÏÒ x = (x^1; : : :; x^m) ÉÚ —^m ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÙÒÁÖÅÎ ÞÅÒÅÚ ŒÅËÔÏÒÙ e_j ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

x =^{m∑}_{i=1} x^iei;

ÐÒÉÞÅÍ, ËÁË ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÔÁËÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. îÁÂÏÒ ŒÅËÔÏÒÏŒ (e_j) ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔ- ÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ —^m.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : —^m → —^n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÁ y = ’(x) ŒÙÒÁÖÁ-

ÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÞÅÒÅÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÁ x, ÔÏ ÅÓÔØ y^i =^m ∑ i=1 a^i_jx^j ÄÌÑ ŒÓÅÈ i ∈ {1; : : :; n}, ÇÄÅ a^i_j ∈ —

ÐÒÉ i ∈ {1; : : :; n}, j ∈ {1; : : :; m}. ôÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ, Á ÎÁÂÏÒ A = (a^i_j) ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’, ÐÒÉ ÜÔÏÍ a^i_j ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÍÁÔÒÉÞÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÍÁÔÒÉÃÙ A. íÁÔÒÉÃÙ ÐÒÉÎÑÔÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

A = a^1 a^1_2 : : : a^1_m a^2_1 a^2 : : : a^2_m . . . . ... . . a^n_1 a^n_2 : : : a^n_m :

çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ A ÉÍÅÅÔ n ÓÔÒÏË É m ÓÔÏÌÂÃÏŒ, ÉÌÉ ÞÔÏ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÒÁÚÍÅÒÁ n × m. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁÚÍÅÒÁ n × m ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ M_{n×m}(—), ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ M_{n×m} , ÅÓÌÉ ÑÓÎÏ, Ï ËÁËÏÍ ÐÏÌÅ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ. äÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ŒÍÅÓÔÏ M_{n×n} ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ M_n .

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ A, ÎÏ É ÍÁÔÒÉÃÁ A ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ’ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ŒÅËÔÏÒ (a^1_j ; : : :; a^n_j ), ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ j -ÔÙÊ ÓÔÏÌÂÅÃ ÍÁÔÒÉÃÙ A, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ

ej .

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ’∘ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ : —^l → —^m É ’ : —^m → —^n. ðÕÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ ’ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÍÁÔÒÉÃÁ A (ÒÁÚÍÅÒÁ n × m), Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ | ÍÁÔÒÉÃÁ B (ÒÁÚÍÅÒÁ m × l). œÙÂÅÒÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ x = (x^1; : : :; x^l) ∈ —^l É ÐÏÌÏÖÉÍ y = (y^1; : : :; y^m) = (x), z = (z^1; : : :; z^n) = ’(y) = ’ ∘ (x). óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÍÁÔÒÉÃÙ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÍÙ

ÉÍÅÅÍ

z^i = m∑ j=1 a^i_jy^j = m∑ j=1 a^i_j (^l∑ k=1 b^j_kx^k ) = l∑ k=1 (^m∑ j=1 a^i_jb^j_k ) x^k = l∑ k=1 c^i_kx^k; ÇÄÅ c^i_k = m∑ j=1 a^i_j b^j_k:

íÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÎÏŒÁ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ. íÁ- ÔÒÉÃÁ C = (c^i_k), ÏÔŒÅÞÁÀÝÁÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ ’ ∘ , ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÍÁÔÒÉÃ A É B É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ AB . þÔÏÂÙ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ A É B , ÓÔÏÑÝÉÊ ÎÁ ÐÅ- ÒÅÓÅÞÅÎÉÉ i-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÉ É k-ÔÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ, ÎÁÄÏ ŒÚÑÔØ i-ÔÕÀ ÓÔÒÏËÕ ÍÁÔÒÉÃÙ A, k-ÔÙÊ ÓÔÏÌÂÅÃ ÍÁÔÒÉÃÙ B , ÐÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏ ÉÈ ÐÅÒÅÍÎÏÖÉÔØ É ÓÌÏÖÉÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ.

ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’ : —^m → —^n Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ A Ë ŒÅËÔÏÒÕ x = (x^1; : : :; x^m)

ÉÚ —^m ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÏÓÔÁŒÉÍ Œ ÓÏÏÔ-

ŒÅÔÓÔŒÉÅ ËÁÖÄÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÕ x ∈ —^m ÍÁÔÒÉÃÕ X ÒÁÚÍÅÒÁ m × 1, Õ ËÏÔÏÒÏÊ Œ i-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÓÔÏÉÔ x^i . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ —^m Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ M_{m×1}(—). áÎÁÌÏ- ÇÉÞÎÏ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ —^n ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ Ó M_{n×1}(—). ðÏÓÌÅ ÔÁËÏÇÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ ÅÓÔØ ÐÒÏÓÔÏ ÌÅŒÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÕ A, ÔÏ ÅÓÔØ ’(X) = AX . äÁÌÅÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁË.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÁÔÒÉÃÙ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ŒÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉ- ÑÍÉ, ÐÒÉÞÅÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, Á ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ, ÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃ ÔÏÖÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, A(BC) = (AB)C ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ A ∈ M_{n×m} , B ∈ M_{m×l} , C ∈ M_{l×k} .

ôÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ —^n → —^n ÑŒÌÑÅÔÓÑ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÌÉÎÅÊÎÙÍ Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ

E_n =

1 0 : : : 0 0 1 : : : 0 . . . . ... . . 0 0 : : : 1 :

üÔÁ ÍÁÔÒÉÃÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ. äÌÑ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ‹^i_j É ÎÁÚŒÁÎÉÅ | ÓÉÍŒÏÌ ëÒÏÎÅËÅÒÁ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓÉÍŒÏÌÁ ëÒÏÎÅËÅÒÁ

‹^i_j = { 1; ÐÒÉ i = j; 0; ÐÒÉ i ≠ j:

ðÕÓÔØ A ∈ M_{n×m} . ðÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ Y ∈ —^n ÍÁÔÒÉÞÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ AX = Y ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÓÉÓÔÅÍÕ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ

a^1x^1 + a^1_2x^2 + · · · + a^1_mx^m = y^1; a^2_1x^1 + a^2x^2 + · · · + a^2_mx^m = y^2; · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · a^n_1 x^1 + a^n_2 x^2 + · · · + a^n_mx^m = y^n

ÎÁ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÅ x^1; : : :; x^m .

ëÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ Õ ÔÁËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÒÅÛÅÎÉÊ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ Y ∈ —^n, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÀÒSSÅË- ÔÉŒÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ X → AX , ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÎÁÌÉÞÉÀ Õ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÒÁŒÏÇÏ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÎÁÌÉÞÉÅ Õ ÔÁËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ Y ∈ —^n, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÎSSÅË- ÔÉŒÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ X → AX , ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÎÁÌÉÞÉÀ Õ ÎÅÇÏ ÌÅŒÏÇÏ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ. œ ÓŒÑÚÉ Ó ÜÔÉÍ ŒÓÔÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÏÐÒÏÓ: ËÏÇÄÁ Õ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ X → AX ÅÓÔØ ÐÒÁŒÏÅ (ÉÌÉ ÌÅŒÏÅ) ÏÂÒÁÔÎÏÅ Œ ËÌÁÓÓÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÇÄÁ ÍÁÔÒÉÃÁ A ÏÂÒÁÔÉÍÁ ÓÐÒÁŒÁ (ÓÌÅŒÁ)?

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÁÔÒÉÃÁ A ÏÂÒÁÔÉÍÁ É ÓÐÒÁŒÁ, É ÓÌÅŒÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÏÓÔÏ ÏÂÒÁÔÉÍÁ, ÔÏ ÐÒÁŒÁÑ É ÌÅŒÁÑ ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁŒÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 10.1. ðÕÓÔØ ÍÁÔÒÉÃÁ D ÏÂÒÁÔÉÍÁ É ÒÁÚÍÅÒÙ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÔÁËÏŒÙ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅ-

ÌÅÎÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃ DA. ôÏÇÄÁ

1) ÍÁÔÒÉÃÁ DA ÏÂÒÁÔÉÍÁ ÓÌÅŒÁ Œ ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÍÁÔÒÉÃÁ A ÏÂÒÁÔÉÍÁ ÓÌÅŒÁ;

2) ÍÁÔÒÉÃÁ DA ÏÂÒÁÔÉÍÁ ÓÐÒÁŒÁ Œ ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÍÁÔÒÉÃÁ A ÏÂÒÁÔÉÍÁ ÓÐÒÁŒÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ÍÁÔÒÉÃÁ DA ÏÂÒÁÔÉÍÁ ÓÌÅŒÁ. ôÏÇÄÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÁ B ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ BDA = E , ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, A ÔÏÖÅ ÏÂÒÁÔÉÍÁ ÓÌÅŒÁ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÏ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ Ë ÍÁÔÒÉÃÅ D^{−1}

ŒÍÅÓÔÏ D É Ë ÍÁÔÒÉÃÅ DA ŒÍÅÓÔÏ A, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A ÏÂÒÁÔÉÍÁ ÓÌÅŒÁ, ÔÏ É DA ÏÂÒÁÔÉÍÁ ÓÌÅŒÁ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÍÁÔÒÉÃÁ DA ÏÂÒÁÔÉÍÁ ÓÐÒÁŒÁ. ôÏÇÄÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÁ B ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ DAœ = E . óÏÐÒÑÖÅÍ ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ D^{−1} . ðÏÌÕÞÉÍ D^{−1}DAœD = D^{−1}ED, ÔÏ ÅÓÔØ ABD = E , ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, A ÔÏÖÅ ÏÂÒÁÔÉÍÁ ÓÐÒÁŒÁ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ AC = E , ÔÏ DACD^{−1} = E . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ A ÏÂÒÁÔÉÍÁ ÓÐÒÁŒÁ, ÔÏ É DA ÏÂÒÁÔÉÍÁ ÓÐÒÁŒÁ. 2

þÔÏÂÙ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 10.1 ÄÌÑ ÁÎÁÌÉÚÁ ÌÅŒÏÊ É ÐÒÁŒÏÊ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉÃ, ÎÁÍ ÎÕÖÅÎ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÊ ÚÁÐÁÓ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÍÁÔÒÉÃ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ D(i; j; ¸) = (d^k_l ) ËŒÁÄÒÁÔÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ ÒÁÚÍÅÒÁ n × n, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÓÅ ÍÁÔÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ËÒÏÍÅ d^i_j , ÔÁËÉÅ ÖÅ, ËÁË Õ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ, Á d^i_j = ¸.

ðÕÓÔØ i ≠ j . ôÏÇÄÁ ÍÁÔÒÉÃÁ D(i; j; ¸) ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ŒÉÄ:

1 : : : i 0 : : : j 0 : : : 0 . . ... . . ... . . ... . . i 0 : : : 1 : : : ¸ : : : 0 . . ... . . ... . . ... . . j 0 : : : 0 : : : 1 : : : 0 . . ... . . ... . . ... . . 0 : : : 0 : : : 0 : : : 1

ðÕÓÔØ A = (a^r_s) | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÒÁÚÍÅÒÁ n × m. ôÏÇÄÁ D(i; j; ¸)A = (b^r_s), ÇÄÅ b^r_s = a^r_s + ¸‹^r_i a^j_s , ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÓÌÅŒÁ ÎÁ D(i; j; ¸) ŒÓÅ ÅÅ ÓÔÒÏÞËÉ, ËÒÏÍÅ i-ÔÏÊ, ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ, Á Ë i-ÔÏÊ ÓÔÒÏÞËÅ ÐÒÉÂÁŒÌÑÅÔÓÑ j -ÔÁÑ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÁÑ ÎÁ ¸. ôÁËÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉÃÙ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ ÐÅÒŒÏÇÏ ÔÉÐÁ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ÐÒÉÍÅÎÉŒ ÔÁËÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ Ë ÍÁÔÒÉÃÅ D(i; j; −¸), ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ. ðÏÜÔÏÍÕ D(i; j; ¸)D(i; j; −¸) = E . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, D(i; j; −¸)D(i; j; ¸) = E . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÍÁÔÒÉÃÁ D(i; j; ¸) ÏÂÒÁÔÉÍÁ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ˛ ∈ —^∗ É i ∈ {1; : : :; n}. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÔÒÉÃÕ D(i; i; ˛). üÔÁ ÍÁÔÒÉÃÁ ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ŒÉÄ:

1 : : : i 0 : : : 0 . . ... . . ... . . i 0 : : : ˛ : : : 0 . . ... . . ... . . 0 : : : 0 : : : 1

ðÕÓÔØ A = (a^r_s) | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÒÁÚÍÅÒÁ n × m. ôÏÇÄÁ D(i; i; ˛)A = (b^r_s), ÇÄÅ b^r_s = a^r_s · ˛^{δri} , ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÓÌÅŒÁ ÎÁ D(i; i; ˛) ŒÓÅ ÅÅ ÓÔÒÏÞËÉ, ËÒÏÍÅ i-ÔÏÊ, ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ, Á i-ÔÁÑ ÓÔÒÏÞËÁ ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ˛ . ôÁËÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉÃÙ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ ŒÔÏÒÏÇÏ ÔÉÐÁ.

ðÒÉÍÅÎÉŒ ÔÁËÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ Ë ÍÁÔÒÉÃÅ D(i; i; ˛^{−1}), ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ. ðÏ- ÜÔÏÍÕ D(i; i; ˛)D(i; i; ˛^{−1}) = E . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, D(i; i; ˛^{−1})D(i; i; ˛) = E . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÍÁÔÒÉÃÁ D(i; i; ˛) ÏÂÒÁÔÉÍÁ.

îÁÚÏŒÅÍ ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉÃÙ A ÒÁÚÍÅÒÁ n × m, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÙ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÐÅÒŒÏÇÏ É ŒÔÏÒÏÇÏ ÔÉÐÏŒ. ëÁÖÄÏÅ ÄÏÐÕÓÔÉ- ÍÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÓÌÅŒÁ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÏÂÒÁ- ÔÉÍÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ŒÉÄÁ D(i; j; ¸), ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÏÂÒÁÔÉÍÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÌÅŒÏÊ É ÐÒÁŒÏÊ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉÃÙ A ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÍÉ

ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ. îÁ ËÁËÕÀ ÏÂÒÁÔÉÍÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ ÎÕÖÎÏ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÍÁÔÒÉÃÕ A ÓÌÅŒÁ, ÞÔÏÂÙ ÓÔÒÏËÉ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ i É j ÐÏÍÅÎÑÌÉÓØ ÍÅÓÔÁÍÉ? ðÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÜÔÕ ÍÁÔÒÉÃÕ ËÁË ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃ ŒÉÄÁ D(i; j; ¸).

çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ A ÉÍÅÅÔ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÊ ŒÉÄ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÁÑ ÅÅ ÓÔÒÏËÁ, ËÒÏÍÅ, ÂÙÔØ ÍÏ- ÖÅÔ, ÐÅÒŒÏÊ, ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÎÕÌÑÍÉ, ÐÒÉÞÅÍ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÎÕÌÅÊ Œ ËÁÖÄÏÊ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÔÒÏËÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ.

ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ A ÍÏÖÎÏ ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ ÐÒÉŒÅÓÔÉ Ë ÓÔÕ- ÐÅÎÞÁÔÏÍÕ ŒÉÄÕ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÎÁÊÄÅÍ ÐÅÒŒÙÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÓÔÏÌÂÅÃ ÍÁÔÒÉÃÙ A, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÁËÏÊ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÎÅ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ. ðÅÒÅÓÔÁŒÉÍ ÓÔÒÏËÉ ÍÁÔÒÉÃÙ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÜÔÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÏËÁÚÁÌÓÑ ÎÁŒÅÒÈÕ. ôÅÐÅÒØ, ŒÙÞÉÔÁÑ ÐÅÒŒÕÀ ÓÔÒÏËÕ ÐÏÌÕÞÉŒÛÅÊÓÑ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÕÍÎÏ- ÖÅÎÎÕÀ ÎÁ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÌÑ, ÉÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÔÒÏË, ÐÏÌÕÞÉÍ ÍÁÔÒÉÃÕ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ Œ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÎÕÌÅÊ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ Œ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ. ĂúÁÂÕÄÅÍĄ ÔÅÐÅÒØ Ï ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÒÏËÅ É ÐÏŒÔÏÒÉÍ ÔÏÔ ÖÅ ÐÒÏÃÅÓÓ ÄÌÑ ÏÓÔÁŒÛÅÊÓÑ ÞÁÓÔÉ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÐÅÒŒÁÑ ÓÔÒÏËÁ ÎÅ ÉÚÍÅ- ÎÉÔÓÑ, ŒÏ ŒÔÏÒÏÊ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÎÕÌÅÊ ÂÕÄÅÔ ÂÏÌØÛÅ ÞÅÍ Œ ÐÅÒŒÏÊ, ÎÏ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ŒÏ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ. ðÏŒÔÏÒÑÑ ÜÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ, ÐÏËÁ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÓÔÒÏËÉ Œ ĂÏÂÒÁÂÁÔÙŒÁÅÍÏÊ ÞÁÓÔÉĄ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ, Œ ËÏÎÃÅ ËÏÎÃÏŒ, ÍÁÔÒÉÃÕ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÇÏ ŒÉÄÁ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÂÏÌØÛÅÇÏ. á ÉÍÅÎÎÏ, ËÁ- ÖÄÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉŒÅÓÔÉ ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ Ë ÍÁÔÒÉÃÅ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÇÏ ŒÉÄÁ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÅÒŒÙÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Œ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÒÁŒÅÎ ÅÄÉÎÉÃÅ, Á ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÔÏÇÏ ÖÅ ÓÔÏÌÂÃÁ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ. ôÁËÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ:

0 : : : 1 ∗ : : : ∗ 0 ∗ : : : 0 ∗ : : : ∗ 0 : : : 0 0 : : : 0 1 ∗ : : : 0 ∗ : : : ∗ · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0 : : : 0 0 : : : 0 0 0 : : : 1 ∗ : : : ∗ · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0 : : : 0 0 : : : 0 0 0 : : : 0 0 : : : 0

(ÎÕÌÅŒÙÈ ÓÔÏÌÂÃÏŒ Œ ÎÁÞÁÌÅ É ÎÕÌÅŒÙÈ ÓÔÒÏË Œ ËÏÎÃÅ ÍÏÖÅÔ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, É ÎÅ ÂÙÔØ). ôÁËÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ ÇÌÁŒÎÏÇÏ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÇÏ ŒÉÄÁ.

ðÒÉŒÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ Ë ÇÌÁŒÎÏÍÕ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÍÕ ŒÉÄÕ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ Œ ÍÅÔÏÄÅ çÁÕÓÓÁ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ. ïÂ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÞÉÔÁÔØ Œ ÕÞÅÂÎÉËÅ ëÏÓÔÒÉËÉÎÁ (ÉÌÉ Œ ÌÀÂÏÍ ÄÒÕÇÏÍ).

ëŒÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÇÌÁŒÎÏÇÏ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÇÏ ŒÉÄÁ ÌÉÂÏ ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅŒÕÀ ÓÔÒÏËÕ, ÌÉÂÏ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ. œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎÁ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÂÒÁÔÉÍÁ ÓÐÒÁŒÁ, Á ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÁ É ÓÌÅŒÁ É ÓÐÒÁŒÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÉŒÅÄÅÎÁ ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÍ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ Ë ÇÌÁŒÎÏÍÕ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÍÕ ŒÉÄÕ, Á ÔÁËÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÌÅŒÕÀ É ÐÒÁŒÕÀ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔØ, ÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 10.3. ëŒÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÂÒÁÔÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÁ

ÓÐÒÁŒÁ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 10.4. ëŒÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÂÒÁÔÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÁ

ÓÌÅŒÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ÍÁÔÒÉÃÁ A ÏÂÒÁÔÉÍÁ ÓÌÅŒÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÁ B , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ BA = E . ôÏÇÄÁ ÍÁÔÒÉÃÁ B ÏÂÒÁÔÉÍÁ ÓÐÒÁŒÁ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÂÒÁÔÉÍÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ A = B^{−1} , ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÁÔÒÉÃÁ A ÔÏÖÅ ÏÂÒÁÔÉÍÁ. 2

éÔÁË, ËŒÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ A ÏÂÒÁÔÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ ÄÏÐÕ- ÓÔÉÍÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ Ë ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÏÐÕÓÔÉÍÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÓÌÅŒÁ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÏÂÒÁÔÉÍÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ D, ÑŒÌÑÀÝÕÀÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ

ÍÁÔÒÉÃ ŒÉÄÁ D(i; j; ¸), ÔÏ ÍÙ ÉÍÅÅÍ DA = E , ÔÏ ÅÓÔØ D = A^{−1} . íÁÔÒÉÃÕ A^{−1} ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ Ó ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÅÍ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ Ë ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ. á ÉÍÅÎ- ÎÏ, ÐÒÉÐÉÛÅÍ ÓÐÒÁŒÁ Ë ÍÁÔÒÉÃÅ A ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ. úÁÐÉÛÅÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ ÒÁÚÍÅÒÁ n × 2n ËÁË (A | E) Œ ÚÎÁË ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄŒÕÈ ÂÌÏËÏŒ ÒÁÚÍÅÒÁ n × n. ðÏÓÌÅ ÐÒÉÍÅÎÅ- ÎÉÑ Ë ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅ ÄÏÐÕÓÔÉÍÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÇÏ ÍÁÔÒÉÃÅ D, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÍÁÔÒÉÃÕ D(A | E) = (DA | D). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁË ÔÏÌØËÏ Œ ÐÅÒŒÏÍ ÂÌÏËÅ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÂÕÄÅÔ ÍÁÔÒÉÃÁ A^{−1} .

íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁÚÍÅÒÁ n × n ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ GL_n(—). ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ GL_n(—) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.5. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ GLn(—) ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ D(i; j; ¸) Ó i ≠ j É

ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ D(i; i; ˛) Ó ˛ ≠ 0.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÇÏ ŒÉÄÁ ÒÁÚÍÅÒÁ n×m ÐÒÉ n > m ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅŒÕÀ ÓÔÒÏËÕ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÂÒÁÔÉÍÁ ÓÐÒÁŒÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ ÓÌÅŒÁ ÐÒÉ ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÈ cÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ, ÔÏ ÖÅ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁÚÍÅÒÁ n × m. ïÔ- ÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ m × n ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÂÒÁÔÉÍÁ ÓÌÅŒÁ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÂÒÁÔÉÍÁ, ÔÏ ÏÎÁ ËŒÁÄÒÁÔÎÁÑ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.6. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ É ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏ-

ÂÒÁÖÅÎÉÊ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔÓÑ ÐÒÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÈ ÍÁÔÒÉÃ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.7. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÍ ÔÏÇÄÁ É

ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÇÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÂÒÁÔÉÍÁ ÓÌÅŒÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.8. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÙÍ ÔÏÇÄÁ É

ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÇÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÂÒÁÔÉÍÁ ÓÐÒÁŒÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10.9. ìÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V , ÎÁ ËÏÔÏ-

ÒÏÍ ÚÁÄÁÎÙ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÓÌÏÖÅÎÉÑ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÏÊ V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ, É ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÏÌÑ —ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ V , ÔÏ ÅÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ —× V → V , ÕÄÏŒÌÅ- ÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÁËÓÉÏÍÁÍ:

1) 1 · v = v , ÇÄÅ 1 | ÅÄÉÎÉÃÁ ÐÏÌÑ —, Á v | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ V ;

2) a(bv) = (ab)v ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b ∈ —, v ∈ V ;

3) (a + b)v = av + bv ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b ∈ —, v ∈ V ;

4) a(v + w) = av + aw ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a ∈ —, v; w ∈ V .

ìÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ Œ ÎÅÍ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ

ÎÁÂÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ v_1; : : :; v_n , ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ v ∈ V ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ¸^1; : : :; ¸^n ∈ —, ÞÔÏ v =^n ∑ i=1 ¸^iv_i .

åÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ¸^1; : : :; ¸^n ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, ÔÏ ÎÁÂÏÒ (v_i) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V . ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, Á ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÂÁ- ÚÉÓÁ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 10.10. ìÀÂÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÂÁÚÉÓ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ v1; : : :; vn ÔÁËÉÅ, ËÁË Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. íÙ

ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÏÎÉ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ. ðÏÌÏÖÉÍ w_1 = v_1 . åÓÌÉ v_2 ≠ ¸w_1 ÎÉ ÐÒÉ ËÁËÏÍ

¸ ∈ —, ÔÏ ÐÏÌÏÖÉÍ w2 = v2 . åÓÌÉ ÖÅ v2 = ˛w1 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ˛ ∈ —, ÔÏ ÎÁÊÄÅÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ

j = j(2) ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ v_j ≠ ¸w_1 ÎÉ ÐÒÉ ËÁËÏÍ ¸ ∈ —, É ÐÏÌÏÖÉÍ w_2 = v_j . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÎÁ k-ÔÏÍ ÛÁÇÅ ÎÁÊÄÅÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ j = j(k) ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ v_j ≠ k−1∑ i=1 ¸^iw_i

ÎÉ ÐÒÉ ËÁËÉÈ ¸^i ∈ —, É ÐÏÌÏÖÉÍ w_k = v_j . ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (1; j(2); j(3); : : :) ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ, ÐÏÜÔÏÍÕ Œ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÍÏÍÅÎÔ ÐÒÏÃÅÓÓ ÏÂÏÒŒÅÔÓÑ. ðÏÌÕÞÅÎÎÙÊ Ë ÜÔÏÍÕ ÍÏÍÅÎÔÕ ÎÁÂÏÒ (w_1; : : :; w_l) ÂÕÄÅÔ ÂÁÚÉÓÏÍ.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÌÉÎÅÊÎÏ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÎÁÂÏÒ (v_j ), Á ÜÌÅ- ÍÅÎÔÙ ÜÔÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÌÉÎÅÊÎÏ ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÎÁÂÏÒ (w_i), ÐÏÜÔÏÍÕ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÌÉÎÅÊÎÏ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÎÁÂÏÒ (w_i). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ v ∈ V ÎÁÊÄÕÔÓÑ ¸^i; ˛^i ∈ —ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ v = l∑ i=1 ¸^iw_i = l∑ i=1 ˛^iw_i;

ÐÒÉÞÅÍ ¸^i ≠ ˛^i ÈÏÔÑ ÂÙ ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ i ∈ {1; : : :; l}. ôÏÇÄÁ ‚^i = ¸^i − ˛^i ÎÅ ŒÓÅ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ, ÎÏ l∑ i=1 ‚^iw_i = 0:

ðÕÓÔØ k | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ‚^k ≠ 0. ôÏÇÄÁ w_k = k−1∑ i=1 (−‚^i) ‚^k w_i;

ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ŒÙÂÏÒÕ w_k . ðÏÜÔÏÍÕ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ w_i ÏÄ- ÎÏÚÎÁÞÎÏ. 2

ôÅÏÒÅÍÁ 10.11. ðÕÓÔØ (v1; : : :; vm) É (w1; : : :; wn) | ÄŒÁ ÂÁÚÉÓÁ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V . ôÏ-

ÇÄÁ n = m.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÙÒÁÚÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÂÁÚÉÓÏŒ ÄÒÕÇ ÞÅÒÅÚ ÄÒÕÇÁ: v_j = n∑ i=1 a^i_j w_i; w_l = m∑ k=1 b^k_l v_k:

ðÏÄÓÔÁŒÉÍ ÜÔÉ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÒÕÇ Œ ÄÒÕÇÁ, ÐÏÍÅÎÑŒ ÐÏÒÑÄÏË ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ: v_j = m∑ k=1 n∑ i=1 a^i_j b^k_i v_k; w_l = n∑ i=1 m∑ k=1 b^k_l a^i_kw_i:

ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ v_j ∈ V ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ (v_1; : : :; v_m) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚ ÐÅÒŒÏÇÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÒÁŒÅÎÓÔŒ_n ∑ i=1 a^i_j b^k_i = ‹^k_j :

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ,_m ∑ k=1 b^k_l a^i_k = ‹^i_l :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÃ A = (a^i_j ) É B = (b^k_l ) ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ BA = E É AB = E , ÔÏ ÅÓÔØ ÏÂÅ ÏÎÉ ÏÂÒÁÔÉÍÙ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÏÌØËÏ ËŒÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, ÔÏ ÍÙ É ÐÏÌÕÞÁÅÍ n = m. 2

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10.12. ðÕÓÔØ V | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ ÐÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÂÁÚÉÓÁ V . òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ dimV .

ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÂÁÚÉÓ É ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÅÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÉÍÅÀÔ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ËÏÒÒÅËÔÎÏ (ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ).

ðÕÓÔØ V | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ W ⊆ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÌÑ —.

ðÕÓÔØ V | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —, W ⊆ V | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÁËÔÏÒÇÒÕÐÐÕ U = V=W . œŒÅÄÅÍ ÎÁ U ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÌÑ —, ÐÏÌÁÇÁÑ ¸·(v+W ) = ¸v+W . ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ U ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —. ïÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÐÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ W .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.13. ðÕÓÔØ V | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —, W ⊆ V

| ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, U = V=W | ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ W É U ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙ, ÐÒÉÞÅÍ dimW + dimU = dimV .

íÙ ÏÂÓÕÄÉÌÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÍÁÔÒÉÃÙ ÍÏÖÎÏ ÅÝÅ É ÓËÌÁÄÙŒÁÔØ. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÍÁÔÒÉÃÙ ÍÏÖÎÏ ÓËÌÁÄÙŒÁÔØ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ŒÓÅÇÄÁ, Á ÌÉÛØ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÊ ÒÁÚÍÅÒ. œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ ËÁË ÐÒÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÉÈ ÓÕÍÍÁ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÓÕÍÍÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ (ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÅ v ∈ V ÓÕÍÍÙ ÄŒÕÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ’ É ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W ÒÁŒÎÏ ÓÕÍÍÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ’(v) + (v)).

ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ É ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÌÅŒÏÊ É ÐÒÁŒÏÊ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔÉ:

1) äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÒÁÚÍÅÒÁ n × m É ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÍÁÔÒÉÃ B É C ÒÁÚÍÅÒÁ m × l ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ A(B + C) = AB + AC:

2) äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÍÁÔÒÉÃ A É B ÒÁÚÍÅÒÁ n × m É ÌÀÂÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ C ÒÁÚÍÅÒÁ m × l ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (A + B)C = AC + BC:

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M_n(—) ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁÚÍÅÒÁ n × n. ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ M_n(—) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ (ÎÏ ÎÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ ÐÒÉ n > 1).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.14. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ËÏÌØÃÅ Mn(—) ÔÏÌØËÏ ÄŒÁ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ÉÄÅÁÌÁ: Mn(—) É {0}.

ìÅËÃÉÑ 11.

áÌÇÅÂÒÙ ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 11.1. áÌÇÅÂÒÏÊ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏ A, ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÌÉ-

ÎÅÊÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ËÏÌØÃÅŒÙÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ ÓÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÌÏÖÅÎÉÅ { ÏÂÝÅÅ É ¸(ab) = (¸a)b = a(¸b) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b ∈ A É

¸ ∈ —.

ðÒÉÍÅÒ 11.2. ðÏÌÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ C ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÄŒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ŒÅÝÅ-

ÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ R. ìÀÂÏÅ ÐÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F_p (ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ, ÍÙ ÕÖÅ ÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ ÜÔÉÍ, ËÏÇÄÁ ÄÏËÁÚÙŒÁÌÉ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p ÉÍÅÅÔ p^k ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ). ëÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ —[x] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 11.3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ n×n ÍÁÔÒÉÃ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÒÁÚÍÅÒ-

ÎÏÓÔÉ n^2 ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —.

îÁ ÐÅÒŒÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÌÉ ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ, ÎÏ É ÎÁÄ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÙÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÎÁÄ —[x]. ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ —[x; y] = —[x][y] | ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ —[x; y] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÁÄ —Ó ÂÁÚÉÓÏÍ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÍ ÉÚ ÍÏÎÏÍÏŒ x^ky^l , ÇÄÅ k; l ∈ N ∪ {0}.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁ —[x_1; : : :; x_n] ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ; ÂÁÚÉÓ ÅÅ ÎÁÄ — ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÍÏÎÏÍÙ x^{k1}_1 : : :x^{kn}_n .

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 11.4. ëÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ A[x] ÎÁÄ ÃÅÌÏÓÔÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÏÓÔÎÙÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ f(x); g(x) | ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÉÚ A[x]. ðÏÌÏÖÉÍ m = deg f(x), n = deg g(x). ôÏÇÄÁ f(x) = a_0 + · · · + a_mx^m , g(x) = b_0 + · · · + b_nx^n , ÐÒÉÞÅÍ a_m ≠ 0 É b_n ≠ 0. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ,

f(x)g(x) = m+n∑ k=0 c_kx^k;

ÇÄÅ c_k = ∑ i+j=k a_ib_j . œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, c_{m+n} = a_mb_n , ÎÏ a_mb_n ≠ 0, ÐÏÓËÏÌØËÕ A | ÏÂÌÁÓÔØ ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ.

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, f(x)g(x) ≠ 0. 2

éÚ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ 11.4 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÏÓÔÎÙÍ.

îÅ ŒÓÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ËÏÌØÃÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÐÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ ÎÁ ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ôÁË, ËÏÌØÃÏ —[x_1; : : :; x_n] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ÌÉÛØ ÐÒÉ n = 1. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÄÅÁÌ (x) + (y) Œ ËÏÌØÃÅ —[x; y] ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁŒÎÙÍ (äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ!).

ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ËÏÌØÃÏ —[x_1; : : :; x_n] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÙÍ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÇÏ ÅÓÔØ Œ ÕÞÅÂ- ÎÉËÅ ëÏÓÔÒÉËÉÎÁ, ÇÌ. 9, § 2.

ðÕÓÔØ (a_1; : : :; a_n) | ÂÁÚÉÓ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —ËÁË ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. éÚ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÑ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑÍÉ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a_ia_j ÄÌÑ ŒÓÅÈ i; j ∈ {1; : : :; n}. ðÏÓËÏÌØËÕ (a_1; : : :; a_n) | ÂÁÚÉÓ, ÜÔÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÐÏ ÎÅÍÕ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ:

a_ia_j = n∑ k=1 c^k_{ij}a_k:

üÌÅÍÅÎÔÙ c^k_{ij} ∈ —ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÍÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ ÁÌÇÅÂÒÙ A. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÙÊ ŒÙÂÏÒ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ A ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÁÌÇÅÂÒÙ, ËÏÔÏÒÁÑ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÎÉ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ, ÎÉ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 11.5. ðÒÉ ËÁËÏÍ ÕÓÌÏŒÉÉ ÎÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ c^k_{ij} ÁÌÇÅÂÒÁ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ-

ÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ? áÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ?

ðÒÉÍÅÒ 11.6. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ H ËÁË ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ R Ó ÂÁÚÉÓÏÍ

(1; i; j; k), ÇÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÔÁË:

1 · 1 = −i · i = −j · j = −k · k = 1;

1 · i = i · 1 = j · k = −k · j = i; 1 · j = j · 1 = k · i = −i · k = j; 1 · k = k · 1 = i · j = −j · i = k:

áÌÇÅÂÒÁ H , ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 11.7. áÌÇÅÂÒÁ H ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏËÁÚÁÔØ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÙ H ÍÏÖÎÏ ÐÒÑÍÏÊ ÐÒÏŒÅÒËÏÊ. íÙ ÐÏÓÔÕÐÉÍ

ÞÕÔØ-ÞÕÔØ ÉÎÁÞÅ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÁÔÒÉÃ M_4(R) ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ H , ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÍÁÔÒÉÃ ŒÉÄÁ

a −b −c −d b a −d c c d a −b d −c b a : âÁÚÉÓ H ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÍÁÔÒÉÃÙ E = 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1

; I =

0 −1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 1 0 ;

J = 0 0 −1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 −1 0 0

É K =

0 0 0 −1 0 0 −1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 : îÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÍÁÔÒÉÃÙ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ

E · E = −I · I = −J · J = −K · K = E;

E · I = I · E = J · K = −K · J = I; E · J = J · E = K · I = −I · K = J; E · K = K · E = I · J = −J · I = K:

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ, ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, H ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÁÌÇÅ- ÂÒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ M_4(R), É, ŒÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÁÌÇÅÂÒÁ H ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ H . áÓÓÏÃÉÁÔÉŒ- ÎÏÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÙ H ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÅÐÅÒØ ÉÚ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ. 2

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 11.8. œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÍ ËÏÌØÃÅ R Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ R ÎÁÚÙŒÁ-

ÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ b ∈ R, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ab = ba = 1.

áÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ R Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅÌÏÍ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ R ÏÂÒÁÔÉÍ.

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÏÂÒÁ- ÚÕÀÔ ÇÒÕÐÐÕ ÐÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 11.9. áÌÇÅÂÒÁ H ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÅÌÏÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ h = a + bi + cj + dk ∈ H . ðÏÌÏÖÉÍ h = a − bi − cj − dk ∈ H . ôÏÇÄÁ hh = hh = a^2 + b^2 + c^2 + d^2 É ÅÓÌÉ h ≠ 0, ÔÏ h=(a^2 + b^2 + c^2 + d^2) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë h. 2

áÌÇÅÂÒÁ çÒÁÓÓÍÁÎÁ

áÌÇÅÂÒÁ çÒÁÓÓÍÁÎÁ ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —, ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÂÕÄÅÔ ÉÚÌÏÖÅÎÏ ÄÁÌÅÅ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ. ïÎÁ ÐÏÞÔÉ ÓÔÏÌØ ÖÅ ŒÁÖÎÁ Œ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ, ËÁË É ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, É ŒÏ ÍÎÏÇÏÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁ ÅÍÕ. ëÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ

—[x1; : : :; xn] ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ÎÁÂÏÒÏÍ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (x1; : : :; xn), ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÎÅÔ

ÄÒÕÇÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ. áÌÇÅÂÒÁ çÒÁÓÓÍÁÎÁ ~^•(^1; : : :; ^n) ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ ÎÁÂÏÒÏÍ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ^1; : : :; ^n , ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÔÁËÖÅ ÎÅÔ ÄÒÕÇÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ.

óÌÏŒÏ ĂÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÅĄ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ: ^i ∧ ^j = −^j ∧ ^i ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ i; j ∈ [1; n], Á ÔÁËÖÅ ^i ∧ ^i = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i ∈ [1; n] (ÇÄÅ [1; n] ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÔ 1 ÄÏ n). ðÒÉ char —≠ 2 ŒÔÏÒÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÅÒŒÏÇÏ. úÎÁË ∧ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ çÒÁÓÓÍÁÎÁ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÄÌÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ. õÍÎÏÖÅÎÉÅ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ çÒÁÓÓÍÁÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÎÅÛÎÉÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ.

õÓÌÏŒÉÅ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÐÅÒŒÙÊ ŒÚÇÌÑÄ ÓÉÌØÎÏ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ËÏÍÍÕÔÁ- ÔÉŒÎÏÓÔÉ, ÎÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÎÉÞÅÍ ÎÅ ÈÕÖÅ | ÏÎÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÔØ Œ ÌÀÂÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ i^1 ∧ · · · ∧ ^{ik} ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÍÅÓÔÁÍÉ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÏ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ çÒÁÓÓÍÁÎÁ ÌÀÂÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÌÉÂÏ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ, ÌÉÂÏ ÒÁŒÎÏ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÁ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÓÏ ÓÔÒÏÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÁÌÇÅÂÒÙ çÒÁÓÓÍÁÎÁ ÌÉÎÅÊÎÏ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÔÁËÉÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ.

œÓÅ ŒÙÛÅÓËÁÚÁÎÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÔÏÌØËÏ ÎÁŒÏÄÑÝÉÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ | ÁÌÇÅÂÒÕ çÒÁÓÓÍÁÎÁ ÅÝÅ ÐÒÅÄÓÔÏÉÔ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ. äÁÄÉÍ ÔÏÞÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÁÂÏÒ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ^1; : : :; ^n . çÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙÍ ÍÏÎÏÍÏÍ ÏÔ ^1; : : :; ^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ŒÉÄÁ ^{i1} ∧ · · · ∧ ^{ik} , ÇÄÅ 1 6 i_1 < i_2 < · · · < i_k 6 n. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÔÁËÏÊ ÍÏÎÏÍ ÞÅÒÅÚ ^I , ÇÄÅ I = {i^1; : : :; i^k}. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙ ÍÏÎÏÍÙ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ŒÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {1; : : :; n}. ðÕÓÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÕÓÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ, ÔÏ ÅÓÔØ 1.

ðÏÌÏÖÉÍ ^{iσ(1)} ∧ · · · ∧ ^{iσ(k)} = "(ff)^{i1} ∧ · · · ∧ ^{ik} ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ff ∈ S_k (ÎÁÐÏÍÎÀ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ "(ff) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÚÎÁË ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ff ). ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ^{j1} ∧ · · · ∧ ^{jm} , ÇÄÅ ÓÒÅÄÉ ÎÁÂÏÒÁ ÉÎÄÅËÓÏŒ (j_1; : : :; j_m) ÅÓÔØ ÐÏŒÔÏÒÑÀÝÉÅÓÑ, ÐÏÌÏÖÉÍ ÒÁŒÎÙÍ ÎÕÌÀ.

ôÅÐÅÒØ ÌÅÇËÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ^I ∧ ^J ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙÈ ÍÏÎÏÍÏŒ ^I É ^J . ïÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏ ÐÒÉÐÉÓÙŒÁÎÉÅÍ ÏÄÎÏÇÏ ÍÏÎÏÍÁ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ ÞÅÒÅÚ ÚÎÁË ∧ É ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ ÐÏÌÕÞÉŒÛÅÇÏÓÑ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÐÏ ÉÚÌÏÖÅÎÎÙÍ ŒÙÛÅ ÐÒÁŒÉÌÁÍ. òÅÚÕÌØÔÁÔ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÔÁË:

I ∧ ^J = { 0; ÅÓÌÉ I ∩ J ≠ ?, (−1)^{c(I,J)}^{I∪J} ; ÅÓÌÉ I ∩ J = ?, ÇÄÅ c(I; J) = #{(i; j) ∈ I × J | i > j}:

(úÎÁË # ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 11.10. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒŒÅÄÅÎÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÍÏÎÏÍÏŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÍ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ~^•(^1; : : :; ^n), ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ ÞÅÒÅÚ ~^• , ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —Ó ÂÁÚÉÓÏÍ (^I ), ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ŒÙÒÁÖÅÎÉÊ ŒÉÄÁ ∑ I⊆[1,n] a_I ^I ;

ÇÄÅ a_I ∈ —. œŒÅÄÅÎÎÏÅ ÎÁ ÂÁÚÉÓÅ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁ ~^• . ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÜÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÔØ ÎÁ ÂÁÚÉÓÅ (ÓÍ. ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 11.5). éÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 11.10 ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ ~^• ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ. ïÎÁ É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ çÒÁÓÓÍÁÎÁ.

òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÙ çÒÁÓÓÍÁÎÁ ÒÁŒÎÁ ÞÉÓÌÕ ŒÓÅÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ [1; n], ÔÏ ÅÓÔØ dim~^• = 2^n . îÁÚÏŒÅÍ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÍÏÎÏÍÁ ^{i1} ∧ · · · ∧ ^{ik} ÞÉÓÌÏ k. çÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙ ÍÏÎÏÍÙ ÓÔÅÐÅÎÉ k ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ~^k ⊆ ~^• . ñÓÎÏ, ÞÔÏ dim ~^k = (_n k ) É ~^• =^n ⨁ k=0 ~^k . ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÉ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÏÎÏÍÏŒ ÓËÌÁÄÙŒÁÀÔÓÑ.

ðÕÓÔØ ¸; ˛ ∈ ~^1 , ÔÏ ÅÓÔØ ¸ =^n ∑ i=1 a_i^i É ˛ =^n ∑ i=1 b_i^i . ôÏÇÄÁ, ËÁË ÌÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ¸ ∧ ¸ = 0 É ¸ ∧ ˛ = −˛ ∧ ¸. üÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÐÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÎÁÍ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 11.11. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ “ ∈ ~^p É ” ∈ ~^q , ÔÏ “ ∧ ” = (−1)^{pq} ” ∧ “:

ìÅËÃÉÑ 12.

ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ ÍÁÔÒÉÃ

íÙ ÂÕÄÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ ÔÅÏÒÉÀ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÁÌÇÅÂÒÙ çÒÁÓÓÍÁÎÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 12.1. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ det A ÍÁÔÒÉÃÙ A = (a^i_j ) ∈ Mn(—) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ

ÐÒÉ ^1 ∧ · · · ∧ ^n Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ n ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ (^n∑ j=1 a^1_j ^j ) ∧ (^n∑ j=1 a^2_j ^j ) ∧ · · · ∧ (^n∑ j=1 a^n_j ^j ) = (det A)^1 ∧ · · · ∧ ^n:

ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÞÅÒÅÚ |A| (ÞÁÝÅ ŒÓÅÇÏ ÔÁËÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÓÐÏÌØÚÕ- ÅÔÓÑ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÃ, ŒÙÐÉÓÁÎÎÙÈ Œ ÑŒÎÏÍ ŒÉÄÅ).

ðÒÉÍÅÒ 12.2.

(a^1 + b^2) ∧ (c^1 + d^2) = ac^1 ∧ ^1 + ad^1 ∧ ^2 + bc^2 ∧ ^1 + bd^2 ∧ ^2 = = ad^1 ∧ ^2 − bc^1 ∧ ^2 = (ad − bc)^1 ∧ ^2;

ÔÏ ÅÓÔØ | | | | a b c d | | | | = ad − bc:

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 12.3. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

det A = ∑ σ∈S_n "(ff)a^1_{σ(1)}a^2_{σ(2)} · · ·a^n_{σ(n)}:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ çÒÁÓÓÍÁÎÁ. 2 ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 12.4. ôÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ Ë ÍÁÔÒÉÃÅ A = (a^i_j ) ÒÁÚÍÅÒÁ m × n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ

ÍÁÔÒÉÃÁ A^t = (b^k_l ) ÒÁÚÍÅÒÁ n × m, ÇÄÅ b^k_l = a^l_k .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 12.5. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ A ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

det A^t = det A.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 12.6. æÕÎËÃÉÑ det : Mn(—) → —ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

1) ðÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÓÔÒÏËÉ ÍÁÔÒÉÃÙ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÌÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÜÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÌÑ.

2) åÓÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÓÔÒÏËÁ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÁ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÄŒÕÈ ÓÔÒÏË, ÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË- ÃÉÉ ÎÁ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅ ÒÁŒÎÏ ÓÕÍÍÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÅÅ ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÁÈ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÉÚ ÐÅÒŒÏÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ ŒÙÄÅÌÅÎÎÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÎÁ ÓÔÒÏËÉ | ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ.

3) åÓÌÉ Õ ÍÁÔÒÉÃÙ ÄŒÅ ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÓÔÒÏËÉ ÒÁŒÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ ÎÅÅ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ. 4) æÕÎËÃÉÑ ÏÔ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁŒÎÁ 1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓŒÏÊÓÔŒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ çÒÁÓÓÍÁÎÁ. 2 ôÅÏÒÅÍÁ 12.7. óŒÏÊÓÔŒÁÍÉ 1{4 ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ Mn(—) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f(A) ÉÍÅÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÁ 1{4.

ìÅÍÍÁ 12.7.1. éÚ ÓŒÏÊÓÔŒ 2 É 3 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f(A) ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ −1 ÐÒÉ ÐÅÒÅÍÅÎÅ

ÄŒÕÈ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉÃÙ A ÍÅÓÔÁÍÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÍÅÎÉÍ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÄŒÕÈ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÓÔÒÏË ÉÈ ÓÕÍÍÏÊ. ôÏÇÄÁ

f a^1 a^1_2 · · · a^1_n · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · a^i_1 + a^{i+1}_1 a^i_2 + a^{i+1}_2 · · · a^i_n + a^{i+1}_n a^i_1 + a^{i+1}_1 a^i_2 + a^{i+1}_2 · · · a^i_n + a^{i+1}_n · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · a^n_1 a^n_2 · · · a^n = 0

ÐÏ ÓŒÏÊÓÔŒÕ 3. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÏÂÅÉÍ ÓÔÒÏËÁÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ 2 É ÐÏÌØÚÕÑÓØ ŒÎÏŒØ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ 3, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

f a^1 a^1_2 · · · a^1_n · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · a^i_1 + a^{i+1}_1 a^i_2 + a^{i+1}_2 · · · a^i_n + a^{i+1}_n a^i_1 + a^{i+1}_1 a^i_2 + a^{i+1}_2 · · · a^i_n + a^{i+1}_n · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · a^n_1 a^n_2 · · · a^n =

= f a^1 a^1_2 · · · a^1_n · · · · · · · · · · · a^i_1 a^i_2 · · · a^i_n a^i_1 a^i_2 · · · a^i_n · · · · · · · · · · · a^n_1 a^n_2 · · · a^n + f a^1 a^1_2 · · · a^1_n · · · · · · · · · · · · · · · a^i_1 a^i_2 · · · a^i_n a^{i+1}_1 a^{i+1}_2 · · · a^{i+1}_n · · · · · · · · · · · · · · · a^n_1 a^n_2 · · · a^n +

+ f a^1 a^1_2 · · · a^1_n · · · · · · · · · · · · · · · a^{i+1}_1 a^{i+1}_2 · · · a^{i+1}_n a^i_1 a^i_2 · · · a^i_n · · · · · · · · · · · · · · · a^n_1 a^n_2 · · · a^n + f a^1 a^1_2 · · · a^1_n · · · · · · · · · · · · · · · a^{i+1}_1 a^{i+1}_2 · · · a^{i+1}_n a^{i+1}_1 a^{i+1}_2 · · · a^{i+1}_n · · · · · · · · · · · · · · · a^n_1 a^n_2 · · · a^n =

= f a^1 a^1_2 · · · a^1_n · · · · · · · · · · · · · · · a^i_1 a^i_2 · · · a^i_n a^{i+1}_1 a^{i+1}_2 · · · a^{i+1}_n · · · · · · · · · · · · · · · a^n_1 a^n_2 · · · a^n + f a^1 a^1_2 · · · a^1_n · · · · · · · · · · · · · · · a^{i+1}_1 a^{i+1}_2 · · · a^{i+1}_n a^i_1 a^i_2 · · · a^i_n · · · · · · · · · · · · · · · a^n_1 a^n_2 · · · a^n :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÕÍÍÁ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅ É ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÅ Ó ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÅÎÎÙÍÉ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ÓÔÒÏËÁÍÉ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ. 2

ìÅÍÍÁ 12.7.2. éÚ ÓŒÏÊÓÔŒ 2 É 3 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f(A) ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ, ÅÓÌÉ Õ ÍÁÔÒÉÃÙ A

ËÁËÉÅ-ÔÏ ÄŒÅ ÓÔÒÏËÉ ÒÁŒÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ó ÐÏÍÏÝØÀ ÌÅÍÍÙ 12.7.1 ŒÓÅ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ ÒÁŒÎÙ ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÓÔÒÏËÉ,

Á ÔÏÇÄÁ f(A) = 0 ÐÏ ÓŒÏÊÓÔŒÕ 3. 2

ìÅÍÍÁ 12.7.3. éÚ ÓŒÏÊÓÔŒ 1, 2 É 3 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÍ ÐÒÅ-

ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÉ ÐÅÒŒÏÇÏ ÔÉÐÁ ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉÃÙ A.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ j -ÔÁÑ ÓÔÒÏËÁ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÁ i-ÔÏÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ

d ∈ —ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ a^j_k = da^i_k ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k ∈ [1; n]. ôÏÇÄÁ f(A) = 0 ÐÏ ÓŒÏÊÓÔŒÕ 1 É ÌÅÍÍÅ 12.7.2.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ A | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ. ðÏ ÓŒÏÊÓÔŒÕ 2

f a^1 a^1_2 · · · a^1_n · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · a^i_1 a^i_2 · · · a^i_n · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · a^j_1 + da^i_1 a^j_2 + da^i_2 · · · a^j_n + da^i_n · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · a^n_1 a^n_2 · · · a^n =

=f a^1 a^1_2 · · · a^1_n · · · · · · · · · · · a^i_1 a^i_2 · · · a^i_n · · · · · · · · · · · a^j_1 a^j_2 · · · a^j_n · · · · · · · · · · · a^n_1 a^n_2 · · · a^n + f a^1 a^1_2 · · · a^1_n · · · · · · · · · · · · · a^i_1 a^i_2 · · · a^i_n · · · · · · · · · · · · · da^i_1 da^i_2 · · · da^i_n · · · · · · · · · · · · · a^n_1 a^n_2 · · · a^n =

=f a^1 a^1_2 · · · a^1_n · · · · · · · · · · · a^i_1 a^i_2 · · · a^i_n · · · · · · · · · · · a^j_1 a^j_2 · · · a^j_n · · · · · · · · · · · a^n_1 a^n_2 · · · a^n :

2 íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÕÀ ËŒÁÄÒÁÔÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉŒÅÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒ- ÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÌÉÂÏ Ë ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅ, ÌÉÂÏ Ë ÍÁÔÒÉÃÅ Ó ÎÕÌÅŒÏÊ ÓÔÒÏËÏÊ. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ ËÁÖÄÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÌÉÂÏ ÉÚ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÌÉÂÏ ÉÚ ÍÁÔÒÉÃÙ Ó ÎÕÌÅŒÏÊ ÓÔÒÏËÏÊ. ðÏ ÓŒÏÊÓÔŒÕ 1 É ÌÅÍÍÅ 12.7.3 ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓŒÏÉÍÉ ÚÎÁÞÅ- ÎÉÑÍÉ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅ É ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÁÈ Ó ÎÕÌÅŒÏÊ ÓÔÒÏËÏÊ. ðÏ ÓŒÏÊÓÔŒÕ 1 ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÅ Ó ÎÕÌÅŒÏÊ ÓÔÒÏËÏÊ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ, Á ÓŒÏÊÓÔŒÏ 4 ÆÉËÓÉÒÕÅÔ ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÆÕÎËÃÉÑ f(A) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. 2

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 12.8 (ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ). íÁÔÒÉÃÁ A ÏÂÒÁÔÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÅ

ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ. 2 éÚ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ 12.6 É ÔÅÏÒÅÍÙ 12.7 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ 1{4 ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÁËÓÉÏ- ÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÍÁÔÒÉÃÙ. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 12.6 ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ, Á ÔÅÏÒÅÍÕ 12.7 | ËÁË ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÅÇÏ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ.

ðÕÓÔØ ˛^1; : : :; ˛^k ∈ ~^1 | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ. äÌÑ

ÉÈ ŒÎÅÛÎÅÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ˛^1 ∧· · ·∧˛^k ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÓÉÍŒÏÌ^k ⋀ i=1 ˛^i (ÐÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ËÒÁÔËÏÊ

ÚÁÐÉÓØÀ ÓÕÍÍÙ).

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 12.9. åÓÌÉ C = (c^i_j) | ÍÁÔÒÉÃÁ ÒÁÚÍÅÒÁ k × k, ÔÏ k⋀ i=1 (^k∑ j=1 c^i_j ˛^j ) = (det C) k⋀ i=1 ˛^i: (23) äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓËÒÏÅÍ ÓËÏÂËÉ Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ (23), ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔØÀ ŒÎÅÛÎÅÇÏ

ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØÀ ÁÌÇÅÂÒÙ çÒÁÓÓÍÁÎÁ. íÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÕÍÍÕ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÎÏÍÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ k ÏÔ ˛_1; : : :; ˛_k Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ÐÏÌÑ —. œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÕÐÏ- ÍÉÎÁŒÛÉÍÉÓÑ ÎÁ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ŒÎÅÛÎÅÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ: ˛^i ∧ ˛^i = 0 É ˛^i ∧ ˛^j = −˛^j ∧ ˛^i . éÚ ÜÔÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ

ÍÏÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ k ÏÔ ˛_1; : : :; ˛_k ÒÁŒÅÎ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÁ,^k ⋀ i=1 ˛^i . åÓÌÉ É ÜÔÏÔ ÍÏÎÏÍ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ,

ÔÏ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (23) ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÎÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ.

ðÕÓÔØ^k ⋀ i=1 ˛^i ≠ 0. ðÒÉ ÒÁÓËÒÙÔÉÉ ÓËÏÂÏË Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ (23) ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ^k ⋀ i=1 ˛^i Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ

ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ, ÚÁŒÉÓÑÝÉÍ ÏÔ ÍÁÔÒÉÃÙ C . üÔÏÔ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍ 1{4 É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÍÁÔÒÉÃÙ C . 2

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 12.10. ðÕÓÔØ A É B | ÄŒÅ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁÚÍÅÒÁ n × n. ôÏÇÄÁ det(AB) =

det A · det B .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÌÏÖÉÍ ˛^i =^{n∑}_{j=1} b^i_j ^j . ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (23) n⋀ i=1 (^n∑ j=1 a^i_j ˛^j ) = (det A) n⋀ i=1 ˛^i:

œ ÔÏ ÖÅ ŒÒÅÍÑ_n ⋀ i=1 ˛^i = (det B) n⋀ i=1 i: ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,_n ∑ j=1 a^i_j ˛^j = n∑ j=1 a^i_j (^n∑ k=1 b^j_k^k ) = n∑ k=1 (^n∑ j=1 a^i_j b^j_k ) k; ÐÏÜÔÏÍÕ_n ⋀ i=1 (^n∑ j=1 a^i_j ˛^j ) = (det AB) n⋀ i=1 i; ÏÔËÕÄÁ É ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ det(AB) = det A · det B . 2

íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ det : GL_n(—) → —^∗. äÏËÁÚÁÎÎÏÅ ÎÁÍÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ. ñÄÒÏ ÜÔÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ SL_n(—). äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÓÐÅÃÉÁÌØÎÕÀ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÁÔÒÉÃÙ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ 1.

úÁÄÁÞÁ 12.11. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÙ ŒÉÄÁ D(i; j; ¸), ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ-

ŒÁÎÉÑÍ ÓÔÒÏË ÐÅÒŒÏÇÏ ÔÉÐÁ (i ≠ j ; ÓÍ. ÌÅËÃÉÀ 5), ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÇÒÕÐÐÕ SL_n(—).

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ [1; n] ÞÅÒÅÚ N . äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ I = {i_1; : : :; i_k} ⊆ N ÐÏÌÏÖÉÍ ‖I‖ = i_1 + · · · + i_k (ÎÅ ÐÕÔÁÔØ Ó ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅÍ |I| = #I = k).

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 12.12. ðÕÓÔØ I; J ⊆ N , ÐÒÉÞÅÍ |I| + |J| = n. ôÏÇÄÁ

I ∧ ^J = { 0; ÅÓÌÉ I ∪ J ≠ N, (−1)^{s(I)}^N ; ÅÓÌÉ I ∪ J = N, ÇÄÅ s(I) = ‖I‖ − ( |I| + 1 2 ) :

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ çÒÁÓÓÍÁÎÁ

I ∧ ^J = { 0; ÅÓÌÉ I ∩ J ≠ ?, (−1)^{c(I,J)}^{I∪J} ; ÅÓÌÉ I ∩ J = ?, ÇÄÅ c(I; J) = #{(i; j) ∈ I × J | i > j}:

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÚ |I| + |J| = n, ÔÏ I ∩ J = ? ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ I ∪ J = N . ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÄÏ ÔÏÌØËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ s(I) = c(I; J) ÐÒÉ J = N \ I .

ðÕÓÔØ |I| = k. ðÅÒÅÎÕÍÅÒÕÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ I Œ ÐÏÒÑÄËÅ ŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ: I = {i_1; : : :; i_k}, i_1 < · · · < i_k . ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ t ∈ {1; : : :; k} ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ j ∈ J ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ i_t > j , ÒÁŒÎÏ i_t − t. ðÏÜÔÏÍÕ

c(I; J) = k∑ t=1 (i_t − t) = ‖I‖ − k

(k + 1) 2 = ‖I‖ − ( |I| + 1 2 ) = s(I): 2 ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ [1; m] ÞÅÒÅÚ M .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 12.13. ðÕÓÔØ B = (b^i_j) | ÍÁÔÒÉÃÁ m×n. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ I ⊆ M É J ⊆ N

ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ B^I_J ÐÏÄÍÁÔÒÉÃÕ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÕÀ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ B , ÎÏÍÅÒÁ ÓÔÒÏË ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÉÎÁÄ- ÌÅÖÁÔ I , Á ÎÏÍÅÒÁ ÓÔÏÌÂÃÏŒ | J , ÔÏ ÅÓÔØ B^I_J = (b^i_j)_{i∈I,j∈J} . (íÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÔÒÏËÉ É ÓÔÏÌÂÃÙ Œ ÐÏÄÍÁÔÒÉÃÅ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ Œ ÐÏÒÑÄËÅ ŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÉÈ ÎÏÍÅÒÏŒ Œ ÍÁÔÒÉÃÅ B .) íÉÎÏÒÏÍ b^I_J ÐÏÒÑÄ- ËÁ k, ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÍ k-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÍÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ I ⊆ M É J ⊆ N , ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÐÏÄÍÁÔÒÉÃÙ B^I_J .

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 12.14. ðÕÓÔØ B = (b^i_j) | ÍÁÔÒÉÃÁ m × n. ðÏÌÏÖÉÍ

˛^i = n∑ j=1 b^i_j^j ∈ ~^1:

ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ I = {i_1; : : :; i_k} ⊆ M , ÇÄÅ i_1 < · · · < i_k , ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

˛^I = ∑ J⊆N, |J|=k b^I_J ^J ;

ÇÄÅ ˛^I = k⋀ t=1 ˛^{ik} :

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. þÔÏÂÙ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ ^J Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ˛^I ÐÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ

ÂÁÚÉÓÕ ÁÌÇÅÂÒÕ çÒÁÓÓÍÁÎÁ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ 0 ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ ^j ÄÌÑ j =∈ J Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ˛^i . ôÏÇÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ŒÎÅÛÎÅÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÈ ÓÔÒÏËÁÍ ÍÁÔÒÉÃÙ B^I_J , ÒÁŒÎÏÅ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÍÉÎÏÒÁ, b^I_J ^J . 2

ôÅÏÒÅÍÁ 12.15 (ìÁÐÌÁÓÁ). ðÕÓÔØ B | ÍÁÔÒÉÃÁ n × n. æÉËÓÉÒÕÅÍ k-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅ-

ÓÔŒÏ I ⊆ N . ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ:

det B = ∑ J⊆N, |J|=k (−1)^{‖J‖−‖I‖}b^I_J b^{N\I}_{N\J} :

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÙ ÉÍÅÅÍ k⋀ i=1 ˛^i = (−1)(^{k+12} )^{−‖I‖}˛^I ∧ ˛^{N\I} =

= (−1)(^{k+12} )^{−‖I‖} ( ∑ |J|=k b^I_J ^J ) ∧ ( ∑ |J0_{|=n−k} b^{N\I}_J0 ^J 0 ) = = (−1)(^{k+12} )^{−‖I‖} ( ∑ |J|=k, |J0_{|=n−k} b^I_J b^{N\I}_J0 ^J ∧ ^J 0 ) :

îÏ ŒÎÅÛÎÅÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ^J ∧ ^J0 ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ ÌÉÛØ ÐÒÉ J^′ = N \ J , ËÏÇÄÁ J ∧ ^J 0 = (−1)^{‖J‖−}(^{k+12} ) n⋀ i=1 i: ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ_k ⋀ i=1 ˛^i = ∑ |J|=k (−1)^{‖J‖−‖I‖}b^I_J b^{N\I}_{N\J} n⋀ i=1 i: ïÓÔÁÅÔÓÑ ÓÒÁŒÎÉÔØ ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÍÁÔÒÉÃÙ B . 2 íÎÏÖÉÔÅÌØ (−1)^{‖J‖−‖I‖}b^{N\I}_{N\J} ÐÒÉ ÍÉÎÏÒÅ b^I_J , ŒÈÏÄÑÝÅÍ Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÍÁÔÒÉÃÙ B ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ìÁÐÌÁÓÁ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅÍ ÜÔÏÇÏ ÍÉÎÏÒÁ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 12.16. ðÕÓÔØ d = det B ≠ 0. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ a^i_j ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÜÌÅ-

ÍÅÎÔÁ b^i_j , ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÇÏ ËÁË ÍÉÎÏÒ ÐÏÒÑÄËÁ 1, ÔÏ ÅÓÔØ a^i_j = (−1)^{j−i} det B^{N\{i}}_{N\{j}} . ðÏÌÏÖÉÍ C = (c^i_j ), ÇÄÅ c^i_j = d^{−1}a^j_i . ôÏÇÄÁ C = B^{−1} .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÁÐÌÁÓÁ Œ ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ I = {i} ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ

ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÐÏ i-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÅ

det B = n∑ j=1 b^i_ja^i_j : (24)

éÚÍÅÎÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÍÁÔÒÉÃÕ B , ÚÁÍÅÎÉŒ Œ ÎÅÊ k-ÔÕÀ ÓÔÒÏËÕ ÎÁ i-ÔÕÀ. ðÒÉ k ≠ i ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÉÍÅÅÔ ÄŒÅ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÓÔÒÏËÉ É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÅÅ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. òÁÚÌÁÇÁÑ ÅÇÏ ÐÏ k-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ‹^i_k det B = n∑ j=1 b^i_ja^k_j :

òÁÚÄÅÌÉÍ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÎÁ d:

‹^i_k = n∑ j=1 b^i_j c^j_k;

ÔÏ ÅÓÔØ E = BC . íÁÔÒÉÃÁ B ÏÂÒÁÔÉÍÁ (ËÁË ÉÍÅÀÝÁÑ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ), ÐÏÜÔÏÍÕ B^{−1} = C . 2 úÁÄÁÞÁ 12.17. ðÕÓÔØ A = (a^i_j ) | ÍÁÔÒÉÃÁ m × n, Á B = (b^j_i ) | ÍÁÔÒÉÃÁ n × m, ÐÒÉÞÅÍ n > m.

œÙÒÁÚÉÔØ det(AB) ÞÅÒÅÚ ÍÉÎÏÒÙ (ÒÁÚÍÅÒÁ m × m) ÍÁÔÒÉÃ A É B .

68 áÌÇÅÂÒÁ I ÓÅÍÅÓÔÒ

îÁÐÏÓÌÅÄÏË ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÌÏŒ Ï ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÏÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ. òÁÓËÒÙŒÁÔØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅ-

ÎÉÅ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ÉÌÉ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ ÓÕÍÍÕ ÐÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÅ

(ËÁË Œ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÉ 12.3) | ÚÁÎÑÔÉÅ, ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ÎÅÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÅ. çÏÒÁÚÄÏ ÐÏÌÅÚÎÅÅ ÏËÁÚÙŒÁÀÔÓÑ

ÏÂÙÞÎÏ ÌÅÍÍÁ 12.7.3 (ÏÂ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ-

ÎÉÊ ÐÅÒŒÏÇÏ ÔÉÐÁ) É ÔÅÏÒÅÍÁ ìÁÐÌÁÓÁ, ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÐÏ ÓÔÒÏËÅ. òÁŒÅÎÓÔŒÏ

det A^t = det A ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÅÒÅÎÅÓÔÉ ÜÔÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÎÁ ÓÔÏÌÂÃÙ ÍÁÔÒÉÃÙ A.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÁÒÕ ÐÒÉÍÅÒÏŒ.

ðÒÉÍÅÒ 12.18 (ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ œÁÎÄÅÒÍÏÎÄÁ). ðÏÌÏÖÉÍ

´_n(x_1; : : :; x_n) =

| | | | | | | | | |

1 1 : : : 1

x_1 x_2 : : : x_n

(x_1)^2 (x_2)^2 : : : (x_n)^2 . . . . ... . . (x_1)^{n−1} (x_2)^{n−1} : : : (x_n)^{n−1}

| | | | | | | | | | :

ðÒÉÍÅÎÉÍ Ë ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÐÅÒŒÏÇÏ

ÔÉÐÁ: ŒÙÞÔÅÍ ÉÚ n-ÏÊ ÓÔÒÏËÉ (n − 1)-ÕÀ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÕÀ ÎÁ x_1 , ÚÁÔÅÍ ŒÙÞÔÅÍ ÉÚ (n − 1)-ÏÊ ÓÔÒÏËÉ

(n − 2)-ÕÀ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÕÀ ÎÁ x_1 É Ô. Ä. ðÏÌÕÞÉÔÔÓÑ

´_n(x_1; : : :; x_n) = | | | | | | | | | |

1 1 : : : 1

0 x_2 − x_1 : : : x_n − x_1

0 (x_2)^2 − x_1x_2 : : : (x_n)^2 − x_1x_2 . . . . ... . . 0 (x_2)^{n−1} − x_1(x_2)^{n−2} : : : (x_n)^{n−1} − x_1(x_n)^{n−2}

| | | | | | | | | | :

òÁÚÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÐÏ ÐÅÒŒÏÍÕ ÓÔÏÌÂÃÕ:

´_n(x_1; : : :; x_n) = | | | | | | | |

x_2 − x_1 : : : x_n − x_1

(x_2)^2 − x_1x_2 : : : (x_n)^2 − x_1x_2 . . ... . . (x_2)^{n−1} − x_1(x_2)^{n−2} : : : (x_n)^{n−1} − x_1(x_n)^{n−2}

| | | | | | | | É Œ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅ ŒÙÎÅÓÅÍ ÉÚ j -ÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÏÂÝÉÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ x_{j+1}−x_1 (j = 1; : : :; n−1).

íÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ œÁÎÄÅÒÍÏÎÄÁ n-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÞÅÒÅÚ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ œÁÎÄÅÒÍÏÎÄÁ

(n − 1)-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ:

´_n(x_1; : : :; x_n) = (^n∏ j=2 (x_j − x_1) ) ´_{n−1}(x_2; : : :; x_n):

ó ÐÏÍÏÝØÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÐÏ n ÉÚ ÜÔÏÇÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÙÊ ÏÔŒÅÔ:

´_n(x_1; : : :; x_n) = ∏ i<j (x_j − x_i):

ðÒÉÍÅÒ 12.19 (þÉÓÌÁ æÉÂÏÎÁÞÞÉ). ðÏÌÏÖÉÍ f1 = 1 É

f_{n+1} =

| | | | | | | | | | | | | | | | |

1 1 0 · · · 0 0 0

−1 1 1 ... 0 0 0

0 −1 1 ... 0 0 0 . . ... ... ... ... ... . . 0 0 0 ... 1 1 0

0 0 0 ... −1 1 1

0 0 0 · · · 0 −1 1

| | | | | | | | | | | | | | | | |

| ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÐÏÒÑÄËÁ n. òÁÚÌÏÖÉÍ ÜÔÏÔ ÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÐÏ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÒÏËÅ

f_{n+1} =

| | | | | | | | | | | | | | |

1 1 ... 0 0 0

−1 1 ... 0 0 0

... ... ... ... ... . . 0 0 ... 1 1 0 0 0 ... −1 1 1

0 0 · · · 0 −1 1

| | | | | | | | | | | | | | |

−

| | | | | | | | | | | | | | |

−1 1 ... 0 0 0 0 1 ... 0 0 0 . . ... ... ... ... . . 0 0 ... 1 1 0 0 0 ... −1 1 1

0 0 · · · 0 −1 1

| | | | | | | | | | | | | | | òÁÚÌÏÖÉŒ ŒÔÏÒÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÐÏ ÐÅÒŒÏÍÕ ÓÔÏÌÂÃÕ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ

f_{n+1} = f_n + f_{n−1};

ÐÒÉÞÅÍ f_2 = f_1 = 1. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (f_n) ÜÔÉÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. ëÁË ŒÙ

ÕÖÅ ÚÎÁÅÔÅ, ÏÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ æÉÂÏÎÁÞÞÉ.

úÁÄÁÞÉ ìÉÓÔÏË Ć1.

1) îÁÊÔÉ ÍÏÄÕÌØ É ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ:

−4; 1 + i; 1 − i √ 3; sin ¸ + i cos ¸;

1 + i tg¸ 1 − i tg ¸;

1 + cos ¸ + i sin ¸:

2) œÙÞÉÓÌÉÔØ (5 + i)(7 − 6i) 3 + i ; (1 + i)^5 (1 − i)^3 ; (1 + 3i)(8 − i) (2 + i)^2 : 3) îÁÊÔÉ x É y , ÓÞÉÔÁÑ ÉÈ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ:

(1 + 2i)x + (3 − 5i)y = 1 − 3i:

4) òÅÛÉÔØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ:

z^2 = i; z^2 = 5 − 12i; z^2 + (2i − 7)z + 13 − i = 0:

5) îÁÊÔÉ ŒÓÅ z : —z = z^2; —z = z^3:

6) œÙÞÉÓÌÉÔØ

(1 + i √ 3)^{150}; ( √ 3 + i 1 − i

)_{30}

; (1 + cos ¸ + i sin ¸)^k:

7) åÓÔØ 4 ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÞÁÛËÉ É 4 ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÓÔÁËÁÎÁ. éÍÅÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ 10 ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ËÕÓËÏŒ ÓÁÈÁÒÁ É 10 ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÌÏÖÅÞÅË. óËÏÌØËÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ

Á) ÌÏÖËÉ ÐÏ ÞÁÛËÁÍ; Â) ÓÁÈÁÒ ÐÏ ÞÁÛËÁÍ;

Œ) ÓÁÈÁÒ ÐÏ ÞÁÛËÁÍ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÐÕÓÔÙÈ ÞÁÛÅË ÎÅ ÏÓÔÁÌÏÓØ; Ç) ÓÁÈÁÒ ÐÏ ÓÔÁËÁÎÁÍ; Ä) ÌÏÖËÉ ÐÏ ÓÔÁËÁÎÁÍ?

8) òÁÓËÒÏÊÔÅ ÓËÏÂËÉ Õ (a_1 + · · · + a_m)^2 É (a + b + c)^3 .

9) þÅÍÕ ÒÁŒÅÎ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ a^{k1}_1 : : :a^{km}_m ÐÏÓÌÅ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË É ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÑ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÞÌÅÎÏŒ Œ ŒÙÒÁÖÅÎÉÉ (a_1 + · · · + a_m)^n ?

10) œÙÞÉÓÌÉÔØ: Á) ( n 0 ) + ( n 1 ) + · · · + ( n n ) ;

Â) ( n 0 ) − ( n 1 ) + · · · + (−1)^n ( n n ) ;

Œ) ( n 0 )_2 + ( n 1 )_2 + · · · + ( n n )_2 ;

Ç) ( n 0 ) − ( n 2 ) + ( n 4 ) − ( n 6 ) + : : : ;

Ä) ( n 0 ) − ( n 4 ) + ( n 8 ) + : : ::

11) œÙÒÁÚÉÔØ sin^4 x É cos^5 x ÞÅÒÅÚ ÐÅÒŒÙÅ ÓÔÅÐÅÎÉ sin É cos ÏÔ ËÒÁÔÎÙÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ.

12) œÙÒÁÚÉÔØ cos nx É sin nx ÞÅÒÅÚ cos x É sin x.

13) œÙÞÉÓÌÉÔØ:

Á) sin x + sin 2x + · · · + sin nx;

Â) sin^2 x + sin^2 3x + · · · + sin^2(2n − 1)x;

Œ) cos x + 2 cos 2x + · · · + n cos nx:

ìÉÓÔÏË Ć1. äÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ.

1) œÙÞÉÓÌÉÔØ: Á) ( 2n 0 )_2 − ( 2n 1 )_2 + ( 2n 2 )_2 − · · · + ( 2n 2n )_2 ;

Â) ( n 1 ) + ( n 5 ) + ( n 9 ) + : : :;

Œ) ( n 1 ) − 1 3 ( n 5 ) + 1 9 ( n 9 ) − : : ::

2) œÙÞÉÓÌÉÔØ:

Á) óÕÍÍÕ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ËÏÒÎÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÉÚ 1. Â) óÕÍÍÕ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ s-È ÓÔÅÐÅÎÅÊ ŒÓÅÈ ËÏÒÎÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÉÚ 1. Œ) 1 + 2" + 3"^2 + · · · + n"^{n−1} , ÇÄÅ "^n = 1.

3) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ z , |z| = 1, z ≠ −1, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÏ Œ ŒÉÄÅ

z = 1 + ti 1 − ti

; t ∈ R:

4) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ z + 1=z = 2 cos „, ÔÏ z^m + 1=z^m = 2 cos m„.

5) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ É ÍÎÉÍÁÑ ÞÁÓÔÉ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÒÎÑ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ Ó ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ Œ ÒÁÄÉËÁÌÁÈ ÞÅÒÅÚ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ É ÍÎÉÍÙÅ ÞÁÓÔÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ.

6) œÙÒÁÚÉÔØ Œ ÒÁÄÉËÁÌÁÈ cos 2ı 5 É sin 4ı 5 .

ìÉÓÔÏË Ć 2.

1) ðÕÓÔØ f(x) =^n ∑ k=0 a_kx^k | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f^′(x) =^n ∑ k=1 ka_kx^{k−1} . ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÐÏÌÑ —ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ.

Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ x_0 ∈ —ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ m ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x) Œ ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ f(x_0) = f^′(x_0) = · · · = f^{(m−1)}(x_0) = 0, ÎÏ f^{(m)}(x_0) ≠ 0.

Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ n É ÌÀÂÏÇÏ x_0 ∈ —ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ôÅÊÌÏÒÁ: f(x) = n∑ k=0 f^{(k)}(x_0) k! (x − x^0)^k:

Œ) œÅÒÎÏ ÌÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÚ ÐÕÎËÔÁ Á), ÅÓÌÉ char —≠ 0?

2) ïÐÒÅÄÅÌÉÔØ a ∈ C É b ∈ C ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ax^{n+1} + bx^n + 1 ÄÅÌÉÌÓÑ ÎÁ (x − 1)^2 . 3) Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÕÌØ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÓŒÏÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÒÁŒÅÎ a_0(x − x_0)^n ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ a_0; x_0 ∈ —É n ∈ N.

Â) œÅÒÎÏ ÌÉ ÜÔÏ ÐÒÉ char —≠ 0?

4) ðÕÓÔØ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÐÏÌÑ —ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ Œ ËÏÌØÃÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ

—[[t]] ÜÌÅÍÅÎÔÙ e^{αt} =^{∞∑}_{k=0}^{¸k}_{k!} t^k ÄÌÑ ŒÓÅÈ ¸ ∈ —. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ¸; ˛ ∈ —ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ

ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ e^{αt}e^{βt} = e^{(α+β)t} .

5) ðÕÓÔØ Œ ËÏÌØÃÅ Q[[t]] ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÚÁÄÁÎÏ ÔÁËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÒÑÄÏŒ F_a(t) ÄÌÑ ŒÓÅÈ a ∈ Q, ÞÔÏ F_1(t) = 1+t É F_a(t)F_b(t) = F_{a+b}(t) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b ∈ Q. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ F_a(t) ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÜÔÉÍÉ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, Ô. Å. F_a(t) = (1+t)^a . œÅÒÎÏ ÌÉ ÜÔÏ, ÅÓÌÉ ÐÏÌÅ Q ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÐÏÌÅ Q [√ 2 ] ? 6) äÌÑ ÞÉÓÌÁ ÓÐÏÓÏÂÏŒ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ k ËÕÓËÏŒ ÓÁÈÁÒÁ ÐÏ n ÓÔÁËÁÎÁÍ ÎÁÐÉÓÁÔØ

Á) ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ;

Â) ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ (ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÞÉÓÌÅ ÓÔÁËÁÎÏŒ n).

7) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÕÔÉ ÎÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÄÌÉÎÙ 1 ŒÐÒÁŒÏ ÉÌÉ ŒÌÅŒÏ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÅÓÑ Œ 0 É ÎÅ ÚÁÈÏÄÑÝÉÅ Œ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ. îÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÔÁËÉÈ ÐÕÔÅÊ ÄÌÉÎÙ k, ËÏÎÞÁÀÝÉÈÓÑ

Á) Œ 0;

Â) Œ ÔÏÞËÅ n > 0.

8) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÕÔÉ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÄÌÉÎÙ 1, ÉÄÕÝÉÈ ÎÁ ÓÅŒÅÒ, ŒÏÓÔÏË ÉÌÉ ÚÁÐÁÄ (ÎÁ ÀÇ ÉÄÔÉ ÎÅÌØÚÑ). îÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÔÁËÉÈ ÐÕÔÅÊ ÄÌÉÎÙ k, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÈÓÑ Œ 0 É ÎÅ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ.

9) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÁ- ÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÔÏÌØËÉÍÉ ÖÅ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ, ÓËÏÌØËÉÍÉ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÎÅÞÅÔÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÇÕÔ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ).

10) ðÕÓÔØ M É N | ËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, |M| = m É |N| = n. îÁÊÔÉ

Á) ÞÉÓÌÏ ŒÓÅÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ M → N ; Â) ÞÉÓÌÏ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ M → N ; Œ) ÞÉÓÌÏ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ M → N .

ìÉÓÔÏË Ć 3.

1) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

Á) ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ N ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏ- ÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ÌÅŒÏÅ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ.

Â) ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ N ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ÐÒÁŒÏÅ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ.

2) ðÕÓÔØ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÚÁÄÁÎÙ ÄŒÁ ÏÔÒÅÚËÁ: X = [(0; 0); (3; 1)] É Y = [(0; 0); (1; −4)]:

óËÏÌØËÏ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÉÍÅÀÔ ÉÈ ÏÂÒÁÚÙ ÐÒÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÎÁ ÔÏÒ? 3) ðÕÓÔØ G | ÇÒÕÐÐÁ ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÒÏÍÂÁ (ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÅÇÏÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ).

Á) îÁÊÔÉ ÐÏÒÑÄÏË ÇÒÕÐÐÙ G.

Â) îÁÊÔÉ ÏÒÂÉÔÙ ŒÅÒÛÉÎ ÒÏÍÂÁ É ÉÈ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÙÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ. 4) ðÕÓÔØ G | ÇÒÕÐÐÁ ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ.

Á) îÁÊÔÉ ÐÏÒÑÄÏË ÇÒÕÐÐÙ G.

Â) îÁÊÔÉ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÒÑÄÏË ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÁ Œ ÇÒÕÐÐÅ G ÂÏÌØÛÅ 1. 5) îÁÊÔÉ ÐÏÒÑÄÏË ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ŒÅÒÛÉÎÙ ÄÌÑ ÇÒÕÐÐÙ ŒÒÁÝÅÎÉÊ

Á) ÄÉÜÄÒÁ; Â) ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ; Œ) ËÕÂÁ;

Ç) ÏËÔÁÜÄÒÁ; Ä) ÉËÏÓÁÜÄÒÁ; Å) ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ.

6) ðÏÄ ÇÒÕÐÐÏÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÇÒÕÐÐÕ ŒÒÁÝÅÎÉÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ. îÁÊÔÉ ÐÏÒÑÄÏË

Á) ÇÒÕÐÐÙ ÄÉÜÄÒÁ; Â) ÇÒÕÐÐÙ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ; Œ) ÇÒÕÐÐÙ ËÕÂÁ;

Ç) ÇÒÕÐÐÙ ÉËÏÓÁÜÄÒÁ.

7) ðÕÓÔØ ÇÒÕÐÐÁ G ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ab = ba ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b ∈ G. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ g ∈ G É m_0 ∈ M ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ gm_0 = m_0 , ÔÏ gm = m ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ m, ÌÅÖÁÝÅÊ Œ ÏÄÎÏÊ ÏÒÂÉÔÅ Ó ÔÏÞËÏÊ m_0 .

8) óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÏÖÅÒÅÌÉÊ ÉÚ 6 ÂÕÓÉÎ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ËÒÁÓ- ÎÏÇÏ, ÓÉÎÅÇÏ ÉÌÉ ÖÅÌÔÏÇÏ ÃŒÅÔÁ?

(õËÁÚÁÎÉÅ: ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ âÅÒÎÓÁÊÄÁ).

9) œ ÇÏÒÏÄÅ N ÔÁÌÏÎÙ ÎÁ ÁŒÔÏÂÕÓ ÉÍÅÀÔ ÆÏÒÍÕ ËŒÁÄÒÁÔÁ, Á ËÏÍÐÏÓÔÅÒ ÐÒÏÂÉŒÁÅÔ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÄÏ ÄÅŒÑÔÉ ÉÚ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÄÙÒÏÞÅË, ÐÏËÁÚÁÎÎÙÈ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ • • • • • • • • • ðÏ ÐÒÏÂÉÔÏÍÕ ÔÁÌÏÎÞÉËÕ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ ÕÚÎÁÔØ, ËÁË ÏÎ ÂÙÌ ŒÓÔÁŒÌÅÎ (ÌÉÃÏÍ ÉÌÉ ÉÚÎÁÎËÏÊ, É ËÁË ÐÏŒÅÒÎÕÔ). éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÐÏ ÔÁÌÏÎÞÉËÕ, ÐÒÏÂÉÔÏÍÕ Œ ÏÄÎÏÍ ÁŒÔÏÂÕÓÅ, ÎÅÌØÚÑ ÐÒÏÅÈÁÔØ ÎÁ ÄÒÕÇÏÍ ÁŒÔÏÂÕÓÅ. ëÁËÏŒÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÁŒÔÏÂÕÓÏŒ Œ ÇÏÒÏÄÅ N?

ìÉÓÔÏË Ć 4.

1) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÒÑÄÏË ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÇÒÕÐÐÙ G ÒÁŒÅÎ ÄŒÕÍ, ÔÏ ÇÒÕÐÐÁ G | ÁÂÅÌÅŒÁ. ðÒÉŒÅÓÔÉ ÐÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÉÚ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

2) ðÕÓÔØ G | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, a; b ∈ G, ÐÒÉÞÅÍ ÐÏÒÑÄÏË ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ab ÒÁŒÅÎ n.

ëÁËÉÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÒÑÄÏË ÜÌÅÍÅÎÔÁ ba?

3) îÁÊÔÉ ÚÎÁË ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ( 1 2 3 : : : n − 1 n n n − 1 n − 2 : : : 2 1 ) . 4) ðÕÓÔØ ff ∈ S_n | ÎÅÞÅÔÎÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ É N | ÅÅ ÐÏÒÑÄÏË Œ ÇÒÕÐÐÅ S_n . þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÐÒÏ ÞÅÔÎÏÓÔØ N ?

5) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ ff = ( 1 2 3 4 5 3 5 4 1 2 ) ∈ S_5 . îÁÊÔÉ ff^{100} .

6) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ H ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ, ÅÓÌÉ H ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ (Ô. Å. Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ Œ H ÏÂÒÁÔÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÚÌÉÛÎÅ). œÅÒÎÏ ÌÉ ÜÔÏ ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G?

7) ëÁËÉÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ ÉÍÅÅÔ ÇÒÕÐÐÁ S_3 ? îÁÊÔÉ ÄÌÑ ÎÉÈ ÌÅŒÙÅ É ÐÒÁŒÙÅ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ.

8) ìÀÂÏÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÇÒÕÐÐÕ ÐÏ ÓÌÏÖÅÎÉÀ; ÅÓÌÉ —| ÐÏÌÅ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÅÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÇÒÕÐÐÕ ÐÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ —^∗. þÅÒÅÚ R^∗_+ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Á) ÇÒÕÐÐÙ R É R^∗_+ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ; Â) ÇÒÕÐÐÙ ZÉ Q ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙ; Œ) ÇÒÕÐÐÙ

Q É Q^∗ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.

9) ðÕÓÔØ ff ∈ S_n | ÃÉËÌ ÄÌÉÎÙ k, Á fi ∈ S_n | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ fifffi^{−1} | ÃÉËÌ ÄÌÉÎÙ k. ëÁËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ŒÈÏÄÑÔ Œ ÜÔÏÔ ÃÉËÌ, ÅÓÌÉ ff = (1; 2; : : :; k)?

10) îÁÊÔÉ ËÌÁÓÓÙ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÄÌÑ Á) ÇÒÕÐÐÙ ÄÉÜÄÒÁ D_n ; Â) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ S_n .

ìÉÓÔÏË Ć 4. äÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ

1) ðÕÓÔØ {1; : : :; n} = I_1 ⊔I_2 ⊔· · ·⊔I_k | ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {1; : : :; n} ÎÁ ÏÒÂÉÔÙ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ff ∈ S_n . ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÄÅËÒÅÍÅÎÔ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

d(ff) = k∑ l=1 (|I_l| − 1) = n − k:

Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÚÎÁË ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ff ÒÁŒÅÎ (−1)^{d(σ)} .

Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ ff ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ d(ff) ÔÒÁÎÓÐÏÚÉ- ÃÉÊ.

Œ) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ ff ÎÅÌØÚÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ d(ff) ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ.

2) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

Á) ÇÒÕÐÐÁ ÄÉÜÄÒÁ D_3 ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÅ S_3 ; Â) ÇÒÕÐÐÁ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ T ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ A_4 ; Œ) ÇÒÕÐÐÁ ËÕÂÁ C ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÅ S_4 ; Ç) ÇÒÕÐÐÁ ÉËÏÓÁÜÄÒÁ I ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ A_5 .

3) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ S_n ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÅÊ (12) É ÃÉËÌÏÍ (123 : : :n). 4) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ A_n , n > 3, ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÃÉËÌÁÍÉ ÄÌÉÎÙ 3, ÐÒÉÞÅÍ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ A_n = ⟨(123); (124); : : :; (12n)⟩:

ìÉÓÔÏË Ć 5.

1) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ H ⊂ G ÉÍÅÅÔ ÉÎÄÅËÓ 2, ÔÏ ÏÎÁ ÎÏÒÍÁÌØÎÁ. 2) ëÁËÉÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ ÇÒÕÐÐÙ S_3 ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ?

3) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ S_4 ÉÍÅÅÔ, ËÒÏÍÅ ÓÅÂÑ ÓÁÍÏÊ É ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ, ÌÉÛØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ:

Á) ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ A_4 ;

Â) ĂÞÅÔŒÅÒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ëÌÅÊÎÁĄ V_4 , ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË: e; (12)(34); (13)(24); (14)(23):

ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ ÇÒÕÐÐÁ ÁÂÅÌÅŒÁ. 4) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ S_4=V_4 ∼= S_3 .

5) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A | ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÐÏÒÑÄËÁ n É d | ÄÅÌÉÔÅÌØ n, ÔÏ A ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÕ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ ÐÏÒÑÄËÁ d, ÐÒÉÞÅÍ ÜÔÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ.

6) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÞÅÔÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÒÑÄËÁ 2. 7) œÓÅÇÄÁ ÌÉ Á) ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ ÉÍÅÅÔ ÌÅŒÙÊ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ? Â) ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ ÉÍÅÅÔ ÐÒÁŒÙÊ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ?

8) îÁÊÔÉ Z(G), Int G, Aut G ÄÌÑ Á) ÇÒÕÐÐÙ —_n ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÐÒÉ n = 2; 3; 4; 5; 6; Â) ÇÒÕÐÐÙ ÄÉÜÄÒÁ D_n ÐÒÉ n = 3; 4; Œ)^∗ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ S_4 ; Ç)^∗ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ A_4 .

9) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

Á) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ S_3 ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕÐÐÅ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ s_1; s_2 É ÓÏÏÔÎÏ- ÛÅÎÉÑÍÉ s^2_1 = e; s^2 = e, (s_1s_2)^3 = e;

Â)^∗ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ S_4 ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕÐÐÅ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ s_1; s_2; s_3 É ÓÏÏÔ- ÎÏÛÅÎÉÑÍÉ s^2_1 = e; s^2 = e; s^2_3 = e, (s_1s_2)^3 = e, (s_1s_3)^2 = e, (s_2s_3)^3 = e.

ìÉÓÔÏË Ć 6.

1) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÐÏÒÑÄËÁ n ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ d | n ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÐÏÒÑÄËÁ d.

2) éÚÏÍÏÒÆÎÙ ÌÉ ÇÒÕÐÐÙ Z_{12} ⊕ Z_{72} É Z_{18} ⊕ Z_{48}? 3) ïÐÉÓÁÔØ ŒÓÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ S_3 → S_3 .

4) óËÏÌØËÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ S_4 ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÍÉ ÐÒÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÉ ÐÅ- ÒÅÓÔÁÎÏŒËÏÊ (1; 2)(3; 4)?

5) çÒÕÐÐÁ G ÚÁÄÁÎÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ a; b É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ ab^2 = ba, ba^2 = ab. ëÁËÏŒ ÐÏÒÑÄÏË ÇÒÕÐÐÙ G?

6) ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ C ÇÒÕÐÐÕ ŒÒÁÝÅÎÉÊ ËÕÂÁ Ó ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ Œ ÔÏÞËÁÈ (±1; ±1; ±1). ðÕÓÔØ T | ÇÒÕÐÐÁ ŒÒÁÝÅÎÉÊ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ Ó ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ Œ ÔÏÞËÁÈ (−1; −1; −1), (1; 1; −1), (1; −1; 1) É (−1; 1; 1). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ T | ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÇÒÕÐÐÙ C .

7) ðÕÓÔØ N É M | ÄŒÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ ÇÒÕÐÐÙ G, ÐÒÉÞÅÍ N ∩ M = {e}. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ab = ba ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a ∈ N , b ∈ M .

8) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÌÀÂÙÈ ÌÅŒÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ ÇÒÕÐÐÙ G ÐÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ H ÓÎÏŒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÅŒÙÍ ÓÍÅÖÎÙÍ ËÌÁÓÓÏÍ, ÔÏ H | ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ Œ G.

9) ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔØ ŒÓÅ ÇÒÕÐÐÙ ÐÏÒÑÄËÁ 6 6 Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ.

10) óËÏÌØËÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ Œ ÇÒÕÐÐÅ R^∗ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÏ ÕÍÎÏ- ÖÅÎÉÀ?

11) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G ÇÒÕÐÐÁ ÅÅ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ Int G ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ŒÓÅÈ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ Aut G.

12)^∗ ðÕÓÔØ p | ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÄÅÌÑÝÅÅ ÐÏÒÑÄÏË ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G, H ⊂ G | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÉÎÄÅËÓÁ p. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ H | ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ Œ G.

ìÉÓÔÏË Ć 7.

1) îÁÊÔÉ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÇÒÕÐÐÙ Z_{18} ⊕ Z_{15} ⊕ Z_{20}. 2) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ 15x^2 − 7y^2 = 9 ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÊ Œ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ. 3) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÁ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÐÉÆÁÇÏÒÏŒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅ- ÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÃÅÌÙÍÉ ÄÌÉÎÁÍÉ ÓÔÏÒÏÎ) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 5.

4) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

Á) ËÌÁÓÓ ŒÙÞÅÔÏŒ [k]_m ÏÂÒÁÔÉÍ Œ Z_m ⇔ [k]_m ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ Œ Z_m ⇔ (k; m) = 1. Â) ëÏÌØÃÏ Z_m ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ⇔ m | ÐÒÏÓÔÏÅ.

5) Á) îÁÊÔÉ ŒÓÅ ÔÁËÉÅ x ∈ Z_p (p | ÐÒÏÓÔÏÅ), ÞÔÏ x^2 = 1.

Â) þÅÍÕ ÒÁŒÎÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÞÉÓÅÌ Œ Z_p (p | ÐÒÏÓÔÏÅ)? Œ) äÏËÁÚÁÔØ ÔÅÒÅÍÕ œÉÌØÓÏÎÁ: þÉÓÌÏ p ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ (p − 1)! + 1 ≡ 0 (mod p):

6) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÏŒÎÏ ÐÏÌÏŒÉÎÁ ÞÉÓÅÌ Œ Z^∗_p ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÁÍÉ (p | ÐÒÏÓÔÏÅ, p > 2, Z^∗_p = {x ∈ Z_p | x ≠ 0}).

7) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x^2 + y^2 = −1 ŒÓÅÇÄÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ Œ ËÏÌØÃÅ Z_p (p | ÐÒÏÓÔÏÅ).

8) îÁÊÔÉ ÏÓÔÁÔÏË 3^{1000} ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 13.

9) Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ m_1; : : :; m_k | ÐÏÐÁÒÎÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÏÄÕÌÉ, Á a_1; : : :; a_k | ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÙÅ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ x ∈ Z, ÞÔÏ x ≡ a_i (mod m_i), ÐÒÉÞÅÍ x ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ m_1 · · · · · m_k (ËÉÔÁÊÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ).

Â) îÁÊÔÉ ŒÓÅ x ∈ ZÔÁËÉÅ, ÞÔÏ x ≡ 2 (mod 7); x ≡ 3 (mod 18); x ≡ 3 (mod 13):

10)^∗ òÅÛÉÔØ ÓÒÁŒÎÅÎÉÅ: 2^n ≡ n (mod p) (p | ÐÒÏÓÔÏÅ).

ìÉÓÔÏË Ć 7. äÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ.

1) ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ’(m) ÞÉÓÌÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ËÏÌØÃÅ Z_m (ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÎÁÔÕ- ÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÍÅÎØÛÉÈ m É ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ Ó m). üÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ üÊÌÅÒÁ. äÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ üÊÌÅÒÁ:

åÓÌÉ ËÌÁÓÓ ŒÙÞÅÔÏŒ [a]_m ÏÂÒÁÔÉÍ, ÔÏ a^{φ(m)} ≡ 1 (mod m).

2) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ m = p^{k1}_1 ·· · ··p^{kn}_n (p_i | ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ), ÔÏ Z_m ∼= Z_pk_{11} ×· · ·×Z_pkn_n .

3) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÏÌØÃÏ A ∼= A_1 × · · · × A_n , ÔÏ A^∗ ∼= A^∗_1 × · · · × A^∗_n . œÙŒÅÓÔÉ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ üÊÌÅÒÁ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÁ, Ô. Å. ÅÓÌÉ (k; l) = 1, ÔÏ ’(kl) = ’(k)’(l).

4) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ m = p^{k1}_1 · · · · · p^{kn}_n (p_i | ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ), ÔÏ

’(m) = m · (1 − 1 p_1 ) · · · · · (1 − 1 p_n ): 5) îÁÊÔÉ ŒÓÅ m ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ’(m) = 10.

6) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ∑ d|m ’(d) = m.

7) Á) ðÕÓÔØ [a] ∈ Z^∗_m . îÁÚÏŒÅÍ ÐÏÒÑÄËÏÍ ŒÙÞÅÔÁ a ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ k ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ [a]^k = [1]. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÒÑÄËÉ k_i ŒÙÞÅÔÏŒ a_i ÐÏÐÁÒÎÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ, ÔÏ ÐÏÒÑÄÏË ŒÙÞÅÔÁ a = a_1 · · · · · a_n ÒÁŒÅÎ k = k_1 · · · · · k_n .

Â) åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ŒÙÞÅÔÙ ÐÏÒÑÄËÏŒ k É l, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÙÞÅÔ ÐÏÒÑÄËÁ îïë(k; l) (ÎÁÉ- ÍÅÎØÛÅÅ ÏÂÝÅÅ ËÒÁÔÎÏÅ k É l).

Œ) îÁÚÏŒÅÍ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ ÔÁËÏÊ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ŒÙÞÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ŒÙÞÅÔ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎØÀ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÐÏ ÍÏ- ÄÕÌÀ p (p | ÐÒÏÓÔÏÅ).

8) Á)^∗ ðÕÓÔØ g | ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p (p | ÐÒÏÓÔÏÅ, p > 2). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ t ÞÉÓÌÏ u, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ (g +pt)^{p−1} = 1+pu, ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ g + pt ÂÕÄÅÔ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p^k ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k ∈ N.

Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2 · p^k .

9) óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 21?

ìÉÓÔÏË Ć 8.

1) äÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ a(t) = t^5 − 1 É b(t) = t^4 + t^2 + 1

Á) ÎÁÊÔÉ ÉÈ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ d(t);

Â) ÎÁÊÔÉ ÔÁËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ x(t) É y(t), ÞÔÏ a(t)x(t) + b(t)y(t) = d(t). 2) ðÒÉŒÅÓÔÉ ÐÒÉÍÅÒÙ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ Œ ËÏÌØÃÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ [0; 1]. 3) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ —[x; y] ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ.

4) óËÏÌØËÏ ËÏÒÎÅÊ ÉÍÅÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x^7 = 35 Œ Z_{601}? 5) òÅÛÉÔØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ

Á) x^3 = 10 Œ Z_{37};

Â) 6x^3 + 27x^2 + 17x + 20 = 0 Œ Z_{30}.

6) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) = x^2 − a^2 ∈ F_q [x], ÇÄÅ a ∈ F_q . óËÏÌØËÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ËÏÌØÃÅ F_q [x]=(f(x))?

7) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) = x^2 + 1 ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F_3 . äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÏ F_3[x]=(f(x)) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ. õËÁÚÁÔØ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÏÂÒÁÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ

F3[x] → F3[x]=(f(x)) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÜÔÏÇÏ ÐÏÌÑ.

8) âÕÄÅÔ ÌÉ ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÏ R[x]=(f(x)) ÐÏÌÅÍ, ÅÓÌÉ

Á) f(x) = x^4 + 1? Â) f(x) = x^2 + 3?

9) ðÕÓÔØ f(x) = x^3 + b ∈ F_7[x]. äÌÑ ËÁËÉÈ b ∈ F_7 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ

F7[x]=(f(x)) → F7 ?

10) ïÐÉÓÁÔØ ŒÓÅ ÉÄÅÁÌÙ Œ ËÏÌØÃÅ —[[x]] ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —. ëÁËÉÅ ÉÚ ÎÉÈ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍÉ?

ìÉÓÔÏË Ć 9.

1) ðÕÓÔØ p | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. îÁÊÔÉ Œ ÐÏÌÅ F_p ŒÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ y^2 = x^p − x + 1. 2) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÉÚ 1 ÓÔÅÐÅÎÉ n Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÐÏÌÅ F ÌÉÂÏ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ, ÌÉÂÏ ÒÁŒÎÏ ’(n), ÇÄÅ ’(n) | ÆÕÎËÃÉÑ üÊÌÅÒÁ: ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ m ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ m 6 n É (m; n) = 1.

3) Á) äÌÑ ËÁËÉÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ k É n ÞÉÓÌÏ p^n − 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p^k − 1 (ÞÉÓÌÏ p | ÐÒÏÓÔÏÅ)?

Â) äÌÑ ËÁËÉÈ q_1 É q_2 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ F_{q1} → F_{q2} ? 4) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ËÏÌØÃÅ —[x], ÇÄÅ —| ÐÏÌÅ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ. 5) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ x^{pk} − x = 0 Œ ÐÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÐÏÄÐÏÌÅ.

6) ëÁËÏŒÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÁÄ F_p , ÄÅÌÑÝÅÇÏ x^{pk} − x? 7) óËÏÌØËÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÅÊ 2 É 3 ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F_q ? 8) ðÕÓÔØ R = {m + ni ∈ C | m; n ∈ Z} | ËÏÌØÃÏ ÃÅÌÙÈ ÇÁÕÓÓÏŒÙÈ ÞÉÓÅÌ.

Á) óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÔÁËÏÊ ÉÄÅÁÌ J ⊆ R, ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÏ R=J ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ- ÓÔÉËÉ 2? åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ÓËÏÌØËÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÎÅÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ?

Â) óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÔÁËÏÊ ÉÄÅÁÌ J ⊆ R, ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÏ R=J ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ- ÓÔÉËÉ 3? åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ÓËÏÌØËÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÎÅÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ?

9) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÌÑ F_q ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ æÒÏÂÅ- ÎÉÕÓÁ a → a^p , ÇÄÅ p | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ É q = p^k . ëÁËÏŒ ÐÏÒÑÄÏË ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ?

10) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) ∈ F_p[x], ÉÍÅÀÝÉÊ ËÏÒÅÎØ Œ F_pk , ÒÁÚÌÁ- ÇÁÅÔÓÑ Œ F_pk [x] ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.

ìÉÓÔÏË Ć 10.

1) œÙÞÉÓÌÉÔØ ( 1 1 0 1 )_n , ( 1 1 −1 0 )_n , ( 1 a 0 1 )_n , ( a 1 0 b )_n ; 2) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A^n = 0 (Ô. Å. ÍÁÔÒÉÃÁ A ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ), ÔÏ ÍÁÔÒÉÃÙ (E ± A) ÏÂÒÁÔÉÍÙ.

3) îÁÊÔÉ: ( 1 1 1 a + 1 )_{−1} , 1 a 0 0 1 b 0 0 1 −1 , 1 a 0 0 1 0 0 b 1 −1 , ( a b c d )_{−1} .

4) îÁÊÔÉ ŒÓÅ ÍÁÔÒÉÃÙ, ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÅ Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ

1 0 0 0 2 0 0 0 a .

5) îÁÊÔÉ ŒÓÅ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁÚÍÅÒÁ n × n, ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÅ Ó ÌÀÂÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÔÏÇÏ ÖÅ ÒÁÚÍÅÒÁ.

6) Á) ðÕÓÔØ A; B; : : :; D_1 | ËŒÁÄÒÁÔÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÏÄÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. œÙÒÁÚÉÔØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ

ÍÁÔÒÉÃ ( A B C D ) ( A_1 B_1 C_1 D_1 ) ÞÅÒÅÚ ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ.

Â) ðÒÉÄÕÍÁÔØ É ÄÏËÁÚÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ.

7) Á) œ ËÏÌØÃÅ M_2(R) ÎÁÊÔÉ ÐÏÄËÏÌØÃÏ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ ÐÏÌÀ C .

Â) œ ËÏÌØÃÅ M_2(C ) ÎÁÊÔÉ ÐÏÄËÏÌØÃÏ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ ÔÅÌÕ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ.

8) óËÏÌØËÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÇÒÕÐÐÅ GL_2(F_q )?

9) óËÏÌØËÏ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ F^n_q Á) ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ? Â) ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ? Œ) ÄŒÕÍÅÒÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ?

10) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ GL_2(F_2) ∼= S_3 .

11) îÁÊÔÉ ŒÓÅ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ) ÄŒÕÍÅÒÎÙÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

12) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —ÉÚÏÍÏÒÆ- ÎÁ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÁÔÒÉÃ M_n(—) (ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n ∈ N).

ìÉÓÔÏË Ć 11.

1) ðÕÓÔØ E_{ij} | ÍÁÔÒÉÃÁ ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÙ M_n , Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÓÔÏÑÝÉÊ ÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ i-Ê

ÓÔÒÏËÉ Ó j -Í ÓÔÏÌÂÃÏÍ, ÒÁŒÅÎ 1, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ-

ÃÙ E_{12}; E_{23}; E_{31} ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÓÉÓÔÅÍÕ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ Œ M_3 . ïÂÏÂÝÉÔØ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n. 2) œÙÞÉÓÌÉÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ:

Á) | | | | | | | | | |

a_1 0 : : : 0 b_1

0 a_2 : : : b_2 0 . . . . ... . . . . 0 b_{2n−1} : : : a_{2n−1} 0

b_{2n} 0 : : : 0 a_{2n}

| | | | | | | | | | ;

Â) | | | | | | | |

1 x_1 x^2_1 : : : x^{n−2}_1 x^n_1

1 x_2 x^2 : : : x^{n−2}_2 x^n_2 . . . . . . ... . . . . 1 x_n x^2_n : : : x^{n−2}_n x^n

| | | | | | | | :

3) ðÕÓÔØ ~^• = ~^•(^1; ^2; ^3; ^4) | ÁÌÇÅÂÒÁ çÒÁÓÓÍÁÎÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —. üÌÅÍÅÎÔ ! ∈ ~^2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ

ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ˛^1; ˛^2 ∈ ~^1 ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ! = ˛^1 ∧˛^2 . äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ a; b; c; d; x ∈

—ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ ~^2 :

! = ^1 ∧ ^2 + a^1 ∧ ^3 + b^1 ∧ ^4 + c^2 ∧ ^3 + d^2 ∧ ^4 + x^3 ∧ ^4:

ðÕÓÔØ a; b; c; d | ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÙ. ðÒÉ ËÁËÉÈ x ÜÌÅÍÅÎÔ ! ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÍ?

4) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ~^•(^1; ^2; ^3) ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ: ˛^1 =

1 + ^2 , ˛^2 = ^2 + ^3 É ˛^3 = ^1 + a^3 . ðÒÉ ËÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ a ÍÏÎÏÍ ^1 ∧ ^2 ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ

ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ˛^1 , ˛^2 É ˛^3 ?

ðÒÏÇÒÁÍÍÁ ÚÁÞÅÔÁ É ÚÁÄÁÞÉ ÜËÚÁÍÅÎÁ ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ É ÇÒÕÐÐÙ

1) ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ.

2) ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÅ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÃÉËÌÏŒ.

3) éÎŒÅÒÓÉÉ, ÚÎÁË ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ. úÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ.

4) çÒÕÐÐÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ. ïÒÂÉÔÁ, ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ, ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ. ôÅÏÒÅÍÁ âÅÒÎÓÁÊÄÁ. 5) çÒÕÐÐÙ, ÁÂÅÌÅŒÙ ÇÒÕÐÐÙ. ðÏÄÇÒÕÐÐÙ, ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ. ôÅÏÒÅÍÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ. ãÉËÌÉÞÅÓËÉÅ ÇÒÕÐÐÙ. ðÏÒÑÄÏË ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÇÒÕÐÐÙ.

6) çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÇÒÕÐÐ. äÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ. ôÅÏÒÅÍÁ ëÜÌÉ. áŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, ŒÎÕ- ÔÒÅÎÎÉÅ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ.

7) ëÌÁÓÓÙ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ïÐÉÓÁÎÉÅ ËÌÁÓÓÏŒ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÅ.

8) îÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ, ÆÁËÔÏÒÇÒÕÐÐÙ. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÈ ÇÒÕÐÐ. 9) óŒÏÂÏÄÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ, ÚÁÄÁÎÉÅ ÇÒÕÐÐ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ. õÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔØ ÇÒÕÐÐÙ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ.

10) ðÒÑÍÙÅ ÓÕÍÍÙ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ. ëÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ. éÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.

ëÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÅ ËÏÌØÃÁ É ÐÏÌÑ

1) ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÌØÃÁ É ÐÏÌÑ. ðÏÌÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. åÇÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ.

æÏÒÍÕÌÁ íÕÁŒÒÁ.

2) âÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ. ëÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ. ôÅÏÒÅÍÁ âÅÚÕ. 3) ëÏÌØÃÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ. ïÂÝÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÂÉÎÏÍÁ îØÀÔÏÎÁ. 4) æÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÓÔÅÐÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ ËÁË ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ. þÉÓÌÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ. æÏÒÍÕÌÁ üÊÌÅÒÁ. 5) çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ËÏÌÅÃ. éÄÅÁÌÙ. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÈ ËÏÌÅÃ. ëÏÌØÃÁ ËÌÁÓÓÏŒ ŒÙÞÅÔÏŒ. 6) ëÏÌØÃÁ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ. íÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÅ ÐÏ ÉÄÅÁÌÕ, ÐÏÒÏ- ÖÄÅÎÎÏÍÕ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ.

7) åŒËÌÉÄÏŒÙ ËÏÌØÃÁ. æÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÈ ËÏÌÅÃ.

8) ãÅÌÙÅ ÇÁÕÓÓÏŒÙ ÞÉÓÌÁ. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÄŒÕÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ. 9) èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÐÏÌÑ. þÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÌÑ. íÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ËÏÎÅÞ- ÎÏÇÏ ÐÏÌÑ. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÌÑ Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ.

10) óÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÉÚ p^k ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (p | ÐÒÏÓÔÏÅ).

ìÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É ÍÁÔÒÉÃÙ

1) áÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. íÁÔÒÉÃÙ. õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÍÁ- ÔÒÉÃ. áÌÇÅÂÒÁ M_n(—).

2) éÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÅ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉÃ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ. ðÏÌÎÁÑ ÌÉÎÅÊ- ÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ GL_n(—).

3) ìÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. âÁÚÉÓ. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ. 4) áÌÇÅÂÒÙ. ôÅÌÏ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ.

5) áÌÇÅÂÒÁ çÒÁÓÓÍÁÎÁ. åÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ.

6) ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ (ÁËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ). ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÁÌÇÅÂÒÙ çÒÁÓÓÍÁÎÁ É ÅÇÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ.

7) ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ. óÐÅÃÉÁÌØÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ

SL_n(—).

8) íÉÎÏÒÙ É ÉÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ. ôÅÏÒÅÍÁ ìÁÐÌÁÓÁ.

úÁÄÁÞÉ Ë ÚÁÞÅÔÕ ÐÏ ÁÌÇÅÂÒÅ.

1) çÒÕÐÐÏÊ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÁÌÇÅÂÒÙ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ: ` = {±1; ±i; ±j; ±k}, ÇÄÅ (1; i; j; k) | ÂÁÚÉÓ ÁÌÇÅÂÒÙ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ. ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ Œ ÎÅÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ

Á) ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ i? Â) ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ −1?

2) éÚÏÍÏÒÆÎÙ ÌÉ ÇÒÕÐÐÁ ÄÉÜÄÒÁ D_4 É ÇÒÕÐÐÁ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ ` = {±1; ±i; ±j; ±k}, ÇÄÅ (1; i; j; k) | ÂÁÚÉÓ ÁÌÇÅÂÒÙ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ?

3) îÁÊÔÉ ËÌÁÓÓÙ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÇÒÕÐÐÅ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ ` = {±1; ±i; ±j; ±k}, ÇÄÅ (1; i; j; k) | ÂÁÚÉÓ ÁÌÇÅÂÒÙ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ.

4) ðÒÉ ËÁËÉÈ n ÇÒÕÐÐÁ ÄÉÜÄÒÁ D_4 (ÇÒÕÐÐÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ËŒÁÄÒÁÔÁ) ÍÏÖÅÔ ÄÅÊÓÔŒÏŒÁÔØ ÎÁ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÅ ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÂÅÚ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË?

5) ðÕÓÔØ a_k | ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ k ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ m ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ (ÐÏÒÑÄÏË ÓÌÁÇÁÅ- ÍÙÈ ÎÅÓÕÝÅÓÔŒÅÎ). îÁÐÉÓÁÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (a_k).

6) ïÐÉÓÁÔØ ŒÓÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ËÏÌÅÃ Z→ F_2[x]=(f(x)), ÇÄÅ

Á) f(x) = x^2 + x + 1; Â) f(x) = x^2 + 1; Œ) f(x) = x^2 + x.

7) îÁÊÔÉ ŒÓÅ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÒÁŒÎÅÎÉÊ x ≡ 3 (mod 5); x ≡ 4 (mod 6); x ≡ 5 (mod 7):

8) ïÐÉÓÁÔØ ŒÓÅ ÉÄÅÁÌÙ É ŒÓÅ ÐÏÄËÏÌØÃÁ ËÏÌÅÃ Z=6ZÉ Z=9Z.

9) ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ [A; B] ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ AB − BA. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ A; B; C ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ:

Á) [A; BC] = [A; B]C + B[A; C]; Â) [[A; B]; C] = [A; [B; C]] + [B; [C; A]].

10) ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ B_n(—) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —ÒÁÚÍÅÒÁ n × n Ó ÎÅÎÕÌÅŒÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÁÔÒÉÃ ŒÉÄÁ

B = b^1 b^1_2 : : : b^1_n 0 b^2 : : : b^2_n . . . . ... . . 0 0 : : : b^n ;

ÇÄÅ b^i ∈ —^∗ ÄÌÑ ŒÓÅÈ i = 1; : : :; n. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ U_n(—) ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ B_n(—), ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ Ó ÅÄÉÎÉÃÁÍÉ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ B_n(—) É U_n(—) | ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ Œ GL_n(—), ÐÒÉÞÅÍ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ U_n(—) ÎÏÒÍÁÌØÎÁ Œ B_n(—). îÏÒÍÁÌØÎÁ ÌÉ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ U_n(—) Œ GL_n(—)?

11) ðÕÓÔØ W ⊂ M_n(—) | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁÚÍÅÒÁ n × n, Õ ËÏÔÏÒÙÈ Œ ËÁÖÄÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ É Œ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÅ n − 1 ÒÁÚ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÎÏÌØ É ÏÄÉÎ ÒÁÚ | ÅÄÉÎÉÃÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ W | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÇÒÕÐÐÙ GL_n(—), ÉÚÏÍÏÒÆÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÅ S_n .

12) œÙÞÉÓÌÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x) = a_0 + a_1x + · · · + a_nx^n ÏÔ ÍÁÔÒÉÃÙ X , ÇÄÅ

Á) X = ( 1 a 0 1 ) ; Â) X = ( a 1 0 b ) ; Œ) X = a 1 0 0 b 1 0 0 c .

üËÚÁÍÅÎ ÐÏ ÁÌÇÅÂÒÅ ÚÁ 1 ÓÅÍÅÓÔÒ I ËÕÒÓÁ. 12 ÄÅËÁÂÒÑ 1995 Ç.

1) äÌÑ ËÁËÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ n ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐÙ ÄÉÜÄÒÁ D_6 Œ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕÐÐÕ S_n ?

2) ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÌØÃÁ

Á) Z3[x]=(x^2)? Â) Z4[x]=(x^2)?

3) œ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V = —^6 ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ (e_1; : : :; e_6) ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ŒÅËÔÏÒÙ: v_1 = e_1 − e_2 , v_2 = e_2 − e_3 , v_3 = e_3 − e_4 , v_4 = e_4 − e_5 , v_5 = e_5 − e_6 , É v_6 = e_1 + e_2 + e_3 + e_4 + e_5 + e_6 .

Á) ïÂÒÁÚÕÀÔ ÌÉ ŒÅËÔÏÒÙ v_1; : : :; v_6 ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , ÅÓÌÉ —= R | ÐÏÌÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ?

Â) ðÕÓÔØ char —= p > 0. ðÒÉ ËÁËÉÈ p ŒÅËÔÏÒÙ v_1; : : :; v_6 ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ?

4) Á) ïÐÉÓÁÔØ ŒÓÅ ËÌÁÓÓÙ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ Œ S_n , ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ŒÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÅÇÏ ËŒÁÄÒÁÔ.

Â) ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ a_n ÞÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ ËÌÁÓÓÏŒ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ. îÁÐÉÓÁÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎË- ÃÉÀ ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (a_n).

5) äÌÑ ËÁËÉÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ p ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌØÃÁ ÃÅÌÙÈ ÇÁÕÓÓÏŒÙÈ ÞÉÓÅÌ Z[i] Œ ËÏÌØÃÏ ŒÙÞÅÔÏŒ Z_p ?

6) ðÕÓÔØ ~^• = ~^•(^1; : : :; ^n) | ÁÌÇÅÂÒÁ çÒÁÓÓÍÁÎÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ R, É ÐÕÓÔØ J | ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÉÄÅÁÌ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ~^• . ðÒÉ ËÁËÉÈ J ÆÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÁ ~^•=J ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÅÌÏÍ?