îÅÚÁŒÉÓÉÍÙÊ íÏÓËÏŒÓËÉÊ õÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ËÏÌÌÅÄÖ

ç. ì. òÙÂÎÉËÏŒ

ìÉÎÅÊÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ

ðÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ŒÅÓÅÎÎÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒ 1995/96 Ç.

ìÅËÃÉÉ 1{4

íÏÓËŒÁ 1996

1. œÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÑ

ðÕÓÔØ —| ÐÏÌÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ìÉÎÅÊÎÙÍ (ŒÅËÔÏÒÎÙÍ) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —ÎÁ-

ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V , Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏ- ÖÅÎÉÑ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÌÑ —ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ∀a, b ∈ V , ∀λ, μ ∈ —:

1) V | ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ ÐÏ ÓÌÏÖÅÎÉÀ; 2) λ(a + b) = λa + λb; 3) (λ + μ)a = λa + μa; 4) (λμ)a = λ(μa); 5) 1 · a = a.

üÌÅÍÅÎÔÙ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ìÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V É

U , ÉÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÉÚ V Œ U , ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ φ : V → U , ÏÂÌÁ- ÄÁÀÝÅÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

1) φ(a + b) = φ(a) + φ(b); 2) φ(λa) = λφ(b). ìÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÂÉÅËÔÉŒÎÏ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V É U ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ ÉÚ V Œ U .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. óÉÓÔÅÍÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ {v1, . . . , vn} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ-

ŒÉÓÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ {λ_1, . . . λ_n}, ÎÅ ŒÓÅ ÒÁŒÎÙÅ ÎÕÌÀ, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ λ_1a_1 + · · · + λ_na_n = 0. œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÉÓÔÅÍÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÊ.

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ W ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÎÁÚÙŒÁ-

ÅÔÓÑ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W , ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÌÑ —.

ðÒÉÍÅÒ 5. ðÕÓÔØ φ : V → U | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÇÏ

ÑÄÒÏ Ker φ = {v ∈ V | φ(v) = 0} É ÏÂÒÁÚ Im φ = φ(V ) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V É U .

ðÕÓÔØ v_1, . . . , v_k ∈ V .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6. ìÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ ⟨v1, . . . , vk⟩ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØ-

ÎÏÅ ÐÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÀ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , ÓÏÄÅÒÖÁ- ÝÅÅ v_1, . . . , v_k .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7. ìÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ ⟨v1, . . . , vk⟩ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ

ŒÓÅÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ V , ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉ- ÎÁÃÉÉ λ_1v_1 + · · · + λ_kv_k , ÇÄÅ λ_1, . . . , λ_k | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÌÑ —.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄŒÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ ÜËŒÉ-

ŒÁÌÅÎÔÎÙ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9. œÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍ,

ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ. œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10. âÁÚÉÓÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÌÉ-

ÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 11. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ (vi) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ ŒÅËÔÏÒ-

ÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ v ∈ V ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ∑ λ_iv_i .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 12. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÚÙŒÁ-

ÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÅÇÏ ÂÁÚÉÓÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 13. ðÒÏŒÅÒÉÔØ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14. ðÕÓÔØ v1, . . . , vk ∈ V É ŒÅËÔÏÒÙ v1, . . . , vm ÄÌÑ ÎÅËÏ-

ÔÏÒÏÇÏ m ¿ 0 ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ (v_1, . . . , v_m) ÍÏÖÎÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔØ ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ⟨v_1, . . . , v_k⟩ ÎÅËÏ- ÔÏÒÙÍÉ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ ŒÉÄÁ v_i (ÇÄÅ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, i > m). äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁ- ÍÉ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ i_1, . . . , i_s (ÇÄÅ s ¿ 0 É m < i_1 < · · · < i_s ) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ (v_1, . . . , v_m, v_{i1} , . . . , v_{is}) | ÂÁÚÉÓ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ ⟨v_1, . . . , v_k⟩.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 15. óÔÏÌÂÃÙ ÍÁÔÒÉÃÙ B = (bij ) ÒÁÚÍÅÒÁ m × n ÌÉÎÅÊÎÏ

ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Õ ÎÅÅ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÍÉÎÏÒ ÐÏÒÑÄËÁ n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÔÏÌÂÃÙ ÍÁÔÒÉÃÙ B ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØ- ËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙ ÐÏÌÉ- ÎÏÍÙ

β_j = m∑ i=1 b_{ij}ξ_i ∈ ~^1(ξ_1, . . . , ξ_m).

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, Õ ÍÁÔÒÉÃÙ B ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÍÉÎÏÒ ÐÏÒÑÄËÁ n

ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ^n ⋀ j=1 β_j ≠ 0. ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ β_j ÌÉÎÅÊÎÏ

ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ^n ⋀ j=1 β_j ≠ 0.

ðÕÓÔØ ÎÁÂÏÒ (β_1, . . . , β_n) ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍ. äÏÐÏÌÎÉÍ ÅÇÏ ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ (β_1, . . ., β_m) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ~^1 . ðÏÓËÏÌØËÕ (ξ_1, . . . , ξ_m) | ÔÏÖÅ ÂÁÚÉÓ ~^1 , ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ m × m ÍÁÔÒÉÃÙ C = (c_{ij}) É D = (d_{ij}) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ β_i = ∑ c_{ij}ξ_j É ξ_i = ∑ d_{ij}β_j (ÐÅÒŒÙÅ n ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÍÁÔÒÉÃÙ C^t ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÁÔÒÉÃÕ B ). ðÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÂÁÚÉÓÁ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÉÍÅÀÔ

ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÍÙ ÕÖÅ ÐÒÏŒÅÒÑÌÉ, ÞÔÏ CD = DC = E , ÔÏ ÅÓÔØ ÍÁÔÒÉÃÁ C ÏÂÒÁÔÉÍÁ. ðÏÜÔÏÍÕ det C ≠ 0 É (^n⋀ i=1 β_i ) ∧ (^m⋀ i=n+1 β_i ) = (det C) m⋀ i=1 ξ_i ≠ 0.

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,^n ⋀ i=1 β_i ≠ 0.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ (β_i) ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÏ. ôÏÇÄÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÜÌÅ- ÍÅÎÔ ÜÔÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÌÉÎÅÊÎÏ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ: β_k = ∑ i≠k a_iβ_i .

ðÏÄÓÔÁŒÉŒ ÜÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ŒÍÅÓÔÏ β_k Œ^n ⋀ i=1 β_i É ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ ÄÉÓÔÒÉ-

ÂÕÔÉŒÎÏÓÔØÀ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÀ ÍÏÎÏÍÏŒ ÏÔ β_i , Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ ÐÏŒÔÏÒÑÀÝÉÅÓÑ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. œÓÅ ÔÁËÉÅ ÍÏÎÏÍÙ ÒÁŒÎÙ

ÎÕÌÀ, ÐÏÜÔÏÍÕ^n ⋀ i=1 β_i = 0.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 16. òÁÎÇÏÍ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ (v1, . . . , vk) ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ ÜÔÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ. òÁÎÇÏÍ ÍÁÔÒÉÃÙ A ∈ M_{m×n} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÎÇ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ (ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ —^m).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 17. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÎÇ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ (v1, . . . , vk) ÒÁŒÅÎ ÍÁËÓÉ-

ÍÁÌØÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÜÔÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 18 (Ï ÒÁÎÇÅ ÍÁÔÒÉÃÙ). òÁÎÇ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÒÁŒÅÎ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ-

ÍÕ ÐÏÒÑÄËÕ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ÍÉÎÏÒÁ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ É ÒÁŒÅÎ ÒÁÎÇÕ ÍÁÔÒÉÃÙ A^t , ÔÏ ÅÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉÃÙ A.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ 15.

2. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÏÎÎÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ

ïÓÎÏŒÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ | ÚÁÄÁÞÁ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ).

ôÅÏÒÅÍÁ 19. ìÀÂÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÎÁÄ —

ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ —^n ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÙ ÏÓÔÁŒÌÑÅÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÎÅÓÌÏÖÎÏÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ. éÚ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÙÍ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÐÁÒÙ (U, V ), ÇÄÅ U ⊆ V . îÁÚÏŒÅÍ ÄŒÅ ÐÁÒÙ (U_1, V_1) ≃ (U_2, V_2) ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ φ : V_1 → V_2 , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ φ(U_1) = U_2 .

ðÕÓÔØ (u_1, . . ., u_k) | ÂÁÚÉÓ U . äÏÐÏÌÎÉÍ ÅÇÏ ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ŒÅËÔÏÒÁÍÉ v_1, . . ., v_l . ðÕÓÔØ n = dim V = k + l É (e_1, . . . , e_n) | ÂÁÚÉÓ —^n.

ôÏÇÄÁ —^k | ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÐÅÒŒÙÈ k ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÜÔÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ (—^k, —^n) ≃ (U, V ):

φ(e_i) = { u_i, i 6 k v_{i−k}, i > k. ðÏÌÕÞÉÌÁÓØ

ôÅÏÒÅÍÁ 20. ìÀÂÁÑ ÐÁÒÁ (U, V ), ÇÄÅ V | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ —, Á U ⊆ V | ÅÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÐÁÒÅ ŒÉÄÁ

(—^k, —^n) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ n É k 6 n.

ðÕÓÔØ U É W | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V . éÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÔÒÏÅË (U, W, V ) ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÏ- ÍÕ, ËÁË ÏÐÒÅÄÅÌÑÌÉÓØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÐÁÒ (U, V ).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ∩ W = ⟨v_1, . . ., v_k⟩, ÇÄÅ v_1, . . . , v_k | ÅÇÏ ÂÁÚÉÓ. äÏÐÏÌÎÉÍ ÅÇÏ ÄÏ ÂÁÚÉÓÏŒ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ U É W ŒÅËÔÏÒÁÍÉ v_{k+1}, . . . , v_l É v_{l+1}, . . . , v_m ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ðÕÓÔØ ŒÅËÔÏÒÙ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉ-

ÍÙ, Ô.Å.^m ∑ i=1 α^iv_i = 0, ÇÄÅ α^i ÎÅ ŒÓÅ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ. ôÏÇÄÁ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, k∑ i=1 α^iv_i + l∑ i=k+1 α^iv_i = − m∑ i=l+1 α^iv_i. œÅËÔÏÒ, ÓÔÏÑÝÉÊ Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ÌÅÖÉÔ Œ U , Á ŒÅËÔÏÒ, ÓÔÏÑÝÉÊ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ, | Œ W , Á, ÚÎÁÞÉÔ, ÏÎ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÉÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÀ. óÌÅÄÏŒÁ-

ÔÅÌØÎÏ,^m ∑ i=l+1 α^iv_i =^k ∑ j=1 β^j v_j , Á ÚÎÁÞÉÔ, α^i = 0 ∀i ∈ {l + 1, . . . , m}. ðÏÜÔÏÍÕ k∑ i=1 α^iv_i +^l ∑ i=k+1 α^iv_i = 0, É α^i = 0 ∀i ∈ {1, . . ., l} (ÔÁË ËÁË v_1, . . . , v_l | ÂÁÚÉÓ

U ). éÔÁË, V = ⟨v_1, . . . , v_m⟩, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ËÏÎÅÞ- ÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÂÁÚÉÓ, ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÊ Ó ÜÔÏÊ ÐÁÒÏÊ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÏÎÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ (ÎÅÓËÏ- ÌØËÏ Œ ÉÎÏÍ ÓÔÉÌÅ, ÞÅÍ ÄŒÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÅ).

ôÅÏÒÅÍÁ 21. ëÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V É ÄŒÁ ÅÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔŒÁ U É W ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÞÅÔÙÒØÍÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÁÍÉ: k = dim V , l = dim U , m = dim W É n = dim(U ∩ W ), ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÌÀÂÙÅ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÃÅÌÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍ n 6 m 6 k É n 6 l 6 k .

ðÕÓÔØ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ V É W ŒÙÂÒÁÎÙ ÂÁÚÉÓÙ (v_i)_16_i6_n É (w_j)_16_j6_m ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ðÏÓÔÁŒÉÍ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÀ φ : V → W ÍÁÔÒÉÃÕ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ Œ i-ÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ ÓÔÏÑÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÁ φ(v_i) Œ ÂÁÚÉÓÅ (w_j ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 22. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Hom(V, W ) ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ V Œ W É ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ M_{m×n}(—) ÍÁÔÒÉÃ ÒÁÚÍÅÒÁ m × n Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ÐÏÌÑ —. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÅÝÅ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ U ŒÙÂÒÁÎ ÂÁÚÉÓ (u_1, . . ., u_k), ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÌÉÎÅÊ- ÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ φ : V → W É ψ : U → V Ó ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ A É B , ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ φ ∘ ψ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÍÁÔÒÉÃÁ AB .

ðÕÓÔØ φ_1 : V_1 → W_1 É φ_2 : V_2 → W_2 | ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÉÈ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ μ : V_1 → V_2 É ψ : W_1 → W_2 , ÞÔÏ φ_2 ∘ μ = ψ ∘ φ_1 . ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ŒÙÂÏÒÅ ÂÁÚÉÓÏŒ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÍÁÔÒÉÃÕ.

ôÅÏÒÅÍÁ 23. éÎŒÁÒÉÁÎÔÙ dim V = m, dim W = n É dim φ(V ) = k ÏÐÒÅ-

ÄÅÌÑÀÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ φ : V → W ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. âÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ ÂÁÚÉÓÙ V É W , ÞÔÏÂÙ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÑ ÉÍÅÌÁ ÔÁËÏÊ ŒÉÄ:

1 . . . 0 0 . . . 0 . . ... . . . . ... . . 0 . . . 1 0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0 . . ... . . . . ... . . 0 . . . 0 0 . . . 0

.

ðÕÓÔØ Ker φ = ⟨v_{k+1}, . . . , v_m⟩ (ÂÁÚÉÓ). äÏÐÏÌÎÉÍ ÅÇÏ ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ V ŒÅËÔÏÒÁ- ÍÉ v_1, . . ., v_k . ñÓÎÏ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÙ φ(v_1), . . . , φ(v_k) ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Im φ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ.

ðÕÓÔØ ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ k∑ i=1 λ_iφ(v_i) = 0.

ôÏÇÄÁ φ (^n∑ i=m+1 λ_iv_i ) = 0,

ÔÏ ÅÓÔØ_k ∑ i=1 λ_iv_i ∈ Ker φ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ λ_{k+1}, . . . , λ_n ∈ —, ÞÔÏ k∑ i=1 λ_iv_i + n∑ i=k+1 λ_iv_i = 0.

ïÄÎÁËÏ (v_1, . . . , v_n) | ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , Á ÚÎÁÞÉÔ ŒÓÅ λ_i ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ. ðÏÜÔÏÍÕ w_i = φ(v_i) ∀i ∈ {1, . . ., k} ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ φ(V ).

äÏÐÏÌÎÉÍ ÅÇÏ ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ (w_1, . . . , w_n) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W . œ ÜÔÉÈ ÂÁÚÉÓÁÈ ÎÁÛÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÔÒÅÂÕÅÍÏÇÏ ŒÉÄÁ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 24. ðÕÓÔØ φ : V → W | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ôÏÇÄÁ

dim(Ker φ) + dim(Im φ) = dim V .

ðÕÓÔØ W | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V . åÓÌÉ ÒÁÓ- ÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ V É W ËÁË ÇÒÕÐÐÙ ÐÏ ÓÌÏÖÅÎÉÀ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÆÁË- ÔÏÒÇÒÕÐÐÕ V /W . îÁ ÎÅÊ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ŒŒÏÄÉÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ŒÅË- ÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —(Á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÏÌÁÇÁ- ÅÍ λ(v + W ) = λv + W ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ λ ∈ —É ÌÀÂÏÇÏ ÓÍÅÖÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ v + W ∈ V /W ). íÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ V /W ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ŒÅË- ÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÐÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ W .

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÏÅËÃÉÀ π : V → V /W . ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÌÉ- ÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏ, É ÞÔÏ Ker π = W . ðÏÜÔÏÍÕ dim W + dim(V /W ) = dim V .

3. äŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ

ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁŒÁÔØ ËÁË ÌÉÎÅÊ- ÎÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V . ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÏÖ- ÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ (ËÓÔÁÔÉ, ÐÏÞÅÍÕ ÜÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ?).

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁŒÁÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÑÍÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 25. ìÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÎÁ-

ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÀÂÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ξ : V → —. íÎÏÖÅÓÔŒÏ V^∗ ŒÓÅÈ ÌÉ- ÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ V ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. üÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÍ Ë V .

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 26. ðÕÓÔØ V | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ

ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —. ôÏÇÄÁ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V^∗ ÔÏÖÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ, É dim V^∗ = dim V .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ dim V = n É (e_1, . . . , e_n) | ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V . ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ε_1, . . ., ε_n ∈ V^∗ ËÁË ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÁÚÉÓÁ (e_1, . . . , e_n), ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ v = ∑ x_ie_i ÍÙ ÐÏÌÏÖÉÍ ε_j(v) = x_j . ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÁ ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ ε_1, . . . , ε_n ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ËÏÒÒÅËÔÎÏ; ÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ ÉÈ ÔÁËÖÅ ÎÅ ŒÙÚÙŒÁÅÔ ÓÏÍÎÅÎÉÊ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ (ε_1, . . ., ε_n) | ÂÁÚÉÓ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V^∗ .

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ ε_1, . . . , ε_n ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍÉ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ξ ∈ V^∗

ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ: ξ( ∑ x_ie_i) = ∑ x_iξ(e_i), ÔÏ ÅÓÔØ ξ = ∑ ξ(e_i)ε_i . ðÏ- ÜÔÏÍÕ V^∗ = ⟨ε_1, . . . , ε_n⟩. éÔÁË, (ε_1, . . . , ε_n) | ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V^∗ , É dim V^∗ = dim V .

âÁÚÉÓ (ε_1, . . . , ε_n) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÍ Ë ÂÁÚÉÓÕ (e_1, . . . , e_n). ïÔ- ÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÅÍ ε_i(e_j ) = δ_{ij} .

ìÀÂÏÊ ŒÅËÔÏÒ v ∈ V ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ξ → ξ(v) ÎÁ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V^∗ , ÔÏ ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ ÄŒÁÖÄÙ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (V^∗)^∗ . ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ dim V < ∞ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ (ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÉÊ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ) ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ V → (V^∗)^∗ . œÐÒÅÄØ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÔØ ÌÀÂÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÄŒÁÖÄÙ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎ- ÎÙÍ Ë ÎÅÍÕ.

ëÁÚÁÌÏÓØ ÂÙ, ÎÉÞÔÏ ÎÅ ÍÅÛÁÅÔ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V É Ó V^∗ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÇÏ ÂÁÚÉÓ (e_i) Œ ÂÁÚÉÓ (ε_i). ïÄÎÁËÏ ÜÔÏÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ (e_i).

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ (e^′_i) | ÄÒÕÇÏÊ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V . òÁÓÓÍÏ- ÔÒÉÍ ÍÁÔÒÉÃÕ A ∈ M_{n×n} , j -ÔÙÊ ÓÔÏÌÂÅÃ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÁ e^′_j Œ ÂÁÚÉÓÅ (e_i) (j = 1, . . ., n). üÔÁ ÍÁÔÒÉÃÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÂÁÚÉÓÁ (e_i) Ë ÂÁÚÉÓÕ (e^′_i). ðÕÓÔØ e | ÓÔÒÏËÁ (e_1, . . . , e_n), Á e^′ | ÓÔÒÏËÁ (e^′_1, . . . , e^′_n). éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÍÁÔÒÉÞÎÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ: e^′ = eA (ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÍÁÔÒÉÃÙ A).

ðÕÓÔØ x = (x_1, . . . , x_n) | ÓÔÒÏËÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ŒÅËÔÏÒÁ v ∈ V Œ ÂÁÚÉÓÅ v , Á x^′ = (x^′_1, . . ., x^′_n) | ÓÔÒÏËÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÏÇÏ ÖÅ ŒÅËÔÏÒÁ Œ ÂÁÚÉÓÅ v^′ . ðÏÌÏÖÉÍ X = x^t É X^′ = (x^′)^t | ÔÅ ÖÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, ÚÁÐÉÓÁÎÎÙÅ Œ ÓÔÏÌÂÅÃ. ôÏÇÄÁ v = eX = e^′X^′ . ïÔÓÀÄÁ X = AX^′ . ôÒÁÎÓÐÏÎÉÒÕÑ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ x = x^′A^t , ÉÌÉ x^′ = x(A^t)^{−1} . ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ, ŒÅÒÎÏÅ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ v ∈ V , ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏŒÁÔØ ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ ÐÅÒÅÓÞÅÔÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ e, Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ e^′ . äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÍÁÔÒÉÞÎÏÅ ÒŒÅÎÓÔŒÏ ε^′ = ε(A^t)^{−1} , ÇÄÅ ε = (ε_1, . . . , ε_n) | ÂÁÚÉÓ V^∗ , ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ Ë ÂÁÚÉÓÕ e, Á ε^′ = (ε^′_1, . . ., ε^′_n) | ÂÁÚÉÓ V^∗ , ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ Ë ÂÁÚÉÓÕ e^′ . éÔÁË, ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÂÁÚÉÓÁ ε Ë ÂÁÚÉÓÕ ε^′ ÑŒÌÑÅÔÓÑ (A^t)^{−1} . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÛÅ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÅ V Ó V^∗ ŒÙÄÅÒÖÉŒÁÅÔ ÎÅ ŒÓÅ ÚÁÍÅÎÙ ÂÁÚÉÓÁ, Á ÌÉÛØ ÔÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ A = (A^t)^{−1} . ôÁËÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ. ë ÎÉÍ ÍÙ ÅÝč ŒÅÒÎÅÍÓÑ.

ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (ÏÐÅÒÁÔÏÒ) F : V → W . ðÏ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ξ : W → —ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ F^∗ξ : W → —, ÐÏÌÏÖÉŒ F^∗ξ(v) = ξ(F v). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ξ | ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÔÏ É F^∗ξ | ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, É ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F^∗ : W^∗ → V^∗ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ. ïÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ (ÉÌÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ) Ë F .

ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F : V → W ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁ- ŒÅÎÓÔŒÏ F^{∗∗} = F (ÎÁÐÏÍÎÀ, ÞÔÏ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÍ ËÁÖÄÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÄŒÁÖÄÙ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÍ Ë ÎÅÍÕ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 27. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

1) ÅÓÌÉ F : V → W | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÔÏ F^∗ :

W^∗ → V^∗ | ÔÏÖÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ;

2) ÅÓÌÉ G : U → V É F : V → W | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÑ, ÔÏ (F G)^∗ = F^∗G^∗ .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 28. ðÕÓÔØ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —. áÎÎÕ-

ÌÑÔÏÒÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U ⊆ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U^∘ ⊆ V^∗ , ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ V , ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ Œ ÎÕÌØ ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ U .

ôÏ, ÞÔÏ ÍÙ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÌÉ V^{∗∗} Ó V , ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÎÁÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÁÎÎÕ- ÌÑÔÏÒ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W ⊆ V^∗ ËÁË ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ V .

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 29. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U ⊆ V ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁ-

ŒÅÎÓÔŒÏ U^{∘∘} = U .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÅÊ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ (ÔÅÏÒÅ- ÍÁ 20). œÙÂÅÒÅÍ Œ V ÂÁÚÉÓ (v_1, . . . , v_n), ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÊ Ó ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏÍ U (ÔÏ ÅÓÔØ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ U = ⟨v_1, . . .v_k⟩). ðÕÓÔØ (v^∗_1, . . . , v^∗_n) | ÄŒÏÊ- ÓÔŒÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V^∗ . ôÏÇÄÁ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, U^∘ = ⟨v^∗_{k+1}, . . . , v^∗_n⟩ É U^{∘∘} = ⟨v_1, . . .v_k⟩ = U . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, Ó ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅÍ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 30. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F : V → W ŒÙ-

ÐÏÌÎÅÎÙ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ:

(Ker F )^∘ = Im F^∗ É (Im F )^∘ = Ker F^∗.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 29 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁ- ÔÙ ŒÅËÔÏÒÁ (ÜÔÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U^∘ ). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÚÑÔØ dim U^∘ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. þÉÓÌÏ dim U^∘ = dim V − dim U ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V É ÏÂÏ- ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ codim U .

4. áÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 31. íÎÏÖÅÓÔŒÏ S ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ,

ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÍ Ó ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ V , ÅÓÌÉ ÎÁ ÎÅÍ ÚÁÄÁÎÁ ÏÐÅ- ÒÁÃÉÑ S×V^+→ S , ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ (s, p ∈ S, x, y ∈ V :

1) (s + x) + y = s + (x + y);

2) s + 0 = s;

3) ∀s, p ∃! x : s = p + x. óŒÏÊÓÔŒÁ 1) É 2) ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÎÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÅ S , Á ÓŒÏÊÓÔŒÏ 3) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÔÏÞÎÏ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ (Õ ÎÅÇÏ ÏÄÎÁ ÏÒÂÉÔÁ, ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔÓÑ Œ ÌÀÂÕÀ ÄÒÕÇÕÀ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ).

œÙÂÉÒÁÑ ÎÁÞÁÌÏ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÍÙ ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÍ ÂÉÅËÃÉÀ Ó V . åÓÌÉ O ∈ S , Á (e_1, . . ., e_n) | ÂÁÚÉÓ V , ÔÏ Oe_1 . . . e_n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÅÐÅÒÏÍ.

ðÕÓÔØ s_0, s_1, . . ., s_k | ÔÏÞËÉ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ S , α^0, α^1, . . . , α^k ∈ —. ôÏÇÄÁ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ∑_k i=0 α^is_i ÍÏ- ÖÅÔ Œ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÉÍÅÔØ ÓÍÙÓÌ. åÓÌÉ ∑_k i=0 α^i = 0, ÔÏ ∑_k i=0 α^is_i = ∑_k i=0 α^i(s_i − s_0) ∈ V . äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ ∑_k i=0 α^i = 1, ÔÏ ∑_k i=0 α^is_i = s_0 + ∑_k i=0 α^i(s_i − s_0) ∈ S .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 32. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÔÏÞËÉ s0 ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 33. âÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ÔÏÞÅË s0, . . . , sk ÎÁÚÙ-

ŒÁÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ∑_k i=0 α^is_i , ÞÔÏ ∑_k i=0 α^i = 1.

ðÕÓÔØ S | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ É M ⊂ S . ôÏÇÄÁ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 34. áÆÆÉÎÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅ-

ÓÔŒÏ a¸ M = { ∑ α^im_i| ∑ α^i = 1, m_i ∈ M }.

a¸ M ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ: ŒÙÂÉÒÁÅÍ ÔÏÞËÕ É ÓÄŒÉ- ÇÁÅÍ ÅÅ ÎÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÐÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÀ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (ÓÄŒÉÇÁ- ÅÍ ÎÁ ŒÓÅ ÒÁÚÎÏÓÔÉ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ŒÓÅ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÍ- ÂÉÎÁÃÉÉ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 35. n + 1 ÔÏÞËÁ (dim V = n) Ó ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍÉ ÒÁÚ-

ÎÏÓÔÑÍÉ s_i − s_0 , ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÎÙÍ ÓÉÍÐÌÅËÓÏÍ. ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÐÏ ÂÁÚÉÓÎÏÍÕ ÓÉÍÐÌÅËÓÕ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 36. áÆÆÉÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ, ÅÓÌÉ ÓÏÏÔŒÅÔ-

ÓÔŒÕÀÝÉÅ ÉÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ŒÌÏÖÅÎÙ ÏÄÎÏ Œ ÄÒÕÇÏÅ. áÆÆÉÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ S_1 É S_2 , ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÅ Ó ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ U_1 É U_2 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÓËÒÅÝÉŒÁÀÔÓÑ, ÅÓÌÉ S_1 ∩ S_2 = ∅ É U_1 ∩ U_2 = 0.

5. œÙÐÕËÌÏÓÔØ

ðÕÓÔØ (A, V ) | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (ÎÁÄ R ÉÌÉ ÌÀÂÙÍ ÄÒÕÇÉÍ ÕÐÏÒÑ- ÄÏÞÅÎÎÙÍ ÐÏÌÅÍ). ïÔÒÅÚËÏÍ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÍ ÔÏÞËÉ x É y ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ [x, y] = {λx + (1 − λ)y|λ ∈ [0, 1]}. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 37. âÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ^{∑n}_{i=1} xiλi ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ

ŒÙÐÕËÌÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ÔÏÞÅË x_1, . . . , x_n , ÅÓÌÉ λ_i ¿ 0 ∀i = 1, . . . , n.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 38. œÙÐÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ conv M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ

(1) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ŒÙÐÕËÌÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÚ M ;

(2) ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÐÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÀ ŒÙÐÕËÌÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ M .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 39. äÏËÁÖÉÔÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÄŒÕÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ŒÙÐÕËÌÏÊ

ÏÂÏÌÏÞËÉ.

6. óŒÏÊÓÔŒÁ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ

ôÅÏÒÅÍÁ 40 (ëÁÒÁÔÅÏÄÏÒÉ). äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ŒÅÝÅÓÔ-

ŒÅÎÎÏÇÏ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ S ÅÇÏ ŒÙÐÕËÌÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ conv M ÓÏ- ŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ŒÓÅÈ ÔÅÈ ŒÙÐÕËÌÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ k∑ i=1 λ_is_i (λ_1, . . . , λ_k ¿ 0, k∑ i=1 λ_i = 1),

ÇÄÅ s_1, . . . , s_k ∈ M É k 6 dim S + 1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ s ∈ conv M . ôÏÇÄÁ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÔÏÞËÉ s_1, . . . , s_n ∈ M É ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ μ_1, . . . , μ_n , Œ ÓÕÍÍÅ ÒÁŒÎÙÅ ÅÄÉ- ÎÉÃÅ, ÞÔÏ s = ∑_n i=1 μ_is_i . äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ n > dim S + 1, ÔÏ s ÌÅÖÉÔ Œ ŒÙÐÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ n − 1 ÉÚ ÔÏÞÅË s_1, . . . , s_n . äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÔÏÞËÉ s_1, . . . , s_n ÁÆÆÉÎÎÏ-ÚÁŒÉÓÉÍÙ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ν_1, . . . , ν_n ∈ R, ÎÅ ŒÓÅ ÒÁŒÎÙÅ ÎÕÌÀ É ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ∑_n i=1 ν_i = 0 É ∑_n i=1 ν_is_i = 0. ðÏÌÏÖÉÍ

– = min_{νi>0}(μi/νi) É μ^′_j = μj − –νj (j = 1, . . ., n). þÉÓÌÁ μ^′_i ŒÓÅ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØ-

ÎÙ, Œ ÓÕÍÍÅ ÒÁŒÎÙ ÅÄÉÎÉÃÅ, É ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ.

ôÅÏÒÅÍÁ 41 (òÁÄÏÎÁ). ðÕÓÔØ (s1, . . . , sn) | ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÔÏÞÅË d-ÍÅÒÎÏ-

ÇÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ S , ÐÒÉÞÅÍ n ¿ d + 2. ôÏÇÄÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÎÄÅËÓÏŒ I ⊂ {1, . . . , n}, ÞÔÏ conv{s_i | i ∈ I} ∩ conv{s_j | j ∈ {1, . . . , n} \ I} ≠ ?. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ôÏÞËÉ s_1, . . . , s_n ÁÆÆÉÎÎÏ-ÚÁŒÉÓÉÍÙ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÀÔ ν_1, . . . , ν_n ∈ R, ÎÅ ŒÓÅ ÒÁŒÎÙÅ ÎÕÌÀ É ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ∑_n i=1 ν_i = 0 É ∑_n i=1 ν_is_i = 0. ðÏÌÏÖÉÍ I = {i ∈ {1, . . ., n} | s_i > 0}, J = {1, . . . , n} \ I . ôÏÇÄÁ s = ∑ i∈I ν_is_i ∑ i∈I ν_i = ∑ j∈J ν_js_j ∑ j∈J ν_j ∈ conv{s_i | i ∈ I} ∩ conv{s_j | j ∈ J} ≠ ?.

ôÅÏÒÅÍÁ 42 (èÅÌÌÉ). ðÕÓÔØ Œ d-ÍÅÒÎÏÍ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÚÁÄÁ-

ÎÙ ŒÙÐÕËÌÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ C_1, . . . , C_n (n ¿ d +1). åÓÌÉ ÌÀÂÙÅ d +1 ÉÚ ÜÔÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÉÍÅÀÔ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ, ÔÏ ŒÓÅ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏËÁÖÅÍ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÐÏ m, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ m ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒ C_i ÉÍÅÀÔ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ. ðÒÉ m = d + 1 ÜÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ. ðÕÓÔØ m > d + 1 É ÌÀÂÙÅ m − 1 ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒ C_i ÉÍÅÀÔ ÎÅÐÕÓÔÏÅ

ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ. äÏËÁÖÅÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ^m ⋂ i=1 C_i ≠ ?. œÙÂÅÒÅÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ

i = 1, . . . , m ÔÏÞËÕ s_i ∈ ⋂ j≠i C_j ≠ ?. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ òÁÄÏÎÁ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÎÄÅËÓÏŒ I ⊂ {1, . . ., m} É J = {1, . . ., m} \ I ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ conv{s_i | i ∈ I} ∩ conv{s_j | j ∈ J} ≠ ?. ïÄÎÁËÏ conv{s_i | i ∈ I} ⊆ ⋂ j∈J C_j É conv{s_j | j ∈ J} ⊆ ⋂ i∈I C_i . ðÏÜÔÏÍÕ^m ⋂ i=1 C_i ≠ ?.

7. œÙÐÕËÌÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÙÅ ËÏÎÕÓÙ

ìÅÍÍÁ 43 (æÁÒËÁÛÁ). ðÕÓÔØ Œ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ

V ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ R ÚÁÄÁÎÙ ŒÅËÔÏÒÙ v_1, . . ., v_n . ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ v ∈ V ŒÙ- ÐÏÌÎÅÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÄŒÕÈ:

1) óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ λ_1, . . . , λ_n ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ v = ∑ λ_iv_i .

2) óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ φ ∈ V^∗ ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ φ(v) = −1 É φ(v_i) ¿ 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ i = 1, . . . , n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ

R^{n+1} ÞÅÒÅÚ e0, e1, . . . , en . ðÕÓÔØ F : R^{n+1} → V | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ,

ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ e_0 Œ −v , Á e_i Œ v_i ÐÒÉ i = 1, . . . , n. œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ F ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁË: F (x_0, x_1, . . . , x_n) = ∑_n i=1 x_iv_i − x_0v_0 .

ðÕÓÔØ L = Ker F . ôÏÇÄÁ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ v = ∑ λ_iv_i ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ (1, λ_1, . . ., λ_n) ∈ L. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, L^⊥ = F^∗(V^∗), ÐÒÉÞÅÍ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÀ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ F^∗(φ) Œ ÂÁÚÉ- ÓÅ e^∗_0, e^∗_1, . . . , e^∗_n ÒÁŒÎÙ (−φ(v), φ(v_1), . . . , φ(v_n)). äÁÌÅÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÌÑÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ R^{n+1}, Ó R^{n+1}, ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÑ e_i Ó e^∗_i .

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ æÁÒËÁÛÁ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉ- ÒÏŒÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ L ⊆ R^{n+1} ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÄŒÕÈ:

1) œ L ÎÁÊÄÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒ (1, λ_1, . . . , λ_n) Ó λ_i ¿ 0 (i = 1, . . . , n).

2) œ L^⊥ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒ (1, ε_1, . . . , ε_n) Ó ε_i ¿ 0 (i = 1, . . ., n).

äÏËÁÖÅÍ ÜÔÏ.

œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ n. ðÒÉ n = 0 ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ. ðÕÓÔØ n > 0. ðÏÌÏÖÉÍ L/n = {(x_0, . . . , x_{n−1}) ∈ R^n | (x_0, . . . , x_{n−1}, 0) ∈ L} É L\n = {(x_0, . . . , x_{n−1}) ∈ R^n | (x_0, . . . , x_{n−1}, x) ∈ L ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ x ∈ R}.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 44. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ (L\n)^⊥ = L^⊥/n É (L/n)^⊥ = L^⊥\n.

óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ Œ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ (L\n, L^⊥/n) É (L/n, L^⊥\n) ÏÄÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÅËÔÏÒ ŒÉÄÁ (1, a_1, . . . , a_{n−1}) Ó ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ. åÓÌÉ ÔÁËÏÊ ŒÅËÔÏÒ ÅÓÔØ Œ L/n ÉÌÉ Œ L^⊥/n, ÔÏ ŒÓÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ. œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ŒÅË- ÔÏÒÙ (1, λ_1, . . . , λ_{n−1}, λ_n) ∈ L É (1, ε_1, . . . , ε_{n−1}, ε_n) ∈ L^⊥ ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ λ_1, . . . , λ_{n−1}, ε_1, . . . , ε_{n−1} ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙ. ïÄÎÁËÏ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÁÎÎÕÌÑ- ÔÏÒÁ, 1+ ∑_n i=1 λ_iε_i = 0, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, λ_nε_n < 0, ÔÏ ÅÓÔØ ÌÉÂÏ λ_n > 0, ÌÉÂÏ ε_n > 0.

ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ —^n. îÏÓÉÔÅÌÅÍ ŒÅËÔÏ- ÒÁ v = (x_1, . . ., x_n) ∈ L ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ supp v = {i | x_i ≠ 0}. œÅËÔÏÒ v ∈ L ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÎÏÓÉÔÅÌØ ÎÅÐÕÓÔ É ÍÉÎÉÍÁÌÅÎ (ÐÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÀ) ÓÒÅÄÉ ÎÅÐÕÓÔÙÈ ÎÏÓÉÔÅÌÅÊ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ L. éÚ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÉÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÌÑ. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ŒÅËÔÏÒ v ∈ L ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ËÁË ÓÕÍÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒ- ÎÙÈ Ó ÎÏÓÉÔÅÌÑÍÉ, ÌÅÖÁÝÉÍÉ Œ supp v . äÌÑ —= R (É ŒÏÏÂÝÅ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÐÏÌÑ —) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÏÌÅÚÎÏÅ ÕÔÏÞÎÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ:

ôÅÏÒÅÍÁ 45 (òÏËÁÆÅÌÌÁÒÁ). ðÕÓÔØ ŒÓÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ŒÅËÔÏ-

ÒÁ v ∈ L ⊆ R^n ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙ. ôÏÇÄÁ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ Ó ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÙ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÞÉÓÌÕ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÎÏ- ÓÉÔÅÌÅ ŒÅËÔÏÒÁ v = (x_1, . . ., x_n). åÓÌÉ ŒÅËÔÏÒ v ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍ, ÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ. äÏÐÕÓÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ v ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍ, É ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ ŒÅÒÎÁ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÎÏÓÉÔÅÌÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÒÏÇÏ ÓÏÄÅÒÖÁÔ- ÓÑ Œ supp v . äÏËÁÖÅÍ ÐÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ Ó ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ, ÎÏÓÉÔÅÌØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ supp v .

ðÕÓÔØ w = (y_1, . . . , y_n) | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ, ÄÌÑ ËÏ- ÔÏÒÏÇÏ supp w ⊂ supp v . ðÏÌÏÖÉÍ – = min_{yi>0} x_i/y_i . ôÏÇÄÁ v^′ = v − –w ∈ L | ŒÅËÔÏÒ Ó ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ, ÎÏÓÉÔÅÌØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÔÒÏÇÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÎÏÓÉÔÅÌÅ v . óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ËÁË ÓÕÍÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ Ó ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒ- ÄÉÎÁÔÁÍÉ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÎÏÓÉÔÅÌØ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ŒÅËÔÏ- ÒÏŒ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÎÏÓÉÔÅÌÅ v .

œÙÂÅÒÅÍ ÔÅÐÅÒØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ w ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ Ó ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØ- ÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ. ðÏŒÔÏÒÉŒ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÁÂÚÁÃÁ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ v = –w + v^′ . ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ, v^′ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÉÔØ ËÁË ÓÕÍÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ Ó ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁ- ÔÁÍÉ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ É ÄÌÑ v .

ðÕÓÔØ V | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ R. ëÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÏÂÏÌÏÞ- ËÏÊ ŒÅËÔÏÒÏŒ v_1, . . . , v_n ∈ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ { ∑ λ_iv_i | λ_i ¿ 0 (i = 1, . . . , n)}. ëÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ cone(v_1, . . . , v_n).

ôÅÏÒÅÍÁ 46. ðÕÓÔØ V | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏ-

ÌÅÍ R, É φ1, . . . , φn ∈ V^∗ . ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ K = {v ∈ V | φi(v) ¿ 0 (i =

1, . . . , n)} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÅËÔÏ- ÒÏŒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : R^n → V^∗ , ÐÅ- ÒÅŒÏÄÑÝÅÅ i-ÔÙÊ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^n Œ φ_i . ðÕÓÔØ W = F^∗(V ) ⊆ R^n (ËÁË É ÐÒÅÖÄÅ, ÍÙ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^n Ó ÄŒÏÊ- ÓÔŒÅÎÎÙÍ Ë ÎÅÍÕ).

ôÁË ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÉÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ÏÄÎÏÚÎÁÞ- ÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒÙÂÒÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ {w_1, . . . , w_k} ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ Œ W Ó ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÔÁË, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ Ó ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌÅÎ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÎÉÈ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ òÏËÁÆÅÌÌÁÒÁ ÏÔ- ÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ —K ŒÓÅÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ L Ó ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ ŒÅËÔÏÒÏŒ w_1, . . . , w_k .

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÅÅ ÎÁÓ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ K ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ —K ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ F^∗ . œÙÂÅÒÅÍ ŒÅËÔÏÒÙ v_1, . . . , v_k ÔÁË, ÞÔÏ F^∗(v_i) = w_i (i = 1, . . ., k ). ðÕÓÔØ U = Ker F^∗ É (u_1, . . . , u_m) | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÂÁÚÉÓ U . ðÏÌÏÖÉÍ v_{k+i} = u_i (i = 1, . . ., m) É v_{k+m+1} = − ∑_m i=1 u_i . ôÏÇÄÁ K ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ ŒÅËÔÏÒÏŒ v_1, . . . , v_{k+m+1} .

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ËÏÎÉÞÅÓËÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ K ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ v_1, . . . , v_k ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÎÁÄ R. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ K^∗ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ V^∗ , ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ÎÁ K ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ φ ∈ K^∗ Œ ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ φ(v_i) ¿ 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i = 1, . . . , k . óÏÇÌÁÓ- ÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 46 ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ K^∗ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ (φ_1, . . . , φ_m), Á ÐÏ ÌÅÍÍÅ æÁÒËÁÛÁ (K^∗)^∗ = K (ÍÙ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÍ (V^∗)^∗ Ó V ). ïÔÓÀÄÁ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ K = {v ∈ V | φ_i(v) ¿ 0 (i = 1, . . . , m)}.

îÁÚÏŒÅÍ ÌÀÂÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ŒÉÄÁ cone(v_1, . . ., v_k) ŒÙÐÕËÌÙÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÙÍ ËÏÎÕÓÏÍ. íÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÍÕ ŒÙÐÕËÌÏÍÕ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÏÍÕ ËÏÎÕÓÕ K ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ ËÏÎÕÓ K^∗ , ÐÒÉÞÅÍ ÄŒÁÖÄÙ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ ËÏÎÕÓ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÉÓÈÏÄÎÙÍ. ïÔ- ÓÀÄÁ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ŒÙÐÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÙÊ ËÏÎÕÓ ÍÏ- ÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÅÓÔÒÏÇÉÈ ÌÉ- ÎÅÊÎÙÈ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ.

îÁÚÏŒÅÍ ÇÒÁÎØÀ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÏÇÏ ËÏÎÕÓÁ K = {v ∈ V | φ_i(v) ¿ 0 (i = 1, . . ., m)} ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÉÄÁ ` = {v ∈ V | φ_i(v) = 0 (i ∈ I); φ_i(v) ¿ 0 (i ∈ {1, . . . , m} \ I)} ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ I ⊆ {1, . . ., m}. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ dim` ÇÒÁÎÉ ` ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÅÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 47. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÒÁÎÉ ËÏÒÒÅËÔÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ

ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÎÁÂÏÒÁ ÆÕÎËÃÉÊ φ_1, . . . , φ_m , ÚÁÄÁÀÝÉÈ ËÏÎÕÓ K .

ðÕÓÔØ ` | ÇÒÁÎØ ËÏÎÕÓÁ K . ðÏÌÏÖÉÍ `^∗ = {φ ∈ K^∗ | φ(v) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ v ∈ `}.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 48. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ `^∗ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÁÎØÀ ËÏÎÕÓÁ K^∗ , ÐÒÉÞÅÍ

(`^∗)^∗ = ` É dim` + dim`^∗ = dim V .

8. œÙÐÕËÌÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ

ðÕÓÔØ (S, V ) | d-ÍÅÒÎÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ R. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ W ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÁÆÆÉÎÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ S . ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ dim W = d + 1. ëÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ s ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ S ÚÁÄÁÅÔ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W : f → f(s). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÙ ÐÏ- ÌÕÞÁÅÍ ŒÌÏÖÅÎÉÅ S → W^∗ , ÔÏ ÅÓÔØ S ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÁÆÆÉÎÎÕÀ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ Œ W^∗ .

éÔÁË, ŒÙÐÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË (ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÅÓÔÒÏÇÉÈ ÁÆÆÉÎÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ) ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ S Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ŒÙÐÕËÌÙÍ ÍÎÏ- ÇÏÇÒÁÎÎÙÍ ËÏÎÕÓÏÍ. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÜÔÉÍ, ÌÅÇËÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÔÅÏÒÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ-œÅÊÌÑ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÙÐÕËÌÙÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ŒÙÐÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÔÏÞÅË.

ðÏÎÑÔÉÅ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÔÁËÖÅ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ (Ó ÎÅËÏ- ÔÏÒÙÍÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍÉ). á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÕÓÔØ P ⊆ S | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÍÎÏ- ÇÏÇÒÁÎÎÉË, ÐÒÉÞÅÍ a¸ P = S . ôÏÇÄÁ P ÉÍÅÅÔ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÔÏÞËÉ. ðÕÓÔØ s_0 | ŒÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ÔÏÞËÁ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W ÁÆÆÉÎÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ S ÁÆÆÉÎÎÕÀ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ S^∗ , ÓÏÓÔÏÑ- ÝÕÀ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ, ÒÁŒÎÙÈ ÅÄÉÎÉÃÅ Œ ÔÏÞËÅ s. ôÏÇÄÁ P^∗ = {f ∈ S^∗ | f(s) ¿ 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ s ∈ P } ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ ŒÙÐÕËÌÙÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏÍ Œ S^∗ . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÆÕÎËÃÉÑ f_0 ÎÁ S , ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÁÑ ÅÄÉÎÉÃÅ, ÑŒÌÑÅÔ- ÓÑ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÏÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P^∗ . íÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË P^∗ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏÍ Ë P ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ s_0 . íÎÏÇÏÇÒÁÎ- ÎÉË P ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏÍ Ë P^∗ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ f_0 .

ðÏÎÑÔÉÅ ÇÒÁÎÅÊ É ÉÈ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÌÅÇËÏ ÐÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ Ó ŒÙÐÕËÌÙÈ ÍÎÏ- ÇÏÇÒÁÎÎÙÈ ËÏÎÕÓÏŒ ÎÁ ŒÙÐÕËÌÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ÈÏÔÑ ÄŒÏÊ- ÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÉ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÅÇÏ ÇÒÁÎÅÊ, ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÐÏ ŒËÌÀÞÅ- ÎÉÀ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ (ÏÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ĂÐÅÒÅŒÅÒÎÕÔÏÍÕĄ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÇÒÁÎÅÊ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 49. œÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÈ Œ ÐÏ-

ÓÌÅÄÎÉÈ ÞÅÔÙÒÅÈ ÁÂÚÁÃÁÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ.