ìÅËÃÉÑ 10.

ðÏÔÅÎÃÉÁÌ ÄŒÏÊÎÏÇÏ ÓÌÏÑ

éÔÁË, ÍÙ ÎÁÛÌÉ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ìÁÐÌÁÓÁ Œ R^n :

ÐÒÉ n > 2 u_0 = 1 −(n − 2)!_{n−1}r^{n−2}

, ÇÄÅ !_{n−1} | ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÉÞ-

ÎÏÊ ÓÆÅÒÙ Œ R^n ;

ÐÒÉ n = 2 u_0 = − 12ß ln 1r ;

ÐÒÉ n = 1 u_0 = |x| 2 . íÅÖÄÕ ÐÒÏÞÉÍ, ÚÎÁËÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÅÍ ´u_0 = ‹ ÔÁË: ÐÒÉ ÓÇÌÁÖÉŒÁÎÉÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ŒÂÌÉÚÉ ÎÕÌÑ Õ ÓÇÌÁÖÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÏÌÖÎÁ ÐÏÌÕÞÉÔØÓÑ Ð Ï Ì Ï Ö É Ô Å Ì Ø Î Á Ñ ŒÔÏÒÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ. ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ, ÞÔÏ ÐÏÔÏË grad u ÞÅÒÅÚ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÓÆÅÒÕ ÄÏÌ- ÖÅÎ ÂÙÔØ ÒÁŒÅÎ 1.

ðÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÐÏÔÅÎÃÉÁ- ÌÙ: ÏÂSSÅÍÎÙÊ, ÄÁÀÝÉÊ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ðÕÁÓÓÏÎÁ, Á ÔÁËÖÅ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÓÌÏÑ. ôÅÐÅÒØ ÚÁÊÍÅÍÓÑ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÏÍ ÄŒÏÊÎÏÇÏ ÓÌÏÑ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÚÁÒÑÄÏŒ Œ ÄŒÁ ÓÌÏÑ (ÏÄÉÎ ÓÌÏÊ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ, ÄÒÕÇÏÊ | ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÊ) Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ ȷ(x) (ȷ | ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ), ÒÉÓ. 10.1.

òÉÓ. 10.1. äŒÏÊÎÏÊ ÓÌÏÊ ÎÁ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ 109 úÄÅÓØ ÉÍÅÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÕ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ. ðÕÓÔØ l | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÚÁÒÑÄÁÍÉ ÐÏ ÎÏÒÍÁÌÉ, ÐÒÏŒÅÄÅÎÎÏÊ Ë ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈ- ÎÏÓÔÉ Œ ÔÏÞËÅ q; ÚÁÒÑÄÙ +Q = ȷ=l É −Q = −ȷ=l ÉÍÅÀÔ ŒÅÌÉÞÉÎÕ ÐÏÒÑÄËÁ 1=l; ÏÎÉ ÓÏÚÄÁÀÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÌÅ. íÙ ŒÙÞÉÓÌÑÅÍ ÐÒÅÄÅÌ ÐÏ- ÌÑ ÐÒÉ l → 0. üÔÏÔ ÐÒÅÄÅÌ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÄÉÐÏÌÑ, Á ÅÇÏ ÐÏÔÅÎÃÉ- ÁÌ | ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÏÍ ÄÉÐÏÌÑ ÉÌÉ ÄÉÐÏÌØÎÙÍ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÏÍ. ðÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ ÄÉÐÏÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ȷ = Ql ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ. îÁÐÒÁŒÌÅÎÉÅ, ÓÏÅÄÉ- ÎÑÀÝÅÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÌÉÚËÉÅ ÚÁÒÑÄÙ, ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ ÄÉÐÏÌØ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÓØÀ ÄÉÐÏÌÑ. ðÏÔÅÎÃÉÁÌ ÄŒÏÊÎÏÇÏ ÓÌÏÑ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ȷ, ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÅÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÄÉÐÏÌØÎÙÈ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÏŒ ÚÁÒÑÄÏŒ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÈ ÎÁ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÏÓÉ ËÏÔÏÒÙÈ | ÎÏÒÍÁÌÉ Ë ÇÉÐÅÒ- ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÐÒÉÞÅÍ ÄÉÐÏÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ds ÎÁ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÅÓÔØ ȷ ds.

ðÒÏŒÅÄÅÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÁ ÄÉÐÏÌÑ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÆÕÎÄÁÍÅÎ- ÔÁÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ u_0:

u_0 ( x − ( q + n_q l 2 )) æ l − u_0 ( x − ( q − n_q l 2 )) æ l = = ȷ @u_0(x − q) @n_q

+ o(1) ÐÒÉ l → 0.

úÄÅÓØ n_q | ŒÎÅÛÎÑÑ ÎÏÒÍÁÌØ Ë ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ Œ ÔÏÞËÅ q.

íÙ ÎÁÛÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÁ ÄŒÏÊÎÏÇÏ ÓÌÏÑ, ÓÏÚÄÁÎÎÙÊ ÄÉÐÏÌÅÍ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÍ Œ ÔÏÞËÅ q, Á Œ ÃÅÌÏÍ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ ÄŒÏÊÎÏÇÏ ÓÌÏÑ Œ ÔÏÞËÅ x ÒÁŒÅÎ u(x) = ∫ S^{n−1}

ȷ(q)

@u_0(x − q) @n_q dq:

óŒÏÊÓÔŒÁ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÁ ÄŒÏÊÎÏÇÏ ÓÌÏÑ

1. œÍÅÓÔÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÕÓÌÏŒÉÅÍ ´u_0 = ‹ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏ- ÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÂÙÞÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ u_0 = 1 r^{n−2}

(ÐÒÉ n > 2) É

u_0 = ln 1 r ÐÒÉ n = 2. ðÏÔÅÎÃÉÁÌ ÄŒÏÊÎÏÇÏ ÓÌÏÑ | ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË- ÃÉÑ ŒÏ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ É ŒÏ ŒÎÅÛÎÅÊ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØÀ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÏ ÂÙÌÏ ŒÅÒÎÏ ÄÏ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÈÏÄÁ;

´u|_Rn_{\S}n−1 = 0:

œÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÍÏÖÅÔ ÄÁÖÅ ÂÙÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ, ÅÓÌÉ ÐÏŒÅÒÈ- ÎÏÓÔØ ÎÅ ÓŒÑÚÎÁ.

ðÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ n = 2, ȷ ≡ 1 ÎÁ ÓŒÑÚÎÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ËÒÉŒÏÊ. ôÏÇÄÁ u(x) = const, ÐÒÉÞÅÍ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÒÁÚÎÙÅ ŒÎÅ ËÒÉŒÏÊ, ŒÎÕÔÒÉ É ÎÁ ËÒÉŒÏÊ.

óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÜÔÏÔ ÕÄÉŒÉÔÅÌØÎÙÊ ÆÁËÔ. ðÒÏŒÅÄÅÍ ŒÎÁÞÁÌÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÁ ÄÉÐÏÌÑ. ãÅÎÔÒ ÄÉÐÏÌÑ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÎÁÞÁÌÏÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÏ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÀ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ ~v ÅÓÔØ

L_v ln 1r = − 1r L_vr = −

|ṽ| cos ’ r : äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, L_vr ÌÅÇËÏ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ:

L_v √ x^2_1 + : : : + x^2_n =

2(x_1v_1 + : : : + x_nv_n) 2 √ x^2_1 + : : : + x^2_n = (ṽ; r̃) r = v cos ’;

ÓÍ. ÒÉÓ. 10.2.

òÉÓ. 10.2. ðÒÏ- ÉÚŒÏÄÎÁÑ ÒÁÄÉ- ÕÓ-ŒÅËÔÏÒÁ ÐÏ ŒÅËÔÏÒÕ v ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ n > 2 ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ:

L_v 1 r^{n−2} = (2 − n)(r̃; ṽ) r^n :

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ ÏÔÄÅÌØÎÏÇÏ ÚÁÒÑÄÁ ÕÂÙŒÁÅÔ, ËÁË 1=r^{n−2}, Á ÐÏÔÅÎ- ÃÉÁÌ ÄÉÐÏÌÑ | ÂÙÓÔÒÅÅ, ËÁË 1=r^{n−1}. (çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÊ ÚÁÒÑÄÙ ĂÜËÒÁÎÉÒÕÀÔĄ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ.)

îÁÒÉÓÕÅÍ ÌÉÎÉÉ ÕÒÏŒÎÑ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÁ ÄÉÐÏÌÑ (ÄÌÑ n = 2). åÓÌÉ ÎÁ- ÐÒÁŒÉÔØ ÏÓØ x ŒÄÏÌØ ŒÅËÔÏÒÁ ~v, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ x r^2 = x x^2 + y^2

. üÔÏ ÏÞÅÎØ ŒÁÖÎÁÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÂÅÚ ÎÕÌÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ïÎÁ ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ Œ ÎÕÌÅ. åÅ ÌÉÎÉÉ ÕÒÏŒÎÑ | ËÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÓÅÞÅÎÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ x^2 + y^2 = cx. ïÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, ÐÒÏ- ÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ÔÁÍ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ. üÔÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ ÏÓÉ ÄÉÐÏÌÑ Œ ÅÇÏ ÃÅÎÔÒÅ, ÒÉÓ. 10.3.

úÁÄÁÞÁ. îÁÒÉÓÏŒÁÔØ ÌÉÎÉÉ ÕÒÏŒÎÑ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÁ ÐÁÒÙ ÒÁÚÎÏÉÍÅÎ- ÎÙÈ ÚÁÒÑÄÏŒ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÊ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

õ Ë Á Ú Á Î É Å. òÁÚÎÏÓÔØ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏŒ ÄŒÕÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁŒÎÁ ÌÏÇÁÒÉÆÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÍÅÓÔÏ ÔÏÞÅË, ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÒÁÓÓÔÏ- ÑÎÉÊ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÏ ÄŒÕÈ ÄÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ (ÒÉÓ. 10.4), ÅÓÔØ ÏËÒÕÖ- ÎÏÓÔØ (ÐÏÞÅÍÕ?). ðÒÉ ÓÌÉÑÎÉÉ ÚÁÒÑÄÏŒ (l → 0) ÓÉÓÔÅÍÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ (ÒÉÓ. 10.4) ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÓÉÓÔÅÍÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ (ÒÉÓ. 10.3) Ó ÏÂÝÅÊ ËÁÓÁ- ÔÅÌØÎÏÊ Œ ÃÅÎÔÒÅ ÄÉÐÏÌÑ.

œ ÎÁÛÅÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÌÉÎÉÑ ÕÒÏŒÎÑ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÁ ÄÉÐÏÌÑ | ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ | ËÁÓÁÅÔÓÑ ÏÓÉ y. åÓÌÉ ËÒÉŒÁÑ, Œ ÔÏÞËÁÈ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ÉÓ- ÓÌÅÄÕÅÍ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ ÄÉÐÏÌÑ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ ÏÓÉ ÄÉÐÏÌÑ É ÉÍÅÅÔ Œ ÅÇÏ ÃÅÎÔÒÅ ËÏÎÅÞÎÕÀ ËÒÉŒÉÚÎÕ, ÔÏ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ËÁÓÁÎÉÅ ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÓÏ ÓŒÏÅÊ ÓÏÐÒÉËÁÓÁÀÝÅÊÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ, ŒÈÏÄÑÝÅÊ Œ ÎÁÛÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÌÉ- ÎÉÊ ÕÒÏŒÎÑ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÁ ÄÉÐÏÌÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÏÔÅÎÃÉ- ÁÌÁ ÄÉÐÏÌÑ ÐÒÉ ÓÔÒÅÍÌÅÎÉÉ ÔÏÞËÉ Ë ÃÅÎÔÒÕ ÄÉÐÏÌÑ ŒÄÏÌØ ÜÔÏÊ ËÒÉŒÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒ ÄÉÐÏÌÑ, ŒÐÏÌÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ É ÒÁŒÎÏ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÁ ÄÉÐÏÌÑ ÎÁ ÓÏÐÒÉËÁÓÁÀÝÅÊÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, Ô. Å. ÒÁŒÎÏ ÐÏÌÏ- ŒÉÎÅ ËÒÉŒÉÚÎÙ ËÒÉŒÏÊ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. ðÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÅ- ÇÏ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ ÄŒÏÊÎÏÇÏ ÓÌÏÑ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÎÁ ÔÏÒ {x ∈ S; q ∈ S}, ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÐÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÄÁÖÅ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ x = q (ÇÄÅ ÐÏ- ÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÒÉŒÏÊ É ÕÇÏÌ, ÐÏÄ ËÏÔÏÒÙÍ ÏÎ ŒÉÄÅÎ Œ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ x. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÐÏ x ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ, ËÒÏÍÅ ÔÏÞÅË ÜÔÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ËÒÉŒÏÊ, ÒÉÓ. 10.5.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÜÔÏÔ ÕÇÏÌ ÒÁŒÅÎ ds sin ’r = ds x x^2 + y^2

, ÇÄÅ x = r sin ’, y = r cos ’.

ïÔÓÀÄÁ ÑÓÅÎ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÁ (ÄÉÐÏÌÑ): ÜÔÏ ÜÌÅ- ÍÅÎÔ ÕÇÌÁ, ÐÏÄ ËÏÔÏÒÙÍ ŒÉÄÅÎ ÉÚ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÒÉŒÏÊ. ðÒÉ- ÞÅÍ ÜÔÏ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ Œ ÌÀÂÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ: ŒËÌÁÄ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ds ÇÉÐÅÒ- ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ Œ ÉÎÔÅÇÒÁÌ, ŒÙÞÉÓÌÑÅÍÙÊ Œ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ x, ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ ÔÅÌÅÓÎÏÇÏ ÕÇÌÁ, ÐÏÄ ËÏÔÏÒÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔ ds ŒÉÄÅÎ ÉÚ ÔÏÞËÉ x.

úÁÄÁÞÁ. äÏËÁÖÉÔÅ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÔÅÌÅÓÎÙÊ ÕÇÏÌ,

òÉÓ. 10.3. ìÉÎÉÉ ÕÒÏŒÎÑ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÁ ÄÉÐÏÌÑ òÉÓ. 10.4. ìÉÎÉÉ ÕÒÏŒÎÑ ÐÏÔÅÎ- ÃÉÁÌÁ ÐÁÒÙ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÚÁÒÑÄÏŒ

òÉÓ. 10.5. õÇÏÌ, ÐÏÄ ËÏÔÏÒÙÍ ŒÉÄÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÒÉŒÏÊ, | ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ

ÐÏÄ ËÏÔÏÒÙÍ ŒÉÄÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ, | ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ.

õ Ë Á Ú Á Î É Å. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÆÕÎÄÁÍÅÎ- ÔÁÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ŒÄÏÌØ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ.

äÌÑ n = 2; 3 ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ ÄÉÐÏÌÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ËÁË ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÔ ln 1r ÉÌÉ 1r ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÔÅÌÅÓÎÏ- ÇÏ ÕÇÌÁ; Œ ÂÏÌØÛÉÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÈ n ÐÏÑŒÉÔÓÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ n − 2, ÅÓÌÉ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ u_0 = 1 r^{n−2}

. òÁŒÅÎÓÔŒÏ ÂÕÄÅÔ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ Ó ÔÏÞÎÏcÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÁ, ÚÁŒÉÓÑÝÅÇÏ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÐÏ ËÏ- ÔÏÒÏÊ ŒÅÄÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÕÇÌÁ. çÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÏÒÉ- ÅÎÔÉÒÕÅÔÓÑ ËÁË ÇÒÁÎÉÃÁ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ĂŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊĄ ÏÂÌÁÓÔÉ.

åÓÌÉ ȷ ≡ 1, ÔÏ ÐÒÉ n = 2 ÐÏÓÌÅ ÉÎÔÅÇÒÉ- ÒÏŒÁÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÕÇÌÁ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ĂÕÇÏÌ, ÐÏÄ

òÉÓ. 10.6. ðÏÌ- ÎÙÊ ÔÅÌÅÓÎÙÊ ÕÇÏÌ

ËÏÔÏÒÙÍ ÇÒÁÎÉÞÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ ŒÉÄÎÁ ÉÚ ÔÏÞËÉ xĄ, ÔÏÞÎÅÅ, ÐÒÉ ÕËÁÚÁÎÎÏÍ ŒÙÂÏÒÅ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ËÒÉ- ŒÏÊ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ ÒÁŒÅÎ −2ı × (ÞÉÓÌÏ ÏÂÏÒÏÔÏŒ ŒÅËÔÏÒÁ ÉÚ ÔÏÞËÉ x Ë ÔÏÞËÅ ËÒÉŒÏÊ ÐÒÉ ÏÂÈÏ- ÄÅ ŒÓÅÊ ËÒÉŒÏÊ). ðÒÉ n = 3 ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÏÌÕ- ÞÉÍ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÐÏÌÎÙÊ ÔÅÌÅÓÎÙÊ ÕÇÏÌ, ÐÏÄ ËÏÔÏÒÙÍ ŒÉÄÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÉÚ ÔÏÞËÉ x, ÒÉÓ. 10.6.

üÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÚÁÍÅÎÉÌÏ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÄÌÉÎÎÙÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. ðÒÉ n = = 2 ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄÌÑ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÁ ÄŒÏÊÎÏÇÏ ÓÌÏÑ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ 1, ÒÁÓÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÎÏÇÏ ŒÄÏÌØ ÓŒÑÚÎÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ËÒÉŒÏÊ, ÚÎÁÞÅÎÉÅ −2ı ŒÏ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ òÉÓ. 10.7. üËŒÉÐÏÔÅÎÃÉÁÌØ- ÎÙÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÄÉÐÏÌÑ ÐÒÉ n > 2

ÏÂÌÁÓÔÉ, Œ ÎÁÒÕÖÎÏÊ | 0, ÎÁ ÓÁÍÏÊ ËÒÉŒÏÊ | −ı, ÅÓÌÉ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ.

ðÒÉ n = 3 ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ −4ı; 0; −2ı. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖ- ÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ ÌÀÂÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÕÒÏŒÎÑ ÐÏÔÅÎ- ÃÉÁÌÁ ÄÉÐÏÌÑ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ sin ’ r^{n−1}

= const.

üËŒÉÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÄÉÐÏÌÑ ÉÍÅÀÔ Œ ÅÇÏ ÃÅÎÔÒÅ ËÁÓÁ- ÔÅÌØÎÕÀ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÕÀ ÏÓÉ ÄÉÐÏÌÑ, ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÞÅ- ÒÅÚ ÃÅÎÔÒ ÄÉÐÏÌÑ, ËÁÓÁÑÓØ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ, ÎÏ ÉÍÅÀÔ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÐÒÉ n > 2 ÕÐÌÏÝÅÎÉÅ, ÒÉÓ. 10.7. ðÒÉ ÞÅÔÎÙÈ n ÜËŒÉÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ, ŒËÌÀÞÁÑ É ÃÅÎÔÒ ÄÉÐÏÌÑ. ðÒÉ ÎÅÞÅÔÎÙÈ n ÜËŒÉÐÏÔÅÎ- ÃÉÁÌØÎÙÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÉÍÅÀÔ Œ ÃÅÎÔÒÅ ÄÉÐÏÌÑ ÔÁËÕÀ ÖÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ, ËÁË ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ |x|^n ÏÔ n − 1 ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ.

ðÒÉ n > 2 ËÒÉŒÉÚÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÜËŒÉÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÄÉ- ÐÏÌÑ Œ ÅÇÏ ÃÅÎÔÒÅ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ.

ðÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ, ËÁÓÁÀÝÁÑÓÑ ÜËŒÉÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ Œ ÃÅÎÔÒÅ ÄÉÐÏÌÑ, ÂÕÄÅÔ ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÍÅÔØ ÐÒÉ n > 2 ÏÂÝÉÅ ÔÏÞËÉ ÓÏ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÙÍÉ ÜËŒÉÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÙÍÉ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÑ- ÍÉ ÄÉÐÏÌÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÛ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ ÄÉÐÏÌÑ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÉÚ ÎÉÈ ÏÞÅÎØ ŒÅÌÉË (ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ). úÎÁÞÉÔ, ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ, ÐÒÏÈÏÄÑ- ÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒ ÄÉÐÏÌÑ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ ÅÇÏ ÏÓÉ, ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÄŒÏÊÎÏÇÏ ÓÌÏÑ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ, ÏÂÒÁÝÁÑÓØ Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ.

éÚ-ÚÁ ÜÔÏÇÏ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÔÅÏÒÉÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ËÒÁÅŒÙÈ ÚÁÄÁÞ ÄÌÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ìÁÐÌÁÓÁ Œ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ ÓÏŒÓÅÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁ ÏÂÙÞÎÏ ÉÚÌÁÇÁÅÍÏÊ Œ ÕÞÅÂÎÉËÁÈ ÄÌÑ n = 2 ÔÅÏÒÉÉ æÒÅÄÇÏÌØÍÁ. á ÉÍÅÎ- ÎÏ, ÐÒÉ n > 2 ÎÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÁ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÁÑ Œ ÔÅÏÒÉÉ æÒÅÄÇÏÌØÍÁ ÔÅÏÒÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Ó ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ ÑÄÒÏÍ. ðÒÁŒÄÁ, ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ òÉÓ. 10.8. óËÁÞÏË ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÁ ÄŒÏÊ- ÎÏÇÏ ÓÌÏÑ

ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÌÁÂÁÑ | ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÔÅÏÒÉÀ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Ó ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÙÍ ÑÄÒÏÍ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ȷ ≠ const. éÓÓÌÅÄÕÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÁ ÄŒÏÊÎÏÇÏ ÓÌÏÑ.

1. óŒÏÊÓÔŒÏ ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÏÓÔÉ u ŒÏ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ É ŒÏ ŒÎÅÛÎÅÊ ÏÂÌÁÓÔÑÈ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ.

2. ìÅÇËÏ ÎÁÊÔÉ ÒÁÚÎÉÃÕ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ u ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÏÂÌÁÓÔÉ É ÅÅ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÒÉ ÐÏÄÈÏÄÅ Ë ÇÒÁÎÉÃÅ ÉÚ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÏÂÌÁ- ÓÔÉ É ÉÚ ŒÎÅÛÎÅÊ ÏÂÌÁÓÔÉ. ïÎÁ ÔÁËÁÑ ÖÅ, ËÁË ÅÓÌÉ ÂÙ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÂÙÌÁ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ. á ÉÍÅÎÎÏ (n = 2):

u_−(x_0) = u(x_0) − ıȷ(x_0); u_+(x_0) = u(x_0) + ıȷ(x_0);

ÇÄÅ u_−(x_0) | ÐÒÅÄÅÌ ÉÚÎÕÔÒÉ, u_+(x_0) | ÐÒÅÄÅÌ ÓÎÁÒÕÖÉ, ÒÉÓ. 10.8.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÊ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ ÄŒÏÊ- ÎÏÇÏ ÓÌÏÑ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ ȷ = const ≡ ȷ(x_0); ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÅÒÎÏ. úÁÔÅÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ Ó ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ ȷ−ȷ(q), ËÏÔÏÒÁÑ ÒÁŒÎÁ 0 Œ ÔÏÞËÅ q, É ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Õ ÎÅÇÏ ÓËÁÞÏË ÎÕÌÅŒÏÊ. œÍÅ- ÓÔÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ Ñ ÏÂSSÑÓÎÀ, ÐÏÞÅÍÕ ÜÔÏ ÔÁË. åÓÌÉ ÂÙ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÂÙÌÁ ÎÕÌÅŒÏÊ Œ ÃÅÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ q, ÔÏ ÜÔÁ ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔØ ÎÅ ÓÏÚÄÁŒÁÌÁ ÂÙ ÄŒÏÊÎÏÇÏ ÓÌÏÑ. ïÓÔÁÌØÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÓÏ- ÚÄÁÌÁ ÂÙ Œ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ ÄŒÏÊÎÏÇÏ ÓÌÏÑ | ÇÁÒÍÏÎÉÞÅ- ÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÂÅÚ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓËÁÞËÉ Œ ÔÏÞËÅ q ÏÂÒÁÔÉ- ÌÉÓØ ÂÙ Œ ÎÕÌÉ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ ÎÅ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ, Á ÔÏÌØËÏ Œ ÓÁÍÏÊ ÔÏÞËÅ q. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÉÓÞÅÚÎÏŒÅÎÉÑ ÓËÁÞËÁ ÎÕÖÎÏ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ÏÃÅÎËÉ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÍ Œ ÐÒÉÌÏÖÅ- ÎÉÉ Ë ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ. üÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÏÃÅÎËÉ ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ, ÞÔÏ ÓËÁÞÏË ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÁ ÒÁŒÅÎ 0. äÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ Œ ÔÏÞËÅ q.

3. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÁ ÄŒÏÊÎÏÇÏ ÓÌÏÑ ÐÏ ÎÏÒÍÁÌÉ (ÎÏÒÍÁÌØ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÁ Œ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ ËÁË ÄÌÑ ÔÏÞÅË ŒÎÕÔÒÅÎ- ÎÅÊ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÔÁË É ÄÌÑ ÔÏÞÅË ÎÁÒÕÖÎÏÊ) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓËÁÞËÁ.

œ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ŒÅÒÎÏ | ÐÒÏ- ÉÚŒÏÄÎÁÑ É ÓÎÁÒÕÖÉ, É ŒÎÕÔÒÉ ÒÁŒÎÁ 0. œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÁ ÅÓÔØ ÓÉÌÁ (ĂÎÁÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔØĄ ÐÏÌÑ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÃÉÌÉÎÄÒÉ- ÞÅÓËÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ ˙, ÂÌÉÚËÕÀ Ë ÜÌÅÍÅÎÔÕ ds ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÒÉÓ. 10.9. œÙÞÉ-

òÉÓ. 10.9. ë ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÀ ÓËÁÞËÁ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÄÎÏÊ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÁ ÄŒÏÊÎÏÇÏ ÓÌÏÑ

ÓÌÉÍ ÐÏÔÏË ÐÏÌÑ ÓÉÌÙ grad u ÞÅÒÅÚ ÇÒÁÎÉÃÕ ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ. õÞÉÔÙŒÁÅÍ (ËÁË Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ) ÔÏÌØËÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ: ds ( @u @n_+ − @u @n_− ) : ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ óÔÏËÓÁ ÐÏÔÏË ÒÁŒÅÎ ∫ @� (grad u; n_�) ds = ∫ � div grad u dx = ∫ � ´u dx = const ∫ � Q dx = 0;

ÐÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÅÓÔØ ÏÂÝÉÊ ÚÁÒÑÄ Œ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ, Á ÏÎ ÎÕÌÅŒÏÊ (ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÒÑÄÙ ËÏÍÐÅÎÓÉÒÕÀÔÓÑ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙ- ÍÉ). éÔÁË, @u @n_+ = @u @n_− :

îÉÖÅ ÍÙ ÅÝÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÁ ÄŒÏÊÎÏÇÏ ÓÌÏÑ, Á ÓÅÊÞÁÓ ÚÁÊÍÅÍÓÑ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ìÁÐÌÁÓÁ.

æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÉÍÅÀÔ ŒÁÖÎÙÅ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ Ë ÚÁÄÁÞÅ Ï ËÏÌÅÂÁÎÉÑÈ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÔÅÌ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÕÀ ÓÔÒÕÎÕ). ïËÒÕÖÎÏÓÔØ x^2 + + y^2 = 1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÉÍÁÎÏŒÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÎÁ ÎÅÊ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ìÁÐÌÁÓÁ div grad. îÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÐÏÌÑÒÎÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ’. þÅÒÅÚ ÜÔÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ´ = div grad ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÏÂÙÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ´ = @^2 @’^2 . œ ÂÏÌØÛÉÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÈ ŒÍÅÓÔÏ ÚÁÄÁÞÉ Ï ËÏÌÅÂÁÎÉÑÈ ÓÔÒÕÎÙ ÐÏÌÕ- ÞÁÅÍ ÚÁÄÁÞÕ Ï ËÏÌÅÂÁÎÉÑÈ ÓÆÅÒÙ. úÄÅÓØ ÎÅÔ ÅÄÉÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ. œÍÅÓÔÏ

ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ (sin k’; cos k’), ÏÐÉÓÙŒÁÀÝÉÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎ- ÎÙÅ ËÏÌÅÂÁÎÉÑ ÓÔÒÕÎÙ, ËÏÌÅÂÁÎÉÑ ÓÆÅÒÙ ÏÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙ- ÍÉ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ, ÐÏÑŒÌÑÀÝÉÍÉÓÑ ŒÏ ŒÓÅÈ ÚÁÄÁÞÁÈ ÍÁÔÅÍÁ- ÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÉ, ÇÄÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ. íÅÓÔÏ ÔÅÏÒÉÉ ÒÑÄÏŒ æÕÒØÅ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÓÆÅÒÅ ÚÁÎÉÍÁÅÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍ ÇÁÒÍÏÎÉËÁÍ.

ó ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÉÎÔÅÒÅÓÎÁ ÚÁÄÁÞÁ Ï ÇÒÁŒÉÔÁÃÉÏÎ- ÎÏÍ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÅ úÅÍÌÉ, ËÏÔÏÒÙÊ ŒÌÉÑÅÔ ÎÁ ÄŒÉÖÅÎÉÅ ÓÐÕÔÎÉËÏŒ. œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÓÐÕÔÎÉËÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÉÎÄÉËÁÔÏÒÙ, ÐÏ ËÏÔÏÒÙÍ ÍÏÖÎÏ ÓÕÄÉÔØ Ï ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÍÁÓÓ Œ úÅÍÌÅ. ëÁË ÍÙ ŒÓËÏÒÅ ÕŒÉÄÉÍ, ŒËÌÁÄÙ ŒÙÓÏËÉÈ ÇÁÒÍÏÎÉË ÂÙÓÔÒÏ ÕÂÙŒÁÀÔ Ó ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ ÏÔ úÅÍÌÉ, ÔÁË ÞÔÏ ÎÅ ÓÌÉÛËÏÍ ÂÌÉÚËÏ Ë úÅÍÌÅ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ ÂÌÉÚÏË Ë ÓÕÍÍÅ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÇÌÁŒÎÏÊ ÞÁÓÔÉ c^1r É ÄÉÐÏÌØÎÏÇÏ ŒÏÚÍÕÝÅÎÉÑ c^2z r^3 . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÄÁÞÕ Ï ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ìÁÐÌÁÓÁ ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ. n = 1 ÜÔÏ ÏÂÙÞÎÙÅ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ. òÅÛÉŒ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÕÀ ËÒÁÅŒÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÄÌÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ d^2u d’^2

= –u, ÍÏÖ- ÎÏ ÎÁÊÔÉ ŒÓÅ ÇÁÒÍÏÎÉËÉ. üÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ sin k’ É cos k’ Ó ÃÅÌÙÍÉ k (ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ – = −k^2).

ëÁË ÏÂÓÔÏÉÔ ÄÅÌÏ Œ Â«ÏÌØÛÉÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÈ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ ÎÁ ÄŒÕÍÅÒ- ÎÏÊ ÓÆÅÒÅ x^2 + y^2 + z^2 = 1? óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÐÏÚÎÁËÏÍÉÍÓÑ ÓÏ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ Ó ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÔÒÉÇÏ- ÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ u(x; y; z), ÐÏÓÔÏÑÎÎÕÀ ŒÄÏÌØ ËÁÖÄÏÇÏ ÌÕÞÁ, ŒÙÈÏÄÑÝÅÇÏ ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ôÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄ- ÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ 0 (ÎÁÐÏÍÎÀ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ k, ÅÓÌÉ u(–x) = –^ku(x) ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ – > 0).

œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ. îÁÐÒÉ- ÍÅÒ, ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ 0 ÑŒÌÑÅÔÓÑ

u(x; y; z) = x^2 + y^2 + x^2 2x^2 + 3y^2 + 4z^2 : úÁÄÁÞÁ. îÁÊÄÉÔÅ ´u|_S2 É ÓÒÁŒÎÉÔÅ Ó div grad(u|_S2 ). ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍ ÌÁÐÌÁÓÉÁÎÏÍ. ñ ÂÕÄÕ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÅÇÏ ÞÅÒÅÚ ~´.

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÌÀÂÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n ÄÌÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ u ÌÀÂÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ k ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ: ~´u = r^2´u − ~u; ~ = k^2 + k(n − 2):

CÔÏÑÝÉÊ Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒ | ÜÔÏ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÊ ÌÁÐÌÁ- ÓÉÁÎ, ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÎÙÊ ÎÁ ŒÓÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÓÔÅÐÅÎÉ k; ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ r^2 = 1 ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÊ ÌÁÐÌÁÓÉÁÎ: ~´u|_{r2=1} = div grad (u|_{r2=1}) :

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÁÓÔÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ: 1. ðÒÉ k = 0 ÉÍÅÅÍ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ~´u = r^2´u: (10.1)

åÇÏ ÌÅÇËÏ ÏÂSSÑÓÎÉÔØ. çÒÁÄÉÅÎÔ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ u ÓÔÅÐÅÎÉ 0, ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÎÙÊ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÓÆÅÒÕ, ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÇÒÁÄÉÅÎÔÏÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÓÁÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÜÔÕ ÓÆÅÒÕ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÇÒÁÄÉÅÎÔ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÕÌÅŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÓÆÅÒÙ. ôÁË ÖÅ ÌÅÇËÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÒÁÓÓÍÏ- ÔÒÅÎÉÑ ÐÏÔÏËÏŒ, ÞÔÏ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ É ÄÉŒÅÒÇÅÎÃÉÉ ÇÒÁÄÉÅÎÔÏŒ. ô. Å. ÄÌÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÔÅÐÅÎÉ 0 ÏÂÙÞÎÙÊ É ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÊ ÌÁÐÌÁÓÉÁÎÙ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ: ( ~´u)|_r2_{=1} = (´u)|_r2_{=1}. á ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ (10.1) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ Œ ÓÉÌÕ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÌÁÐÌÁÓÉÁÎÁ ÎÁ ŒÓÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÏÐÅÒÁÔÏÒ ´ ÐÏÎÉÖÁÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÎÁ 2 ÅÄÉÎÉÃÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ ´u | ÏÄ- ÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ −2. þÔÏÂÙ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÉÍÅÌÏ ÓÔÅÐÅÎØ 0, ÆÕÎËÃÉÀ ´u ÓÔÅÐÅÎÉ −2 ÎÕÖÎÏ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÎÁ r^2.

2. ðÕÓÔØ n = 2, k ≠ 0. îÁÛÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ŒÉÄ ~´u = r^2´u − k^2u:

ðÒÉÍÅÎÉÍ ÅÇÏ Ë ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ k ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ u =Re z^k (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉ k = 2, ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ u = cos 2’).

îÁÛÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ŒÉÄ ~´u = −k^2u.

íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÐÏËÁ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏÍ ÏÂÝÅÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ, ÏÔÍÅÔÉÍ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÏÓÎÏŒÁÎÏ ÎÁ ÆÏÒÍÕÌÅ üÊÌÅÒÁ ÄÌÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÔÅÐÅÎÉ k (ÄÏËÁÖÉÔÅ ÅÅ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ): n∑ i=1 x_i @u@x_i = ku:

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ É ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ. ôÏÇÄÁ ÏÎÁ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÓÆÅÒÕ, | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÁÑ ÄÌÑ ÓÆÅÒÉÞÅ- ÓËÏÇÏ ÌÁÐÌÁÓÉÁÎÁ: ~´u = −~u:

îÉÖÅ ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÔÁË ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ŒÓÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÌÁÐÌÁÓÉÁÎÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. óÆÅÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÎÁ ÓÆÅÒÅ S^{n−1} ÎÁÚÙ- ŒÁÀÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ÓÆÅÒÕ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÏŒ Œ R^n .

úÁÄÁÞÁ. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ, ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍÉ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ k Œ R^n .

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ n = 3 ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

k 0 1 2 : : : ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ 1 3 5 : : : (ÂÁÚÉÓ x; y; z) (ÂÁÚÉÓ xy, yz, zx, x^2 − y^2, y^2 − z^2) ïÓÔÁÎÏŒÉÍÓÑ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÍ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÉ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ Ë ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÚÁÄÁÞÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ íÁËÓŒÅÌÌÁ. ðÒÉ n = 3 ŒÓÅ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÁÎÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ k ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ ÐÏÔÅÎ- ÃÉÁÌ 1=r ŒÄÏÌØ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÈ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ: L_{vk} : : : L_{v1} 1r (ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÔÁËÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÕÌØÔÉÐÏÌØÎÙÍ ÐÏ- ÔÅÎÃÉÁÌÏÍ) É ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÓÆÅÒÕ. ðÒÉ ÜÔÏÍ k ÐÏÌÅÊ v_1; : : : ; v_k ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÐÏ ÄÁÎÎÏÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË- ÃÉÉ ÓÔÅÐÅÎÉ k ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ).

òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÔÅÐÅÎÉ k ÒÁŒÎÁ 2k + 1. òÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ÉÈ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÊ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ É ÉÓËÌÀÞÁÑ 0, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ RP^{2k} .

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ íÁËÓŒÅÌÌÁ ŒÓÅ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË- ÃÉÉ ÓÔÅÐÅÎÉ k Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ 1=r, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ ŒÄÏÌØ k ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÄÌÉÎÙ 1 Œ R^3 . ðÏÓÔÏÑÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÄÌÉÎÙ 1 ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÏŒ. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ŒÄÏÌØ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÐÏÒÑÄËÁ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

RP^2 × · · · × RP^2 =S(k) → RP^{2k} ;

ÇÄÅ S(k) | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË k ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ.

ðÅÒŒÏÅ ÉÚ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ k-Ê ÓÔÅÐÅÎØÀ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ RP^2 É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ S^k RP^2 . ðÏÓÔÒÏÅÎ- ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ íÁËÓŒÅÌÌÁ S^k RP^2 → RP^{2k} | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ. ðÏ- ŒÉÄÉÍÏÍÕ, ÔÅÏÒÅÍÁ íÁËÓŒÅÌÌÁ | ÓÁÍÏÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏÓÔÉ ÜÔÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

òÏÄÓÔŒÅÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÙ | ÔÅÏÒÅÍÁ œÉÅÔÁ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ œÉÅÔÁ

ĂËÏÒÎÉ −→ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ ËÏÒÎÅÊĄ

ÚÁÄÁÅÔ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ k-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ C É C^k: S^k C ≈ C^k .

óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ: S^k(C P^1 ) ≈ C P^k . ëÏÍ- ÐÌÅËÓÎÁÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ C P^1 | ÜÔÏ ÓÆÅÒÁ òÉÍÁÎÁ S^2, ÔÁË ÞÔÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ œÉÅÔÁ ÄÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ S^k(S^2) ≈ C P^k .