ìÅËÃÉÑ 11.

óÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ. ôÅÏÒÅÍÁ íÁËÓŒÅÌÌÁ. ôÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÕÓÔÒÁÎÉÍÏÊ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ R^n ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ F ÓÔÅÐÅÎÉ k:

F (–x) = –^kF (x) ∀– > 0:

œ ÎÕÌÅ ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ (ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎË- ÃÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÁ Œ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÔÅÌÅÓÎÏÍ ÕÇÌÅ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ 0).

íÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k ÍÏÄÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ìÁÐÌÁÓÁ ~´, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÔÅÐÅÎÉ k Œ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ Ó ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ. îÁÐÏÍÎÉÍ ÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ: ÆÕÎËÃÉÑ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÓÆÅÒÕ, ÔÁÍ ÏÔ ÎÅÅ ÂÅÒÅÔÓÑ ÄÉŒÅÒÇÅÎÃÉÑ ÇÒÁÄÉÅÎÔÁ, ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ËÁË ÏÄÎÏÒÏÄ- ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ k ÎÁ ŒÓÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ËÒÏÍÅ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

ôÅÏÒÅÍÁ. ~´F = r^2´F − ~F , ~ = k^2 + k(n − 2).

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. œÙÞÉÓÌÉÍ ´F = div grad F . ðÕÓÔØ f | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ F ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÓÆÅÒÕ: f = F |_Sn−1 , f: S^{n−1} → R. ôÏÇÄÁ (grad F )|_Sn−1 = grad f + @F@r @@n, ÓÍ. ÒÉÓ. 11.1

òÉÓ. 11.1. óÆÅÒÉÞÅÓËÉÊ É ÐÏÌÎÙÊ ÇÒÁÄÉÅÎÔÙ

121 òÉÓ. 11.2. œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÏÔÏËÁ ÞÅÒÅÚ ÐÒÏÂÎÕÀ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ

(ËÏÎÅÞÎÏ, ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ÚÄÅÓØ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ë ÓÆÅÒÅ Œ ÔÏÞËÅ ŒÌÏÖÅÎÎÙÍ Œ ËÁÓÁ- ÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ë ÏÂSSÅÍÌÀÝÅÍÕ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÕ).

ðÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ F (rq) = r^kf(q), ÐÏÜÔÏ- ÍÕ @F@r = kr^{k−1}f(q). îÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÊÔÉ ÇÒÁÄÉÅÎÔ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÎ ÏÄÎÏÒÏÄÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ k − 1. îÁÛÅ ÐÏÌÅ ÒÁÓËÌÁ- ÄÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ É ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ, ÐÒÉÞÅÍ ËÁÓÁ- ÔÅÌØÎÁÑ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÐÏÔÏËÁ ÞÅÒÅÚ ËÒÙÛËÉ ÐÒÏÂÎÏÊ ÐÏŒÅÒÈ- ÎÏÓÔÉ, Á ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ | ÞÅÒÅÚ ÂÏËÏŒÙÅ ÓÔÅÎËÉ, ÒÉÓ. 11.2.

œÙÞÉÓÌÉÍ ÐÏÔÏË ÇÒÁÄÉÅÎÔÁ ÞÅÒÅÚ ÐÒÏÂÎÕÀ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ: ∫ @G (grad F; ~n) dS = ∫ fi (grad F; ~n) dS + ff(1 + ")^{n−1}kf(1 + ")^{k−1} − ffkf;

ÇÄÅ ÐÅÒŒÙÊ ÞÌÅÎ | ÐÏÔÏË ÞÅÒÅÚ ÂÏËÏŒÕÀ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ, ŒÔÏÒÏÊ | ÞÅÒÅÚ ŒÅÒÈÎÀÀ ËÒÙÛËÕ, ÔÒÅÔÉÊ | ÞÅÒÅÚ ÎÉÖÎÀÀ. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ: ∫ fi (grad F; ~n) dS + ff(n + k − 2)"kF + o("):

úÄÅÓØ "ff | ÏÂSSÅÍ ÐÒÏÂÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ; ÆÕÎËÃÉÉ F É f ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÎÁ ÅÄÉ- ÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ. äÅÌÑ ÐÏÔÏË ÎÁ ÏÂSSÅÍ ÐÒÏÂÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ É ÓÔÑÇÉŒÁÑ ÐÒÏÂ- ÎÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ Ë ÔÏÞËÅ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ:

´F = ~´f + kF (n + k − 2):

(äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏÔÏË grad F ÞÅÒÅÚ @G ÅÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ div grad F ÐÏ G, Œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ ËÁË ÐÏÔÏË ÏÔ grad F ÞÅÒÅÚ fi ÅÓÔØ " × (ÐÏÔÏË grad f ÞÅÒÅÚ @ff) + o("), Á ÐÏÔÏË Œ ÓËÏÂËÁÈ ÒÁŒÅÎ ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ ÏÔ div grad f ÐÏ ff.)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÛÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ. ðÒÉ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ Œ ÔÏÞËÕ, ÎÁÈÏÄÑÝÕÀÓÑ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑ- ÎÉÉ r, Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ F ÕÍÎÏÖÉÔÓÑ ÎÁ r^k, ´F | ÎÁ r^{k−2}. ðÏÜÔÏÍÕ É ŒÏÚÎÉËÎÅÔ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ r^2 Œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÁÇÁÅÍÏÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍÏÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ.

íÏÄÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÊ ÌÁÐÌÁÓÉÁÎ ÏÄÎÏÒÏÄÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ k ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÅÇÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ŒÅÚÄÅ (ËÒÏÍÅ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ). éÔÁË, ÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

îÁÛÁ ÔÅÏÒÅÍÁ | ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ, ÎÏ ÐÏÌÅÚ- ÎÏÇÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ Ï ÌÁÐÌÁÓÉÁÎÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ: ÐÒÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÌÁÐÌÁÓÉÁÎÁ Œ ÔÏÞËÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁ- ÍÅÎÉÔØ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÅÇÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ, Á ÆÕÎËÃÉÀ | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ ÐÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ m-ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ (ĂÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØĄ)

y = f(x); x ∈ R^m ; y ∈ R^l

Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^{m+l} Ó ÍÅÔÒÉËÏÊ dx^2 + dy^2. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ- ŒÁÔØ x-ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÍ, y-ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÅÒÔÉ- ËÁÌØÎÙÍ. âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÄÅËÁÒÔÏŒÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ x ËÁË ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ X = (x; y = f(x)) ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ.

æÕÎËÃÉÑ U, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÜÔÉÈ ËÏÏÒ- ÄÉÎÁÔÁÈ ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ

u(x) = U(X):

ìÅÍÍÁ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ Œ ÔÏÞËÅ 0 ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÁ (Ô. Å. ÞÔÏ (df=dx)(0) = 0). ôÏÇÄÁ ÒÉÍÁÎÏŒ ÌÁÐÌÁÓÉÁÎ ÆÕËÎÃÉÉ U ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ Ó ÅŒ- ËÌÉÄÏŒÙÍ ÌÁÐÌÁÓÉÁÎÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ u ÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. úÁÐÉÛÅÍ ÍÅÔÒÉËÕ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ Œ ŒÉÄÅ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ dS^2 ÎÁ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ðÉ- ÆÁÇÏÒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÌÉÞÉÅ dy^2 ÜÔÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ ÏÔ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ | ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÏ |x| ÐÏÒÑÄËÁ ÍÁÌÏÓÔÉ:

dS^2 − dx^2 = O(|x|^2)

(ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ÍÁÌÏÓÔØ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÉÌÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÍÁÌÏÓÔØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ). ðÏÜÔÏÍÕ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÙ GRAD É DIV ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÇÒÁÄÉÅÎÔÁ É ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÄÉŒÅÒÇÅÎÃÉÉ,

ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÍÅÔÒÉËÅ dS^2 ÎÁ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÔÌÉÞÁ- ÀÔÓÑ ÏÔ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÈ grad É div ÍÁÌÙÍÉ ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ:

GRAD − grad = O(|x|^2); DIV − div = O(|x|^2):

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÜÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ Ë ÆÕÎËÃÉÉ u, ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ

DIV GRAD u = div grad u + O(|x|^2) + div O(|x|^2):

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÅÓÔØ O(|x|), ÐÏÜÔÏÍÕ

(DIV GRAD u)(0) = (div grad u)(0):

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÅÒÅÎÅÓÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÏŒÏÄÉÔØ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÑ: ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÌÀÂÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÇÌÁÄËÉÈ ËÒÉŒÙÈ, ŒÁÖÎÏ ÌÉÛØ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÎÁÛÕ ÔÏÞËÕ ËÒÉŒÁÑ ÂÙÌÁ Œ ÎÅÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØ- ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ.

ðÒÉÍÅÒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÓÆÅÒÕ y = √ 1 − x^2 Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ É ÔÏÞËÕ x = 0 ÎÁ ÎÅÊ (m = n − 1, l = 1). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ U ÎÁ ÓÆÅÒÅ. œÙÞÉÓÌÉÍ ÅÅ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÊ ÌÁÐÌÁÓÉÁÎ Œ ÔÏÞËÅ x = 0.

ðÏ ÌÅÍÍÅ ÏÎ ÒÁŒÅÎ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍÕ ÌÁÐÌÁÓÉÁÎÕ ´(x)u (ÓÕÍÍÅ ŒÔÏÒÙÈ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÐÏ x_i ÏÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ u(x)).

ïÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÓÔÅÐÅÎÉ k ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ U Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ~U. îÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ y = 1 ÓÆÅÒÙ Œ ÔÏÞËÅ x = 0 ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÆÕÎËÃÉÀ

~u(x) = ( √ 1 + x^2)^ku(~x); |~x − x| = O(|x|^3):

ðÏÜÔÏÍÕ ÅŒËÌÉÄÏŒ ÌÁÐÌÁÓÉÁÎ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ Œ ÎÁÛÅÊ ÔÏÞËÅ x = 0, y = 1 ÅÓÔØ

´ ~U = d^2 dy^2 y^ku(0) + (´_x ~u)(0) = k(k − 1)u(0) + ´_x ~u:

îÏ ~u(x) = u(x) + k2 x^2u(0) + O(|x|^3). ðÏÜÔÏÍÕ Œ ÔÏÞËÅ x = 0

´_x(~u) = ´_xu + k(n − 1)u:

ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ, Œ ÎÁÛÅÊ ÔÏÞËÅ

´ ~U = ´_xu + [k(n − 1) + k(k − 1)]u(0):

ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÙÂÒÁÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÎÉÞÅÍ ÎÅ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÎÁÛÕ ÆÏÒÍÕÌÕ ~´F = r^2´F − ~F , ~ = k(n + k − 2) ÐÒÉ r = 1. ðÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÏÎÁ ŒÅÒÎÁ ŒÅÚÄÅ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ F (ÚÁÄÁÎÎÁÑ Œ R^n \{0}) ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ É ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎÉ k, ÔÏ ÏÎÁ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÁÑ ÄÌÑ (ÍÏÄÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ) ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÌÁÐÌÁÓÉÁÎÁ: ~´F = −~F (Ô. Å. ÅÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ÓÆÅ- ÒÕ | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÄÌÑ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÌÁÐÌÁÓÉÁÎÁ). ïÂÒÁÔÎÏ, ÓÏÂÓÔŒÅÎ- ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÌÁÐÌÁÓÉÁÎÁ, ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÎÁÑ Ó ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅ- ÒÙ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏ ÓÔÅÐÅÎÉ k, ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÁ ŒÓÀÄÕ, ËÒÏÍÅ ÎÕÌÑ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÌÁÐÌÁÓÉÁÎÁ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ Ä Œ Á ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÚ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ~ = k^2 + k(n − 2) ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ Ä Œ Á ÚÎÁÞÅÎÉÑ k.

ðÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ n = 2 (Ô. Å. ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÐÌÏÓ- ËÏÓÔÉ É ÉÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ). ðÒÉ n = 2 ÉÍÅÅÍ ~ = k^2. çÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ 1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ x. îÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÖÅ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ −1, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÔÁËÏÅ ÖÅ, ËÁË É Õ ÆÕÎË- ÃÉÉ x.

œ ÐÏÌÑÒÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÆÏÒÍÕÌÙ ÜÔÉÈ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ: F = r cos ’ = x, ^F = cos ’r = x=r^2, ÜÔÏ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ ÄÉÐÏÌÑ (ÑÄÒÏ ÐÏÔÅÎ- ÃÉÁÌÁ ÄŒÏÊÎÏÇÏ ÓÌÏÑ). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÏÄÎÏÒÏÄ- ÎÏÓÔÉ k É −k:

F = r^k cos k’; ^F = cos k’ r^k : ðÕÓÔØ n = 3, Ô. Å. ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÆÕÎËÃÉÉ ÔÒÅÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É ÉÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ÄŒÕÍÅÒÎÕÀ ÓÆÅÒÕ. œ ÓÌÕÞÁÅ n = 3 ÉÍÅÅÍ ~ = k^2 + k. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÁÑ Ó k ÓÔÅÐÅÎØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÅÓÔØ ^k = −1 − k.

ðÒÉ k = 0 ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ F = 1, ^F = 1=r. ðÒÉ k = 1 ÉÍÅÅÍ F = z, ^F = z=r^3, ËÁË É Œ ÄŒÕÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÜÔÏ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ ÄÉÐÏÌÑ (ÑÄÒÏ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÁ ÄŒÏÊÎÏÇÏ ÓÌÏÑ).

ðÒÉ k = 2 ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÊÔÉ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÕÀ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, F = 3z^2 − x^2 − y^2 − z^2 2 , F |_S2 = f = 3z^2 2 − 1 2 .

æÕÎËÃÉÉ z É f ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍÉ, Ô. Å. ÏÐÉÓÙŒÁÀÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎ- ÎÙÅ ËÏÌÅÂÁÎÉÑ ÓÆÅÒÙ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÜÔÏ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÅ ÚÏÎÁÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ: ÏÎÉ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÒÁÝÅÎÉÊ ŒÏËÒÕÇ ÏÓÉ z É ÍÅÎÑÀÔ ÚÎÁË ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÞÅÒÅÚ ÐÁÒÁÌÌÅÌÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÅÌÑÔ ÓÆÅÒÕ ÎÁ ÏÔ- ÄÅÌØÎÏ ËÏÌÅÂÌÀÝÉÅÓÑ ÚÏÎÙ, ÐÒÉÞÅÍ ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÉÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌÉ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÍÉ, ÒÉÓ. 11.3.

òÉÓ. 11.3. úÏÎÁÌØ- ÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÐÉ- ÓÙŒÁÀÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎ- ÎÙÅ ËÏÌÅÂÁÎÉÑ ÓÆÅÒÙ

úÁÄÁÞÁ. ðÒÉ ÌÀÂÏÍ ÌÉ ÃÅÌÏÍ k ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÚÏÎÁÌØÎÁÑ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÑŒÌÑÀÝÁÑÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÎÁ ÓÆÅÒÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ k ÏÔ z?

œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ~ = k^2 + k(n − 2), ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ Ë k ÐÏËÁÚÁÔÅÌØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÒÁŒÅÎ ^k = 2 − n − k. úÎÁÞÅÎÉÑ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ Œ ÔÏÞËÁÈ rq (q | ÔÏÞËÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÙ, r | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ) ÒÁŒÎÙ F (rq) = r^kf(q), ^F (rq) = f(q)=r^{k+n−2}. üÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÓŒÑÚÁÔØ ÐÒÉ ÐÏÍÏ-

òÉÓ. 11.4. éÎŒÅÒÓÎÙÅ ÔÏÞËÉ

ÝÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÉÎŒÅÒÓÉÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÉ ÔÏÞËÁ qr ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÔÏÞËÕ q=r, ÒÉÓ. 11.4.

éÍÅÅÍ: F (q=r) = f(q)=r^k, ÚÎÁÞÉÔ ^F (rq) = = F ( q r ) 1 r^{n−2}

(ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ n = 2 ÉÎŒÅÒ-

ÓÉÑ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÏÓÔØ, Á ÍÎÏÖÉÔÅÌØ Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÐÒÏÐÁÄÁÅÔ).

ðÒÉ ÌÀÂÏÍ n ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓŒÑÚÉ F (q=r) É ^F (rq) ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÉÓÞÅÚ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ k. úÎÁÞÉÔ, ÏÎÁ ŒÅÒÎÁ É ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍ- ÂÉÎÁÃÉÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ Ó ÒÁÚÎÙÍÉ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÑÍÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ. îÏ ÔÁËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÂÌÉÚÉÔØ ÌÀÂÕÀ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÕÀ. ôÁ- ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÉ ŒÓÑËÁÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ

F ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ^F (x) = 1 |x|^{n−2} F ( x |x|^2 ) (ÍÏÖÎÏ

ÜÔÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ É ÑŒÎÙÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ïÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÔÅÐÅÎÉ k ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ ÃÅÌÙÈ k. (óÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏ- ÇÏ ÌÁÐÌÁÓÉÁÎÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ ~,

òÉÓ. 11.5. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ 3

ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÃÅÌÙÍ k.)

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. éÚÕÞÉÍ ÓÎÁ- ÞÁÌÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÙ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÏŒ ÎÕÌÅŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ, ÓÔÅÐÅÎÉ 1 ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ n, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ 2 É ŒÙÛÅ ÎÁÊÄÅÍ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ Œ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ (ÓÍ. ÒÉÓ. 11.5):

ÓÔÅÐÅÎØ 0 1 2 3 ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ 1 3 6 10

œÏÏÂÝÅ, dim S^kR^3 = C^2_{k+2} =

(k + 2)(k + 1) 2 . ïÐÅÒÁÔÏÒ ìÁÐÌÁÓÁ ÐÅ- ÒÅŒÏÄÉÔ ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ S^{k−2}R^3 ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÁ 2 ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÉÓÈÏÄÎÁÑ. çÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅÐÅÎÉ k ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ | ÑÄÒÏ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÑ ´: S^kR^3 → S^{k−2}R^3 :

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ. ìÁÐÌÁÓÉÁÎ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ S^kR^3 ÎÁ S^{k−2}R^3 .

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÅÓÔØ ÏÂÒÁÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÁ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÌÁÐÌÁÓÉÁÎÁ. (äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÜÔÏ ÄÌÑ ÏÄÎÏÞÌÅ-

ÎÏŒ. äÌÑ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x ÜÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ: @^2u @x^2

= x^p ÐÒÉ

u = x^{p+2}=(p + 2)(p + 1). äÌÑ ÏÄÎÏÞÌÅÎÁ x^py^q ÏÔ x É ÅÝÅ m ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ y_i ÎÁÞÉÎÁÅÍ Ó ÏÄÎÏÞÌÅÎÁ u = x^{p+2}y^q=(p + 2)(p + 1). éÍÅÅÍ ´_{x;y}u = x^py^q + v, ÇÄÅ v = ´_yu | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÓÔÅÐÅÎØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏ y ÍÅÎØÛÅ |q|. ðÏÜÔÏÍÕ x^py^q ÌÅÖÉÔ Œ ÏÂÒÁÚÅ ´_{x;y}, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÅÎØÛÅ |q| ÐÏ y Œ ÎÅÍ ÌÅÖÁÔ. üÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ |q| (ÅÓÌÉ ´_{x;y}w = v, ÔÏ ´_{x;y}(u − w) = x^py^q).)

éÔÁË, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÔÅÐÅÎÉ k ÒÁŒÎÁ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ S^kR^3 É S^{k−2}R^3 , Ô. Å.

(k + 2)(k + 1) 2 − k(k − 1)

2 = 2k + 1:

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ k ÎÁ ÓÆÅÒÅ S^2 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ (2k+1)-ÍÅÒÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÌÁÐÌÁÓÉÁÎÁ Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ −~, ~ = k^2 + k, | ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍÉ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ k Œ R^3 ÎÁ ÓÆÅÒÕ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. óÏÂÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÄÏ- ËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ Œ R^3 ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ k ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÐÏÄÓÞÉÔÁÎÁ. òÁÚÍÅÒ- ÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÉÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÎÁ ÓÆÅÒÕ ÔÁËÁÑ ÖÅ, ÔÁË ËÁË ÒÁŒÎÙÊ ÎÁ ÓÆÅÒÅ ÎÕÌÀ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ.

íÙ ÎÁÛÌÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ k ÄÌÑ n = 3. œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÒÁÓÔÅÔ ËÁË k^{n−2}.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ. óÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ Ó ÒÁÚÎÙÍÉ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÐÏÐÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ËÏÌÅÂÁÎÉÑ Ó ÒÁÚÎÙÍÉ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÞÁÓÔÏÔÁÍÉ ŒÓÅÇÄÁ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ, ËÁË ÇÌÁŒÎÙÅ ÏÓÉ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄÁ Œ ÅŒËÌÉ- ÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Ó ÒÁÚÎÙÍÉ ÄÌÉÎÁÍÉ.

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ ∫ S^2

(3z^2 − 1) dz = 0. ëÏÎÅÞÎÏ, ÜÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÍÏÖÎÏ É ÑŒÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ: ÔÒÉ ÔÁËÉÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÄÌÑ x; y; z ÒÁŒÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ, Á Œ ÓÕÍÍÅ ÄÁÀÔ 0.

ôÅÏÒÅÍÁ. œÓÑËÁÑ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÌÁÐÌÁÓÉÁÎÁ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÎÁ ÓÆÅÒÕ ÏÄÎÏÒÏÄ- ÎÏÇÏ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Œ ÏÂSSÅÍÌÀÝÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. óÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÌÁÐÌÁÓÉ- ÁÎÁ ÎÅÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ, ÔÁË ËÁË ÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ | ÉÎÔÅÇÒÁÌ äÉ- ÒÉÈÌÅ | ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ.

îÕÌÅŒÏÍÕ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÏÔŒÅÞÁÀÔ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÎÁ ÓÆÅÒÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. çÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÎÁ ÓÆÅÒÅ ÆÕÎËÃÉÑ | ËÏÎÓÔÁÎ- ÔÁ (ÐÏ ÐÒÉÎÃÉÐÕ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ), ÔÁË ËÁË ÓÆÅÒÁ | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ (ÎÅ ÉÍÅÀ- ÝÅÅ ËÒÁÑ É ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ) ÓŒÑÚÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. (äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ŒÙÒÅ- ÖÅÍ ÍÁÌÕÀ ÄÙÒÕ, ÔÏÇÄÁ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÂÕÄÅÔ ÄÏÓÔÉÇÁÔØÓÑ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÄÙÒÙ. óÔÑÇÉŒÁÑ ÄÙÒÕ Œ ÔÏÞËÕ, ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÇÁÒÍÏÎÉ-

ÞÅÓËÏÊ ÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÏÍ ÓŒÑÚÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ, Œ ÌÀÂÏÊ ÅÇÏ ÔÏÞËÅ ÒÁŒÎÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÕ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÏ ŒÓÅÍÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ.)

ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÀÂÏÅ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ −~, ~ > 0. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ~ > 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏ-

òÉÓ. 11.6. óÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉ- ÓÌÏ ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ

ËÁÚÁÔÅÌØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ k > 0 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ~ = k(k + n − 2), ÒÉÓ. 11.6.

óÏÂÓÔŒÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÌÁÐÌÁÓÉÁÎÁ Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ −~ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ŒÓÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÂÅÚ 0 Œ ŒÉÄÅ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎË- ÃÉÉ ÓÔÅÐÅÎÉ k (ÐÏ ÎÁÛÅÍÕ ÏÓÎÏŒÎÏÍÕ ÔÏÖÄÅÓÔŒÕ).

ðÏÓËÏÌØËÕ k ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ, ÐÒÏÄÏÌ- ÖÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ. ðÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍÏÊ ÎÉÖÅ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÕÓÔÒÁÎÉÍÏÊ ÏÓÏÂÅÎ- ÎÏÓÔÉ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÉ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ Œ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÏ ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ. äÌÑ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÍÅÅÍ u(0) = 0, ÐÏÓËÏÌØËÕ u(rq) = r^ku(q), k > 0.

ðÒÏÄÏÌÖÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Œ ÎÕÌÅ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÇÌÁÄËÁÑ. îÏ ÇÌÁÄËÁÑ Œ ÎÕÌÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ k | ÏÂÑÚÁ- ÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ k (ÐÒÉÞÅÍ k ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÃÅÌÏÅ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ) | ÜÔÏ ŒÉÄÎÏ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ôÅÊÌÏÒÁ. éÔÁË, ÌÀÂÁÑ ÓÆÅ- ÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ŒÏ ŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ íÁËÓŒÅÌÌÁ. œÓÅ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÔÅÐÅÎÉ k ÐÒÉ n = 3 ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÆÕÎË- ÃÉÉ 1=r ŒÄÏÌØ k ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÊ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ŒÄÏÌØ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÇÁÒ- ÍÏÎÉÞÎÁ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÙ.

œÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÎÁ ÓÆÅÒÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ÏÄÎÏ- ÒÏÄÎÙÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ. äÌÑ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ 1=r ÜÔÏ ÔÁË: 1 | ÏÄÎÏ- ÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÏÌØ.

äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ a ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÊ ÐÏÌÕÞÅÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ ŒÉ-

ÄÁ F=r^a, ÇÄÅ F | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ d. ðÒÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÒÏŒÁÎÉÉ ŒÄÏÌØ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ, ÓÔÅÐÅÎØ ÐÏÎÉÖÁÅÔÓÑ ÎÁ 1. ðÕÓÔØ ∇_v | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ŒÄÏÌØ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ~v. ôÏÇÄÁ

∇_v F r^a = ∇_vF · r^a − F a · r^{a−2}(ṽ; r̃) r^{2a} = (∇_v F )r^2 − aF (ṽ; r̃) r^{a+2} : þÉÓÌÉÔÅÌØ | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ d + 1. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏ- ÌÕÞÁÀÝÁÑÓÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÏÓÌÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÓÆÅÒÕ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ. üÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÇÁÒÍÏÎÉ- ÞÅÓËÉÊ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏÓÌÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÇÁÒÍÏ- ÎÉÞÅÓËÕÀ ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ. ðÏËÁÚÁÔÅÌØ ÅÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎ Ë ÐÏËÁÚÁÔÅÌÀ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÉÔÅÌÑ, ÑŒÌÑÀ- ÝÅÇÏÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ. ðÒÉ ÏÇÒÁÎÉ- ÞÅÎÉÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÓÆÅÒÕ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÆÅ- ÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. åÓÌÉ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÅÅ Ó ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØ- ÎÙÍ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ ŒÏ ŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (ÐÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ). éÔÁË, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁÛÅÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÎÁ ÓÆÅÒÕ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÎÁ ÎÅÅ ÎÅËÏÔÏ- ÒÏÇÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ŒÏ ŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ. íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ (ÓÍ. ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÅ 1), ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÆÕÎËÃÉÊ, ÐÏÌÕ- ÞÁÀÝÉÈÓÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÉÎÅÊÎÏ (ÜÔÏ ŒÏŒÓÅ ÎÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ).

þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÌÕÞÁÔÓÑ ŒÓÅ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÅÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ- ÎÏ ŒÓÅÈ ŒÒÁÝÅÎÉÊ. ôÏÇÄÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÅÊ íÁËÓŒÅÌÌÁ (ÏÎÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÒÁÝÅÎÉÊ), ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ ŒÒÁ- ÝÅÎÉÊ ÓÆÅÒÙ S^2 ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ (2k + 1)-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ (Ô. Å. ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÑ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÉÎŒÁ- ÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ ÏÄÎÏÊ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ É ÅÅ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÔÁËÏÊ ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÅÊ ŒÓÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÚÏÎÁÌØÎÕÀ ÓÆÅÒÉ- ÞÅÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ. éÓÓÌÅÄÕÅÍ ÜÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÏÄÒÏÂÎÅÅ.

íÙ ÉÍÅÅÍ ÄŒÁ ÓÐÏÓÏÂÁ ÐÒÏÄÏÌÖÁÔØ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÏ ÏÄ- ÎÏÒÏÄÎÙÈ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ òÉÓ. 11.7. óÉÍÐÌÅËÔÏÍÏÒÆÉÚÍ áÒÈÉÍÅÄÁ ÓÆÅÒÙ ÎÁ ÃÉÌÉÎÄÒ É ÇÒÁÆÉËÉ ÐÅÒŒÙÈ ÔÒÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ìÅÖÁÎÄÒÁ

íÁËÓŒÅÌÌÁ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÔÓÑ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ É ÔÏÍÕ ÖÅ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÀ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ŒÄÏÌØ ÏÓÉ z. ïÇÒÁÎÉÞÉŒÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ ( @ @z )_k 1

r ÎÁ ÓÆÅÒÕ, ÂÕÄÅÍ ÐÏÌÕÞÁÔØ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ. ðÒÉ k = 0 ÉÍÅÅÍ 1, ÐÒÉ k = 1 ÐÏÌÕÞÉÍ z=r^3; ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ ÂÕÄÅÍ ÐÏÌÕÞÁÔØ ŒÙÒÁÖÅ- ÎÉÅ ŒÉÄÁ (( @ @z F ) r^2 − aF z ) =r^{a+2}:

åÓÌÉ F = F (z; r), ÔÏ ÐÒÉ ÎÁÛÉÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑÈ ÔÁËÏÊ ŒÉÄ F ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÔÏÌØËÏ ÏÔ z. úÎÁÞÉÔ, Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÌÀÂÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ k ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ, ÚÁŒÉÓÑÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÏÔ z. ïÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÎÁ ÓÆÅÒÕ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÔ z, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÏÍ ìÅÖÁÎÄÒÁ. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ìÅÖÁÎÄÒÁ ÒÁÚÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÐÏÐÁÒÎÏ ÏÒÔÏ- ÇÏÎÁÌØÎÙ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [−1; 1] ÏÓÉ z, ÔÁË ËÁË ÒÁŒÎÙÊ ÎÕÌÀ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ÓÆÅÒÅ ÏÔ ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏ Œ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ dz ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ áÒÈÉÍÅÄÁ Ï ÓÉÍÐÌÅËÔÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÓÆÅÒÙ ÂÅÚ ÐÏÌÀÓÏŒ É ÃÉÌÉÎ- ÄÒÁ (ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÌÏÝÁÄÉ ÓÆÅÒÙ ÒÁŒÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÐÌÏÝÁÄÉ ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ÃÉ- ÌÉÎÄÒÁ ÐÒÉ ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÉ ÎÁ ÃÉÌÉÎÄÒ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÍÉ ÒÁÄÉÕÓÁÍÉ, ÒÉÓ. 11.7).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. íÎÏÇÏÞÌÅÎ ìÅÖÁÎÄÒÁ ÓÔÅÐÅÎÉ k ÉÍÅÅÔ ÎÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ (−1; 1) k ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÞÉÓÌÏ ÎÕÌÅÊ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ k, ÔÁË ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÍÅ- ÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ k. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ËÏÒÎÅÊ ÍÅÎØÛÅ k. ôÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ m ËÏÒÎÅÊ ÎÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ (−1; 1), Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË, ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ÍÅÎØÛÅ k. óÏÓÔÁŒÉÍ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÀ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ìÅ- ÖÁÎÄÒÁ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ m, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ 0 ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Œ òÉÓ. 11.9. ëÏÌÅÂÁÎÉÑ ÓÆÅÒÙ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎ- ÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ

ÜÔÉÈ m ÎÕÌÑÈ. ôÁËÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÔÁË ËÁË ÌÉÎÅÊ- ÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ìÅÖÁÎÄÒÁ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ m | ÜÔÏ Œ Ó Å ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅÐÅÎÉ m (ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ m + 1, Á ÐÅÒŒÙÅ m + 1 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ìÅÖÁÎÄÒÁ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ). õÍÎÏÖÉÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÕÀ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÀ ÎÁ ÎÁÛ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ìÅ- ÖÁÎÄÒÁ ÓÔÅÐÅÎÉ k. ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁËÁ ÎÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ (−1; 1). üÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ìÅÖÁÎÄÒÁ ÓÔÅÐÅÎÉ k ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍ ìÅÖÁÎÄÒÁ ÍÅÎØÛÉÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ.

éÔÁË, ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ìÅ-

òÉÓ. 11.8. ëÏÌÅÂÁ- ÎÉÅ ÓÆÅÒÙ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀ- ÝÅÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÕ ìÅÖÁÎÄÒÁ

ÖÁÎÄÒÁ ÓÔÅÐÅÎÉ k ÎÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ (−1; 1) ÒÁŒÎÏ k. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒÓÅ ËÏÒÎÉ | ÐÒÏÓÔÙÅ.

ëÁÖÄÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ìÅÖÁÎÄÒÁ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔ ÚÏ- ÎÁÌØÎÏÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ËÏÌÅÂÁÎÉÅ ÓÆÅÒÙ, ÒÉÓ. 11.8.

ëÒÏÍÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ìÅÖÁÎÄÒÁ f ÓÔÅÐÅÎÉ k, ÔÏ ÖÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÉÍÅÀÔ ÅÝÅ ÐÒÉÓÏÅÄÉ- ÎÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ f_j(z) cos j’, f_j(z) sin j’ (j < k), ËÏÔÏÒÙÅ ÔÁËÖÅ ÏÐÉÓÙŒÁÀÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ËÏÌÅÂÁ- ÎÉÑ, ÒÉÓ. 11.9; ËÁÖÄÁÑ ÄÏÌØËÁ Œ ÓÅÔËÅ ËÏÌÅÂÌÅÔÓÑ ÏÔÄÅÌØÎÏ.

ðÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕ- ÞÉÔØ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ìÅÖÁÎÄÒÁ, ÐÏŒÏÒÁÞÉŒÁÑ ÓÆÅÒÕ ŒÏËÒÕÇ ÏÓÉ x ÉÌÉ ÏÓÉ y ÎÁ ÍÁÌÙÊ ÕÇÏÌ ¸. íÎÏÇÏÞÌÅÎ ìÅ- ÖÁÎÄÒÁ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ Œ ÂÌÉÚËÕÀ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎË- ÃÉÀ. ðÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÚÍÅÒÑÅÔ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÉÓÈÏÄ- ÎÏÊ É ÓÄŒÉÎÕÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÓÄŒÉÎÕÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÏ ¸ É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÊ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ: (x(@=@z) − z(@=@x))f(z) = xf^′(z) = f^′(z) √ 1 − z^2 cos ’. ðÒÉ ÐÏŒÔÏÒ- ÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑÈ ÐÏÑŒÌÑÀÔÓÑ cos 2’, É Ô. Ä. üÔÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÙŒÁÀÔ, ÍÅÖÄÕ ÐÒÏÞÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÏÒÏÖÄÁ- ÀÔÓÑ ÏÄÎÏÊ ÚÏÎÁÌØÎÏÊ, É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÄÏËÁÚÙŒÁÀÔ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔØ

(ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ).

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ íÁËÓŒÅÌÌÁ ÄÁÅÔ ŒÓÅ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ.

íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ (ÓÍ. ÎÉÖÅ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÅ 1), ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ k- ËÒÁÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ 1=r ÐÏ k ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍ (É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏ, ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÍ) ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÏÌÑÍ ÌÉÎÅÊÎÏ (ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÐÏÌÑ). òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÄÎÙÈ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 2k + 1, ÔÁË ËÁË ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ k-ËÒÁÔÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑÍÉ k ŒÅËÔÏÒÏŒ (k ÔÏÞËÁÍÉ ÎÁ 2-ÓÆÅÒÅ) É ÅÝÅ ÏÄÎÉÍ ÏÂÝÉÍ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ŒÙÛÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÜÔÏ- ÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2k + 1 ÎÁ ŒÓÅ (2k + 1)-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ k Œ R^3 . úÎÁÞÉÔ, ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ íÁËÓŒÅÌÌÁ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÁÅÔ ŒÓÅ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ Ó ÄÁÎÎÙÍ k, ÎÏ ÏÎÉ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ, ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ. ôÅÍ ÓÁ- ÍÙÍ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ:

S^k(RP^2 ) ≈ RP^{2k} :

ôÅÏÒÉÑ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÍÅÅÔÓÑ Œ ÌÀÂÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, Œ ÌÀ- ÂÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÅÓÔØ ÚÏÎÁÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. ðÒÉ n = 3 ÜÔÏ ÐÏÌÉÎÏÍÙ ìÅÖÁÎÄÒÁ. ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÐÒÉ n = 2.

ëÏÌÅÂÁÎÉÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÏÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ

cos k’; sin k’:

óÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÚÏÎÁÌØÎÙÈ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁŒÉÔØ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÀ, ÚÁŒÉÓÑÝÕÀ ÔÏÌØËÏ ÏÔ z. îÏ ÜÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ: ÔÁËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ z = cos ’, Á ÔÁËÖÅ ÆÕÎËÃÉÑ cos k’ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ k, ÒÉÓ. 11.10.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. cos k’ = T_k(cos ’), ÇÄÅ T_k | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ.

üÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ þÅÂÙÛÅŒÁ. ïÎÉ ÏÒÔÏ- ÇÏÎÁÌØÎÙ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [−1; 1], ÐÒÁŒÄÁ, Ó ŒÅÓÏÍ (ÐÏÓÞÉÔÁÊÔÅ, Ó ËÁËÉÍ), É ÉÍÅÀÔ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍ ÎÕÌÅÊ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ìÅÖÁÎÄÒÁ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÎÕÌÅÊ.

íÅÖÄÕ ÐÒÏÞÉÍ, ÒÏÌØ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÚÄÅÓØ ÉÇÒÁÀÔ ÆÕÎË- ÃÉÉ sin k’, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÉÚ ÚÏÎÁÌØÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑÍÉ ÐÏ ÕÇÌÕ ÐÏŒÏÒÏÔÁ ÚÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.

òÉÓ. 11.10. úÏ- ÎÁÌØÎÙÅ ËÏÌÅÂÁÎÉÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ

âÏÌØÛÉÎÓÔŒÏ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÈ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅ- ÓËÏÊ ÆÉÚÉËÉ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ Œ ÚÁÄÁÞÅ Ï ËÏÌÅÂÁÎÉÑÈ ÔÅÌ Ó ÔÏÊ ÉÌÉ ÉÎÏÊ ÓÉÍ- ÍÅÔÒÉÅÊ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÚÁÄÁÞÁ Ï ËÏÌÅÂÁÎÉÑÈ ËÒÕÇÁ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ âÅÓÓÅÌÑ. âÅÓÓÅÌØ | ÎÅÍÅÃËÉÊ ÁÓÔÒÏÎÏÍ, ŒÓÔÒÅÔÉŒÛÉÊ ÜÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÇÒÁŒÉÔÁÃÉÏÎÎÏÇÏ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÁ óÏÌÎÃÁ, ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ËÅÐÌÅÒÏŒ ÜÌÌÉÐÓ, Œ ÒÑÄ æÕÒØÅ.

ôÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÓÔÏÌØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ, ËÁË ÚÁÄÁÞÁ Ï ËÏÌÅÂÁÎÉÑÈ ËÒÕÇÁ É Ï ÐÒÉÔÑÖÅÎÉÉ ÐÌÁÎÅÔ, ÐÒÉŒÏÄÑÔ Ë ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÄÉŒÉÔÅÌØÎÙÍ ÐÒÏÑŒÌÅÎÉÅÍ ÕÎÉŒÅÒ- ÓÁÌØÎÏÓÔÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÅÄÉÎÓÔŒÁ ŒÓÅÇÏ ÓÕÝÅÇÏ.

þÔÏÂÙ ÚÁËÏÎÞÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÏÒÁÚÉÔÅÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ íÁËÓ- ŒÅÌÌÁ, ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÕÀ Œ ÎÅÍ (É ÔÁËÖÅ ÐÏÒÁÚÉÔÅÌØ- ÎÕÀ) ÔÅÏÒÅÍÕ ÏÂ ÕÓÔÒÁÎÉÍÏÊ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ n = 2. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ Œ R^n ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÁ Œ ÎÅËÏÔÏ- ÒÏÊ ÐÒÏËÏÌÏÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ, ÔÏ ÏÎÁ ÐÒÏÄÏÌÖÁ- ÅÔÓÑ ÐÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ Œ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ, É ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÇÁÒÍÏ- ÎÉÞÎÁ É Œ ÐÏÌÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ, ŒËÌÀÞÁÑ ÓÁÍÕ ÔÏÞËÕ.

üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÓÔÏÊ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ. çÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÍÂÒÁÎÙ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÊ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ËÏÎÔÕÒ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÅÍÂÒÁÎÕ ÍÏÖÎÏ ÎÁÔÑÎÕÔØ ÎÁ ÄŒÁ ËÏÌÅÞËÁ. ôÅÏÒÅÍÁ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÅÌØÚÑ ÍÅÍÂÒÁÎÕ ÐÏÄÐÅÒÅÔØ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÉÇÏÌËÏÊ, ÉÇÏÌËÁ ÐÒÏÊÄÅÔ ÎÁÓËŒÏÚØ, ÒÉÓ. 11.11.

œ ÓÌÕÞÁÅ ÔÏÎËÏÊ ÐÌÁÓÔÉÎËÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ ´^2u = 0, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÅŒÅÒÎÏ, Ô. Å. ÐÌÁÓÔÉÎËÕ ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÐÅÒÅÔØ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÒÁÓòÉÓ. 11.11. íÅÍÂÒÁ- ÎÕ ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÐÅÒÅÔØ ËÏÌÅÞËÏÍ, ÎÏ ÎÅÌØÚÑ ÉÇÏÌËÏÊ

òÉÓ. 11.12. íÅÔÏÄ ÂÁÒØÅÒÁ ÕÓÔÒÁÎÅÎÉÑ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ

ÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÊ ÔÏÞËÅ 0 (ÓÄŒÉÎÕŒ É ÒÁÓÔÑÎÕŒ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉ- ÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÅÍ r = 1). ðÏÓÔÒÏÉÍ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅ- ÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ Œ ËÒÕÇÅ, ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÕÀ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó ÎÁÛÅÊ ÆÕÎËÃÉ- ÅÊ. íÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ (ÑŒÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ | ÉÎÔÅÇÒÁÌ ðÕÁÓÓÏÎÁ | ÕËÁÚÁÎÁ Œ ÌÅËÃÉÉ 7). îÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÉÓÈÏÄÎÏÊ É ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ u, ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ Œ ÐÒÏËÏÌÏÔÏÍ ËÒÕÇÅ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ u_0 = C ln(1=r). ïÎÁ ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÁ Œ ÐÒÏËÏÌÏ- ÔÏÍ ËÒÕÇÅ É ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ r = 1. ðÏÄÂÅÒÅÍ C ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÐÒÉ r = " ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÂÙÌÁ ÂÏÌØÛÅ u.

æÕÎËÃÉÑ u Œ ÐÒÏËÏÌÏÔÏÍ ËÒÕÇÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ; ÐÕÓÔØ ÔÁÍ |u| ⩽ M. þÔÏÂÙ ÐÒÉ r = " ÆÕÎËÃÉÑ u_0 ÂÙÌÁ ÒÁŒÎÁ M, ŒÙÂÅÒÅÍ C = M ln(1=”) . ôÏÇÄÁ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ u = u_0 = 0, Á ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉÕÓÁ " u ⩽ u_0. œ ËÏÌØÃÅ ÍÅÖÄÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ ÏÂÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÙ, Á ÎÁ ÏÂÅÉÈ ÇÒÁÎÉÃÁÈ u ⩽ u_0. ðÏ ÐÒÉÎÃÉÐÕ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ Œ ËÏÌØÃÅ ÆÕÎËÃÉÑ u_0 −u ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ ŒÓÀÄÕ Œ ËÏÌØÃÅ, ÒÉÓ. 11.12. éÔÁË,

0 ⩽ u ⩽

M ln(1=r) ln(1=”) : ôÁËÏÍÕ ÖÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ É ÆÕÎËÃÉÑ −u.

ðÕÓÔØ " → 0. ôÏÇÄÁ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ËÒÕÇÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ u = 0, ÒÉÓ. 11.12. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÏÈÏÄÉÔ É Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ Œ ÎÕÌÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ ÓÌÁÂÅÅ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ. ðÒÉÍÅÎÅÎÎÙÊ ÍÅÔÏÄ ÕÓÔÒÁÎÅÎÉÑ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÅÔÏÄÏÍ ÂÁÒØÅÒÁ. óÕÝÎÏÓÔØ ÍÅÔÏÄÁ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ŒÎÅ ÏÓÏ- ÂÅÎÎÏÓÔÉ, ÓÔÒÅÍÑÝÕÀÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÐÒÉ ÐÏÄÈÏÄÅ Ë ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ.

õÍÎÏÖÉŒ ÔÁËÕÀ ĂÂÁÒØÅÒÎÕÀĄ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ ÐÏÄÈÏÄÑÝÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ, ÅÅ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÊ Œ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ ŒÎÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ. åÓÌÉ ÉÓÓÌÅÄÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÐÒÉ ÐÏÄÈÏÄÅ Ë ÏÓÏÂÅÎ- ÎÏÓÔÉ ÍÅÄÌÅÎÎÅÅ, ÞÅÍ ÂÁÒØÅÒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÔÏ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ ÕÓÔÒÁÎÉÍÁ: ÎÁ ËÒÁÑÈ ËÏÌØÃÁ ÉÓÓÌÅÄÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÍÅÎØÛÅ (ÎÅ ÂÏÌØÛÅ) ÂÁÒØÅÒÎÏÊ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎÁ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÍÅÎØÛÅ (ÎÅ ÂÏÌØÛÅ) ÅÅ ŒÅÚÄÅ É ÐÏÜÔÏÍÕ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ.

ôÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÕÓÔÒÁÎÉÍÏÊ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ŒÅÒÎÁ Œ ÌÀÂÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ; ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÓÌÁÂÅÅ, ÞÅÍ Õ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÔÁËÏÅ ÖÅ, ËÁË ÐÒÉ n = 2, ÔÏÌØËÏ ŒÍÅÓÔÏ C ln(1=r) ÎÕÖÎÏ ÐÏÓÔÁŒÉÔØ C(r^{n−2} − 1).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. üÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÊ ìÉÕŒÉÌÌÀ, ÓÐÒÁŒÅÄ- ÌÉŒ É Œ R^n ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ n, ÎÏ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÅ ÎÉÖÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ n = 2.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. óÆÅÒÁ òÉÍÁÎÁ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÓÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉ- ÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÐÏËÒÙŒÁÅÔÓÑ ÄŒÕÍÑ ÐÌÏÓËÉÍÉ ËÁÒÔÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓŒÑÚÁ- ÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ w = 1=z. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁÛÕ ÆÕÎËÃÉÀ u(z) Œ ËÁÒÔÅ w, ÔÁÍ ÏÎÁ ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÁ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÕÓÔÒÁÎÉÍÏÊ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÏÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ É ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÁ ÎÁ ŒÓÅÊ ÓÆÅÒÅ òÉÍÁÎÁ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÁ ÄÁÖÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ: ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ŒÓÑËÁÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÎÁ ŒÓÅÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ.

úÁÄÁÞÁ. åÓÌÉ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÑ ÒÁÓÔÅÔ ÎÅ ÂÙ- ÓÔÒÅÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, ÔÏ ÏÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ.

õ Ë Á Ú Á Î É Å. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÔÁËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÒÁÓÔÕÔ ÎÅ ÂÙÓÔÒÅÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ. ïÔÓÀÄÁ, ŒŒÉÄÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ëÏÛÉ { òÉÍÁÎÁ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f, ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÒÁÓÔÅÔ ÎÅ ÂÙÓÔÒÅÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÁ. úÎÁÞÉÔ, ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÏËÏÌÏÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ z = ∞ (Ô. Å. w = 0) ÆÕÎËÃÉÑ f(z)=z^N = w^N f(1=w) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÕÓÔÒÁÎÉÍÏÊ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ ÐÒÉ w = 0, ÐÏÜÔÏÍÕ f | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ N.

úÁÄÁÞÁ. õÓÔÒÁÎÉÍÁ ÌÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÇÁÒ- ÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ Œ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÉ Ë ÏÔÒÅÚËÕ Œ R^3 ?

õ Ë Á Ú Á Î É Å. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÂÁÒØÅÒÁ ŒÚÑÔØ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ ÚÁÒÑÄÁ ÐÌÏÔÎÏ- ÓÔÉ 1 ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ.

úÁÄÁÞÁ. äÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ ìÉÕŒÉÌÌÑ Œ R^n : ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÇÁÒÍÏÎÉ- ÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ.

õ Ë Á Ú Á Î É Å. œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ðÕÁÓÓÏÎÁ ÉÌÉ ÒÁÚÌÏÖÅ- ÎÉÅÍ Œ ÒÑÄ ÐÏ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ ÎÁ ÂÏÌØÛÏÊ ÓÆÅÒÅ.