ìÅËÃÉÑ 4.

óÔÒÕÎÁ (ÍÅÔÏÄ äÁÌÁÍÂÅÒÁ)

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÔÒÕÎÕ (ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÓÅÂÅ ÒÅÁÌØÎÕÀ ÓÔÒÕÎÕ ÍÕÚÙ- ËÁÌØÎÏÇÏ ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔÁ, ÐÒÉËÒÅÐÌÅÎÎÕÀ Ë ÄÅËÅ, ÒÉÓ. 4.1).

òÉÓ. 4.1. óÔÒÕÎÁ

ðÕÓÔØ u(x; t) | ÓÍÅÝÅÎÉÅ ÓÔÒÕÎÙ Œ ÔÏÞËÅ x Œ ÍÏÍÅÎÔ t ÏÔ ÒÁŒÎÏŒÅÓ- ÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ Œ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ. éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÔÒÕ- ÎÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁ, Á ÓÍÅÝÅÎÉÑ ÎÅŒÅÌÉËÉ ÐÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÀ Ó ÒÁÚÍÅÒÁÍÉ ÓÔÒÕÎÙ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ u(x; t) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ- ÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ Œ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ:

u_{tt} = a^2u_{xx}: (4.1)

œÙŒÏÄÏÍ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÍÙ Œ ÄÁÎÎÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ ÎÅ ÂÕÄÅÍ. úÄÅÓØ a | ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÉÍÅÀÝÁÑ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÓËÏÒÏÓÔÉ, ËÁË ÂÕÄÅÔ ÐÏËÁÚÁÎÏ ÎÉÖÅ.

1. ïÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ

úÁÄÁÞÁ 1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (4.1) ÚÁÍÅÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ

= x − at; ” = x + at 33 òÉÓ. 4.2. èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÓÔÒÕÎÙ

ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Ë ŒÉÄÕ

u_” = 0: (4.2)

(ðÒÉ a = 1 ÜÔÁ ÚÁÍÅÎÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÐÏŒÏÒÏÔÁ É ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÑ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.)

õÒÁŒÎÅÎÉÅ (4.2) ÌÅÇËÏ ÒÅÛÁÅÔÓÑ: ÚÁÐÉÛÅÍ ÅÇÏ Œ ŒÉÄÅ (u)_” = 0, ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ u ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ”, Ô. Å. ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ ŒÄÏÌØ ŒÅÒÔÉ- ËÁÌØÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (; ”), ÒÉÓ. 4.2.

éÔÁË, u = f(), Ô. Å. ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÓŒÅÌÏÓØ Ë ÐÒÏ- ÓÔÅÊÛÅÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ ŒÉÄÁ F^′ = f, ÚÎÁÞÉÔ, u = ∫ f() d = F () + G(”);

ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÐÒÑÍÏÊ, ŒÄÏÌØ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ, Ô. Å. ÏÔ ”.

åÓÌÉ ÍÙ ÉÝÅÍ ÒÅÛÅÎÉÅ Œ ËÌÁÓÓÅ ÔÁËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÞÔÏÂÙ ŒÓÅ ÏÎÉ, Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ Œ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ ŒÙËÌÁÄËÁÈ, ÂÙÌÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍÉ, ÔÏ ÐÏÌÕ- ÞÉÍ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ŒÉÄÁ f() + g(”), ÇÄÅ ÆÕÎËÃÉÑ f ÇÌÁÄËÁÑ, Á g ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÁÑ. íÙ ÐÒÉÛÌÉ Ë ĂÒÅÛÅÎÉÀĄ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÅÔ ŒÏÏÂÝÅ ÎÅ ÉÍÅÔØ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÄÎÙÈ! ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÒÅÛÁÑ Œ ÄÒÕÇÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÁÓÉÍÍÅÔÒÉÀ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ. óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ ÖÅ ÓÍÅÛÁÎÎÙÈ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄ- ÎÙÈ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÌØËÏ Œ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÇÌÁÄËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. üÔÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ ÓÌÕÖÉÔ ÓÔÉÍÕÌÏÍ Ë ŒŒÅÄÅÎÉÀ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, Œ ËÌÁÓÓÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ ŒÉÄÁ f() + g(”) Ó ÎÅÇÌÁÄËÉÍÉ f; g.

íÙ Œ ÄÁÎÎÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÝÅÔÓÑ Œ ËÌÁÓÓÅ ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÔÁË ÞÔÏ f É g ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÇÌÁÄËÉÅ.

éÔÁË, u(x; t) = f(x − at) + g(x + at) | ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (4.2).

òÉÓ. 4.3. óÔÅÒÖÅÎØ

2. ëÒÁÅŒÙÅ ÚÁÄÁÞÉ É ÚÁÄÁÞÁ ëÏÛÉ

úÁÄÁÞÁ ëÏÛÉ ŒÙÑŒÌÑÅÔ ÓÈÏÄÓÔŒÏ É ÒÁÚÌÉÞÉÅ ÔÅÏÒÉÊ ïäõ É õòþð. œ ÔÅÏÒÉÉ ïäõ ÆÁÚÏŒÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ, Á ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ ÄÅÌÏ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍ ÆÁÚÏŒÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ.

úÁÄÁÞÁ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÓÔÒÕÎÙ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (4.1) Ó ÎÁ- ÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ

u|_{t=0} = ’(x); u_t|_{t=0} = (x): (4.3)

úÎÁÞÅÎÉÅ ŒÔÏÒÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ Œ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÎÅ ÎÁÄÏ ÚÁÄÁŒÁÔØ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÅÅ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÉÚ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ.

íÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ x ∈ R, Ô. Å. ÓÔÒÕÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ. üÔÁ ÍÏÄÅÌØ ÄÁÅÔ ÈÏÒÏÛÅÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ Ë ÆÉÚÉÞÅÓËÏÊ ÒÅÁÌØÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁ- ÅÍ ÍÁÌÙÅ ÐÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÀ Ó ÒÁÚÍÅÒÏÍ ÓÔÒÕÎÙ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑ ÎÁ ÍÁÌÙÈ ÐÒÏ- ÍÅÖÕÔËÁÈ ŒÒÅÍÅÎÉ.

ðÅÒŒÁÑ ËÒÁÅŒÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ŒËÌÀÞÁÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (4.1) ÐÒÉ x ∈ (0; l), ÎÁ- ÞÁÌØÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ (4.3) É ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ

u|_{x=0} = u|_{x=l} = 0; (4.4)

ŒÙÒÁÖÁÀÝÉÅ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÔÒÕÎÁ ÚÁËÒÅÐÌÅÎÁ ÎÁ ËÏÎÃÁÈ.

üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔ ÔÁËÖÅ ÐÒÏÄÏÌØÎÙÅ ËÏÌÅÂÁÎÉÑ ÚÁËÒÅÐÌÅÎÎÏ- ÇÏ ÎÁ ËÏÎÃÁÈ ÓÔÅÒÖÎÑ, ÚÄÅÓØ u(x; t) | ÓÍÅÝÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ x ÓÔÅÒÖÎÑ ÏÔ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÒÁŒÎÏŒÅÓÉÑ Œ ÍÏÍÅÎÔ t, ÒÉÓ. 4.3.

íÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ËÏÌÅÂÁÎÉÑ ÓÔÅÒÖÎÑ Ó ÏÄÎÉÍ ÉÌÉ ÏÂÏÉÍÉ ÓŒÏ- ÂÏÄÎÙÍÉ ËÏÎÃÁÍÉ, ÞÔÏ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÅÍ

u_x|_{x=0} = 0 É/ÉÌÉ u_x|_{x=l} = 0: (4.5)

ëÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏŒÉÊ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ŒÔÏÒÁÑ É ÔÒÅÔØÑ ËÒÁÅŒÙÅ ÚÁÄÁÞÉ.

þÅÔŒÅÒÔÁÑ ËÒÁÅŒÁÑ ÚÁÄÁÞÁ: ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÇÒÁ- ÎÉÞÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ

u(x; t) = u(x + l; t); (4.6)

ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÆÕÎËÃÉÑ u ÚÁÄÁÎÁ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

íÙ ÓÏÂÉÒÁÅÍÓÑ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÏÌÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ŒÓÅÈ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÚÁÄÁÞ (ÞÁÓÔØÀ | ÎÁ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑÈ).

3. úÁÄÁÞÁ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕÎÙ.

æÏÒÍÕÌÁ äÁÌÁÍÂÅÒÁ

éÔÁË, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÄÁÞÕ ëÏÛÉ u_{tt} = a^2u_{xx}, u|_{t=0} = ’(x), u_t|_{t=0} = (x).

ôÅÏÒÅÍÁ (ÆÏÒÍÕÌÁ äÁÌÁÍÂÅÒÁ). òÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

u(x; t) =

’(x − at) + ’(x + at) 2 + 1 2a x+at∫

x−at

(y) dy: (4.7)

ó È Å Í Á Ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Á. íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ u(x; t) = f(x − at) + g(x + at). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ f(x − at). çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ f(x − at) Œ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ t ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ f(x), ÓÄŒÉÎÕÔÙÊ ÐÒÉ t > 0 ŒÐÒÁŒÏ ÎÁ at. üÔÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ŒÏÌÎÏÊ. áÎÁ- ÌÏÇÉÞÎÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ g(x + at) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ŒÏÌÎÏÊ. ðÏÄÓÔÁŒÉÍ t = 0 ÓÎÁÞÁÌÁ Œ ÆÏÒÍÕÌÕ ÏÂÝÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ, Á ÚÁÔÅÍ Œ ÜÔÕ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÕ, ÐÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÐÏ t, ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ: { u|_{t=0} = ’(x) = f(x) + g(x); u_t|_{t=0} = (x) = −af^′(x) + ag^′(x):

(4.8)

òÅÛÉŒ ÅÅ, ÎÁÊÄÅÍ f; g, ÐÏÄÓÔÁŒÉÍ Œ ÆÏÒÍÕÌÕ ÏÂÝÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ É ÐÏÌÕÞÉÍ (4.7).

úÁÄÁÞÁ 2. œÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ.

úÁÄÁÞÉ Ï ĂÍÕÌØÔÆÉÌØÍÁÈĄ

ðÏÌØÚÕÑÓØ ÆÏÒÍÕÌÏÊ äÁÌÁÍÂÅÒÁ, ÍÏÖÎÏ ÒÉÓÏŒÁÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÙÅ ĂËÁÄÒÙ ÍÕÌØÔÆÉÌØÍÁ Ï ËÏÌÅÂÁÎÉÉ ÓÔÒÕÎÙĄ, ÚÎÁÑ ÇÒÁÆÉËÉ ÕÓÌÏŒÉÊ ëÏÛÉ.

ðÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ ≡ 0, Á ÇÒÁÆÉË ’ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ, ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 4.4, ÇÄÅ ’ ≠ 0 ÎÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ ÄÌÉÎÙ 1.

òÉÓ. 4.4. îÁÞÁÌØÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ

ôÏÇÄÁ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ äÁÌÁÍÂÅÒÁ, ËÏÔÏÒÁÑ Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ u(x; t) = (’(x − at) + ’(x + at))=2, ÐÏÌÕÞÉÍ ÆÏÒÍÕ ÓÔÒÕÎÙ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÙÅ ÍÏÍÅÎÔÙ ŒÒÅÍÅÎÉ, ÒÉÓ. 4.5.

úÁÄÁÞÁ 3. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÍÕÌØÔÆÉÌØÍ ÄÌÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ ’ ≡ 0, | ÆÕÎËÃÉÑ ŒÉÄÁ .

4. ðÏÌÕÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÓÔÒÕÎÁ

úÁÄÁÞÁ ŒËÌÀÞÁÅÔ Œ ÓÅÂÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (4.1), ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ (4.3) É ÇÒÁ- ÎÉÞÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ u|_{x=0} ≡ 0 (ÚÁËÒÅÐÌÅÎÎÙÊ ËÏÎÅÃ) ÉÌÉ u_x|_{x=0} ≡ 0 (ÓŒÏ- ÂÏÄÎÙÊ ËÏÎÅÃ).

ëÏÍÂÉÎÉÒÕÅÍ ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ É ŒÉÄ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ, ÐÏÌÕ- ÞÁÅÍ ÔÁÂÌÉÃÕ ÚÁÄÁÞ:

úÁÄÁÞÉ 4{7. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÍÕÌØÔÆÉÌØÍÙ ÄŒÉÖÅÎÉÑ ÓÔÒÕÎÙ ÄÌÑ ÕËÁ- ÚÁÎÎÙÈ Œ ÔÁÂÌÉÃÅ ÕÓÌÏŒÉÊ.

òÉÓ. 4.5. æÏÒÍÁ ÓÔÒÕÎÙ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÅ ÍÏÍÅÎÔÙ

ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ’: ’ ≡ 0 ≡ 0 :

ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ËÏÎÅÃ ÐÒÉ x = 0 4 5 ÚÁËÒÅÐÌÅÎÎÙÊ ËÏÎÅÃ ÐÒÉ x = 0 6 7

õ Ë Á Ú Á Î É Å. ðÏÌÕÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÍÏÖÎÏ ÓŒÅÓÔÉ Ë ÎÅÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÎÏÊ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÒÅÛÅÎÉÅ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÓÕÖÅÎÎÏÅ ÎÁ ÐÏ- ÌÕÐÒÑÍÕÀ, ÄÁŒÁÌÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÏÌÕÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÅÏÂ- ÈÏÄÉÍÏ ÔÁË ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÁ ŒÓÀ ÐÒÑÍÕÀ, ÞÔÏÂÙ ÒÅ- ÛÅÎÉÅ Œ ÔÏÞËÅ x = 0 ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÌÏ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ.

úÄÅÓØ ÐÏÍÏÇÁÀÔ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÞÅÔÎÏÓÔÉ. ðÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÎÁ ŒÓÀ ÐÒÑÍÕÀ ÞÅÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ, ÅÓÌÉ Œ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ u_x|_{x=0} = 0. îÏ ÂÕÄÅÔ ÌÉ ÒÅÛÅÎÉÅ Œ ÌÀÂÏÊ ÍÏÍÅÎÔ ÞÅÔÎÙÍ ÐÏ x? œÏ-ÐÅÒŒÙÈ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ äÁÌÁÍÂÅÒÁ, ŒÏ-ŒÔÏÒÙÈ ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÊ ÉÄÅÅÊ.

ðÒÉ ŒÙŒÏÄÅ ÆÏÒÍÕÌÙ äÁÌÁÍÂÅÒÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÒÅÛÅ- ÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ. õÒÁŒÎÅÎÉÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÑ x → −x. åÓÌÉ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÞÅÔÎÏ, Ô. Å. ÔÏÖÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, ÔÏ ÉÍÅÅÍ ÄŒÁ ÒÅÛÅÎÉÑ: u(x; t) É u(−x; t). îÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ ÒÅÛÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ, ÔÏ ÏÎÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ: u(x; t) = u(−x; t), Ô. Å. ÒÅÛÅÎÉÅ ÞÅÔÎÏ.

üÔÏ ÏÂÝÁÑ ÉÄÅÑ: ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÞÁ ŒÙÄÅÒÖÉŒÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ, Á ÒÅÛÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ, ÔÏ ÏÎÏ ÔÏÖÅ ŒÙÄÅÒÖÉŒÁÅÔ ÜÔÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÕÓÌÏ- ŒÉÑ u|_{x=0} = 0.

5. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÓÔÒÕÎÁ (ÒÅÚÏÎÁÎÓ)

íÅÔÏÄ äÁÌÁÍÂÅÒÁ ÎÅ ÏÞÅÎØ ÕÄÏÂÅÎ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ËÒÁÅŒÙÈ ÚÁÄÁÞ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕÎÙ, ŒÐÏÓÌÅÄÓÔŒÉÉ ÍÙ ÒÁÚÏŒØÅÍ ÄÒÕÇÏÊ ÏÞÅÎØ ÍÏÝ- ÎÙÊ ÍÅÔÏÄ. óÅÊÞÁÓ ÐÒÏÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÅÍ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÍÅÔÏÄÁ äÁÌÁÍÂÅÒÁ ÎÁ ÚÁÄÁÞÅ Ï ŒÙÎÕÖÄÅÎÎÙÈ ËÏÌÅÂÁÎÉÑÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕÎÙ. üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ŒËÌÀÞÁÅÔ Œ ÓÅÂÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (4.1), ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ (4.3) É ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ËÒÁÅŒÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ: u|_{x=0} = f(t), u|_{x=l} = 0.

úÁÄÁÞÁ 8. îÁÊÄÉÔÅ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ.

õ Ë Á Ú Á Î É Å. œËÌÁÄ Œ ÒÅÛÅÎÉÅ Œ ÔÏÞËÅ (x; t) ÄÁÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÐÒÉ- ÎÅÓÅÎÎÙÅ Ó ËÒÁÅŒ É Ó ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ t = 0 ŒÄÏÌØ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË x − at = const, x + at = const. èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÐÒÅÔÅÒÐÅŒÁÀÔ ÉÚÌÏÍ, ÏÔÒÁÖÁÑÓØ ÏÔ ËÒÁÅŒ. œ ÉÔÏÇÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÁÌØ- ÔÅÒÎÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÓÕÍÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÊ Œ ÕÚÌÁÈ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÌÏÍÁÎÙÈ, ÒÉÓ. 4.6.

òÉÓ. 4.6. ëÁË ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÒÅÛÅÎÉÑ Œ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ

îÁÞÁÌØÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍÉ, ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÍÏÖÅÔÅ ÓÎÁÞÁÌÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÕÌÅŒÙÅ.

úÁÄÁÞÁ 9. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f(t) ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ Ó ÐÅÒÉÏÄÏÍ T . âÕÄÅÔ ÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÔØ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ Ó ÔÁËÉÍÉ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ÕÓÌÏŒÉ- ÑÍÉ? åÓÌÉ ÂÕÄÅÔ, ÔÏ ÂÕÄÕÔ ÌÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ?

ï Ô Œ Å Ô. ðÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ÓÌÕÞÁÑÈ ÒÅÚÏÎÁÎÓÁ (ËÏÇÄÁ ÐÅÒÉÏÄ ŒÎÅÛÎÅÊ ÓÉÌÙ T ÓÏÉÚÍÅÒÉÍ Ó ĂÐÅÒÉ- ÏÄÏÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ËÏÌÅÂÁÎÉÊĄ 2l=a). ðÒÉ ÐÏÞÔÉ ŒÓÅÈ (Œ ÓÍÙÓÌÅ ÍÅÒÙ ìÅÂÅÇÁ) ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ T ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ (ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ ÇÌÁÄËÁÑ). üÔÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÞÉÓÌÏŒÙÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ (ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÄÉÏÆÁÎÔÏŒÙÈ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ).

œ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÔÒÅ- ÂÏŒÁÌÉ ÌÉÛØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ, ÎÅ ŒÙÈÏÄÑÝÅÇÏ ÚÁ ÒÁÍËÉ ÔÅÏÒÉÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ É ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÁÚÄÅÌÙ ÐÏÔÒÅÂÕÀÔ ÂÏÌÅÅ ÍÏÝÎÙÈ ÓÒÅÄÓÔŒ ÁÎÁÌÉÚÁ.

6. íÅÔÏÄ æÕÒØÅ

œÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ (4.1): u_{tt} = a^2u_{xx}. îÁ ÅÇÏ ÐÒÁŒÕÀ ÞÁÓÔØ ÍÙ ÍÏ- ÖÅÍ ÓÍÏÔÒÅÔØ ËÁË ÎÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÉÊ ÏÄ- ÎÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ ÄÒÕÇÏÅ (ÉÌÉ Œ ÓÅÂÑ, ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ- ŒÁÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÉÈ ÉÌÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ).

úÁÐÉÛÅÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (Á ŒÍÅÓÔÅ Ó ÎÉÍ É ÌÀÂÕÀ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÕÀ ÚÁÄÁ- ÞÕ) ÂÏÌÅÅ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ:

u_{tt} = Au;

u|_{x=0} = u|_{x=l} = 0 ÉÌÉ u(x + 2ı; t) = u(x; t):

îÁÞÁÌØÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÅ ÆÉËÓÉÒÕÅÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÈÏÔÉÍ ÎÁÕÞÉÔØÓÑ ÒÅ- ÛÁÔØ ÚÁÄÁÞÕ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ.

éÔÁË, A | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÔÏÞËÏÊ ÆÁÚÏŒÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ u, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÎÁÛÉÍ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ.

ïÐÅÒÁÔÏÒ A ÉÍÅÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ, ËÒÏÍÅ ÌÉ- ÎÅÊÎÏÓÔÉ. ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ÞÔÏ ÍÏÇÕÔ ÄÁÔØ ÜÔÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁ, ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ, ÓÎÁ- ÞÁÌÁ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÍÏÄÅÌÑÈ.

íÏÄÅÌØ 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØ- ÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ u_t = Au, u | ŒÅËÔÏÒ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^N , A | ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ: (Ax; y) = (x; Ay), ÇÄÅ ÓËÏÂ- ËÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ. ôÏÇÄÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÉÍÅÅÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÉÚ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ X_k, ÐÒÉÞÅÍ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÉÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ –_k ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙ. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÒÅÛÅÎÉÊ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÆÕÎËÃÉÉ e^{–k t}X_k. ïÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ u(t) = ∑ c_ke^{–k t}X_k. ìÅÇËÏ ÎÁÊÔÉ ÒÅÛÅÎÉÅ Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ u(0) = ’ (Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ). ðÏÄÓÔÁŒÉÍ t = 0: ’ = ∑ c_kX_k, ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÎÁÊÔÉ c_k. äÏÍÎÏÖÉÍ ÓËÁ- ÌÑÒÎÏ ÎÁ X_j , ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØÀ ÂÁÚÉÓÁ É ÐÏÌÕÞÉÍ: c_j = (’; X_j )=(X_j ; X_j ).

óÈÏÄÓÔŒÏ Ó ŒÏÌÎÏŒÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ ÚÄÅÓØ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÁÛ ÄÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ d^2=dx^2 | ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ Œ ÐÏÄ- ÈÏÄÑÝÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ.

äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ

ïÄÎÁ ÉÚ ÓÁÍÙÈ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÈ ÉÄÅÊ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÆÕÎËÃÉÊ ËÁË ÅŒËÌÉÄÏŒÙ. üÔÁ ÉÄÅÑ ÌÅÖÉÔ Œ ÏÓÎÏŒÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ.

îÏ ÓÅÊÞÁÓ ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ ÔÒÉ- ÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ. ðÒÉ ÌÀÂÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ N ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ

E_N = {u(x) = k=N∑

k=−N

c_ke^{ikx}; x ∈ S^1; c_k ∈ C }:

åÓÌÉ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÑÅÔÓÑ ÏÔ −N ÄÏ N, ÔÏ ÍÙ ÏÓÔÁÅÍÓÑ Œ ÐÒÅÄÅÌÁÈ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÅÓÌÉ ÏÔ −∞ ÄÏ +∞ | ÔÏ ÐÏÐÁÄÁÅÍ Œ ÏÂÌÁÓÔØ ÒÑÄÏŒ æÕÒØÅ, ÜÔÏ ÕÖÅ ÒÁÚÄÅÌ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ.

îÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ E_N ŒŒÅÄÅÍ ÜÒÍÉÔÏŒÕ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ:

(f; g) := 2ı∫ 0 f —g dx:

úÁÄÁÞÁ 10. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ŒÓÅ ÁËÓÉÏÍÙ ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

îÏÒÍÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ‖f‖^2 = (f; f). úÁÄÁÞÁ 11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ e_k = e^{ikx}, k ∈ {−N; : : : ; N} ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ.

ò Å Û Å Î É Å: 2ı∫ 0 e^{ikx}e^{−ilx} dx = 2ı, ÅÓÌÉ k = l; ÅÓÌÉ ÖÅ k − l = m ≠ 0,

ÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÒÁŒÅÎ 2ı∫ 0 e^{imx} dx = 1 im e^{imx}|^{2ı}_0 = 0.

íÏÄÅÌØ 2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÕÀ ËÒÁÅŒÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÄÌÑ ŒÏÌ- ÎÏŒÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ ÉÚ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ E_N :

u_{tt} = a^2u_{xx}; u(x + 2ı; t) = u(x; t); u|_{t=0} = ’; u_t|_{t=0} = ; ’; ∈ E_N :

œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ ÍÙ ÓŒÅÄÅÍ ÅÅ Ë ÓÉÓÔÅÍÅ ïäõ ŒÉÄÁ u_{tt} = Au, Ô. Å. ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÍÏÄÅÌÉ 1.