ìÅËÃÉÑ 7.

ôÅÏÒÉÑ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ. œÁÒÉÁÃÉÏÎÎÙÊ ÐÒÉÎÃÉÐ (ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ)

éÔÁË, ËÉÎÅÔÉÞÅÓËÁÑ É ÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÜÎÅÒÇÉÉ ÓÔÒÕÎÙ (ÒÉÓ. 7.1) ÉÍÅÀÔ

ŒÉÄ: T = 12 l∫ 0 _u^2 dx, U = k2 l∫ 0 (u_x)^2 dx.

òÉÓ. 7.1. óÔÒÕÎÁ

ìÁÇÒÁÎÖÉÁÎ L = T − U, ÉÚ ŒÁÒÉÁÃÉÏÎÎÏÇÏ ÐÒÉÎÃÉÐÁ ‹ ∫ L dt = 0 ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ üÊÌÅÒÁ { ìÁÇÒÁÎÖÁ ddt @L@q̇ = @L@q , ËÏÔÏÒÏÅ Œ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ŒÉÄ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ ÓÔÒÕÎÙ:

u_{tt} = ku_{xx}:

üÔÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÎÁ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ. ðÕÓÔØ ËÏÌÅ- ÂÌÅÔÓÑ ÔÅÌÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ n = 2 ÜÔÏ ÍÅÍ- ÂÒÁÎÁ. íÅÍÂÒÁÎÕ, ËÁË É ÓÔÒÕÎÕ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÓÅÂÅ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÅÄÅ- ÌÁ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÌÅÂÌÀÝÉÈÓÑ ÛÁÒÉËÏŒ, ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ ÐÒÕÖÉÎËÁÍÉ, ÒÉÓ. 7.2.

œ ÓÌÕÞÁÅ ÍÅÍÂÒÁÎÙ ÉÌÉ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÇÏ ÔÅÌÁ ËÉÎÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÌÕÞÁÀ ÓÔÒÕÎÙ: T = 12 ∫∫ ( @u @t )_2 dx. 63 ðÏÄ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÉÍÅÅÍ Œ ŒÉÄÕ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÊ ÉÎ- ÔÅÇÒÁÌ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÏÌÅÂÁÎÉÑ ÎÅ ÔÏÌØËÏ Œ ÏÄÎÏÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ, Á Œ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ, ÔÏÇÄÁ u ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ŒÅËÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÅÊ (ÇÅÏ- ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ: ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁŒÎÏŒÅÓÉÑ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÎÕÌÅŒÏÍÕ ÓÅÞÅÎÉÀ ÒÁÓÓÌÏ- ÅÎÉÑ, Á ÓÁÍÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÙÍ). ëÉÎÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ ÂÕÄÅÔ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØÓÑ ÔÏÊ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ, ÔÏÌØËÏ ÐÏÄ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ | ÓËÁ- ÌÑÒÎÙÊ ËŒÁÄÒÁÔ ŒÅËÔÏÒÁ ÓËÏÒÏÓÔÉ.

ëÁË ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ? óÏÏÂÝÉÍ ÏÔŒÅÔ:

U = k2 ∫ (∇u)^2 dx;

ÇÄÅ ∇u = @u @x = ( @u @x_1

; : : : ; @u @x_n ) | ÇÒÁÄÉÅÎÔ. üÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ

ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ äÉÒÉÈÌÅ.

äÉÒÉÈÌÅ ÚÁÎÉÍÁÌÓÑ Œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ ÔÅÏÒÉÅÊ ÞÉÓÅÌ, ÎÏ ÏÎ ÖÅ ÚÁÍÅÔÉÌ, ÞÔÏ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÉÎÉÍÉÚÉÒÕÀÔ ÜÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (ÐÒÉ ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÑÈ). üÔÁ ÆÉÚÉÞÅÓËÁÑ ÉÄÅÑ | ÔÁË ÎÁÚÙ- ŒÁÅÍÙÊ ÐÒÉÎÃÉÐ äÉÒÉÈÌÅ | ÏËÁÚÁÌÁÓØ ÍÏÝÎÅÊÛÉÍ ÏÒÕÄÉÅÍ ËÁË ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÚÁÄÁÞ, ÔÁË É ÄÌÑ ÉÈ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÑ É ÄÁÖÅ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÇÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. éÎÔÅÒÅÓÎÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ Ó ÜÔÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ É ÅÇÏ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑÍÉ ÓŒÑ- ÚÁÎÙ ÐÏÐÙÔËÉ ÄÏËÁÚÁÔØ ÇÉÐÏÔÅÚÕ Ï ÎÕÌÑÈ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÉ. çÉÐÏÔÅÚÁ ÓÏ- ÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÎÕÌÉ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÉ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. éÄÅÑ (ŒÏÓÈÏÄÑÝÁÑ ÐÏ ÍÅÎØÛÅÊ

òÉÓ. 7.2. áÐÐÒÏË- ÓÉÍÁÃÉÉ ÓÔÒÕÎÙ É ÍÅÍÂÒÁÎÙ

ÍÅÒÅ Ë çÉÌØÂÅÒÔÕ) ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÚÁÄÁÞÕ Ï ËÏÌÅÂÁÎÉ- ÑÈ, ÞÅÒÅÚ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÎÕÌÉ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÉ. œÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ŒÌÅÞÅÔ ÉÈ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ Œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

úÁÄÁÞÁ. îÁÊÔÉ ÍÉÎÉÍÕÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ äÉÒÉÈÌÅ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÓÆÅÒÅ.

ò Å Û Å Î É Å. äÌÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ, Á ÄÌÑ ÎÅÐÏÓÔÏ- ÑÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÎ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÍÉÎÉÍÕÍ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ É ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ.

õÒÁŒÎÅÎÉÑ üÊÌÅÒÁ { ìÁÇÒÁÎÖÁ ÉÍÅÀÔ Œ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÉÄ @^2u @t^2

= k´u, ÇÄÅ ´ = @^2 @x^2_1

+ : : : + @^2 @x^2_n

| ÏÐÅÒÁÔÏÒ ìÁÐÌÁÓÁ Œ ÄÅËÁÒ-

ÔÏŒÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ìÁÐÌÁÓÁ ÚÁŒÉÓÉÔ ÎÅ ÏÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Á ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ËÁË ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ´u = div(grad u).

ðÒÅÖÄÅ, ÞÅÍ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ, ÎÁÐÏÍÎÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÕÞÁÓÔŒÕÀ- ÝÉÈ ÚÄÅÓØ ÐÏÎÑÔÉÊ É ÕÂÅÄÉÍÓÑ Œ ÉÈ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ.

ðÕÓÔØ u | ÆÕÎËÃÉÑ, ÔÏÇÄÁ ÅÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ du | 1-ÆÏÒÍÁ, ÄÅÊ- ÓÔŒÕÀÝÁÑ ÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ : du|_x() = (a_x; ), ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ ÅŒ- ËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÌÀÂÁÑ 1-ÆÏÒÍÁ ÅÓÔØ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÁ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÊ Œ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ ŒÅËÔÏÒ. üÔÏÔ ŒÅËÔÏÒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅË- ÔÏÒÏÍ ÇÒÁÄÉÅÎÔÁ ÆÕÎËÃÉÉ u Œ ÔÏÞËÅ x: a_x = grad u|_x. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÇÒÁÄÉÅÎÔ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (ÂÏÌÅÅ ÏÂ- ÝÏ, ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ).

œ ÌÀÂÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÉÍÅÅÍ: du = ( @u @x_1 dx^1 + : : : + @u @x_n dx^n ) () = = ∑ @u @x_i i. œ ÄÅËÁÒÔÏŒÙÈ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÜÔÏ ÚÁÐÉÓØ

ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÏŒ É ( @u @x_1 ; : : : ; @u @x_n ) , ÔÁË ÞÔÏ Œ ÄÅËÁÒ-

ÔÏŒÙÈ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÇÒÁÄÉÅÎÔ u ÉÍÅÅÔ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ( @u @x_1 ; : : : ; @u @x_n ) . õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. îÁÊÄÉÔÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ grad u Œ ÐÏÌÑÒÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁ- ÔÁÈ ÎÁ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ É Œ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ Œ ÅŒËÌÉÄÏ- ŒÏÍ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ.

òÉÓ. 7.3. ðÏÔÏË ŒÅË- ÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÞÅÒÅÚ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ

äÉŒÅÒÇÅÎÃÉÑ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ, ÎÁ ËÏ- ÔÏÒÏÍ ÚÁÄÁÎ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÂSSÅÍÁ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÁ ÒÉÍÁÎÏŒÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ v = ∑ v_i(x) @@x_i É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ _x = v(x) ÆÁÚÏŒÙÊ ÐÏÔÏË Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ.

îÁÐÏÍÎÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÏÔÏËÁ ÐÏÌÑ ÞÅÒÅÚ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÆÏÒÍÕ ÏÂSSÅÍÁ ÞÅÒÅÚ fi = fi^n. æÏÒÍÁ ÏÂSSÅÍÁ fi^n | n-ÆÏÒÍÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ŒÅËÔÏÒÕ v (n−1)-ÆÏÒÍÕ i_v fi. üÔÁ ÆÏÒÍÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÏÊ Œ fi^n ÎÁ ÐÅÒŒÏÅ ÍÅÓÔÏ ŒÅËÔÏÒÁ v, ÏÓÔÁÌØÎÙÅ n − 1 ÍÅÓÔ | ÓŒÏÂÏÄÎÙ.

ðÏÔÏËÏÍ ÐÏÌÑ v ÞÅÒÅÚ (n − 1)-ÍÅÒÎÕÀ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÇÉÐÅÒÐÏ- ŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ ÐÏ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ.

ðÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ Œ ÄÅËÁÒÔÏŒÙÈ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ fi = dx_1 ∧ · · · ∧ dx_n. ôÏÇÄÁ

i_vfi = v_1 dx_2 ∧ · · · ∧ dx_n − v_2 dx_1 ∧ dx_3 ∧ · · · ∧ dx_n + : : : : : : ± v_n dx_1 ∧ · · · ∧ dx_{n−1}:

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉ n = 3 ÄÌÑ ÐÏÌÑ ÓËÏÒÏÓÔÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ _x = P , _y = Q, _z = R ÐÏÌÕÞÁÅÍ: i_vfi = P dy ∧ dz + Q dz ∧ dx + R dx ∧ dy.

ðÏÔÏË ÉÍÅÅÔ ÑÓÎÙÊ ÇÉÄÒÏÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ: ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÆÁÚÏ- ŒÏÊ ÖÉÄËÏÓÔÉ, ÐÒÏÔÅËÁÀÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÚÁ ÅÄÉÎÉÃÕ ŒÒÅÍÅÎÉ, ÒÉÓ. 7.3.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÔÏË —V_" ÐÏÌÑ v ÞÅÒÅÚ ÍÁÌÕÀ ÓÆÅÒÕ ÒÁÄÉÕÓÁ " Ó ÃÅÎ- ÔÒÏÍ x. äÉŒÅÒÇÅÎÃÉÅÊ ÐÏÌÑ v Œ ÔÏÞËÅ x ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌ lim_{"→0}

V̄_" ø(”) , ÇÄÅ fi(") | ÏÂSSÅÍ ÛÁÒÁ. óÍÙÓÌ ÄÉŒÅÒÇÅÎÃÉÉ | ĂÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÉÓÔÏÞÎÉËÁĄ Œ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ.

éÔÁË, ÄÉŒÅÒÇÅÎÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ, ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÎÁ ÆÏÒÍÁ ÏÂSSÅÍÁ. œ ÞÁÓÔ- ÎÏÓÔÉ, ÄÉŒÅÒÇÅÎÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ Œ ÒÉÍÁÎÏŒÙÈ É ÅŒËÌÉÄÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁÈ. äÉŒÅÒÇÅÎÃÉÑ ÐÏÌÑ v ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÏÂSSÅÍÁ fi ÓŒÑ- ÚÁÎÁ Ó ŒÎÅÛÎÉÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ (n−1)-ÆÏÒÍ (ŒÏŒÓÅ ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÉÍ òÉÓ. 7.4. íÁÌÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÏÂSSÅÍÁ

ÏÔ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ) ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ

(div v)fi = d(i_v fi):

ôÅÏÒÅÍÁ 2. äÉŒÅÒÇÅÎÃÉÑ ÐÏÌÑ v Œ ÄÅËÁÒÔÏŒÙÈ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎ- ÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÅÓÔØ ÓÌÅÄ ÍÁÔÒÉÃÙ ñËÏÂÉ ÐÏÌÑ v:

div v = @v^1@x_1 + : : : + @v^n@x_n :

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. òÁÓÓÞÉÔÁÅÍ ÎÏŒÏÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ x ÐÒÉ ÄŒÉÖÅÎÉÉ ÐÏ ÆÁÚÏŒÏÍÕ ÐÏÔÏËÕ ÐÏÌÑ v ÚÁ ÍÁÌÏÅ ŒÒÅÍÑ ": x → x + "v(x) + +o("). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÂSSÅÍÁ ÐÏÄŒÅÒÇÁÅÔÓÑ ÍÁÌÏÍÕ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÀ, ÒÉÓ. 7.4.

ìÅÍÍÁ. œ ÐÅÒŒÏÍ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ ŒËÌÁÄ Œ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÏÂSSÅÍÁ ÐÁÒÁÌ- ÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ ŒÎÏÓÑÔ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÔÏÌØËÏ Œ ÓŒÏÅÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ ÌÅÍÍÕ.

ðÏÓËÏÌØËÕ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÄÉŒÅÒÇÅÎÃÉÉ ŒÍÅÓÔÏ ÓÆÅÒÙ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ, ÎÁÔÑÎÕÔÙÊ ÎÁ n ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÐÒÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÐÏÔÏËÁ ÎÁ- ÄÏ ÎÁÊÔÉ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÅ ÅÇÏ ÏÂSSÅÍÁ ÐÒÉ ÍÁÌÏÍ ÓÄŒÉÇÅ ŒÄÏÌØ v, Œ ÇÌÁŒÎÏÍ ÞÌÅÎÅ ÐÏ ÌÅÍÍÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÌÅÄ ÍÁÔÒÉÃÙ ñËÏÂÉ v, ÕÍÎÏÖÅÎÎÙÊ ÎÁ ÏÂSSÅÍ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ; ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ É ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ ÐÏÌÕÞÉÔ- ÓÑ, ÞÔÏ ÄÉŒÅÒÇÅÎÃÉÑ ÒÁŒÎÁ ÜÔÏÍÕ ÓÌÅÄÕ. ôÅÏÒÅÍÁ 2 ÄÏËÁÚÁÎÁ.

œ ÄÅËÁÒÔÏŒÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ´u = div(grad u). üÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ìÁÐÌÁÓÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÒÉÍÁÎÏŒÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ.

úÁÄÁÞÁ. œÙÞÉÓÌÉÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ìÁÐÌÁÓÁ ÆÕÎËÃÉÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ x^2 + y^2 = 1 ÎÁ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

ï Ô Œ Å Ô. ´u = @^2u @’^2

, ÇÄÅ x = cos ’, y = sin ’.

òÉÓ. 7.5. çÉÐÏÔÅÎÕÚÁ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÒÁŒÎÁ ËÁÔÅÔÕ

æÏÒÍÕÌÁ ´u = @^2u @x^2_1

+ : : : + @^2u @x^2_n

ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÌÉÛØ Œ ÄÅËÁÒÔÏŒÙÈ

ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ, Œ ÄÒÕÇÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ŒÙ- ÒÁÖÁÅÔÓÑ ÐÏ-ÄÒÕÇÏÍÕ, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÏ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. úÁÐÉÛÉÔÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ìÁÐÌÁÓÁ Œ ÐÏÌÑÒÎÙÈ, ÃÉÌÉÎÄÒÉ- ÞÅÓËÉÈ É ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ëÁË ÂÕÄÅÔ ÐÏËÁÚÁÎÏ ÎÉÖÅ, ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÉÎ- ÔÅÇÒÁÌÁ äÉÒÉÈÌÅ | ÇÌÁŒÎÙÊ ÞÌÅÎ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÑ ÐÌÏÝÁÄÉ ÍÅÍÂÒÁÎÙ. úÁ- ÍÅÞÁÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ ÏÎ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ.

üÔÏ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ Œ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ: ÐÒÉ ÍÁÌÏÍ ÕÇÌÅ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ËÁÔÅÔÏÍ É ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÏÊ ÉÍÅÅÔ ŒÔÏÒÏÊ ÐÏÒÑÄÏË ÍÁÌÏÓÔÉ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ), ÒÉÓ. 7.5. üÔÏÔ ÐÒÏÓÔÏÊ ÆÁËÔ ÉÍÅÅÔ ÂÏÌØÛÉÅ ÐÏÓÌÅÄÓÔŒÉÑ É ŒÁÖÎÙÅ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ.

ðÒÉÍÅÒÙ. 1. œÏÚŒÒÁÝÁÑÓØ ÄÏÍÏÊ ÐÏ ÓÉÎÕÓÏÉÄÅ, ŒÙ ÕŒÅÌÉÞÉÔÅ ÓÅÂÅ ÐÕÔØ ÓÏŒÓÅÍ ÎÅÍÎÏÇÏ (ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÎÁ 20%), ÔÁË ËÁË Œ ÕŒÅÌÉÞÅÎÉÅ ÐÕÔÉ ŒÎÏÓÑÔ ŒËÌÁÄ ÌÉÛØ ÕÞÁÓÔËÉ Ó ÂÏÌØÛÉÍ ÎÁËÌÏÎÏÍ, Á ÉÈ ÄÏÌÑ ÎÅŒÅÌÉËÁ, ÒÉÓ. 7.6.

òÉÓ. 7.6. óÉÎÕÓÏÉÄÁ ÎÅ ÎÁÍÎÏÇÏ ÄÌÉÎÎÅÅ ÐÒÑÍÏÊ

2. îÅÍÎÏÇÏ ÏÔËÌÏÎÉŒ ÄŒÉÇÁÔÅÌÉ ÏÔ ÐÒÏÄÏÌØÎÏÊ ÏÓÉ ÓÁÍÏÌÅÔÁ, ÍÏÖÎÏ ÓÐÁÓÔÉ ÈŒÏÓÔÏŒÏÅ ÏÐÅÒÅÎÉÅ ÏÔ ÓÇÏÒÁÎÉÑ Œ ÓÔÒÕÅ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÓÌÁÂÌÅÎÉÅ ÔÑÇÉ ÉÍÅÅÔ ÌÉÛØ ŒÔÏÒÏÊ ÐÏÒÑÄÏË ÍÁÌÏÓÔÉ, ÒÉÓ. 7.7. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÁÖÅ ÐÒÉ ÏÇÒÏÍÎÏÍ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÉ Œ 6^∘ ÐÏÌÕÞÁÅÍ " ≈ 0;1, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÔÅÒÑ ÔÑÇÉ ÓÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ŒÓÅÇÏ 0;5%.

3. ëÅÐÌÅÒ ÐÒÉ ÏÂÒÁÂÏÔËÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ ÁÓÔÒÏÎÏÍÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÂÌÀÄÅ- ÎÉÊ ôÉÈÏ âÒÁÇÅ (ËÏÔÏÒÙÅ ŒÅÌÉÓØ ÎÅŒÏÏÒÕÖÅÎÎÙÍ ÇÌÁÚÏÍ; ÅÝÅ Œ ËÏÎÃÅ XVII Œ. ÎÁÄÏ ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑ Œ ÔÅÌÅÓËÏÐ ÄÁÀÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÕÀ ÔÏÞÎÏÓÔØ) ŒÎÁÞÁÌÅ ÄÕÍÁÌ, ÞÔÏ íÁÒÓ ÄŒÉÖÅÔÓÑ ŒÏËÒÕÇ óÏÌÎÃÁ òÉÓ. 7.7. ðÏŒÏÒÏÔ ÄŒÉÇÁÔÅÌÅÊ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÓÉÌÕ ÔÑÇÉ

òÉÓ. 7.8. üÌÌÉÐÓ Ó ÍÁÌÙÍ ÜËÓÃÅÎÔÒÉÓÉÔÅÔÏÍ ÐÏÞÔÉ ÎÅÏÔÌÉÞÉÍ ÏÔ ÏËÒÕÖÎÏ- ÓÔÉ ÐÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÎÏ óÏÌÎÃÅ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÅ Œ ÃÅÎÔÒÅ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÒÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÜÌÌÉÐÓ Ó ÐÏÌÕÏÓÑÍÉ a; b É ÍÁÌÙÍ ÜËÓÃÅÎÔÒÉÓÉÔÅÔÏÍ e, ÒÉÓ. 7.8. ôÏÇÄÁ b = a √ 1 − e^2 = a(1−e^2=2+: : : ). ðÒÉ ÍÁÌÏÍ e (ÄÌÑ íÁÒÓÁ ÐÒÉÍÅÒ- ÎÏ 1/10) ÒÁÚÎÉÃÕ ÍÅÖÄÕ ÜÌÌÉÐÓÏÍ É ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ ÚÁÍÅÔÉÔØ ÔÒÕÄÎÏ, Á ÒÁÚÎÉÃÁ ÍÅÖÄÕ ÃÅÎÔÒÏÍ É ÆÏËÕÓÏÍ ÈÏÒÏÛÏ ÚÁÍÅÔÎÁ.

üÔÏ ÐÏÄÔŒÅÒÖÄÁÅÔÓÑ É ÔÁËÉÍ ÐÒÏÓÔÙÍ ÏÐÙÔÏÍ. ëÁÐÎÉÔÅ Œ ËÒÕÇÌÕÀ ÞÁÛËÕ Ó ÞÁÅÍ ËÁÐÌÀ ÂÌÉÚËÏ Ë ÃÅÎÔÒÕ. œÏÌÎÙ, ÏÔÒÁÚÉŒÛÉÓØ ÏÔ ÓÔÅÎÏË, ÓÏÂÅÒÕÔÓÑ Œ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÃÅÎÔÒÁ ÔÏÞËÅ, ÒÉÓ. 7.9.

ï Â SS Ñ Ó Î Å Î É Å. åÓÌÉ Œ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÊ ÞÁÛËÅ ËÁÐÎÕÔØ ÔÏÞÎÏ Œ ÆÏ- ËÕÓ, ŒÏÌÎÙ ÐÏÓÌÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÓÏÂÅÒÕÔÓÑ Œ ÄÒÕÇÏÍ ÆÏËÕÓÅ. ïËÒÕÖÎÏÓÔØ ÏÞÅÎØ ÍÁÌÏ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÜÌÌÉÐÓÁ Ó ÍÁÌÙÍ ÜËÓÃÅÎÔÒÉÓÉÔÅÔÏÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ŒÏÌÎÙ ÓÏÂÉÒÁÀÔÓÑ ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÆÏËÕÓÅ ÜÔÏÇÏ ÂÌÉÚËÏÇÏ ÜÌÌÉÐÓÁ (ÎÏ ÎÅ ÔÏÞ- ÎÏ, Á ÎÅÍÎÏÇÏ ÒÁÚÍÙÔÏ). ðÒÉ ÔÝÁÔÅÌØÎÏÍ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÉ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ É ŒÔÏÒÉÞÎÏÅ ÓÏÂÉÒÁÎÉÅ ŒÏÌÎ Œ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.

òÉÓ. 7.9. óÏÂÉÒÁÎÉÅ ŒÏÌÎ Œ ËÒÕÇÅ É ÜÌÌÉÐÓÅ òÉÓ. 7.10. éÚÍÅÎÅÎÉÅ ÐÌÏÝÁÄÉ ÍÅÍÂÒÁÎÙ

ôÅÐÅÒØ ÏÂSSÑÓÎÅÎÉÅ ÓÁÍÏÇÏ ÆÁËÔÁ ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÍÁÌÏÓÔÉ ÒÁÚÌÉ- ÞÉÑ: ÐÒÑÍÁÑ ÄÁÅÔ ÍÉÎÉÍÕÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ ÄÌÉÎÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÅ É ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÍÁÌÏÓÔÉ.

œÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍÕ ÓÍÙÓÌÕ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ äÉÒÉÈÌÅ. õÔŒÅÒ- ÖÄÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÇÌÁŒÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÑ ÐÌÏÝÁÄÉ, Ô. Å. ÅÓÌÉ S_0 | ÐÌÏÝÁÄØ ÍÅÍÂÒÁÎÙ Œ ÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ÒÁŒÎÏŒÅÓÉÑ, Á S_" | ÐÌÏÝÁÄØ ÐÒÉ ÏÔ- ËÌÏÎÅÎÉÉ "u, ÔÏ ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÏŒÁÑ ÐÌÏÝÁÄØ S_" ÒÁŒÎÁ S_0 + + ”^2 2 ∫ (u_x)^2 dx + o("^2), ÒÉÓ. 7.10. ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÐÌÏÝÁÄÉ ÍÁ- ÌÏÊ ÐÌÏÝÁÄËÉ. œÙÂÅÒÅÍ ÕÄÏÂÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ: ÏÄÎÁ ÏÓØ ÉÄÅÔ ŒÄÏÌØ grad u, ÄÒÕÇÁÑ | ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏ, ÒÉÓ. 7.11. ôÏÇÄÁ ÎÏŒÁÑ ÐÌÏÝÁÄØ ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÏŒÙÈ ÄÌÉÎ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÄÎÁ ÉÚ ÄÌÉÎ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÌÁÓØ, Á ÄÒÕÇÁÑ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ, ËÁË Œ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, Œ ÉÔÏÇÅ S_" = S_0(1 + + ("^2=2)(∇u)^2 + : : : ).

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÔØ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÅ ÐÏ ŒÓÅÊ ÍÅÍÂÒÁÎÅ.

òÉÓ. 7.11. œÙÞÉ- ÓÌÅÎÉÅ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÑ ÐÌÏÝÁÄÉ

íÏÖÎÏ ŒÓÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÏŒÅÓÔÉ Œ ÄÏÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÛÁÒÉËÏŒ ÎÁ ÐÒÕÖÉÎËÁÈ, ÒÉÓ. 7.12.

ðÒÏÄÅÌÁÅÍ ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ ¸u ÏÔ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÒÁŒÎÏŒÅÓÉÑ ÄÏ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑ "u, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁÄÏ ÎÁÊÔÉ ÞÌÅÎ ÐÏÒÑÄËÁ "^2 Œ ŒÙÒÁÖÅÎÉÉ ÄÌÑ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌØ- ÎÏÊ ÜÎÅÒÇÉÉ, Ô. Å. ÒÁÂÏÔÙ ÐÏ ÓÏÚÄÁÎÉÀ ÔÁËÏÇÏ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑ. œÉÄ ÓÂÏËÕ Œ ÄŒÕÈ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑÈ ÔÁËÏÊ ÖÅ, ËÁË Œ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÒÉÓ. 7.12, ÐÏÜÔÏÍÕ ÒÁŒÎÏÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÅ ÓÉÌ ÕÖÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÙ É ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑ- ÀÔ ÓÏÂÏÊ (ÐÒÉ ÎÁÄÌÅÖÁÝÅÍ ŒÙÂÏÒÅ ÅÄÉÎÉÃ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ) ŒÔÏÒÙÅ ÒÁÚÎÏÓÔÉ òÉÓ. 7.12. œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÜÎÅÒÇÉÉ ÍÅÍÂÒÁÎÙ

ÓÏ ÚÎÁËÏÍ ÍÉÎÕÓ:

−u(x − h; y) + 2u(x; y) − u(x + h; y); −u(x; y − h) + 2u(x; y) − u(x; y + h):

ðÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ ÐÏÌÕÞÉÍ ÞÌÅÎÙ ŒÉÄÁ −u_{xx}; −u_{yy}. ðÒÉ ÉÎ- ÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÉ ÐÏ ¸ ÏÔ 0 ÄÏ " ÐÏÌÕÞÉÍ − ∫ ¸´u d¸u = −u´u ∫ ¸ d¸ = − ”^22 u´u:

îÁËÏÎÅÃ, ÐÒÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÉ ÐÏ ÏÂÌÁÓÔÉ ÉÍÅÅÍ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÞÉ- ÓÌÏŒÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ)

U = − ∫∫ ( @^2u @x^2

+ @^2u @y^2 ) u dx dy:

œÙÐÏÌÎÉÍ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ (ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÏ x) ∫ @^2u @x^2 u dx = − ∫ @u @x @u @x dx + u @u @x | |^{x2}_{x1} :

õÞÔÅÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ u = 0 (ÍÅÍÂÒÁÎÁ ÚÁËÒÅÐÌÅÎÁ), ÔÏÇÄÁ ÐÏÄÓÔÁ- ÎÏŒËÁ ÎÕÌÅŒÁÑ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ y. œ ÉÔÏÇÅ ÐÏÌÕÞÉÍ U = ∫∫ (∇u)^2 dx dy:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÁ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÀ ÐÌÏÝÁÄÉ. õÒÁŒÎÅÎÉÅ üÊÌÅÒÁ { ìÁÇÒÁÎÖÁ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, | ŒÏÌÎÏŒÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ.

ðÏÐÕÔÎÏ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ∫ (∇u)^2 dx = − ∫ ´u u dx (u|_{@�} = 0):

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÙ ŒÙÞÉÓÌÉÌÉ ÓÉÌÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÏËÁÚÁÌÁÓØ ÒÁŒÎÁ −´u, ÐÏÜÔÏ- ÍÕ ŒÏÌÎÏŒÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏŒÁÔØ ËÁË ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ îØÀ- ÔÏÎÁ. îÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÓÔÏ ÞÅÓÔÎÏ ÐÏÓÞÉÔÁÔØ @L@q , ÒÁÚ ÎÁÍ ÉÚŒÅÓÔÎÙ T; U. üÔÏ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÊ ( _q = u_t, q = u).

îÁÊÄÅÍ ŒÁÒÉÁÃÉÀ ‹ ∫ 1 2 ( @u @x )_2

dx. ðÕÓÔØ u = u_0(x)+"(x), |_{@�} = 0.

îÁÍ ÎÁÄÏ ÎÁÊÔÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ " Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ É ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÅÇÏ ËÁË ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ: ∫ 1 2 ( @u_0 @x + " @¸ @x )_2

dx = ∫ 1 2 ( @u_0 @x )_2

dx + " ∫ @u_0 @x @¸ @x dx + : : : =

= −" ∫ ´u dx + ∫ 1 2 ( @u_0 @x )_2

dx + : : :

(ÐÒÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÉ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ ÍÙ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ |_{@�} = 0). ðÅÒŒÙÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ É ÅÓÔØ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ. ôÁË ÞÔÏ ÓÉÌÁ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÒÁŒÎÁ −´u.

œÓÅ ÜÔÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ŒÅÒÎÙ É ÄÌÑ ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. úÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÊ ÆÁËÔ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ŒÏÌÎÏŒÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉ- ÅÍ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÛÉÒÏËÉÊ ËÌÁÓÓ ÚÁÄÁÞ. œÏÌÎÏŒÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕ- ÞÉÔØ ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÁÑ ŒÁÒÉÁÃÉÏÎÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÕÄÏ- ŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ (ÐÒÁŒÄÁ, ÓÁÍÏ ŒÁÒÉÁÃÉÏÎÎÏÅ ÐÒÏÉÓÈÏÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÉ ÏÓÔÁ- ÅÔÓÑ ÂÅÚ ÕÂÅÄÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÏÂSSÑÓÎÅÎÉÑ). œÏÔ ÜÔÉ ÁËÓÉÏÍÙ:

1. ëÉÎÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ T ÅÓÔØ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÔ ÓËÏÒÏÓÔÅÊ, ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅÎÎÕÀ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØ ÓÉÓÔÅÍÙ. œÐÒÏÞÅÍ, Œ ÓÌÕÞÁÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ T ŒÙÒÁÖÁÌÁÓØ ÂÙ ÐÏÈÏÖÅÊ ÆÏÒÍÏÊ.

ïÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÓÌÕÞÁÅÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÓÒÅÄÙ, ÇÄÅ T ÅÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ 1 2 ( @u @t )_2

. õËÁÖÅÍ, ËÁËÉÍ ÁËÓÉÏÍÁÍ ÄÏÌÖÎÁ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÔØ U, ÞÔÏÂÙ ÚÁ- ÄÁÞÁ ÏÐÉÓÙŒÁÌÁÓØ ŒÏÌÎÏŒÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ.

2. ëŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ U ÁÄÄÉÔÉŒÎÁ É ÌÏËÁÌØÎÁ, ÞÔÏ ÆÉÚÉÞÅÓËÉ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÅ ÄÁÌØÎÏÄÅÊÓÔŒÉÑ. ëŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÍÏÖÅÔ

ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎÁ Œ ŒÉÄÅ U = 12 (Au; u), ÇÄÅ A | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, Á ÓËÏÂËÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ (Ô. Å. ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ). ïÐÅÒÁÔÏÒ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ Au Œ ÔÏÞËÅ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÉ u Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ.

œ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÔÏÌØËÏ ÄŒÅ ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÔÏÞËÉ, ÞÔÏ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÐÏÑŒÌÅÎÉÀ Œ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ äÉÒÉÈÌÅ ÔÏÌØËÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ u_x (Á Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÅ A = −´ | ÔÏÌØËÏ ŒÔÏÒÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ). œÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔŒÉÅ ÂÏÌØÛÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÏÞÅË ÐÒÉŒÅÄÅÔ Ë ÐÏÑŒÌÅÎÉÀ ÓÔÁÒÛÉÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ. îÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ÚÁÄÁÞÅ ÏÂ ÉÚÇÉÂÁÎÉÉ ÔÏÎËÏÊ ÐÌÁÓÔÉÎÙ Œ ÕÒÁŒÎÅÎÉÉ ÐÏÑŒÉÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ´^2u. œ ÓÌÕÞÁÅ ÍÅÍÂÒÁÎÙ ÐÒÉÒÏÓÔ ÜÎÅÒÇÉÉ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÔÏÌØËÏ ÚÁ ÓÞÅÔ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÑ, ÎÏ ÎÅ ÉÚÇÉÂÁÎÉÑ. œ ÓÌÕÞÁÅ ÐÌÁÓÔÉÎËÉ ÜÎÅÒÇÉÑ ÚÁÔÒÁÞÉ- ŒÁÅÔÓÑ É ÎÁ ÉÚÇÉÂÁÎÉÅ. üÔÏ ÔÏÖÅ ÐÒÉÍÅÒ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÎÏ ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ. åÓÌÉ ÖÅ Œ ÆÏÒÍÕ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÜÎÅÒÇÉÉ ŒÏÊÄÕÔ ÔÏÌØËÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÔÏ ÏÎÁ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÏÂÝÉÊ ŒÉÄ: ∑ a_{ij} @u

@x_i @u @x_j + ∑ b_j @u @x_j u + cu^2:

œ ËÁËÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÒÅ- ŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ìÁÐÌÁÓÁ? äÁÌØÎÅÊÛÉÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^n :

3. ïÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØ (ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄŒÉÇÏŒ):

´(u(x + a)) = (´u)(x + a):

4. éÚÏÔÒÏÐÎÏÓÔØ (ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÒÁÝÅÎÉÊ g):

´(u(gx)) = (´u)(gx):

ëŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÔ ŒÅËÔÏÒÁ ÇÒÁÄÉÅÎÔÁ ÚÁÄÁÅÔ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄ ÕÒÏŒÎÑ Œ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÉÚÏÔÒÏÐÎÏ, ÅÓÌÉ ÜÔÏÔ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄ | ÓÆÅÒÁ, Ô. Å. ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÍÅÍÂÒÁÎÙ ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ÐÏŒÏÒÏÔÁ. œÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ É ÎÅÉÚÏÔÒÏÐÎÙÅ ÓÒÅÄÙ.

éÚ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ É ÉÚÏÔÒÏÐÎÏÓÔÉ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ b = 0, ÐÏÓËÏÌØ- ËÕ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÅÓÔØ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ b ÎÁ u @u@x , É ÅÓÌÉ ÂÙ b ÂÙÌ ÎÅÎÕÌÅŒÙÍ, ÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÍÅÍÂÒÁÎÙ ÉÚÍÅÎÉÌÉÓØ ÂÙ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÐÏŒÏÒÏÔÅ.

òÉÓ. 7.13. úÁÄÁÞÁ äÉ- ÒÉÈÌÅ ÄÌÑ ÓÔÒÕÎÙ òÉÓ. 7.14. úÁÄÁÞÁ äÉÒÉÈÌÅ ÄÌÑ ÍÅÍÂÒÁÎÙ

þÌÅÎ cu^2 ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÓÕÔÓÔŒÏŒÁÔØ Œ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÉÚÏÔÒÏÐÎÏÊ ÓÒÅÄÅ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÎ ÐÒÉÓÕÔÓÔŒÕÅÔ Œ ÚÁÄÁÞÅ Ï ËÏÌÅÂÁÎÉÉ ŒÏÚÄÕÛÎÏÇÏ ÛÁÒÁ (ÔÏÎ- ËÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ) ŒÏËÒÕÇ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÒÁŒÎÏŒÅÓÉÑ. ïÔÓÕÔÓÔŒÉÅ ÜÔÏÇÏ ÞÌÅÎÁ ÓŒÑÚÁÎÏ ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ.

5. íÅÔÒÉËÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (x; u) ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÓÄŒÉÇÁÈ ŒÄÏÌØ ÏÓÉ u.

œÓÅ ÜÔÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÐÒÉŒÏÄÑÔ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ Œ ÕÒÁŒÎÅÎÉÉ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ìÁÐÌÁÓÁ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÚÁÄÁÞÕ Ï ÐÏÌÏÖÅÎÉÑÈ ÒÁŒÎÏŒÅÓÉÑ | ËÒÉÔÉÞÅ- ÓËÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÜÎÅÒÇÉÉ. åÓÌÉ u|_{@�} = 0, ÔÏ 0 | ÕÓÔÏÊÞÉŒÏÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁŒÎÏŒÅÓÉÑ, ÜÔÏ ÍÉÎÉÍÕÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ äÉÒÉÈÌÅ. îÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓ- ÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÄÒÕÇÉÅ ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÔÒÕÎÕ Ó ËÏÎÃÁÍÉ, ÚÁËÒÅÐÌÅÎÎÙÍÉ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ, ÒÉÓ. 7.13.

œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÉÎÉÍÕÍ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÜÎÅÒÇÉÉ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ.

ðÏÓÔÁŒÉÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÄÌÑ ÍÅÍÂÒÁÎÙ: ´u = 0, u|_{@�} = ’. üÔÏ ÚÁÄÁÞÁ äÉÒÉÈÌÅ ÄÌÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ìÁÐÌÁÓÁ, ÒÉÓ. 7.14. òÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁŒÎÅ- ÎÉÑ ´u = 0 ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ ˙. òÅÛÅ- ÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ äÉÒÉÈÌÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ Œ ËÌÁÓÓÅ ÆÕÎËÃÉÊ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÎÁ ÚÁÍÙËÁÎÉÉ ˙ É ÄŒÁÖÄÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÈ ŒÎÕÔÒÉ.

éÍÅÅÔÓÑ ÏÂÝÉÊ ÐÒÉÅÍ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÁ U. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ ÄŒÉÇÁÔØÓÑ ÐÒÏÔÉŒ ÇÒÁÄÉÅÎÔÁ, Ô. Å. ŒÄÏÌØ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ _q = −∇U. œ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ U ÔÁËÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÉÄÅÍ Ë ÍÉÎÉÍÕÍÕ. œ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÇÒÁÄÉÅÎÔÎÏÇÏ ÓÐÕÓËÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ( _q =) @u @t = k´u (= − grad U).

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÓÔÒÕÎÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ @u@t = ku_{xx}, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ ÄÉÆÆÕÚÉÉ ÉÌÉ ÔÅÐÌÏÐÒÏŒÏÄÎÏÓÔÉ.

õÒÁŒÎÅÎÉÅ ÔÅÐÌÏÐÒÏŒÏÄÎÏÓÔÉ ÐÏÌÕÞÁ-

òÉÓ. 7.15. œÙÒÁŒÎÉŒÁÎÉÅ ÔÅÍÐÅÒÁÔÕÒ ÕÚÌÏŒ

ÅÔÓÑ Œ ÚÁÄÁÞÅ Ï ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÅÎÉÉ ÔÅÐÌÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁÇÒÅŒÁÅÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÒÁÓ- ÐÏÌÏÖÅÎÎÙÅ Œ ÕÚÌÁÈ ÒÅÛÅÔËÉ. œ ËÁÖÄÙÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÍÏÍÅÎÔ ŒÒÅÍÅÎÉ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÔÅÍ- ÐÅÒÁÔÕÒÙ Œ ÕÚÌÅ | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ŒÚŒÅÛÅÎÎÏÅ ÓÒÅÄÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ Œ ÐÑÔÉ ÔÏÞËÁÈ, ÒÉÓ. 7.15. äÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÎÁÒÉÓÕÅÍ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÊ ÓÌÕ- ÞÁÊ (ÔÏÔ ÖÅ ÒÉÓÕÎÏË).

õÓÒÅÄÎÉŒ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÏŒÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ÚÁÔÅÍ Ë ÎÅÊ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÔÕ ÖÅ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ É Ô. Ä. üÔÏ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÇÒÁÄÉ- ÅÎÔÎÏÇÏ ÓÐÕÓËÁ. éÔÁË, ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÅÎÉÅ ÔÅÐÌÁ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÇÒÁÄÉÅÎÔÎÙÍ ÍÅÔÏÄÏÍ ÉÝÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÕÍ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÜÎÅÒÇÉÉ.

åÓÌÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏŒÁÔØ ËÁË ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÄÉÆÆÕÚÉÉ, ÔÏ u ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÚÁ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÞÁÓÔÉÃ. ïÐÅÒÁÔÏÒ ìÁÐÌÁÓÁ ŒÏÚ- ÎÉËÁÅÔ ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍÙ. íÅÖÄÕ ÐÒÏÞÉÍ, Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÞÌÅÎ cu Œ ÕÒÁŒÎÅÎÉÉ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ cu^2=2 Œ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÜÎÅÒÇÉÉ) ÞÁÓÔÏ ÆÉÚÉÞÅÓËÉ ÏÐÒÁŒÄÁÎ: ÏÎ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÚÁ ÒÏÖÄÅÎÉÅ ÉÌÉ ÓÍÅÒÔØ ÞÁÓÔÉÃ Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÚÎÁËÁ c.

óÐÏÓÏÂ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ (ÐÏÌÏÖÅÎÉÊ ÒÁŒÎÏŒÅ- ÓÉÑ), ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÐÉÓÁÎ.

œ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÕÄÁÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ ÑŒÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ. óÎÁÞÁÌÁ ÚÁÊ- ÍÅÍÓÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ. ëÁË ÒÅÛÅÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ´u = 0, ÏÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ðÏÐÙÔÁÅÍÓÑ ÕÄÏŒÌÅ- ÔŒÏÒÉÔØ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ. ðÒÉ n = 1 ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ | ÌÉÎÅÊÎÙÅ, ÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÄŒÕÍÅÒÎÏ, ÂÁÚÉÓ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÆÕÎËÃÉÉ (1; x). íÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ÐÒÑÍÕÀ (ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÕÀ) ÞÅÒÅÚ ÄŒÅ ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÉÔØ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ.

ðÕÓÔØ n = 2.

ôÅÏÒÅÍÁ 3. ïÔÏÖÄÅÓÔŒÉÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ Ó ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. ðÕÓÔØ f(z) | ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ôÏÇÄÁ Re f; Im f | ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ ëÏÛÉ { òÉÍÁÎÁ.

úÁÄÁÞÉ. 1. ðÕÓÔØ ’(x; y) | ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ, ÐÏÄ ËÏÔÏÒÙÍ ŒÉÄÅÎ ÉÚ ÔÏÞËÉ (x; y) ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. äÏËÁÖÉÔÅ,

ÞÔÏ ’(x; y) | ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ŒÎÅ ËÏÎÃÏŒ ÄÁÎÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ (ÍÎÏÇÏÚÎÁÞ- ÎÁÑ) ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ (x; y).

2. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÕÀ ŒÎÕÔÒÉ ËÒÕ- ÇÁ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÕÀ ŒÓÀÄÕ, ËÒÏÍÅ ÄŒÕÈ ÄÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ, ÒÁŒÎÕÀ 0 ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÄÕÇ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÔÏÞËÉ ÄÅÌÑÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, É 1 | ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ.

3. áÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ, ËÏÇÄÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÒÁÚÂÉÔÁ ÎÁ n ÄÕÇ É ÄÁÎÙ n ÚÎÁÞÅÎÉÊ.

4. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÓÆÅÒÅ (Ô. Å. ÒÅÛÉÔÅ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÅ div grad u = 0, ÇÄÅ u | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÓÆÅÒÅ Œ R^n ).

õ Ë Á Ú Á Î É Å. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÔÏ ÅÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ äÉÒÉÈÌÅ ÎÅ 0, É ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ äÉÒÉÈÌÅ. úÎÁÞÉÔ, ´u ≠ 0.

5. îÁ ŒÅÒÛÉÎÁÈ ËÕÂÁ Œ ÍÏÍÅÎÔ 0 ÚÁÄÁÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ. œ ËÁÖÄÙÊ ÓÌÅÄÕ- ÀÝÉÊ ÍÏÍÅÎÔ (i+1) ÚÎÁÞÅÎÉÅ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÓÒÅÄÎÉÍ ÁÒÉÆ- ÍÅÔÉÞÅÓËÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÊ Œ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ŒÅÒÛÉÎÁÈ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÊ ÍÏÍÅÎÔ (i). îÁÊÔÉ ÐÒÅÄÅÌ ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÊÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÒÉ i → +∞.

õ Ë Á Ú Á Î É Å. ðÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ | ĂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑĄ. 6. ðÕÓÔØ u | ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ 0 Œ R^n (Ô. Å. u(–x) = = u(x) ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x É ÌÀÂÏÍ – > 0). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ r^2´u = ~´u, ÇÄÅ ~´ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ | ÏÐÅÒÁÔÏÒ ìÁÐÌÁÓÁ div grad (Ô. Å. ( ~´u)_{r=1} = = div grad(u|_{r=1})).

7. ðÕÓÔØ u | ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ k Œ R^n (Ô. Å. u(–x) = = –^ku(x) ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x É ÌÀÂÏÍ – > 0). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

~´u = r^2´u − (k^2 + (n − 2)k)u;

ÇÄÅ ~´u | ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ k, ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÁÑ ÐÒÉ r = 1 Ó div grad(u|_{r=1}).

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÔÅÐÅÎÉ k ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (n = 2) ~´u = r^2´u − k^2u;

Á ÄÌÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÔÅÐÅÎÉ k Œ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ

~´u = r^2´u − (k^2 + k)u:

8. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ Œ R^n \ {0} ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÚÁ- ŒÉÓÑÝÉÅ ÔÏÌØËÏ ÏÔ r.

õ Ë Á Ú Á Î É Å. óÌÕÞÁÊ n = 2 | ÏÓÏÂÙÊ.

9^∗. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÏÂÌÁÓÔÅÊ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÎÕÌÅŒÁÑ ÌÉÎÉÑ ÕÒÏŒ- ÎÑ k-Ê ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ìÁÐÌÁÓÁ Œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ (Ó ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ äÉÒÉÈÌÅ) ÄÅÌÉÔ ÜÔÕ ÏÂÌÁÓÔØ, ÎÅ ÂÏÌØÛÅ k. (üÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ŒÅÒÅÎ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÒÉÍÁÎÏŒÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ ÌÀ- ÂÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÁ ÓÆÅÒÁÈ.)

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÅÒŒÁÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (Ó ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ) ŒÏŒÓÅ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁËÁ (ÏÎÁ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÏÌØ ÌÉÛØ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÏÂÌÁÓÔÉ).

õ Ë Á Ú Á Î É Å. ïÔÎÏÛÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ äÉÒÉÈÌÅ Ë ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ ËŒÁÄÒÁ- ÔÁ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ N ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ Ë ÎÕ- ÌÅŒÏÊ ÌÉÎÉÉ ÕÒÏŒÎÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÄÉÎÁËÏŒÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ N-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÆÕÎËÃÉÊ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÜÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ ÔÁËÏÅ ÖÅ, ËÁË ÄÌÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.

éÚ ÔÅÏÒÅÍ ÌÅËÃÉÉ 6 ÏÂ ÏÓÑÈ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄÏŒ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÏÍÅÒ ÏÓÉ k ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ N.

10. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ìÁÐÌÁÓÁ ÎÁ ÔÏÒÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n:

∑ @2u @x^2_j

= −–u; (x_j mod a_j) ∈ T^n:

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ N(E) ÞÉÓÌÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ – ⩽ ⩽ E. éÓÓÌÅÄÏŒÁÔØ ÐÏŒÅÄÅÎÉÅ N(E) ÐÒÉ E → ∞.

õ Ë Á Ú Á Î É Å. ïÐÅÒÁÔÏÒ ìÁÐÌÁÓÁ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ ÓÏ ÓÄŒÉÇÁÍÉ. ðÏ- ÜÔÏÍÕ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ

e_k(x) = e^{2ıi(k;x)}; (k; x) = ∑ k_j x_j =a_j ; k_j ∈ Z:

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒÏÐÒÏÓ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÐÏÄÓÞÅÔÕ ÞÉÓÌÁ ÃÅÌÙÈ ÔÏÞÅË Œ ÂÏÌØ- ÛÏÍ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄÅ.

ï Ô Œ Å Ô. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÔÏÒÁ T^∗T^n ÏÂÌÁÓÔØ ˙(E), ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ ∑ 2_j ⩽ E (_j | ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔÙ ÆÏÒÍÙ ∑ j dx_j ). ôÏÇÄÁ ÐÒÉ E → ∞

N(E) ∼ (2ı)^{−n} Vol ˙(E) = const · E^{n=2}:

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. áÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ œÅÊÌÑ ŒÅÒÎÁ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÉ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ĂÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÇÏĄ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ŒÔÏÒÏÇÏ ÉÌÉ ŒÙÓÛÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Ó ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎ- ÔÁÍÉ P ( x; i @@x ) = –u. ïÂÌÁÓÔØ ˙ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÅÍ ~P (x; ) ⩽ E, ÇÄÅ ~P | ÓÕÍÍÁ ÓÔÁÒÛÉÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÞÌÅÎÏŒ ÐÏ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÁ P (ĂÇÌÁŒÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌĄ).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÞÌÅÎÙ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÉ N(E) ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÔØ ÔÒÕÄÎÏ, ÄÁÖÅ ÄÌÑ ÏÂÙÞÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ìÁÐÌÁÓÁ ÐÒÉ a_j = 2ı. âÅÄÁ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÓÆÅÒÙ ∑ k^2_j = E ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÍÎÏÇÏ ÃÅ- ÌÙÈ ÔÏÞÅË (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ E ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÂÏÌØÛÕÀ ËÒÁÔÎÏÓÔØ) | ÜÔÁ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ÓÌÕÞÁÅ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒÁ ìÁÐÌÁÓÁ ÎÁ ÓÆÅÒÅ S^2, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ E ÉÍÅÅÔ ËÒÁÔÎÏÓÔØ ÐÏÒÑÄËÁ √ E (ÓÍ. ÌÅËÃÉÀ 11).