ìÅËÃÉÑ 8.

óŒÏÊÓÔŒÁ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ

œ ÜÔÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ Œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÂÕÄÕÔ ÄÏËÁÚÁÎÙ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, Á ÎÁÞÎÅÍ Ó ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ u = 1=r, ÇÄÅ r = √ x^2 + y^2 + z^2, (x; y; z) | ÄÅËÁÒÔÏŒÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ u ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ. üÔÏÔ ÐÒÏÓÔÏÊ ÐÒÉÍÅÒ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÞÅÎØ ŒÁÖÎÙÍ. äÅÌÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÄŒÅ ŒÁÖÎÅÊÛÉÅ ÓÉÌÙ, ÉÚÕÞÁÅÍÙÅ Œ ÆÉÚÉËÅ, | ÓÉÌÁ ÔÑÇÏÔÅÎÉÑ É ËÕÌÏÎÏŒÓËÁÑ ÓÉÌÁ | ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÏÎÉ ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ŒÄÏÌØ ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ ÞÁÓÔÉÃÙ ÐÒÑÍÏÊ, Á ÐÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ŒÅÌÉÞÉÎÅ ÏÂÒÁÔÎÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ ËŒÁÄÒÁÔÕ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ.

îÏ ÔÏÇÄÁ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ, ÇÒÁÄÉÅÎÔÏÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÉÌÁ ÐÒÉÔÑÖÅ- ÎÉÑ Ë ÏÄÎÏÊ ÞÁÓÔÉÃÅ, ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌÅÎ 1=r | ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. ìÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ ÓÉÌÙ ÐÒÉÔÑÖÅÎÉÑ Ë ËÏÎÅÞÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÞÁ- ÓÔÉÃ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ.

ïÔ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÞÁÓÔÉÃ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÎÏÊ ÍÁÓÓÅ (ÚÁÒÑÄÕ) Ó ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ ȷ(x) Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ D. ôÏÇÄÁ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ ÐÏÌÑ ÐÒÉÔÑÖÅÎÉÑ Ë ÜÔÏÍÕ ÔÅÌÕ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ x ŒÙÞÉ- ÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ∫ D æ(y) dy |x − y| ; 79

ÒÉÓ. 8.1, ÐÒÉÞÅÍ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ x ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÏÔ ÍÁÓÓÙ (ÉÌÉ ÚÁÒÑÄÏŒ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁ-

òÉÓ. 8.1. çÒÁŒÉÔÁÃÉÏÎÎÏÅ ÐÏÌÅ

ÚÏÍ, ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÚÁËÏÎÙ ÐÒÉÒÏ- ÄÙ ÓŒÑÚÁÎÙ Ó ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÏÔÅÎ- ÃÉÁÌÁÍÉ.

ðÏÐÙÔÁÅÍÓÑ ÐÏÎÑÔØ ÂÅÚ ŒÙÞÉÓÌÅ- ÎÉÊ, ÐÏÞÅÍÕ ÆÕÎËÃÉÑ u = 1=r ÇÁÒÍÏ- ÎÉÞÅÓËÁÑ, Ô. Å. ÐÏÞÅÍÕ div grad u = 0.

ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ div grad u Œ ÔÏÞËÅ x ÚÁŒÉÓÉÔ ÌÉÛØ ÏÔ r | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÔÏÞËÉ x ÄÏ 0, Ô. Å. div grad u(x) = f(‖x‖). äÁÌÅÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂÌÁÓÔØ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÕÀ ÍÅÖÄÕ ËÏÎÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÆÅÒÁÍÉ ÒÁÄÉÕÓÏŒ r É R, r < R. œÙÞÉÓÌÉÍ ÐÏÔÏË grad u ÞÅÒÅÚ ÇÒÁÎÉÃÕ ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ. çÒÁÄÉ- ÅÎÔ u ÎÁÐÒÁŒÌÅÎ Ë ÔÏÞËÅ 0 É ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÅÎ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÍ ÓÆÅÒÁÍ. ðÌÏÝÁÄØ ŒÎÅÛÎÅÊ ÓÆÅÒÙ Œ (R=r)^2 ÒÁÚ ÂÏÌØÛÅ ÐÌÏÝÁÄÉ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÓÆÅÒÙ. îÏ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÇÒÁÄÉÅÎÔÁ ÎÁ ŒÎÅÛÎÅÊ ÓÆÅÒÅ ÒÏŒÎÏ Œ ÔÏ ÖÅ ÞÉ- ÓÌÏ ÒÁÚ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÎÁ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ (ÓÉÌÁ ÏÂÒÁÔÎÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÁ ËŒÁÄÒÁÔÕ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ). úÎÁÞÉÔ, ÐÏÔÏËÉ ÇÒÁÄÉÅÎÔÁ ÞÅÒÅÚ ŒÎÕÔÒÅÎÎÀÀ É ŒÎÅÛÎÀÀ ÓÆÅÒÕ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÒÁŒÎÙ, Ô. Å. ÐÏÔÏË ÇÒÁÄÉÅÎÔÁ ÞÅÒÅÚ ÇÒÁÎÉÃÕ ÏÂÌÁÓÔÉ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. ïÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÕÌÀ div grad(1=r). œÐÒÏÞÅÍ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ´ (1=r) = 0 ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ.

ôÅÐÅÒØ ÐÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÓÌÕÞÁÀ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f(z) ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÉÌÉ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÔÏÇÄÁ ÐÏ ÎÅÊ ÌÅÇËÏ ÓÔÒÏÑÔ- ÓÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ: Re f(z), Im f(z), ln |f(z)|, arg f(z) (ÐÏÓÌÅÄ- ÎÉÅ ÄŒÅ | ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ É ÍÎÉÍÁÑ ÞÁÓÔÉ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ln f(z)) É Ô. Ð. œÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ: ŒÓÑËÁÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÁËÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. œÓÑËÁÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Œ ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏÊ ÏÂÌÁ- ÓÔÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÅÓÔØ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ËÏ- ÔÏÒÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ Œ ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÍÎÉÍÏÊ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. éÝÅÍ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ Œ ŒÉÄÅ f = = u + iv, ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ u ÎÁÍ ÚÁÄÁÎÁ, Á v ÎÁÄÏ ÎÁÊÔÉ. œ ÓÉÌÕ ÕÓÌÏŒÉÊ ëÏÛÉ { òÉÍÁÎÁ u_x = v_y, u_y = −v_x, ÔÏÇÄÁ dv = ¸, ÇÄÅ ¸ = (−u_y) dx + u_x dy. œ ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÑ v Ó ÔÁËÉÍ ÄÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÁÌÏÍ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÅÓÌÉ d¸ = 0. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ v(x) ËÁË x∫ x_0

¸, É ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÚÁŒÉÓÅÔØ ÏÔ ÐÕÔÉ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÔÁË ËÁË

Œ ÓÉÌÕ ÆÏÒÍÕÌÙ óÔÏËÓÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ÚÁÍËÎÕÔÏÍÕ ÐÕÔÉ ÂÕÄÅÔ ÎÕÌÅŒÙÍ. éÔÁË, ÏÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ: d¸ = 0. îÏ d¸ = (u_{xx} + u_{yy}) dx ∧ dy = 0, ÐÏÓËÏÌØËÕ u | ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ. úÎÁÞÉÔ, ÆÕÎËÃÉÑ v ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÁÄ- ÄÉÔÉŒÎÏÊ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ.

íÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÅÏÒÉÉ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ É ÁÎÁÌÉÔÉÞÅ- ÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ, ÐÅÒŒÙÅ | ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÁÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ. üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÒÏÌØ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ Œ ÍÁÔÅÍÁÔÉ- ÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÅ, Ó ÉÈ ÐÏÍÏÝØÀ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÑŒÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÍÎÏÇÉÈ ÚÁÄÁÞ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÚÁÄÁÞÉ ÏÂ ÏÂÔÅËÁÎÉÉ ËÒÙÌÁ ÐÏÔÏËÏÍ ŒÏÚÄÕÈÁ (öÕËÏŒ- ÓËÉÊ).

ôÅÏÒÅÍÁ 2 (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÓÒÅÄÎÅÍ). óÒÅÄÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁŒÎÏ ÚÎÁÞÅÎÉÀ Œ ÃÅÎÔÒÅ

òÉÓ. 8.2. ôÅÏÒÅ- ÍÁ Ï ÓÒÅÄÎÅÍ

(ÒÉÓ. 8.2): 12ß 2ı∫ 0 u d’ = u(0).

îÉÖÅ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ Œ ÍÎÏ- ÇÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ É ÕŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÇÁÒ- ÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÎÑÔØ ÚÁ ÅÅ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÅ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ëÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ, u = Re f, ÇÄÅ f ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ëÏÛÉ:

f(0) = 12ßi ∫ ‚ f(t) t dt:

üÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÒÉŒÏÊ ‚, ÏÈŒÁÔÙŒÁÀÝÅÊ ÔÏÞËÕ 0. œ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÑŒÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÎÔÕÒ ‚ | ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ. úÁÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÅÍ ÔÏÞËÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ: t = Re^{i’}, ÔÏÇÄÁ dt t = iRe^{i’} d’ Re^{i’}

= i d’. ðÏÄÓÔÁŒÉÍ ŒÓÅ Œ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ëÏÛÉ:

f(0) = 12ß 2ı∫ 0 f(t) d’; f = u + iv:

ðÏÌÕÞÉÍ ÎÕÖÎÏÅ ÎÁÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÄÌÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ É ÍÎÉ- ÍÏÊ ÞÁÓÔÅÊ. ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

òÉÓ. 8.3. ðÒÉÎÃÉÐ ÍÁËÓÉÍÕ- ÍÁ œ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÅÏÒÉÉ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ É ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÒÁÓÈÏÄÑÔÓÑ.

óÌÅÄÓÔŒÉÑ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÓÒÅÄÎÅÍ

1. ðÒÉÎÃÉÐ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ. çÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ŒÎÕÔÒÉ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÔÏÞÎÅÅ, ÐÕÓÔØ u(x_0; y_0) = max u(x; y). ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ (x_0; y_0) ∈ D, ÔÏ u ≡ const.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÕÓÔØ ÔÏÞËÁ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ (x_0; y_0) | ŒÎÕ- ÔÒÅÎÎÑÑ. œÏÚØÍÅÍ ÍÁÌÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÅÊ (ÒÉÓ. 8.3). åÓÌÉ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ (x_1; y_1) ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ Œ (x_0; y_0), ÔÏ ÐÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÏÎÏ ÍÅÎØÛÅ É ÎÁ ÃÅÌÏÊ ÄÕÇÅ, ÔÏÇÄÁ ÎÁÒÕÛÉÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÓÒÅÄÎÅÍ. úÎÁÞÉÔ, ÆÕÎËÃÉÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞ- ËÉ (x_0; y_0). äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ÏÂÌÁÓÔÉ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ u(x_0; y_0) = max u(x; y), ÏÔËÒÙÔÏ. îÏ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÚÁÍËÎÕ- ÔÏ, Ô. Å. ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞÅË ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÌÉÂÏ ÐÕÓÔÏ, ÌÉÂÏ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ËÏÍÐÏÎÅÎÔÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ. ðÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ ÎÁ ŒÓÅÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ (x_0; y_0).

üÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÏÓÎÏŒÁÎÏ ÌÉÛØ ÎÁ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÓÒÅÄÎÅÍ. ôÁË ÞÔÏ ÐÒÉÎÃÉÐ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎ É Œ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÁË ÔÏÌØËÏ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÓÒÅÄÎÅÍ.

ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÒÉÎÃÉÐ ÍÁËÓÉÍÕ- ÍÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÑŒÌÅÎÉÅÍ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÏÂÌÁÓÔÉ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØ- ÎÏ, ÅÓÌÉ ÂÙ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÏÇÌÁ ÄÏÓÔÉ- ÇÁÔØ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ŒÏ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÅ, ÎÁÒÕÛÉÌÓÑ ÂÙ ÐÒÉÎÃÉÐ ÓÏÈÒÁÎÅ- ÎÉÑ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÒÉÓ. 8.4.

2. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ. îÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ äÉÒÉÈÌÅ Œ ÓŒÑÚÎÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ.

òÉÓ. 8.4. ðÒÉÎÃÉÐ ÍÁËÓÉÍÕ- ÍÁ É ÐÒÉÎÃÉÐ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÏÂÌÁÓÔÉ

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. òÁÚÎÏÓÔØ ÄŒÕÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ ÇÁÒ- ÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ŒÎÕÔÒÉ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÁÑ ÎÕÌÀ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ. ðÏ- ÓËÏÌØËÕ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ, ÍÁËÓÉÍÕÍ É ÍÉÎÉÍÕÍ ÜÔÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÄÏ- ÓÔÉÇÁÀÔÓÑ (ÌÉÂÏ ŒÎÕÔÒÉ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÌÉÂÏ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ). åÓÌÉ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÉÌÉ ÍÉÎÉÍÕÍ ÄÏÓÔÉÇÁÀÔÓÑ ŒÎÕÔÒÉ, ÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ É, ÚÎÁÞÉÔ, ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ. åÓÌÉ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ, ÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÒÁŒÎÙÅ ÎÕÌÀ ÍÁËÓÉÍÕÍ É ÍÉÎÉÍÕÍ É ÔÏÖÅ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ. éÔÁË, ÐÏ ÐÒÉÎÃÉÐÕ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ äÉÒÉÈÌÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅ- ÓÔÏ ÄÌÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÓÒÅÄÎÅÍ, Ô. Å. ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀ- ÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÓÒÅÄÎÅÍ, Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. œ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÑÈ ÒÅÛÅÎÉÅ ÎÅÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÆÕÎËÃÉÑ x ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÁ Œ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ x > 0, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ Œ ÚÁÍÙËÁÎÉÉ ÜÔÏÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ É ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ ÎÁ ÅÅ ÇÒÁÎÉÃÅ, ÎÏ ÎÅ ŒÎÕÔÒÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3. îÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÓÒÅÄÎÅÍ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ ÚÁÄÁÞÕ äÉÒÉÈÌÅ (Œ ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, Ô. Å. ÄÌÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ) Ó ÇÒÁÎÉÞÎÙÍ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÅÍ, ÒÁŒÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÎÁÛÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ. (ðÏÚÄÎÅÅ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ.) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÑ É ÎÁÛÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ. ïÎÁ ÎÕÌÅŒÁÑ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÓÒÅÄÎÅÍ, ÚÎÁÞÉÔ, ÔÏ- ÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ôÏ, ÞÔÏ ÑÄÒÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ìÁÐÌÁÓÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÞÅÎØ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ | ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ | ÚÁÌÏÖÅÎÏ Œ ÐÒÉÒÏÄÅ ÜÔÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ. äÌÑ ŒÏÌÎÏŒÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ËÁÒÔÉÎÁ ÓÏŒÓÅÍ

ÄÒÕÇÁÑ. ïÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ ÄÁÎÎÙÈ ëÏÛÉ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÑÅÔÓÑ ŒÄÏÌØ ÈÁÒÁËÔÅ- ÒÉÓÔÉË, ÔÁË ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ŒÏÌÎÏŒÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÇÌÁÄËÉÅ, ÞÅÍ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÄÁÎÎÙÅ.

ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÚÁÄÁÞÉ äÉÒÉÈÌÅ. óÎÁÞÁÌÁ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÌÑ ËÒÕÇÁ.

ó È Å Í Á Ð Å Ò Œ Ï Ç Ï Ó Ð Ï Ó Ï Â Á. îÁËÏÐÉÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÊ ÚÁÐÁÓ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ Œ ËÒÕÇÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ËÒÕÇÁ ÆÕÎË- ÃÉÀ cos n’. åÓÔØ ÌÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Ó ÔÁËÏÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ? åÓÔØ, ÜÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ

f_n(z) = ( z R )_n = ( |z| R )_n

(cos n’ + i sin n’):

õ ÆÕÎËÃÉÉ if_n(z) ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ |z| = R ÒÁŒÎÁ sin n’. ôÁË ÞÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÅÛÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ äÉÒÉÈÌÅ, ÅÓÌÉ ÇÒÁÎÉÞÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ cos n’ ÉÌÉ sin n’. îÏ ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÇÒÁÎÉÞÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ Œ ÒÑÄ ÐÏ ÜÔÉÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ. úÎÁÞÉÔ, ÓÍÏÖÅÍ ÒÅÛÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ É Ó ÌÀÂÙÍ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ.

òÅÁÌÉÚÕÅÍ ÐÅÒŒÙÊ ÍÅÔÏÄ Œ ÚÁÄÁÞÅ äÉÒÉÈÌÅ ÄÌÑ ËÒÕÇÁ. òÁÚÌÏÖÉÍ ÇÒÁÎÉÞÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ Œ ÒÑÄ æÕÒØÅ:

f(’) = a^02 + ∑ (a_n cos n’ + b_n sin n’):

ðÅÒÅÊÄÑ Ë ÐÏÌÑÒÎÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ, ÚÁÐÉÛÅÍ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏ- ÄÏÌÖÅÎÉÅ ÎÁ ËÒÕÇ ÆÕÎËÃÉÊ cos n’; sin n’: ( r R )_n cos n¸; ( r R )_n sin n¸:

œ ÉÔÏÇÅ ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÅÛÅÎÉÅ Œ ŒÉÄÅ ÒÑÄÁ:

u(r; ¸) = a^02 + ∑ ( a_n ( r R )_n cos n¸ + b_n ( r R )_n sin n¸ ) : (∗) îÁÛÁ ÃÅÌØ | ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÅÇÏ Œ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ. ëÏÜÆÆÉÃÉ- ÅÎÔÙ æÕÒØÅ ÒÁŒÎÙ

a_n = 1 ß 2ı∫ 0 f(˛) cos n˛ d˛;

b_n = 1ß 2ı∫ 0 f(˛) sin n˛ d˛;

a_0 = 1ß 2ı∫ 0 f(˛) d˛:

ðÏÄÓÔÁŒÉÍ ŒÓÅ Œ (∗), ÐÏÌÕÞÉÍ:

u(r; ¸) = 1 ß 2ı∫ 0 f(˛) [∑ ( r R )_n

cos n(¸ − ˛) + 1 2 ] d˛; ÇÄÅ z = (r; ¸); ( r R )_n

cos n(¸ − ˛) = Re ( z t )_n

; t = Re^{i˛}:

ðÒÏÓÕÍÍÉÒÕÅÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÀ: ( 1 + zt + ( z t )_2 + : : : ) − 12 = 11 −_{zt} − 12 = tt − z − 12 ;

ÐÏÌÕÞÉÍ

u(r; ¸) = 2ı∫ 0 f(’) Re

( t + z

t − z ) d’:

ðÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ÑÄÒÏ: t + zt − z =

(t + z)(t − z) (t − z)(t − z) . œÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÞÉÓÌÉÔÅÌÑ ÅÓÔØ t—t−z—z = R^2 −r^2, ÔÁË ËÁË ÏÓÔÁŒ- ÛÅÅÓÑ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ t—z − —zt ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÏÅ.

úÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ |t − z|^2 = R^2 + r^2 − 2Rr cos(¸ − ˛). ðÏÌÕÞÉÍ ÑÄÒÏ ðÕÁÓÓÏÎÁ

R^2 − r^2 R^2 + r^2 − 2Rr cos(ff − fi) :

œ ÉÔÏÇÅ

u(r; ¸) = 1 ß 2ı∫ 0 R^2 − r^2 R^2 + r^2 − 2Rr cos(ff − fi) f(˛) d˛:

úÁÄÁÞÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÐÒÉ ËÏÎÆÏÒÍÎÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÉ ÒÅÛÅÎÉÑ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÎÁÍÉ ÎÉÖÅ ÄÌÑ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ (ŒÔÏÒÏÊ ÓÐÏÓÏÂ).

ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ òÉÍÁÎÁ ÌÀÂÕÀ ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÕÀ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ ÍÏÖÎÏ ËÏÎÆÏÒÍÎÏ ÏÔÏÂÒÁÚÉÔØ ÎÁ ËÒÕÇ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ äÉÒÉÈÌÅ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÁËÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÑÄÒÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ, ÅÓÌÉ ËÏÎÆÏÒÍÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚŒÅÓÔÎÏ.

ó È Å Í Á Œ Ô Ï Ò Ï Ç Ï Ó Ð Ï Ó Ï Â Á.

úÁÄÁÞÁ. ðÕÓÔØ u | ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ äÉÒÉÈÌÅ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ D_1, ÐÕÓÔØ f : D_1 → D_2 | ËÏÎÆÏÒÍÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÂÌÁÓÔÅÊ. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ äÉÒÉÈÌÅ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ D_2. ðÏÐÒÏÂÕÊÔÅ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ Œ ÐÒÉÇÏÄÎÏÓÔÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÂÅÚ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ìÁÐÌÁÓÁ.

íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ËÒÕÇ ÍÏÖÎÏ ËÏÎÆÏÒÍÎÏ ÏÔÏÂÒÁÚÉÔØ ÎÁ ÐÏÌÕÐÌÏÓ- ËÏÓÔØ. ðÏÐÒÏÂÕÅÍ ÄÌÑ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÒÅ-

òÉÓ. 8.5. çÒÁÎÉÞÎÏÅ ÕÓÌÏ- ŒÉÅ ÚÁÄÁÞÉ äÉÒÉÈÌÅ Œ ÐÏ- ÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ

ÛÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ äÉÒÉÈÌÅ: ´u = 0, u(x; 0) = = g(x).

úÁÍÅÔÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÇÒÁÎÉÞÎÏÇÏ ÕÓÌÏŒÉÑ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ÒÉÓ. 8.5 ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉ- ÅÊ 1ß ’_a(x; y), ÇÄÅ

’_a(x; y) = Im ln(z − a) = arctg yx − a :

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÎÁ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ É ÕÄÏ- ŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÇÒÁÎÉÞÎÏÍÕ ÕÓÌÏŒÉÀ ÒÉÓ. 8.5. ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ ĂÕÇÏÌĄ:

F_{ab}(x; y) = 1 ß (’_b(x; y) − ’_a(x; y))

(ÓÍ. ÒÉÓ. 8.6); ÏÎÁ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÎÁ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ËÒÁÅŒÏÍÕ ÕÓÌÏŒÉÀ g(x) = 1 ÐÒÉ a < x < b É g(x) = 0 ÐÒÉ x < a É x > b.

òÉÓ. 8.6. æÕÎËÃÉÑ ĂÕÇÏÌĄ òÉÓ. 8.7. áÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÑ ËÕÓÏÞÎÏÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍ ËÒÁÅŒÙÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ

òÉÓ. 8.8. ìÉÎÉÉ ÕÒÏŒÎÑ ÆÕÎËÃÉÉ F_{ab} òÉÓ. 8.9. ìÉÎÉÉ ÕÒÏŒ- ÎÑ ÑÄÒÁ

ðÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ (ÓËÁÖÅÍ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ É ÒÁŒÎÏÅ 0 ŒÎÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ) ÇÒÁÎÉÞÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ g(x) ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÐÒÉÂÌÉÚÉÍ ËÕÓÏÞÎÏ-ÐÏÓÔÏ- ÑÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ, ÒÉÓ. 8.7, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ∑ F_{ab}g(a)(x − a)

b − a .

ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ ÐÒÉ ÉÚÍÅÌØÞÅÎÉÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÇÁÒÍÏÎÉ- ÞÅÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ Ó ÇÒÁÎÉÞÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ g(x), ÚÁÐÉÓÁÎÎÕÀ Œ ŒÉÄÅ ÔÁËÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ: ∫ lim_{b→a}

F_{ab}(x; y) b − a g(a) da

æÕÎËÃÉÑ lim_{b→a}

F_{ab}(x; y) b − a

Œ ÜÔÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÑÄÒÏÍ. éÚÕÞÉÍ ÅÅ ÌÉÎÉÉ ÕÒÏŒÎÑ. ëÁÒÔÉÎÁ ÌÉÎÉÊ ÕÒÏŒÎÑ ÆÕÎËÃÉÉ F_{ab}(x; y) ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ ÎÁ ÒÉÓ. 8.8, ËÏÎÆÏÒÍÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ÎÁ ÍÅÓÔÅ 0 É ÐÅÒÅŒÏ- ÄÑÝÅÅ a Œ ∞, ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÜÔÕ ËÁÒÔÉÎÕ Œ ÐÒÏÓÔÕÀ ËÁÒÔÉÎÕ ÌÉÎÉÊ ÕÒÏŒÎÑ ÕÇÌÁ. ðÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ ÄÌÉÎÕ ÏÔÒÅÚËÁ É ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ ËÁÒÔÉÎÁ ÌÉ- ÎÉÊ ÕÒÏŒÎÑ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 8.9.

ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÄÁÄÕÔ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ: ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÐÏ ÐÁÒÁÍÅ- ÔÒÕ a ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ 1ß arctg yx − a ÅÓÔØ

òÉÓ. 8.10. äÉÐÏÌØ d da ( 1 ß arctg y x − a ) = = 1ß 1 1 + (^y_{x−a} )^2 y (x − a)^2

= 1ß y (x − a)^2 + y^2

ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ,

u = 1ß +∞∫ −∞ y (x − a)^2 + y^2 g(a) da:

ëÁÒÔÉÎÁ ÌÉÎÉÊ ÕÒÏŒÎÑ ÑÄÒÁ, ÒÉÓ. 8.10, ÈÏÒÏ- ÛÏ ÎÁÍ ÉÚŒÅÓÔÎÁ ÉÚ ÆÉÚÉËÉ | ÜÔÏ ËÁÒÔÉÎÁ ÜËŒÉ- ÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÌÉÎÉÊ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÇÏ ÄÉÐÏÌÑ (ÓÉÌÏŒÙÅ ÌÉÎÉÉ ÄÉÐÏÌÑ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜËŒÉÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÔÁËÕÀ ÖÅ ËÁÒÔÉÎÕ).

ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÓÒÅÄÎÅÍ Œ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ

ðÒÉÎÃÉÐ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ Œ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. ðÒÉŒÅÄÅÍ ÇÅÏ- ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÏÂSSÑÓÎÅÎÉÅ ÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÞÔÏ Õ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÔÒÏÇÉÈ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÍÁËÓÉÍÕÍÏŒ. çÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÍÉÎÉÍÉÚÉÒÕÅÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ äÉÒÉÈÌÅ ∫ D (∇u)^2 dx.

åÓÌÉ ÂÙ ÂÙÌ ÓÔÒÏÇÉÊ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÊ ÍÁË-

òÉÓ. 8.11. îÅÍÉÎÉÍÉÚÉ- ÒÕÀÝÁÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌ äÉ- ÒÉÈÌÅ ÆÕÎËÃÉÑ

ÓÉÍÕÍ, ÇÒÁÆÉË Œ ÅÇÏ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÉÍÅÌ ÂÙ ŒÉÄ ËÏÌÏËÏÌÁ, ÒÉÓ. 8.11. óÒÅÚÁŒ ÇÏÒÂ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉ- ÌÉ ÂÙ ÆÕÎËÃÉÀ Ó ÍÅÎØÛÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ äÉÒÉÈÌÅ. ôÁË ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ Ó ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÍ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÏÍ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÍÉÎÉÍÉÚÉÒÏŒÁÔØ ÜÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ. ðÒÁŒÄÁ, ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÎÅ ÏÈŒÁÔÙŒÁÅÔ ÆÕÎËÃÉÉ Ó ÎÅÓÔÒÏÇÉÍÉ ÍÁË- ÓÉÍÕÍÁÍÉ, ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 8.12. œÓÅ ÖÅ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ, ÒÁŒÎÁÑ 0 ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ É ÍÉÎÉÍÉÚÉÒÕÀÝÁÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌ äÉÒÉÈÌÅ, ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÁ 0 Œ ÏÂÌÁÓÔÉ.

ðÒÉÎÃÉÐ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ Œ ÐÏÌÎÏÍ ÏÂSSÅÍÅ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÓÒÅÄÎÅÍ.

òÉÓ. 8.12. îÅÓÔÒÏÇÉÊ ÍÁËÓÉ- ÍÕÍ

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï Ô Å Ï Ò Å Í Ù Ï Ó Ò Å Ä Î Å Í. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÓÆÅÒÅ Œ R^m ÒÁÄÉÕÓÁ R Ó ÃÅÎÔÒÏÍ 0 ÜÌÅÍÅÎÔ ˙_{m−1} ÔÅÌÅÓÎÏÇÏ ÕÇÌÁ, Ô. Å. ÐÒÏÅËÃÉÀ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÐÌÏÝÁÄÉ ÎÁ ÓÆÅÒÕ Ó ÔÅÍ

òÉÓ. 8.13. ë ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÓÒÅÄÎÅÍ

ÖÅ ÃÅÎÔÒÏÍ ÒÁÄÉÕÓÁ 1, ÒÉÓ. 8.13. ðÏÌÏÖÉÍ f(R) = ∫ |x|=R u(x)˙_{m−1}. ôÏÇÄÁ

f^′(R) = ∫ |x|=R @u @n ˙^{m−1} = ∫ |x|=R (∇u; n) d˙_{m−1};

ÜÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÔÏË ÇÒÁÄÉÅÎÔÁ u ÞÅÒÅÚ ÓÆÅÒÕ, ÐÏ- ÄÅÌÅÎÎÙÊ ÎÁ R^{m−1}. îÏ ÅÓÌÉ u ÇÁÒÍÏÎÉÞÅ- ÓËÁÑ, ÔÏ ÜÔÏÔ ÐÏÔÏË ÒÁŒÅÎ 0. éÔÁË, f^′(R) = 0, f(r) = const. îÏ ÅÓÌÉ ÒÁÄÉÕÓ R ÍÁÌ, ÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÙÊ ÉÎÔÅ- ÇÒÁÌ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁŒÅÎ u(0). úÎÁÞÉÔ, f(R) = u(0), ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. u(0) = 1 V_R ∫ |x|⩽R u(x) dx, ÇÄÅ V_R | ÏÂSSÅÍ ÛÁÒÁ ÒÁÄÉÕ-

ÓÁ R.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÔØ ÐÏ ÛÁÒÕ, ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉ- ÒÏŒÁÔØ ÐÏ ÓÆÅÒÅ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ, Á ÐÏÔÏÍ ÐÏ ÒÁÄÉÕÓÕ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. äÌÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÅÒÅÎ ÐÒÉÎÃÉÐ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. òÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ äÉÒÉÈÌÅ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÑ

1. ðÒÉ ŒÙŒÏÄÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ðÕÁÓÓÏÎÁ ÍÙ ÎÅ ÐÒÏŒÅÒÑÌÉ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÄÏ ÇÒÁÎÉÃÙ. ëÏÎÅÞÎÏ, ÎÁÛÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕ-

ÅÔ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ äÉÒÉÈÌÅ, ÔÏ ÏÎÁ ÄÏÌÖÎÁ ÉÍÅÔØ ŒÉÄ:

u(r; ¸) = 1 ß 2ı∫ a R^2 − r^2 R^2 + r^2 − 2Rr cos(ff − fi) f(˛) d˛: (∗∗)

îÁÄÏ ŒÓÅ ÖÅ ÁËËÕÒÁÔÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÆÕÎËÃÉÑ u, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (∗∗), ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÒÅ- ÛÁÅÔ ÚÁÄÁÞÕ äÉÒÉÈÌÅ. ðÏÐÒÏÂÕÊÔÅ ÓÄÅÌÁÔØ ÎÕÖÎÙÅ ÏÃÅÎËÉ ÓÁÍÏÓÔÏÑ- ÔÅÌØÎÏ. (åÓÌÉ ÜÔÏ ŒÙÚÏŒÅÔ ÚÁÔÒÕÄÎÅÎÉÑ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅ- ÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ Œ ÕÞÅÂÎÉËÅ á. ëÁÒÔÁÎÁ ĂüÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÁÎÁÌÉ- ÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÇÏ É ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈĄ ÎÁ Ó. 168{170.)

2. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ŒÔÏÒÏÊ ŒÙŒÏÄ ÆÏÒÍÕÌÙ ðÕÁÓÓÏÎÁ (ÄÌÑ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏ- ÓÔÉ) ÉÍÅÅÔ ÔÏÔ ÖÅ ÎÅÄÏÞÅÔ, ÞÔÏ É ÐÅÒŒÙÊ | ÍÙ ÏÂSSÑÓÎÑÅÍ, ËÁË ÎÁÐÉ- ÓÁÔØ ÑÄÒÏ ðÕÁÓÓÏÎÁ, ÎÏ ÎÅ ÐÒÏŒÅÒÑÅÍ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÇÏÄÉÔÓÑ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ.

3. ðÒÉ ŒÔÏÒÏÍ ŒÙŒÏÄÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ðÕÁÓÓÏÎÁ ÍÙ ÓÎÁÞÁÌÁ ÒÅÛÁÅÍ ÚÁ- ÄÁÞÕ äÉÒÉÈÌÅ ÄÌÑ ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÙÈ, ÎÏ ŒÓÅ ÖÅ ÒÁÚÒÙŒÎÙÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÄÁÎ- ÎÙÈ. îÁÊÄÅÎÎÙÅ ÎÁÍÉ ÒÅÛÅÎÉÑ (ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÆÕÎËÃÉÅÊ ĂÕÇÏÌĄ) ÏÇÒÁÎÉ- ÞÅÎÙ. ôÏÌØËÏ ÄÌÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÇÁÒÁÎÔÉÒÏŒÁÔØ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ äÉÒÉÈÌÅ Ó ÒÁÚÒÙŒÎÙÍÉ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ÄÁÎ- ÎÙÍÉ, ÎÏ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÙ ÎÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÌÉ É ÎÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÌÉ. œÓÅ ÜÔÏ ÐÏÄÞÅÒËÉŒÁÅÔ ÜŒÒÉÓÔÉÞÎÏÓÔØ ÎÁÛÅÇÏ ŒÙŒÏÄÁ ÆÏÒÍÕÌÙ ðÕÁÓÓÏÎÁ.

4. œÏÔ ÐÒÉÍÅÒ ÎÅÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ äÉÒÉÈÌÅ ÄÌÑ ÒÁÚ- ÒÙŒÎÙÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÄÁÞÕ äÉÒÉÈÌÅ Œ ÐÏÌÕÐÌÏÓ- ËÏÓÔÉ y ⩾ 0 Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ u(x; 0) ≡ 0. äÏÐÕÓËÁÀÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÑ, ÒÁÚÒÙŒÎÙÅ Œ ÔÏÞËÅ ∞. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÀÂÕÀ ÃÅÌÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f(r), ŒÅÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÕÀ ÎÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÏÓÉ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, f(z) = z, ÉÌÉ f(z) = exp(z) É Ô. Ð.) ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ u = Im f(z) ÄÁÅÔ ÒÅÛÅÎÉÑ ÎÁÛÅÊ ÚÁÄÁÞÉ. ïÔ- ÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÜÔÉ ÒÅÛÅÎÉÑ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ u ≡ 0, ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÅÏÒÉÀ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

äÏËÁÖÉÔÅ É ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÊ ÆÁËÔ: ÄŒÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÉÍÅ- ÀÝÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙŒÁ Œ ÚÁÍËÎÕÔÏÍ ËÒÕÇÅ, ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÙÅ ŒÎÕÔÒÉ ËÒÕÇÁ É ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÅ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ, ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Œ ÔÏÞËÁÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ.