ìÅËÃÉÑ 9.

æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ìÁÐÌÁÓÁ. ðÏÔÅÎÃÉÁÌÙ

œÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔŒÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÆÉÚÉËÉ ÉÄÅÔ ÐÏÄÞÁÓ ÓÔÒÁÎÎÙÍÉ ÐÕÔÑÍÉ. äÉÒÁË, ÏÄÉÎ ÉÚ ËÒÕÐÎÅÊÛÉÈ ÆÉÚÉËÏŒ 20-ÇÏ ŒÅËÁ, ÔÁË ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÌ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÉ: ĂðÒÉÓÔÕÐÁÑ Ë ÓÏÚÄÁÎÉÀ ÆÉÚÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÏÔÂÒÏÓÉÔØ ŒÓÅ ÐÒÅÄÛÅÓÔŒÕÀÝÉÅ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÅ ÍÏÄÅ- ÌÉ, Á ÔÁËÖÅ ÏÓÎÏŒÁÎÎÕÀ ÎÁ ÎÉÈ ĂÆÉÚÉÞÅÓËÕÀ ÉÎÔÕÉÃÉÀĄ, ËÏÔÏÒÁÑ ÅÓÔØ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÎÁÂÏÒ ÐÒÅÄŒÚÑÔÙÈ ÔÏÞÅË ÚÒÅÎÉÑĄ. îÁÄÏ, ÇÏŒÏÒÉÔ äÉÒÁË, ÐÒÏÓÔÏ ŒÙÂÒÁÔØ ËÒÁÓÉŒÕÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÕÀ ÔÅÏÒÉÀ É ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÎÁÈÏÄÉÔØ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÅ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÅÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑÍ, ÎÅ ÂÏÑÓØ ÐÒÏÔÉŒÏ- ÒÅÞÉÑ Ó ÐÒÅÄÛÅÓÔŒÕÀÝÉÍÉ ÔÅÏÒÉÑÍÉ.

ĂI learnt to distruct all physical concepts as the basis for a theory. Instead one should put one’s trust in a mathematical scheme even if the scheme does not appear at ˛rst sight to be connected with physics. One should concentrate on getting an interesting mathematics.Ą P. M. Dirac (ÃÉÔÉÒÕÀ ÐÏ ËÎÉÇÅ P. Massani ĂN. WienerĄ, Birkh-auser 1990, Ó. 6).

ëÁË ÜÔÏ ÎÉ ÕÄÉŒÉÔÅÌØÎÏ, ŒÅÓØ ÏÐÙÔ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÉ 20-ÇÏ ŒÅËÁ (Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÆÉÚÉËÉ 19-ÇÏ ŒÅËÁ) ÐÏÄÔŒÅÒÖÄÁÅÔ ÐÒÁŒÏÔÕ äÉÒÁËÁ. úÁÍÅÞÅÎÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÎÏŒÁÑ ÆÉÚÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÏÐÒÏŒÅÒÇÁÅÔ ŒÓÅ ÐÒÅÄ- ÛÅÓÔŒÕÀÝÉÅ. á ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÏÄÅÌÉ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔÓÑ.

îÏ ÓÅÇÏÄÎÑ ÍÙ ÚÁÊÍÅÍÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÅÊ, ËÏÔÏÒÁÑ, ÎÁÏÂÏ- 91 òÉÓ. 9.1. ‹-ÏÂÒÁÚÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ

ÒÏÔ, ÄÏÌÇÏ ÎÅ ÐÒÉÚÎÁŒÁÌÁÓØ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÍÉ, ÈÏÔÑ ÆÉÚÉËÉ ÄÁŒÎÏ ÅÀ ÓŒÏ- ÂÏÄÎÏ ÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ | ÔÅÏÒÉÅÊ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÈ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. îÁÉÂÏÌÅÅ ŒÁÖÎÙÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ‹-ÆÕÎËÃÉÑ äÉÒÁËÁ. íÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÅ ÓÎÁÞÁÌÁ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ, ÚÁÔÅÍ Œ R^n ; ÅÅ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ. üÔÏ | ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÏÇ ÔÁËÉÈ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÎÑÔÉÊ, ËÁË ÔÏÞÅÞÎÙÊ ÚÁÒÑÄ É ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ.

æÉÚÉÞÅÓËÏÅ ĂÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅĄ, ÐÒÏÔÉŒ ËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÏÓÓÔÁÀÔ ÏÒÔÏÄÏË- ÓÁÌØÎÙÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÔÁËÏÅ: ‹-ÆÕÎËÃÉÑ ÒÁŒÎÁ 0 ŒÓÀÄÕ, ËÒÏÍÅ ÎÕÌÑ, Œ ÎÕÌÅ ÒÁŒÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, Á ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÎÅÅ ÐÏ ŒÓÅÊ ÐÒÑÍÏÊ ÒÁ- ŒÅÎ 1. æÉÚÉËÉ ÐÒÅËÒÁÓÎÏ ÕÍÅÀÔ ÒÁÂÏÔÁÔØ Ó ÔÁËÉÍÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍÉ, ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÑŒÎÏ ÂÅÓÓÍÙÓÌÅÎÎÙÍÉ.

íÙ ÐÒÉÍÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÏÓÔÏ Œ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ, ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÌÅÇËÏ ŒÙÑÓÎÑÔØ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ É ÎÅ ÔÁËÏÅ ÎÕÄÎÏÅ, ËÁË Œ ĂÐÒÁŒÉÌØÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊĄ.

îÁÛÁ ‹-ÆÕÎËÃÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ‹(x) É ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÁ Œ ÎÕÌÅ. ðÕÓÔØ ‹(x) ÆÉÇÕÒÉÒÕÅÔ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÎÁÄÏ Œ ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ ŒÍÅÓÔÏ ‹(x) ÐÏÄÓÔÁŒÉÔØ ‹-ÏÂÒÁÚÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ‹_"(x), Á ÚÁÔÅÍ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ ÐÒÉ " → 0.

‹-ÏÂÒÁÚÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ | ÜÔÏ ÏÂÙÞÎÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉ- ÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

1) éÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÎÅÅ ÐÏ ŒÓÅÊ ÐÒÑÍÏÊ ÒÁŒÅÎ 1. 2) ïÎÁ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ.

3) ïÎÁ ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÁ Œ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ (−"; "), Ô. Å. ŒÎÅ ÅÇÏ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ.

(ðÏÓÌÅÄÎÉÅ ÄŒÁ ÕÓÌÏŒÉÑ ÍÏÖÎÏ ÏÓÌÁÂÉÔØ.)

ôÉÐÉÞÎÙÊ ŒÉÄ ÇÒÁÆÉËÁ ‹-ÏÂÒÁÚÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÏËÁÚÁÎ ÎÁ ÒÉÓ. 9.1. ðÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ ‹-ÏÂÒÁÚÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÍÏÖÎÏ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÔØ (" ŒÈÏÄÉÔ Œ ÆÏÒÍÕÌÕ ËÁË ÐÁÒÁÍÅÔÒ), Á ÍÏÖÎÏ É ÎÅ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÔØ, ÌÉÛØ ÂÙ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÆÕÎËÃÉÊ ‹_"(x) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÌÏ ÕÓÌÏŒÉÑÍ 1{3.

òÉÓ. 9.2. ë ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÀ ÓŒÅÒÔËÉ Ó ‹-ÆÕÎËÃÉÅÊ

ðÒÉÍÅÒÙ É ÓŒÏÊÓÔŒÁ 1. ∫ ‹(x) dx = lim_{"→0} ∫ ‹_"(x) dx = 1.

2. ‹(x) = 0 ÐÒÉ x ≠ 0, ÔÁË ËÁË lim_{"→0} ‹_"(x) = 0 ÐÒÉ x ≠ 0.

3. œÙÞÉÓÌÉÍ ∫ f(x)‹(x) dx, ÇÄÅ f(x) | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ.

ïÓÎÏŒÎÏÊ ŒËÌÁÄ Œ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ∫ f(x)‹_"(x) dx ÄÁÅÔÓÑ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅÍ ∫ f(0)‹_"(x) dx, ÒÉÓ. 9.2, ÏÎÏ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë f(0) ÐÒÉ " → 0; ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍ É ŒÓÅÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÔÏÖÅ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 0 ÐÒÉ " → 0 (ÜÔÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ). œ ÉÔÏÇÅ ∫ f(x)‹(x) dx = f(0).

4. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ∫ f(y)‹(x − y) dy = f(x).

òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, Ó ÕÞÅÔÏÍ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ‹_"(x − y) | ÓÄŒÉÇ ÆÕÎËÃÉÉ ‹_"(x) ÉÚ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ y, ÒÉÓ. 9.2.

æÏÒÍÕÌÁ ÐÒÉÍÅÒÁ 4 ÉÍÅÅÔ ÅÝÅ É ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÕÀ ÉÎÔÅÒ- ÐÒÅÔÁÃÉÀ: ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÅÓÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉ- ÎÁÃÉÑ ÓÄŒÉÎÕÔÙÈ ‹-ÆÕÎËÃÉÊ ‹(· − y), ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÈ Œ ÔÏÞËÁÈ y Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ f(y), ÔÁË ÞÔÏ ‹-ÆÕÎËÃÉÉ ‹(· − y) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ĂËÏÎÔÉÎÕ- ÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓĄ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ. ðÏÌÅÚÎÏ ÔÁËÖÅ ÐÏ- ÎÉÍÁÔØ ‹(· − y) ËÁË ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÔÏÞÅÞÎÏÊ ÍÁÓÓÙ ÉÌÉ ÚÁÒÑÄÁ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÏÇÏ Œ ÔÏÞËÅ y.

5. ïÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. æÕÎËÃÉÑ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ d, ÅÓÌÉ f(–x) = –^df(x) ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍ –.

œÙÑÓÎÉÍ, ÏÄÎÏÒÏÄÎÁ ÌÉ ‹-ÆÕÎËÃÉÑ É ËÁËÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ. äÌÑ ÐÒÉÍÅ- ÒÁ ÎÁÊÄÅÍ ‹(2x). ðÏÄÓÔÁŒÉÍ 2x ŒÍÅÓÔÏ x Œ ÆÕÎËÃÉÀ ‹_"(x). éÎÔÅÇÒÁÌ ÕÍÅÎØÛÉÔÓÑ Œ 2 ÒÁÚÁ. ðÅÒÅÊÄÑ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ, ÐÏÌÕÞÉÍ: ‹(2x) = 12‹(x). áÎÁ- ÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ. éÔÁË, ÆÕÎËÃÉÑ ‹(x) ÏÄ- ÎÏÒÏÄÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎÉ −1, ÔÁË ÖÅ ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ 1=x. üÔÏ ÓÈÏÄÓÔŒÏ ÎÅÓÌÕ-

ÞÁÊÎÏ, Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÜÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÒÏÄÓÔŒÅÎÎÙÅ, ÐÒÁŒÄÁ, ÔÏÌØËÏ Œ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÕÎËÃÉÑ ‹(x) | ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎÉ −n. œ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ ÅÝÅ É ÔÁË: ‹(x_1; : : : ; x_n) = ‹(x_1) · · · ‹(x_n), ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ‹-ÏÂÒÁÚÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÄÁÅÔ ‹-ÏÂÒÁÚÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. ôÁË ËÁË ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙ ÓÔÅÐÅÎÉ −1, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÏÄÎÏÒÏÄÎÏ ÓÔÅÐÅÎÉ −n.

ïÔÓÔÕÐÌÅÎÉÅ. ðÒÉÎÃÉÐ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÉ

èÏÔÑ ÜÔÏÔ ÐÒÉÎÃÉÐ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÓÎÏŒÏÊ ŒÓÅÊ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÊ ÌÉÎÅÊ- ÎÏÊ ÆÉÚÉËÉ, ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏÊ ÆÁËÔ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ L: V → W , ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÉÊ ÏÄÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ ÄÒÕÇÏÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ Lu = f. õÒÁŒÎÅÎÉÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f ∈ Im L, ÇÄÅ Im L | ÏÂÒÁÚ L | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W . òÅ- ÛÅÎÉÑ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ V , ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÅ Ker L, ÇÄÅ Ker L | ÑÄÒÏ L | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V . á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÕÓÔØ u_Þ | ËÁËÏÅ-ÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ; ÔÏÇÄÁ ÅÇÏ ÏÂ- ÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ u = u_Þ +u_Ï, ÇÄÅ u_Ï | ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ Lu = 0, ÒÉÓ. 9.3.

òÉÓ. 9.3. òÅÛÅÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ

ôÅÐÅÒØ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏ ÐÒÉÎÃÉÐ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÉ. ðÕÓÔØ u_1; u_2 | ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Lu = f_1, Lu = f_2. ôÏ- ÇÄÁ ¸_1u_1 + ¸_2u_2 | ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ Lu = ¸_1f_1 + ¸_2f_2; ÚÄÅÓØ ¸_1; ¸_2 | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ.

æÉÚÉÞÅÓËÉ: ÂÒÏÓÉÍ Œ ŒÏÄÕ ÏÄÉÎ ËÁÍÅÎØ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ËÁÒÔÉ- ÎÕ ŒÏÌÎ; ÂÒÏÓÉÍ ÄÒÕÇÏÊ ËÁÍÅÎØ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÄÒÕÇÕÀ ËÁÒÔÉÎÕ ŒÏÌÎ. âÒÏÓÉÍ ÏÂÁ ËÁÍÎÑ ŒÍÅÓÔÅ. ôÏÇÄÁ ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ËÁÒÔÉÎÁ ŒÏÌÎ ÔÁËÁÑ ÖÅ, ËÁË ÅÓÌÉ

ÂÙ ÍÙ ÓÌÏÖÉÌÉ ŒÏÚÍÕÝÅÎÉÑ ÏÔ ÂÒÏÓÁÎÉÑ ÐÅÒŒÏÇÏ ËÁÍÎÑ Ó ŒÏÚÍÕÝÅÎÉÑ- ÍÉ, ÐÒÏÉÓÛÅÄÛÉÍÉ ÏÔ ÂÒÏÓÁÎÉÑ ŒÔÏÒÏÇÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ŒÓÅÈ ŒÙÛÅÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ ÏÞÅŒÉÄÎÙ Œ ÓÉÌÕ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ.

ôÅÐÅÒØ ÓÏÅÄÉÎÉÍ ÐÒÉÎÃÉÐ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÉ Ó ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØÀ ÒÁÚÌÏÖÅ- ÎÉÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÀ ‹-ÆÕÎËÃÉÊ. ðÏÌÕÞÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ. åÓÌÉ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÒÅÛÉÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ, Œ ÐÒÁ- ŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÔÏÉÔ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f, ÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁ- ÕÞÉÔØÓÑ ÒÅÛÁÔØ ÜÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ, ÇÄÅ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÔÏÉÔ ‹-ÆÕÎËÃÉÑ, Á ÚÁÔÅÍ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÐÒÉÎÃÉÐ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÉ. ôÏÌØËÏ ŒÍÅÓÔÏ ÓÕÍÍ ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÐÉÓÁÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ.

ðÒÉÍÅÎÉÍ ÜÔÉ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Ë ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ ðÕÁÓÓÏÎÁ ´u = f. óÎÁ- ÞÁÌÁ ÎÁÄÏ ÒÅÛÉÔØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ´u = ‹(x). ëÏÎÅÞÎÏ, ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÑ ÎÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÑÄÒÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ´ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÔÁË ÞÔÏ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÁŒÌÑÔØ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÕÀ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ.

éÚ ŒÓÅÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ´u = ‹(x) ÍÏÖÎÏ ŒÙÄÅÌÉÔØ ÏÄÎÏ ÚÁÍÅ- ÞÁÔÅÌØÎÏÅ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍ. ðÏËÁÖÅÍ, ÎÁ ËÁËÉÈ ÏÓÎÏŒÁ- ÎÉÑÈ ÍÏÖÎÏ ÅÇÏ ŒÙÄÅÌÉÔØ.

ïÐÅÒÁÔÏÒ ìÁÐÌÁÓÁ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÄŒÉÖÅÎÉÊ (ŒÒÁÝÅÎÉÊ É ÓÄŒÉÇÏŒ). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÌÁÐÌÁÓÉÁÎ | ÜÔÏ ÄÉŒÅÒÇÅÎÃÉÑ ÇÒÁÄÉÅÎÔÁ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÏÎ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ‹-ÆÕÎËÃÉÑ ÔÁËÖÅ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉ ÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÎÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ ÐÏŒÏÒÏÔÅ ŒÏËÒÕÇ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÉÚ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ´u = ‹ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÎÏŒÁ ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ. óÒÅÄ- ÎÅÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ ÄŒÕÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ. œÏÏÂÝÅ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÀÂÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÒÅÛÅÎÉÊ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÍÍÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÒÁŒÎÁ ÅÄÉÎÉÃÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ- ŒÅÓÔÉ ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÏ ÇÒÕÐÐÅ ŒÓÅÈ ŒÒÁÝÅÎÉÊ ŒÏËÒÕÇ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ËÏÔÏÒÁÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ n = 2 ÇÒÕÐÐÁ SO(2) ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÉÚÏÍÏÒÆ- ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S^1, ÕÓÒÅÄÎÑÀÝÁÑ ÍÅÒÁ ÒÁŒÎÁ 12ß d’.

ðÒÉ n = 3 ÇÒÕÐÐÁ ŒÒÁÝÅÎÉÊ SO(3) ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÔÒÅÈ- ÍÅÒÎÏÍÕ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ RP^3 . ïÎÁ ÄŒÕÌÉÓÔÎÏ ÎÁËÒÙŒÁÅÔÓÑ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÏÊ (ÇÒÕÐÐÏÊ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ), ËÏÔÏÒÁÑ Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÊ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ SU(2), ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÊ

ÔÁËÖÅ ÓÐÉÎÏŒÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÏÒÑÄËÁ 3, ÓÍ. ÎÉÖÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ:

S^3 ∼= SU(2) = Spin 3 2 � SO(3) ∼= RP^3

íÅÔÒÉËÕ ÎÁ SO(3) ÍÏÖÎÏ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÅÒÅÎÅÓÔÉ Ó S^3 ÐÒÉ ÄŒÕÌÉÓÔÎÏÍ ÎÁËÒÙÔÉÉ. íÅÔÒÉËÁ ÜÔÁ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÒÁÝÅÎÉÊ, ÚÎÁÞÉÔ, ÅÓÔØ É ÍÅÒÁ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÅ.

ðÏÓÌÅ ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÑ ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÒÁÝÅÎÉÊ. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÒÅÛÅÎÉÑ u(x) ÚÁŒÉÓÉÔ ÌÉÛØ ÏÔ ÒÁÓ- ÓÔÏÑÎÉÑ ÔÏÞËÉ x ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. äÌÑ ÔÁËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ´ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒ ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÄÌÑ u ÉÍÅÅÔ ÐÒÉ r > 0 ŒÉÄ: u^{′′} + A(r)u^′ + B(r)u = 0 (ÚÄÅÓØ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ 0, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ r > 0 ‹-ÆÕÎËÃÉÑ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ 0).

ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ A; B ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÑŒÎÏ, ÎÅ ÐÏÌÅÎÉŒÛÉÓØ ÐÅÒÅÊ- ÔÉ Œ ÏÐÅÒÁÔÏÒÅ ìÁÐÌÁÓÁ Ë ÐÏÌÑÒÎÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ, ÎÏ ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÊÔÉÓØ É ÂÅÚ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÍÙ ÚÎÁÅÍ ÏÞÅŒÉÄÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ u ≡ 1. ðÏ- ÜÔÏÍÕ B ≡ 0. úÎÁÞÉÔ, ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ u^{′′} + A(r)u^′.

ôÅÐÅÒØ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ. ïÐÅÒÁÔÏÒ ìÁÐÌÁÓÁ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ, ÐÒÉÞÅÍ ÓÔÅÐÅÎØ ÐÏÎÉ- ÖÁÅÔÓÑ ÎÁ 2. ôÁË ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ ‹(x) ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎÉ −n, ÔÏ ÏÄÎÏ- ÒÏÄÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ u ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ´u = ‹ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÓÔÅÐÅÎÉ 2 − n. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÔÁËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏ 1 r^{n−2}

, Œ ÞÁÓÔÎÏ- ÓÔÉ, ÐÒÉ n = 3 ÏÎÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏ 1=r. (úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ n = 2 ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÎÅ ÒÁÂÏÔÁÅÔ | ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÎÅÐÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ.)

œÙÞÉÓÌÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ìÁÐÌÁÓÁ:´ ( 1 r^{n−2} ) = div grad ( 1 r^{n−2} ) . çÒÁÄÉÅÎÔ ÎÁÛÅÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÅÓÔØ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ, ÎÁÐÒÁ- ŒÌÅÎÎÏÅ Ë ÃÅÎÔÒÕ ÐÏ ÒÁÄÉÕÓÁÍ, ÅÇÏ ÄÌÉÎÁ ÒÁŒÎÁ ÍÏÄÕÌÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÐÏ r:

(r^{2−n})^′ = (2 − n)r^{1−n} = 2 − n r^{n−1} : (äÌÑ ÐÒÏŒÅÒËÉ: ÐÒÉ n = 3 ÇÒÁÄÉÅÎÔ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÁ 1=r ÅÓÔØ ÎØÀÔÏÎÏŒÁ ÓÉÌÁ, ÏÂÒÁÔÎÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ r^2.)

äÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÉŒÅÒÇÅÎÃÉÉ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏ- ÓÔÉÔÅÌØÎÏ ŒÒÁÝÅÎÉÊ. œÙÞÉÓÌÉÍ ÐÏÔÏË ÎÁÊÄÅÎÎÏÇÏ

òÉÓ. 9.4. œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ div grad r^{2−n}

ÇÒÁÄÉÅÎÔÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÞÅÒÅÚ ÄŒÅ ËÏÎÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÓÆÅ- ÒÙ, ÒÉÓ. 9.4.

ðÏÔÏË ÞÅÒÅÚ ÓÆÅÒÕ ÒÁŒÅÎ ŒÅÌÉÞÉÎÅ ÐÏÌÑ, ÕÍÎÏ- ÖÅÎÎÏÊ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÓÆÅÒÙ, ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÓÆÅÒÙ ÒÁÄÉÕÓÁ R ÒÁŒÎÁ !_{n−1}R^{n−1}, ÇÄÅ !_{n−1} | ÐÏŒÅÒÈ- ÎÏÓÔØ ÓÆÅÒÙ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ (4ı ÐÒÉ n = 3, 2ı ÐÒÉ n = 2). œ ÉÔÏÇÅ ÐÏÔÏË ÒÁŒÅÎ (2 − n)!_{n−1}, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉ n = 3 ÜÔÏ −4ı.

îÁÛÅ ÐÏÌÅ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ĂÎÅ- ÓÖÉÍÁÅÍÏÓÔÉĄ: ÅÇÏ ÐÏÔÏË ÞÅÒÅÚ ÌÀÂÕÀ ÓÆÅÒÕ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ 0 ÏÄÉÎÁËÏŒ. üÔÉÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÐÏÌÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞ- ÎÏ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÐÏÓÔÏÑÎÎÕÀ). îÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ÔÒÅÈÍÅÒ- ÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÔÁËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÏÓÔÉ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÏÌØËÏ îØÀÔÏÎÏŒÏ ÐÏÌÅ. îÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÏÖÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ O(2)-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÎÅ- ÓÖÉÍÁÅÍÏÅ ÐÏÌÅ: ÄÌÉÎÁ ŒÅËÔÏÒÁ ÐÏÌÑ ÏÂÒÁÔÎÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÁ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÄÏ ÃÅÎÔÒÁ. üÔÏ ÐÏÌÅ ÇÒÁÄÉÅÎÔÎÏÅ, ÎÏ ÅÇÏ ÐÏÔÅÎ- ÃÉÁÌ | ÎÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, Á ln 1 r . íÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÕÄÉŒÉÔÅÌØÎÏÊ

ÆÏÒÍÕÌÅ 1

r^0

∼ ln 1r .

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. üÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ, Á Ó ÎÅÊ É ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ´u = ‹ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÕÇÁÄÁÔØ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ n = 2 ËÁË ÐÒÅÄÅÌ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ n = 2 + ": 1 r^{n−2}

= 1r_" = exp ( " ln 1r ) = 1 + " ln 1r + O("^2):

œÅÒÎÅÍÓÑ Ë ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÀ ÄÉŒÅÒÇÅÎÃÉÉ. óÕÍÍÁÒÎÙÊ ÐÏÔÏË ÐÏÌÑ ÞÅ- ÒÅÚ ÇÒÁÎÉÃÕ ÓÌÏÑ ÍÅÖÄÕ ËÏÎÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÆÅÒÁÍÉ ÎÕÌÅŒÏÊ. îÏ ÜÔÏÔ ÐÏÔÏË ÅÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÄÉŒÅÒÇÅÎÃÉÉ ÐÏ ÓÌÏÀ. éÔÁË,

r_2∫

r_1

r^{n−1} div grad(r^{2−n}) dr = 0

ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ r_1; r_2, ÚÎÁÞÉÔ É ÓÁÍÁ ÄÉŒÅÒÇÅÎÃÉÑ ÒÁŒÎÁ 0. ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ, ´ ( 1 r^{n−2} ) = div grad ( 1 r^{n−2} ) = 0 òÉÓ. 9.5. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ìÁÐÌÁÓÁ ÐÒÉ n = 1

ÐÒÉ r > 0. á ÔÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ É ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ A(r) | ŒÏÔ ÍÙ É ÉÚÂÅÖÁÌÉ ÄÌÉÎÎÏÊ ÚÁÍÅÎÙ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ. œÏ ŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ´ ( 1 r^{n−2} ) ≠ 0.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÔÏË ÐÏÌÑ ÇÒÁÄÉÅÎÔÁ ÞÅÒÅÚ ÓÆÅÒÕ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ 0, ÏÎ ÒÁŒÅÎ (2 − n)!_{n−1}. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÓÆÅÒÕ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÇÒÁÎÉÃÅÊ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ. åÓÌÉ ÜÔÁ ÏÂÌÁÓÔØ ÓÏÄÅÒÖÉÔ 0, ÔÏ ÉÎ- ÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÔ ÄÉŒÅÒÇÅÎÃÉÉ ÐÏÌÑ ÒÁŒÅÎ (2 − n)!_{n−1}, Á ÅÓÌÉ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ, ÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. îÏ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÏ ÓÁÍÏÍÕ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÀ ‹-ÆÕÎËÃÉÉ, ÞÔÏ ÄÉŒÅÒÇÅÎÃÉÑ ÐÏÌÑ ÒÁŒÎÁ

(2 − n)!_{n−1}‹(x):

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ n = 3 ÉÍÅÅÍ´ ( 1 r ) = −4ı‹(x) É Ô. Ä.

ëÏÎÅÞÎÏ, ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ É ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ‹-ÏÂÒÁÚ- ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. îÏ ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÎÁÓËÏÌØËÏ ŒÓÅ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÐÒÏÝÅ, ÅÓÌÉ ÒÁÂÏ- ÔÁÔØ ÐÒÑÍÏ Ó ÉÄÅÁÌØÎÙÍ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÍ ÏÂSSÅËÔÏÍ | Ó ÓÁÍÏÊ ‹-ÆÕÎËÃÉÅÊ.

ðÒÉ n = 2 Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ (ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÁ) ÐÏÄÈÏÄÉÔ ÆÕÎËÃÉÑ ln(1=r). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÐÏ r ÏÔ ÎÅÅ ÒÁŒ- ÎÁ −1=r, Á ÄÁÌØÛÅ ÐÒÏÈÏÄÑÔ ŒÓÅ ÎÁÛÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÕÒÏŒÎÅ ÐÏÌÅÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÏÂÝÉÊ ŒÏ ŒÓÅÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏ- ÓÔÑÈ: ÐÏÌÅ ÏÂÒÁÔÎÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏ r^{n−1}. óÌÕÞÁÊ n = 1 ÔÏÖÅ ŒËÌÀÞÁ- ÅÔÓÑ Œ ÏÂÝÕÀ ËÁÒÔÉÎÕ: ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ d^2 dx^2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ |tx| Ó ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÍ t, ÐÏÌÅ ÐÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ŒÅÌÉÞÉÎÅ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏ 1 r^{1−1}

, Ô. Å. ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ, ÒÉÓ. 9.5.

íÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ t = 1=2, ÔÁË ÞÔÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÅÓÔØ |x|=2. éÎÔÅÒÅÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊ n = 1 ÕËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÏÂÝÕÀ ËÁÒÔÉÎÕ É ÎÁ ÕÒÏŒÎÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÏÂÝÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎ-

ÔÁÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ: u_0 = 1 (2 − n)!_{n−1}r^{n−2}

ÐÒÉ n = 1 ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ r!_0 = r2 . äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ !_0 (ÎÕÌØÍÅÒÎÙÊ ÏÂSSÅÍ) ÎÕÌØÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÙ S^0, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÄŒÕÈ ÔÏÞÅË, ÒÁŒÎÁ 2.

éÔÁË, ÏÂÝÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ŒÅÒÎÁ ŒÏ ŒÓÅÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÈ, ËÒÏÍÅ 2, ÇÄÅ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÌÏÇÁÒÉÆÍ: u_0 = − 1 2ß ln 1 r . úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÏÑŒÌÅÎÉÅ ÚÄÅÓØ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ ÉÍÅÅÔ ÓŒÏÉ ÇÌÕÂÏËÉÅ ÐÒÉ- ÞÉÎÙ: ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÍ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÍ ÏÄÎÏ- ÒÏÄÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ. ìÏÇÁÒÉÆÍ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÑÅÔÓÑ Ë ÓÔÅÐÅÎÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÔÁËÉÍ ÖÅ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁË ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÐÒÉÓÏÅÄÉ- ÎÑÀÔÓÑ Ë ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÖÏÒÄÁÎÏŒÙÈ ËÌÅÔÏË. œÙ ÕÖÅ ÓÔÁÌËÉŒÁ- ÌÉÓØ Ó ÜÔÉÍ ÑŒÌÅÎÉÅÍ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÒÅÚÏÎÁÎÓÏŒ ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÄÎÏ- ÒÏÄÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ: ËÏÇÄÁ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÓÔÁÎÏŒÑÔÓÑ ËÒÁÔÎÙÍÉ, Ë ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁÍ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÑÀÔÓÑ ËŒÁÚÉÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÙ.

æÉÚÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ | ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ ÅÄÉ- ÎÉÞÎÏÇÏ ÔÏÞÅÞÎÏÇÏ ÚÁÒÑÄÁ Œ ÔÏÞËÅ 0. çÒÁÄÉÅÎÔ ÜÔÏÇÏ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÁ ÅÓÔØ ÐÏÌÅ, ÓÏÚÄÁÎÎÏÅ ÜÔÉÍ ÚÁÒÑÄÏÍ.

æÉÚÉÞÅÓËÉ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÐÏÌÑ ÐÒÉ n = 3. îÏ É ÐÏÌÑ Œ ÍÅÎØÛÉÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÈ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÈ ËÁÒÔÉÎ, ÏÂÌÁ- ÄÁÀÝÉÈ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÚÁÒÑÖÅÎÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ Œ R^3 . îÁÊ- ÄÅÍ ÓÉÌÕ, ÓÏÚÄÁÎÎÕÀ ÜÔÉÍ ÚÁÒÑÄÏÍ Œ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ ËÁË ÒÁŒÎÏÄÅÊÓÔŒÕÀ- ÝÕÀ ÓÉÌ ÔÏÞÅÞÎÙÈ ÚÁÒÑÄÏŒ, ÒÁÚÍÁÚÁÎÎÙÈ ÐÏ ÐÒÑÍÏÊ. òÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÕÄÅÔ ÔÁËÏÊ ÖÅ, ËÁË ÐÒÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÎÁÛÕ ÔÏÞËÕ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ ÚÁÒÑÖÅÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÒÉÞÅÍ ŒÅÓØ ÚÁÒÑÄ ÐÒÑÍÏÊ ÎÁÄÏ ÐÏÍÅÓÔÉÔØ Œ 0, ÒÉÓ. 9.6.

ð Ò Å Ä Ï Ó Ô Å Ò Å Ö Å Î É Å: ÓËÌÁÄÙŒÁÔØ ÎÕÖÎÏ ÉÍÅÎÎÏ ÓÉÌÙ, Á ÎÅ ÐÏ- ÔÅÎÃÉÁÌÙ, ÔÁË ËÁË ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÄÌÑ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÏŒ ÒÁÓÈÏ- ÄÉÔÓÑ. íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÅÝÅ ÏÄÎÕ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÕÀ É ÕÄÉŒÉÔÅÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ∞∫ −∞ dz √ r^2 + z^2

∼ 2 ln 1r + const

(ÞÅÍÕ ÒÁŒÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÓÐÒÁÛÉŒÁÔØ ÚÁÐÒÅÝÁÅÔÓÑ!).

òÉÓ. 9.6. ðÒÑÍÁÑ ÓÏ- ÚÄÁÅÔ Œ ËÁÖÄÏÊ ÏÒÔÏ- ÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÁËÏÅ ÖÅ ÐÏÌÅ ÚÁÒÑÄÏŒ, ËÁËÏÅ ÔÏÞÅÞÎÙÊ ÚÁÒÑÄ ÓÏÚÄÁÅÔ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ ÚÁÒÑÄ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÔÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÁËÕÀ ÖÅ ËÁÒÔÉÎÕ ÓÉÌ, ËÁ- ËÕÀ ÓÏÚÄÁÅÔ ÔÏÞÅÞÎÙÊ ÚÁÒÑÄ ÐÒÉ n = 1.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÓÐÕÓË ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÏÄÉÔØ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÌÀÂÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏ- ÓÔÉ.

ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f(x), ÚÁÄÁÎÎÕÀ Œ ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ˙. òÅÛÅÎÉÅ u ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ðÕÁÓÓÏÎÁ ´u = f ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÐÏ ÐÒÉÎÃÉÐÕ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÉ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÑ f Œ ŒÉÄÅ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉ- ÃÉÉ ÓÄŒÉÇÏŒ ‹-ÆÕÎËÃÉÉ. ðÕÓÔØ u_0 | ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, Ô. Å. ´u_0(x) = ‹(x). éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, u_0(x) | ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ, ÓÏÚÄÁÎÎÙÊ Œ ÔÏÞËÅ x ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÚÁÒÑÄÏÍ, ÐÏÍÅÝÅÎÎÙÍ Œ ÎÕÌÅ. åÓÌÉ ÚÁÒÑÄ ŒÅÌÉÞÉÎÙ f(y) ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÔÏÞËÅ y, ÔÏ Œ ÔÏÞËÅ x ÏÎ ÓÏÚÄÁÓÔ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ f(y)u_0(x − y).

óÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÑ ŒÓÅÈ ÜÔÉÈ ÐÏÌÅÊ | ÐÏÌÅ Ó ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÏÍ, ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÆÏÒÍÕÌÏÊ u(x) = ∫ � f(y)u_0(x − y) dy:

üÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ðÕÁÓÓÏÎÁ. ðÏ ÐÒÉÎÃÉÐÕ ÓÕÐÅÒÐÏ- ÚÉÃÉÉ ´u(x) = ∫ � f(y)‹(x − y) dy = f(x):

ðÏÜÔÏÍÕ u(x) | ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ðÕÁÓÓÏÎÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÁ Œ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ˙. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ðÕÁÓ- ÓÏÎÁ ´u = f, ËÏÔÏÒÏÅ ÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ:

u(x) = ∫ � f(y)u_0(x − y) dy;

ÇÄÅ u_0 | ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ìÁÐÌÁÓÁ.

ëÏÇÄÁ ÑŒÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÎÁÐÉÓÁÎÁ, ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅ- ÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ, ÎÅ ÐÒÉÂÅÇÁÑ Ë ‹-ÆÕÎËÃÉÑÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ.

òÅÛÅÎÉÅ ÎÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ, Ë ÎÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÁŒÉÔØ ÌÀÂÕÀ ÇÁÒÍÏ- ÎÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ŒÙÄÅÌÉÔØ, ÎÁÌÏÖÉŒ ÕÓÌÏŒÉÅ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ.

ðÒÉ n > 2 ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ 0, Á ÚÎÁÞÉÔ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ 0 É ŒÅÓØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ðÕÁÓÓÏÎÁ. üÔÉÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ ÒÅÛÅÎÉÅ ŒÙÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÒÁÚÎÏÓÔØ ÄŒÕÈ ÔÁËÉÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÂÙÌÁ ÂÙ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÅÊÓÑ Œ ÎÕÌØ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. ðÏ ÐÒÉÎÃÉÐÕ ÍÁËÉÍÕÍÁ ÏÎÁ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ.

ðÒÉ n = 2 ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÒÅÛÅÎÉÅ ŒÙÄÅÌÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÅÍ |u(x)| ⩽ C ln |x|.

ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÒÑÄÙ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÅ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ @˙ ÏÂÌÁÓÔÉ ˙. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÎÕÀ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÚÁÒÑÄÏŒ Œ ÔÏÞËÅ y ÇÒÁÎÉÃÙ ÞÅÒÅÚ f(y). ðÏÌÏÖÉÍ

u(x) = ∫ @� f(y)u_0(x − y) dy:

üÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÁ ŒÓÀÄÕ ŒÎÅ ÇÒÁÎÉÃÙ ÏÂÌÁÓÔÉ ˙ É ÏÂÒÁ- ÝÁÅÔÓÑ Œ 0 ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ (ÐÒÉ n = 2

òÉÓ. 9.7. ðÏÌÅ, ÓÏÚÄÁÎ- ÎÏÅ ÐÒÏÓÔÙÍ ÓÌÏÅÍ

|u| ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÒÁÓÔÅÔ ÎÅ ÂÙÓÔÒÅÅ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ).

þÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ Œ ÔÏÞËÁÈ ÓÁÍÏÊ ÇÒÁ- ÎÉÃÙ? òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔ dS ÇÒÁÎÉÃÙ. ðÏÓÔÒÏÉÍ ŒÄÏÌØ ÎÏÒÍÁÌÉ ÃÉÌÉÎÄÒ ÎÁÄ dS Ó ÍÁÌÏÊ ŒÙÓÏÔÏÊ ", ÒÉÓ. 9.7.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÔÏË ÇÒÁÄÉÅÎÔÁ ÆÕÎËÃÉÉ u ÞÅÒÅÚ ÇÒÁÎÉÃÕ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ G. åÓÔÅ- ÓÔŒÅÎÎÏ ÏÖÉÄÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÔÏË ÞÅÒÅÚ ÂÏËÏŒÕÀ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÍÁÌ ŒÍÅÓÔÅ Ó ", ÔÁË ËÁË ÜÔÁ ÂÏËÏ- ŒÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÍÁÌÕÀ ÐÌÏÝÁÄØ (ÏÓÔÁ- ŒÉÍ ÜÔÏ ÐÏËÁ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ). œÙÞÉÓÌÉÍ òÉÓ. 9.8. ðÏÔÅÎÃÉÁÌ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÚÁÒÑÖÅÎ- ÎÏÊ ÓÆÅÒÙ

ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÕÍÍÁÒÎÙÊ ÐÏÔÏË: ∫ @G @u @ndff = ∫ @G (n; ∇u) dff = ∫ G ´u dx = ∫ (@�)∩G

f dS

(ŒÔÏÒÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ | ÎÁ ÏÓÎÏŒÁÎÉÉ ÆÏÒÍÕÌÙ óÔÏËÓÁ, ÔÒÅÔØÅ ÕÞÉÔÙŒÁÅÔ ÚÁÒÑÄÙ, ÐÏÐÁŒÛÉÅ Œ G). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÏÔÏË ÞÅÒÅÚ ÏÓÎÏŒÁÎÉÑ ÒÁŒÅÎ ( @u @n_+

+ @u @n_− ) dS Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÁÌÏÊ ÐÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÀ Ó dS ÐÏÐÒÁŒËÉ.

ðÒÅÎÅÂÒÅÇÁÑ ÍÁÌÙÍ ÐÒÉ ÍÁÌÙÈ " ÐÏÔÏËÏÍ ÞÅÒÅÚ ÂÏËÏŒÕÀ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ, ÍÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ŒÙŒÏÄÕ, ÞÔÏ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ @˙ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ: @u @n_+ + @u @n_− = f.

óÕÍÍÁ Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ | Ó Ë Á Þ Ï Ë ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÎÏÒÍÁÌØ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÁ Œ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ. éÔÁË, ÆÕÎËÃÉÑ u(x) ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ŒÎÕÔÒÉ É ŒÎÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÓËÁÞÏË ÅÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÒÁŒÅÎ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÐÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÚÁÒÑ- ÄÁ. üÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÏÍ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÓÌÏÑ | ÚÁÒÑÄÙ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÐÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ Œ ÏÄÉÎ ÓÌÏÊ.

ðÒÉÍÅÒ 1. œÙÞÉÓÌÉÍ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ ÓÆÅÒÙ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ ÚÁÒÑÄÁ. ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÐÏÌÕÞÉÍ u(x) = ∫ |y|=R dy |x − y| , ÒÉÓ. 9.8.

œÚÑÔØ ÜÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÑŒÎÙÍ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÎÁ ÓÆÅÒÅ ÍÏÖÎÏ, ÎÏ ÎÅ ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÏ (îØÀÔÏÎ Ó ÜÔÉÍ ÓÐÒÁŒÉÌÓÑ).

îÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÏÔŒÅÔ É ÂÅÚ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÀ ÓÆÅÒÙ. íÙ ÚÁÒÁÎÅÅ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ u = u(r) | ÆÕÎËÃÉÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅ- ÓËÁÑ ŒÎÕÔÒÉ É ŒÎÅ ÓÆÅÒÙ. úÎÁÞÉÔ ÍÏÖÎÏ ÉÓËÁÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ Œ ŒÉÄÅ a + b=r (ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÎÙÍÉ ŒÎÕÔÒÉ É ŒÎÅ ÏÂÌÁÓÔÉ). œÎÕÔÒÉ ÓÆÅÒÙ b = 0, ÉÎÁÞÅ ÎÁÒÕÛÉÔÓÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÏÓÔØ Œ ÎÕÌÅ. úÎÁÞÉÔ, ŒÎÕÔÒÉ ÓÆÅÒÙ u ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ É, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÒÁŒÎÁ ÓŒÏÅ-

òÉÓ. 9.9. ôÑÇÏÔÅÎÉÅ ŒÎÕÔÒÉ ÓÆÅÒÙ É ÜÌÌÉÐÓÏÉÄÁ ÏÔÓÕÔ- ÓÔŒÕÅÔ

ÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ Œ ÃÅÎÔÒÅ | 4ıR. óÉÌÏŒÏÅ ÐÏÌÅ ŒÎÕÔÒÉ ÛÁÒÁ ÒÁŒÎÏ 0.

ëÓÔÁÔÉ, îØÀÔÏÎ ÏÂÎÁÒÕÖÉÌ ÜÔÏ ÐÕÔÅÍ ÕÒÁŒÎÏŒÅÛÉŒÁÎÉÑ ÓÉÌ, ÒÉÓ. 9.9, ÅÇÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ŒÅÒÎÏ ÔÁËÖÅ ÄÌÑ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄÁ, ÔÏÞÎÅÅ, ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÔÏÎËÏÇÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏÑ ÍÅÖÄÕ ÇÏ- ÍÏÔÅÔÉÞÎÙÍÉ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄÁÍÉ Ó ÏÂÝÉÍ ÃÅÎÔÒÏÍ, ÇÄÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ (ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÁ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÒÁÄÉÕÓÁ) ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÑÔ.

úÁÄÁÞÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÉÌÙ ÐÒÉÔÑÖÅÎÉÑ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÍÉ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÁÍÉ ÓÌÏÑ ÍÅÖÄÕ ËÏÎÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÇÏÍÏÔÅÔÉÞÎÙÍÉ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄÁÍÉ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙ.

œÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÎÁÛÅÊ ÓÆÅÒÅ É ÎÁÊÄÅÍ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ a É b ÄÌÑ ŒÎÅÛÎÅÊ ÏÂÌÁÓÔÉ. óÎÁÒÕÖÉ a = 0 (ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÎÕÌÅŒÏÊ). ëÏÜÆ- ÆÉÃÉÅÎÔ b ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÓÕÍÍÁÒÎÙÊ ÚÁÒÑÄ É ÒÁŒÅÎ 4ıR. íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÎÁÊÔÉ a ÉÚ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ u Œ ÔÏÞËÁÈ ÓÁÍÏÊ ÓÆÅÒÙ ÐÒÉ ÐÏÄÈÏÄÅ ÉÚÎÕÔÒÉ É ÓÎÁÒÕÖÉ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÒÁŒ- ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ. çÒÁÆÉË ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÁ ÄÁÎ ÎÁ ÒÉÓ. 9.8.

ðÒÉÍÅÒ 2. ðÕÓÔØ A | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, I | ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ. ïÐÅÒÁÔÏÒ A − –I ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÄÎÏÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ ((A − –I)x; x), ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍ ÐÕÞËÏÍ. ïÐÅÒÁÔÏÒ (A − –I)^{−1} (ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ) | ÔÏÖÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ É ÏÐÒÅÄÅÌÑ-

òÉÓ. 9.10. ëÒÉŒÙÅ ÐÕÞËÁ ÐÒÉ n = 2

ÅÔ ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÊ ÐÕÞÏË ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ ((A − –I)^{−1}x; x) (ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ ÅŒËÌÉÄÏŒÕ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÄŒÏÊ- ÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ËŒÁÄÒÉË ((A − –I)^{−1}x; x) = 1. îÁÐÒÉ- ÍÅÒ, ÐÒÉ n = 2 ÐÕÞÏË ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ, ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 9.10, ŒÓÅ ËÒÉŒÙÅ ÚÄÅÓØ ÉÍÅÀÔ ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ ÆÏËÕÓÙ.

õÒÁŒÎÅÎÉÑ ËŒÁÄÒÉË ÐÕÞËÁ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A Œ ŒÉÄÅ

x^2_1 a_1 − ˘ + : : : + x^2_n a_n − ˘ = 1;

ÇÄÅ a_1; : : : ; a_n | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A. ëŒÁÄÒÉËÉ, ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÉÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ –, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÏÎÆÏËÁÌØÎÙÍÉ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ.

úÁÄÁÞÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÒÏŒÎÏ n ËÏÎÆÏËÁÌØÎÙÈ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ËŒÁÄÒÉË ÐÕÞËÁ (ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ –_1; : : : ; –_n). üÔÉ ËŒÁÄÒÉËÉ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÉÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÏÐÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ.

úÎÁÞÅÎÉÑ –_1; : : : ; –_n ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÔÏÞËÉ.

ðÒÉ n = 3 ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ

òÉÓ. 9.11. ðÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÐÕÞ- ËÁ ÐÒÉ n = 3

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄ, ÏÄÎÏÐÏÌÏÓÔÎÙÊ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄ É ÄŒÕÐÏ- ÌÏÓÔÎÙÊ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄ, ÒÉÓ. 9.11.

úÁÄÁÞÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÌÉÚËÉÊ ËÏÎ- ÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÇÏÍÏÔÅÔÉÞÎÙÊ ÜÌÌÉÐÓÏ- ÉÄ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ, ÓÏÚÄÁÎÎÙÊ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÙÍ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÚÁÒÑÄÏŒ Œ ÓÌÏÅ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÄŒÕÍÑ ÜÌÌÉÐÓÏÉ- ÄÁÍÉ. ôÁËÏÊ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÐÌÏÔ- ÎÏÓÔØÀ dx^1 ∧ · · · ∧ dx^n df , Ô. Å. ds |∇f| , ÇÄÅ ds | ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÌÏÝÁÄØ, Á f | ËŒÁ- ÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, ÚÁÄÁÀÝÁÑ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄ. ïÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÉÄÎÏÊ ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ. ôÏÇÄÁ:

1. üÌÅËÔÒÏÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÌÅ ŒÎÕÔÒÉ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄÁ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ. 2. óÎÁÒÕÖÉ ÓÉÌÏŒÙÅ ÌÉÎÉÉ (ÆÁÚÏŒÙÅ ÌÉÎÉÉ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÇÒÁÄÉ- ÅÎÔÁ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÁ) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍÉ ÌÉÎÉÑÍÉ ŒÙÛÅÏÐÉÓÁÎÎÙÈ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

3. œÓÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÕÒÏŒÎÑ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÁ ŒÏ ŒÎÅÛÎÅÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÑŒÌÑÀÔ- ÓÑ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄÁÍÉ, ËÏÎÆÏËÁÌØÎÙÍÉ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ.

îÁÐÏÍÎÀ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÜÌÅËÔÒÏÓÔÁÔÉËÉ. ðÏÔÅÎÃÉÁÌ ÕÓÔÁÎÏŒÉŒÛÅÇÏÓÑ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÚÁÒÑÄÏŒ ÐÒÏŒÏÄÑÝÅÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÐÏÓÔÏÑÎÅÎ ÎÁ ÎÅÊ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ ÂÙÌ ÂÙ ÎÅ ÐÏÓÔÏÑÎÅÎ, ÔÏ ÇÒÁÄÉÅÎÔ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÁ (Ô. Å. ÜÌÅËÔÒÏÓÔÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÌÅ) ÉÍÅÌ ÂÙ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÎÕÀ ŒÄÏÌØ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÚÁÓÔÁ- ŒÉÌÁ ÂÙ ÚÁÒÑÄÙ ÄŒÉÇÁÔØÓÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ŒÙÛÅ ÇÏÍÅÏÉÄÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ | ÜÔÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÅ ÚÁÒÑÄÁ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÐÒÏŒÏÄÑÝÅÇÏ (ĂÍÅÔÁÌÌÉÞÅÓËÏÇÏĄ) ÚÁÒÑÖÅÎ- ÎÏÇÏ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄÁ.

éÎÔÅÒÅÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÚÁÒÑÄÁ ÎÁ ÐÒÏŒÏÄÑÝÅÊ ÐÏ- ŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÂÏÌØÛÅ ÔÁÍ, ÇÄÅ ÂÏÌØÛÅ ËÒÉŒÉÚÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ. œÎÕÔÒÉ ÖÅ ÐÒÏŒÏÄÎÉËÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÒÑÄÏŒ ÕÓÔÁÎÏŒÉŒÛÅÇÏÓÑ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÇÒÁÄÉÅÎÔ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÁ ÕÓÔÁÎÏŒÉŒÛÅÇÏÓÑ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÚÁÒÑÄÏŒ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ ŒÎÕÔÒÉ ÐÒÏŒÏÄÎÉËÁ (ÉÎÁÞÅ ÚÁÒÑÄÙ ÎÁÞÁÌÉ ÂÙ ÄŒÉ- ÇÁÔØÓÑ). úÎÁÞÉÔ, ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ ŒÎÕÔÒÉ ÐÒÏŒÏÄÎÉËÁ | ËÏÎÓÔÁÎÔÁ É, ÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÚÁÒÑÄÏŒ ÔÁÍ ÎÕÌÅŒÁÑ.

ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ ÇÌÁÄËÏÊ ÐÒÏŒÏÄÑÝÅÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÏÇÒÁÎÉ- ÞÉŒÁÀÝÅÊ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ, ÐÏÓÔÏÑÎÅÎ Œ ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÎÅÔ ÚÁÒÑÄÏŒ.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ | ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ ŒÎÕÔÒÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ É ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÊ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÐÒÉÎÃÉÐÕ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÏÎ ÐÏÓÔÏÑÎÅÎ É ŒÎÕÔÒÉ ÏÂÌÁÓÔÉ.

ðÏÐÒÏÓÔÕ ÇÏŒÏÒÑ, ÜÌÅËÔÒÏÓÔÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÌÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÐÒÏÎÉËÎÕÔØ ŒÏŒÎÕÔÒØ ÍÅÔÁÌÌÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÌÏÓÔÉ (ĂÜËÒÁÎÉÒÏŒÁÎÉÅĄ). áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÆÁË- ÔÙ ŒÅÒÎÙ É Œ R^n ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ n.

úÁÄÁÞÁ 1. œ ÔÏÞËÕ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ r ÏÔ ÃÅÎÔÒÁ ÎÅÚÁÒÑÖÅÎÎÏÊ ÐÒÏ- ŒÏÄÑÝÅÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉÕÓÁ R Œ R^2 ÐÏÍÅÝÅÎ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÚÁÒÑÄ. îÁÊÔÉ ÏÂÒÁÚÏŒÁŒÛÅÅÓÑ ÜÌÅËÔÒÏÓÔÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÌÅ, ÅÇÏ ÜËŒÉÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ËÒÉ- ŒÙÅ É ÓÉÌÏŒÙÅ ÌÉÎÉÉ.

õ Ë Á Ú Á Î É Å. îÁÞÎÉÔÅ ÓÏ ÓÌÕÞÁÑ r = 0.

úÁÄÁÞÁ 2. ðÒÏŒÅÄÉÔÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÒÁŒÎÏŒÅÓÎÏÇÏ ÒÁÓÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÑ ÚÁÒÑÄÏŒ ÄÌÑ ĂÚÁÒÑÖÅÎÎÏÇÏĄ ÐÒÏŒÏÄÑÝÅÇÏ ÜÌÌÉÐÓÁ ÉÌÉ ËŒÁÄÒÁÔÁ Œ ÄŒÕÍÅÒÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ; ËÁËÏŒÁ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÚÁÒÑÄÁ Õ ŒÅÒ- ÛÉÎ?

äÏÂÁŒÌÅÎÉÅ. ïÃÅÎËÁ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÁ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÓÌÏÑ

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÌÅËÔÒÏÓÔÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÌÅ, ÓÏÚÄÁÎÎÏÅ ÇÌÁÄËÉÍ ÒÁÓÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÅÍ ÚÁÒÑÄÏŒ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÓÌÏÑ ÎÁ ÇÌÁÄËÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ŒÐÌÏÔØ ÄÏ ÇÒÁÎÉÃÙ.

ïÔÓÀÄÁ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÔÏË ÞÅÒÅÚ ÂÏËÏŒÕÀ ÐÏŒÅÒÈ- ÎÏÓÔØ ÃÉÌÉÎÄÒÁ ÍÁÌÏÊ ŒÙÓÏÔÙ " (Œ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑÈ ÎÁ Ó. 101) ÍÁÌ ŒÍÅÓÔÅ Ó ", ÞÅÍ ÍÙ ÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓËÁÞËÁ ÎÏÒÍÁÌØ- ÎÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÁ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÓÌÏÑ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÎÏÒÍÁÌÅÊ Ë ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÓÌÏÑ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÉ ÎÏÒÍÁÌÅÊ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÉÌÁ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ŒÎÕÔÒÉ ÔÁËÏÊ r-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ (ÔÁË ËÁË ŒÎÅ ÅÅ ÓÉÌÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ŒÅÌÉÞÉÎÏÊ ȷS=r^2, ÇÄÅ ȷ | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÚÁÒÑÄÁ, Á S | ÐÌÏÝÁÄØ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ). òÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÒÅÚÏË ÎÏÒÍÁÌÉ, ÐÒÏŒÅÄÅÎÎÙÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ P ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ. œŒÅÄÅÍ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ P ÄÅËÁÒÔÏŒÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ Œ P : z ÐÏ ÎÏÒÍÁÌÉ Ë ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ, ~x Œ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. åÓÌÉ ÒÁÄÉÕÓ r ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ P ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌ, ÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÓÌÏÑ Œ ÎÁÛÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ: z = h(~x), |h(~x)| ⩽ C|~x|^2.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ ÓÉÌÙ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÏÃÅÎÉÔØ ÔÏÌØËÏ ÓÉÌÕ, ÓÏÚÄÁÎÎÕÀ ÚÁÒÑÄÁÍÉ, ÎÁÈÏÄÑÝÉÍÉÓÑ Œ ÐÏÓÔÒÏÅÎ- ÎÏÍ ÛÁÒÅ ÒÁÄÉÕÓÁ r (ÓÉÌÁ, ÓÏÚÄÁÎÎÁÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ ÚÁÒÑÄÁÍÉ, ÓËÁÖÅÍ, Œ r=2-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ P ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 4ȷS=r^2).

îÁÓÔÏÑÝÕÀ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ ŒÙÚÙŒÁÅÔ ÏÃÅÎËÁ ÓÉÌÙ, ÓÏÚÄÁÎÎÏÊ ŒÂÌÉÚÉ ÔÏÞËÉ P ÚÁÒÑÄÁÍÉ ÉÚ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ. úÄÅÓØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÚÁ ÓÞÅÔ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÞÁÓÔÉ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÑÎÕÔ Œ ÒÁÚÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÎÁÞÁÌÅ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÓÌÏÊ Œ ÎÁÛÅÍ ÛÁÒÅ | ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ (z = 0) É ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÚÁÒÑÄÏŒ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ.

œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÅ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ ÓÉÌ, ÓÏÚÄÁÎÎÙÈ ÎÁ ÏÓÉ z ÚÁÒÑÄÁÍÉ Œ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ ~x, ÔÏÞÎÏ ÕÒÁŒÎÏŒÅÛÉŒÁÀÔ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ. òÅÚÕÌØÔÉÒÕÀÝÁÑ ÓÉÌÁ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÁ É ÄÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÞËÅ Z ÉÎ- ÔÅÇÒÁÌÏÍ (ÐÒÉ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÚÁÒÑÄÏŒ | ÅÄÉÎÉÃÁ):

F = r∫ 0 Z2ßx dx (x^2 + Z^2)^{3=2}

= 2ı r=Z∫ 0 ¸ d¸ (¸^2 + 1)^{3=2}

= 2ı ( 1 − Z √ r^2 + Z^2 )

(ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ Z ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ, ÐÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÚÎÁËÁ Z ÓÉÌÁ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË), ÇÄÅ x = |~x|.

œÏ ŒÓÑËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÉÌÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ŒÅÌÉÞÉÎÏÊ 2ı (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ, ËÁË ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ÐÏÌÀ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÚÁÒÑÖÅÎÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ).

ôÅÐÅÒØ ÚÁÍÅÎÉÍ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÚÁÒÑÄÏŒ ŒÄÏÌØ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ z = h(~x) Ó ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ ȷ(~x) Œ ÏÂÌÁÓÔÉ x < r ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÐÌÏÔÎÏ- ÓÔÉ ȷ(0) Œ ËÒÕÇÅ x < r ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Z = 0 (ÚÄÅÓØ Z | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ÔÏÞËÉ ÏÓÉ z, ÇÄÅ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÏÃÅÎÉÔØ ŒÅÌÉÞÉÎÕ ÐÏÌÑ).

œÅÒÔÉËÁÌØÎÁÑ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ÓÉÌÙ Œ ÔÏÞËÅ Z ÄÁÅÔÓÑ ÔÅÐÅÒØ ÉÎÔÅ- ÇÒÁÌÏÍ ÏÔ:

(Z + h(x̃)) æ(x̃)J(x̃)x dx d’ ( x^2 + (Z + h)^2

)_{3=2} ;

ÇÄÅ ȷ | ÐÌÏÔÎÏÓÔØ, J | ÑËÏÂÉÁÎ, ÒÁŒÎÙÊ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÐÌÏÝÁÄÉ ÓÌÏÑ ÎÁÄ ~x Ë ÜÌÅÍÅÎÔÕ x dx d’ ÐÌÏÝÁÄÉ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ~x (Ó ÐÏÌÑÒÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ x; ’).

œÅÌÉÞÉÎÙ ȷ É J Œ ÎÁÛÅÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ŒÙÒÁ- ÖÅÎÉÅ Œ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ:

x^2 + (Z + h)^2 = x^2 + Z^2 + 2Zh(~x) + h^2(~x) ⩾ 12 (x^2 + Z^2)

ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÈ r, ÔÁË ËÁË |Zh| ⩽ Z^24 + h^2 É |h| ⩽ Cx^2.

ðÏÜÔÏÍÕ ŒÓÅ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ Z ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ Œ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ ÏÃÅÎÉŒÁ- ÅÔÓÑ ÓŒÅÒÈÕ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ ÔÁË ÖÅ, ËÁË Œ ÓÌÕÞÁÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

œÔÏÒÏÅ (ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ h) ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÐÏÄ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÏÇÒÁÎÉ- ÞÅÎÏ (ÞÉÓÌÉÔÅÌØ ÍÅÎØÛÅ C_1x^3, Á ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÂÏÌØÛÅ C_2x^3). ðÏÜÔÏÍÕ ŒÓÑ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÁÑ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ. çÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÁÑ ÓÏÓÔÁŒÌÑ- ÀÝÁÑ, Ô. Å. ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ x̃æ(x̃)J(x̃)x dx d’ ( x^2 + (Z + h(x̃))^2

)_{3=2} , ÏÃÅÎÉŒÁÅÔÓÑ ÓÌÏÖÎÅÅ.

ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÓÒÁÚÕ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ȷJ ≡ 1. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÆÕÎËÃÉÉ ȷ É J ÇÌÁÄËÉÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÚÁÍÅÎÁ ȷ(~x)J(~x) ÎÁ ȷ(0)J(0) ÍÅÎÑÅÔ ÐÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ (⩽ C_3x^3 Œ ÞÉ- ÓÌÉÔÅÌÅ, ⩾ C_2x^3 Œ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ).

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÓÒÁŒÎÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÒÉ ȷJ = 1 Ó ÔÁËÉÍ ÖÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ Ó h = 0 (ÒÁŒÎÙÍ, ËÁË ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ÎÕÌÀ).

ìÅÍÍÁ. | | | 1 (x^2 + Z^2)^{3=2} − 1 (x^2 + (Z + h)^2)^{3=2} | | | ⩽ C_4 x^2 : ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÕÓÔØ Z = –x, ÔÏÇÄÁ ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁŒÎÁ 1 x^3 | | | 1 (1 + ˘^2)^{3=2} − 1 (1 + (˘ + ¯)^2)^{3=2} | | | ; ÇÄÅ h = —x, ÔÁË ÞÔÏ |—| < Cx.

æÕÎËÃÉÑ 1

(1 + ˘^2)^{3=2}

ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ C_5

ÎÁ ŒÓÅÊ ÐÒÑÍÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ. ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÊ | | 1 (1 + ˘^2)^{3=2} − 1 (1 + (˘ + ¯)^2)^{3=2} | | ⩽ C_5—:

ðÏÓËÏÌØËÕ |—| ⩽ Cx, ÏÃÅÎÉŒÁÅÍÁÑ Œ ÌÅÍÍÅ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ | | | C_5¯ x^3 | | | ⩽ C_5C x^2 ; ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

îÁËÏÎÅÃ, ÄÌÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ, ÄÁÀÝÅÇÏ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÕÀ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÕÀ ÓÉÌÙ ÐÒÉ Jȷ = 1, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÃÅÎËÕ | | | r∫ 0 2ı∫ 0 x̃ x dx d’ (x^2 + (Z + h(x̃))^2)^{3=2} | | | ⩽ 2ı r∫ 0 x^2C_4 x^2 dx = 2ırC_4

(ÔÁËÏÊ ÖÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ Ó h = 0 ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ, Á ÒÁÚÎÏÓÔØ ÐÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ŒÙÒÁÖÅÎÉÊ ÐÒÉ h = 0 É ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ h ÏÃÅÎÅÎÁ ŒÅÌÉÞÉÎÏÊ C_4=x^2 Œ ÌÅÍÍÅ).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3. ðÏÄÏÂÎÙÍÉ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÏÃÅÎËÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÄÏ- ËÁÚÁÔØ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÁ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÓÌÏÑ ŒÏ ŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ, É ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ÐÒÅÄÅÌÏŒ ÅÇÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÐÏ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ É ŒÎÅÛÎÅÊ ÎÏÒÍÁÌÑÍ, Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÆÏÒÍÕÌÕ ÓËÁÞËÁ ÎÏÒÍÁÌØ- ÎÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ, ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ÔÕÔ ÏÇÒÁÎÉÞÉÌÉÓØ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4. ðÒÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÏŒ ÏÞÅÎØ ÐÏÌÅÚÎÏ ŒŒÅ- ÄÅÎÎÏÅ æÁÒÁÄÅÅÍ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÅ, ÞÔÏ ĂÉÚ ËÁÖÄÏÊ ÅÄÉÎÉÃÙ ÚÁÒÑÄÁ ŒÙÈÏÄÑÔ 4ı ÓÉÌÏŒÙÈ ÌÉÎÉÊ ÜÌÅËÔÒÏÓÔÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÌÑĄ (ÞÔÏ ÂÙ ÜÔÏ ÎÉ ÏÚÎÁÞÁÌÏ). ðÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÌÉÎÉÉ ÎÁÞÉÎÁÀÔÓÑ Œ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÚÁÒÑÄÁÈ (ÉÌÉ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ), Á ËÏÎÞÁÀÔÓÑ Œ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ (ÉÌÉ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ- ÓÔÉ).

œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔØ ÐÏÌÑ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁŒÎÏÊ ĂÐÌÏÔÎÏ- ÓÔÉ ÓÉÌÏŒÙÈ ÌÉÎÉÊĄ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÚÁÒÑÄÏŒ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÓÌÏÑ ÐÏÌÏŒÉÎÁ ÉÚ ȷ 4ı dS ÓÉÌÏŒÙÈ ÌÉÎÉÊ, ŒÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ÚÁÒÑÄÏŒ ÏÂÌÁÓÔÉ dS, ÉÄÕÔ Œ ÏÄÎÕ, Á ÐÏÌÏŒÉÎÁ | Œ ÄÒÕÇÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ, ÏÔËÕÄÁ É ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÓËÁÞËÁ. íÎÏÖÉÔÅÌØ 4ı ÐÏÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÕÔ ÉÚ-ÚÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Œ ÆÉÚÉËÅ ÒÅÞØ ÉÄÅÔ Ï ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÅ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÚÁÒÑÄÁ ŒÉÄÁ u = 1=r, Á ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÌÉ ÐÏÔÅÎÃÉ- ÁÌ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÓÌÏÑ ËÁË ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÓÄŒÉÇÏŒ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ´u = ‹.